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RESUMEN 

 

En el siguiente trabajo de investigación se presenta información detallada 

referente a la técnica que usa el método Bootstrap para generar variables 

aleatorias. Este método fue desarrollado por Efron en 1979. Es una técnica de 

remuestreo que facilita los cálculos que no se pueden hacer con fórmulas simples 

(es decir, por medio de las técnicas estadísticas clásicas) teniendo como 

herramienta importante la ayuda del computador. Consiste básicamente en 

sustituir la distribución teórica por la muestral y estudiar las propiedades del 

estimador remuestreando esa nueva población en las mismas condiciones en que 

se obtuvo la muestra original. 

 

En este trabajo se implementó la técnica de Bootstrap suavizado y las técnicas 

estadísticas clásicas para generar variables aleatorias continuas. Se estudiaron 

los datos obtenidos a través del software estadístico SPSS, en donde se utilizó la 

prueba de Kolmogorov-Smirnov para analizar los datos y se construyeron 

histogramas con los datos de las muestras de cada una de las variables aleatorias 

generadas utilizando ambos métodos. 

 

Por ultimo, se realizaron simulaciones con ambos métodos y se hicieron 

comparaciones de las simulaciones que usan las técnicas estadísticas clásicas 

con las simulaciones que usan el método Bootstrap.  
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INTRODUCCIÓN 

 

En los últimos años, la inferencia estadística basada en el remuestreo de los datos 

observados de una muestra aleatoria ha sido de gran interés, dedicación y de 

estudio. Un aspecto importante en el proceso de inferencia estadística es conocer 

el comportamiento de alguna función de los datos con el propósito de estudiar las 

características de algún estimador, construir intervalos de confianza, realizar 

pruebas de hipótesis y muchos otros problemas estadísticos y probabilísticos.  

 

En las distribuciones estadísticas clásicas, la distribución de muestreo del 

estadístico de interés es dependiente de los supuestos distribucionales que dan 

lugar a los datos que se tengan y de la forma funcional de dicho estadístico. 

 

En los métodos de remuestreo no es necesario hacer supuestos sobre la 

distribución que da lugar a los datos. Uno de estos métodos es el Bootstrap, que 

fue desarrollado por Efron en 1979 para facilitar los cálculos que no se pueden 

hacer con formulas simples, teniendo como herramienta importante la ayuda del 

computador. Consiste básicamente en sustituir la distribución teórica por la 

muestral y estudiar las propiedades del estimador remuestreando esa nueva 

población. Este método es el que va a ser utilizado en este trabajo de 

investigación. 
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En este trabajo de investigación se quiere utilizar el método Bootstrap para hacer 

estimaciones de densidades, se quiere conocer cuáles son las técnicas que usa 

este método para generar variables aleatorias para luego compararlas con las 

técnicas estadísticas clásicas. 

 

Este trabajo de investigación se presenta estructurado de la siguiente manera:  

En el capítulo I, se presenta la definición del problema y los objetivos que éste 

proyecto presenta, tanto generales como específicos. 

En el capítulo II, se presenta de forma detallada las distribuciones de 

probabilidades continuas, las cuales van a ser utilizadas como técnicas 

estadísticas clásicas para generar las variables aleatorias. 

En el capítulo III, se explica detalladamente cómo trabaja el método de remuestreo 

Bootstrap. 

En el capítulo IV, se presenta la técnica que usa el método Bootstrap para generar 

variables aleatorias. Esta técnica se va a implementar junto con las técnicas 

estadísticas clásicas para generar variables aleatorias en un lenguaje de 

programación. Se van a comparar los datos obtenidos de las variables aleatorias 

generadas mediante ambos métodos, haciendo pruebas de bondad de ajuste 

utilizando un software estadístico, así se podrá ver cómo se comporta cada 

método. 

En el capítulo V, se van a realizar simulaciones con ambos métodos, con el fin de 

hacer comparaciones entre ellas.  
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Finalmente, se realizarán las conclusiones y recomendaciones sobre este trabajo 

de investigación. Se proporcionarán las referencias bibliográficas utilizadas y un 

glosario de términos empleados. 
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CAPITULO I 
 

I  DEFINICIÓN DEL PROBLEMA Y OBJETIVOS DEL PROYECTO. 

 

I.1 Definición del Problema  

Conseguir cuáles son las técnicas que usa el método Bootstrap para generar 

variables aleatorias y luego compararlas con las técnicas estadísticas clásicas 

usando algunos ejemplos. 

 

I.2 Objetivos del Proyecto 

   I.2.1 Objetivo General. 

• Investigación bibliográfica y vía Internet acerca de cómo trabaja el 

Método Bootstrap sobre Estimaciones de Densidades usadas en 

Simulaciones. 

   I.2.2 Objetivos Específicos. 

• Buscar cómo se hacen las estimaciones de densidades en Simulaciones 

a través de las Técnicas Estadísticas Clásicas y a través del Método 

Bootstrap. 

• Realizar aplicaciones de ambos métodos (Técnicas Estadísticas Clásicas 

y Bootstrap). 

• Comparación entre las simulaciones que usan las técnicas clásicas con 

las simulaciones que usan Bootstrap con el fin de establecer los pros y 

contras del Bootstrap. 
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CAPITULO II 

 

II DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDADES 

Las distribuciones de probabilidades son modelos teóricos que describen la forma 

en que varían los resultados de un experimento aleatorio. Estas distribuciones de 

probabilidades se clasifican como continuas y discretas. En la distribución de 

probabilidad discreta está permitido tomar sólo un número limitado de valores. En 

una distribución de probabilidad continua, la variable que se está considerando 

puede tomar cualquier valor dentro de un intervalo dado [1].  

Una distribución de probabilidad es un mecanismo que nos ayuda a obtener las 

probabilidades de los valores de una variable si es discreta, o las probabilidades 

de intervalos de la variable si es continua. Si la variable aleatoria es discreta es 

posible asignar probabilidades a cada uno de los valores puntuales de la variable. 

En cambio, cuando es continua cada uno de los infinitos valores posibles tendrá 

probabilidad cero y sólo los intervalos no vacíos tendrán probabilidad nula. 

En este capítulo se van a utilizar sólo las distribuciones continuas. 

 

II.1 Variables Aleatorias Continuas [2]  

Una variable aleatoria se construye al atribuir un número (positivo, negativo o 

cero) a cada uno de los sucesos aleatorios que forman el espacio muestral de un 

experimento aleatorio.  
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Hay variables aleatorias que pueden tomar cualquier valor de un intervalo real de 

la forma (a, b), (a, +∞ ), (-∞ , b), (-∞ , +∞ ) o uniones de ellos. Cuando las variables 

son de este tipo, éstas son denominadas Variables Aleatorias Continuas. 

Como en las variables aleatorias continuas hay infinitos valores posibles de la 

variable, con estas condiciones no es posible deducir la probabilidad de un valor 

puntual de la variable, pero sí es posible calcular la probabilidad acumulada hasta 

un cierto valor (función de distribución), luego se podrá analizar cómo cambia la 

probabilidad acumulada en cada punto (densidad de probabilidad). 

Por ejemplo: Pretendemos observar la altura de un grupo de personas y vamos a 

seleccionar a una persona de forma totalmente aleatoria. La probabilidad de que la 

altura de la persona seleccionada sea exactamente 1,62894635 metros es cero. 

Pero la probabilidad de que la altura de esa persona esté entre 1,62 m y 1,63 m 

tendrá un valor concreto y casi con certeza será mayor que la probabilidad de que 

la altura esté entre 2,10 m y 2,11 m. Por tanto, la densidad de probabilidad en el 

entorno de 1,625 m es mayor que la densidad de probabilidad en el entorno de 

2,105 m. Sin embargo, que el valor exacto de 1,62894635 m tenga probabilidad 

cero de ocurrir no implica que sea imposible que ocurra. De hecho, cualquier 

persona que seleccionemos tendrá una altura concreta y exacta, que seguramente 

tenía probabilidad cero de suceder. 
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II.1.1 Función de Densidad. 

Una función )(xfy =  es una función de densidad de una variable aleatoria 

continua si cumple las siguientes condiciones: 

• Es positiva en todo su dominio: 1)(0 ≤≤ xf  

• Permite obtener p(a ≤  X  ≤  b) como área bajo la gráfica entre x=a y x=b. 

Verifica la forma p(a ≤  X ≤  b) = ∫
b

a
dttf )(  

• El área total entre la gráfica de f y el eje X vale 1 ∫
+∞

∞−
= 1)( dttf  

• Permite obtener F(x) como área bajo la gráfica hasta el valor x. 

II.1.2 Función de Distribución. 

La función de distribución de una variable aleatoria continua X es el modelo teórico 

de la curva de frecuencias acumuladas que se espera obtener para X, y debe 

cumplir estas propiedades: 

• Ser creciente  

• Tomar valores de 0 a 1  

Si X es una variable aleatoria continua con valores en un intervalo [ ∞− ,a ], 

entonces F(x) será la probabilidad de que la variable X tome valores entre a y x. 

F(x)=P(a≤X ≤ x). 
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II.2 Distribuciones de Probabilidades para Variables Aleatorias Continuas 

II.2.1 Distribución Normal.  

Fue introducida por Carl Friedrich Gauss a principios del siglo XIX en su estudio 

de los errores de medida. Desde entonces se ha usado como modelo en un gran 

número de variables (peso, altura, calificaciones...), en cuya distribución los 

valores más usuales se agrupan en torno a un valor central (la media) y los 

valores extremos son escasos [3]. 

Es el modelo de distribuciones de probabilidades más importante y de mayor 

aplicación para variables continuas.  

Una variable aleatoria sigue una distribución normal [5] de media µ  y desviación 

típica σ  y se denota )0,(~ µNX si toma valores en toda la recta real, según la 

siguiente función de densidad:  
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                                       e
x

X xf 2

2

2
)(

2
1)( σ

µ

πσ

−
−=                                      (II.1) 

Donde 




>
ℜ∈
0σ

x
 

Donde µ  y σ  coinciden respectivamente con la media y la desviación típica de la 

variable aleatoria. Estos parámetros son los que determinan esta distribución que 

designaremos por  N (µ ,σ ). 

 

Propiedades de la N ( σµ, ) [4] 

1) Tiene una única moda, que coincide con su media y su mediana. 

2) La curva normal es asintótica al eje de abscisas. Por eso, cualquier valor es 

teóricamente posible. 

3) Es simétrica con respecto a su media. 

 

Un caso particular de la distribución normal, es la Distribución Normal Estándar, y 

esto sucede cuando µ  = 0 y σ = 1. En este caso la función de densidad será la 

siguiente. 

                                       







−=

2
exp

2
1)(

2xxf
π

                                     (II.2) 

Donde 




>
ℜ∈
0σ

x
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La función de distribución sólo puede describirse como: 

                                       ∫ ∞−
=

x
dttfxF .)()(                                           (II.3) 

Su media y su varianza se denotan como: 

                                       µ=][XE ;        2][ σ=XVar                             (II.4) 

 

La forma de la función de densidad es la llamada campana de Gauss.  

 

                           Figura II.1 Campana de Gauss 

La forma de la campana de Gauss depende de los parámetros µ  y 2σ : 

µ  indica la posición del máximo de la campana. 

2σ (o equivalentemente, σ ) será el parámetro de dispersión. Cuanto menor sea, 

mayor cantidad de masa de probabilidad habrá concentrada alrededor de la media 

(grafo de f muy apuntado cerca de µ ) y cuanto mayor sea “más aplastado” será.   
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II.2.2  Distribución Chi-cuadrado 2χ de Pearson, 2
nχ  [5] 

 Si nXXX ,...,, 21  son n variables aleatorias independientes con distribución N(0,1), 

entonces 

                                       22
2

2
1 ... nXXXY +++=                                       (II.5) 

sigue una distribución chi-cuadrado con n grados de libertad, Y ~ 2
nχ . 

Su media y su varianza se denotan como: 

                                       nYE =][ ;        nXVar 2][ = .                                (II.6) 

Su función de densidad es la siguiente: 

                                       
)2/(2

)( 2/

2/2/)2(

v
exxf v

xv

Γ
=

−−

         ∞<≤ x0                   (II.7) 

 

Para su representación gráfica [4] se tiene que no es simétrica y solo toma valores 

para x > 0. 

 

II.2.3  Distribución Exponencial. 

Las distribuciones exponenciales usualmente se utilizan como modelos para 

representar tiempos de funcionamiento o tiempos de espera. Esta distribución 

servirá para modelizar procesos aleatorios en los cuales se está interesado en 

conocer el tiempo que pasa desde un momento To, hasta que ocurre un 

determinado evento en To+∆t, suponiendo que la ocurrencia del evento en To+∆t, 

no depende de lo ocurrido en To [4]. 
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Una variable aleatoria X sigue la distribución exponencial [5] de parámetro λ > 0 y 

se denota X ~ Exp(λ ) si toma valores positivos. Su función de densidad y función 

de distribución se presentan a continuación 

                                       




 −

=
0

)(
x

xf e
X

λλ      
0....
0....

≤
>
xsi
xsi

                                      (II.8) 

 

                               






−−
=

e xxFX λ1

0
)(      

0....
0....

≥
>
xsi
xsi                                 (II.9) 

 

La esperanza y varianza de un proceso exponencial es la siguiente                    

                                       
λ

α 1)( 1 ==xE                                                   (II.10) 

                                       ;))(()()( 222
12 xExExV −=−= αα  

λ 2
2 2)( =xE      

                                       
λ 2

1)( =xV .                                                      (II.11) 

 

II.2.4  Distribución Erlang. 

La distribución Erlang, en estadística y simulación, es una distribución de 

probabilidad continua con dos parámetros a y m cuyos valores son positivos, a  

> 0 y m entero positivo. Su función de densidad y función de distribución se 

presentan a continuación 

                                       m

axm

am
exxf
)!1(

)(
/1

−
=

−−

      ∞<≤ x0                        (II.12) 
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                                       
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


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=
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0
/

!
)/(1)( m

i

i
ax

i
axexF                            (II.13) 

La esperanza y varianza de la distribución Erlang es la siguiente: 

                                       amxE =)(                                                        (II.14) 

                                       maxV 2)( =                                                       (II.15) 

 

II.2.5  Distribución Weibull. 

Una variable aleatoria X sigue la distribución Weibull de parámetros a y b si toma 

valores positivos, a>0 y b>0. Su función de densidad y función de distribución se 

presentan a continuación: 

                                       
bax

b

b

e
a
bxxf )/(

1

)( −
−

= ,    ∞<≤ x0                     (II.16) 

                                       
baxexF )/(1)( −−=                                             (II.17) 

La esperanza y varianza de la distribución weibull es la siguiente: 

                                       )/1()( b
b
axE Γ                                                   (II.18) 

                                       { }2
2

2

)]/1([)/2(2)( bbb
b
axV Γ−Γ=                       (II.19) 
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CAPITULO III 

 

III MÉTODO BOOTSTRAP 

El Bootstrap es un nuevo método estadístico creado para facilitar los cálculos que 

no se pueden hacer con fórmulas simples (por medio de las técnicas estadísticas 

clásicas) teniendo como herramienta importante la ayuda del computador. 

 

Este método fue introducido por B. Efron en 1979. Consiste básicamente en 

sustituir la distribución teórica por la muestral y estudiar las propiedades del 

estimador remuestreando esa nueva población en las mismas condiciones en  que 

se obtuvo la muestra original [9](Efron y Tibshirani 1978). 

 

Es decir, se tiene un conjunto de muestra aleatoria (el cual se trabaja con 

reemplazo) de tamaño n, en donde ),...,,( 21 nxxxx =  son los valores observados de 

dicha muestra. Muestreando aleatoriamente n veces con reemplazo de la muestra 

original ( nxxx ,...,, 21 ) se obtienen las muestras Bootstrap las cuales están 

denotadas por *)*,...,*,(* 21 nxxxx =  y el objetivo es obtener un número grande B de 

estas muestras Bootstrap el cual se denota *,...,*,* 21 Bxxx  . Para cada una de 

estas B muestras se calculan sus respectivas estimaciones, y con esto se 

obtienen B estimaciones diferentes. Para esto se tiene que escoger un parámetro 

a estimar θ  (en la mayoría de los casos se escoge la media o mediana), lo que 
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indica que si se tiene que )(ˆ xθ  es un estimador de la muestra original x, entonces 

)*(ˆ bxθ  es el estimador correspondiente a la b-ésima muestra Bootstrap. 

 

Las ideas claves del Bootstrap son [7]: 

(1) remuestrear n observaciones con reemplazo de la muestra original y  

(2) pensar de estos conjuntos de observaciones Bootstrap como datos “nuevos” 

que son representativos de la distribución de probabilidad fundamental que generó 

el dato original.  

 

III.1 Estimación Bootstrap  

Para construir el método de estimación Bootstrap es necesario seguir los 

siguientes pasos [8]:  

1. Construir una distribución de probabilidad empírica )(ˆ XF  a partir de la 

muestra, asignando una probabilidad de 1/n (siendo n el tamaño de la 

muestra) a cada punto nxxx ,...,, 21 . Esta es la función de distribución 

empírica F̂  de iX  la cual es el estimador no paramétrico de máxima 

verosimilitud de la función de distribución de la población F(X). 

2. A partir de la Función de Distribución Empírica )(ˆ XF , se extrae una 

muestra aleatoria simple de tamaño n con reposición. Esta es la 

denominada “remuestra” representada de la siguiente manera *
bx . 
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3. Se calcula el estadístico de interés θ̂  para cada una de las muestras 

Bootstrap, a partir de la remuestra obtenida, dando así *ˆ
bθ . (donde 

b=1,2,…,B) 

4. Se repiten los pasos 2 y 3 B veces, donde B es un número grande que 

representa la cantidad de remuestras hechas. La magnitud de B en la 

práctica depende de las pruebas que se van aplicar a los datos. En general, 

B debería ser de entre 50 a 200 para estimar el error estándar de θ̂ , y al 

menos de 1000 para estimar intervalos de confianza en un punto o 

alrededor de θ̂ . 

5. Construir una distribución de probabilidad a partir de los B *ˆ
bθ asignando 

una probabilidad de 1/B a cada punto *)ˆ*,...,ˆ,*ˆ( 21 Bθθθ . Esta distribución es 

la estimación Bootstrap de la distribución muestral de *).ˆ(*ˆ:ˆ θθ F  Esta 

distribución puede usarse para hacer inferencias sobre θ .   

 

El estimador Bootstrap del parámetro θ  se define como: 

                                       
B

B

b
b∑

== 1

*ˆ

*ˆ
θ

θ                                                  (III.1) 

La meta del Bootstrap es reemplazar derivaciones analíticas difíciles y que no 

siempre son factibles, con simulaciones de cálculos simples. El remuestreo 
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Bootstrap proporciona una estructura fácil de aplicar en muchas situaciones, ya 

que el análisis que se hace es exclusivamente de manejo de datos. 

Para que el procedimiento Bootstrap tenga validez, estos puntos de datos 

disponibles tienen que ser idénticamente distribuidos e independientes. 

 
 

III.2 Función de Distribución Empírica 

La función de distribución empírica F̂  es un estimador no-paramétrico de máxima 

verosimilitud de la función de distribución de la población F. La F̂  se define como 

la distribución discreta que asigna probabilidad 1/n sobre cada valor ,ix i=1,2,…,n. 

Cuando los datos se repiten, la asignación será la cantidad de veces que se 

repiten (#) por 1/n. La Función de Distribución Empírica ( F̂ ), es una estimación 

simple de la Distribución F completa. 

La Función de Distribución Empírica de X para una muestra de tamaño n, se 

define como 

                                       
n
xXXFn
)(#)(ˆ ≤

=       Rx∈∀                          (III.2) 

Ejemplo: En la siguiente tabla se puede apreciar una muestra aleatoria de 100 

registros obtenidos en el  lanzamiento de un dado común [9]. 
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6 3 2 4 6 6 6 5 3 6 2 2 6 2 3 1 5 1 

6 6 4 1 5 3 6 6 4 1 4 2 5 6 6 5 5 3 

6 2 6 6 1 4 1 5 6 1 6 3 3 2 2 2 5 2 

2 4 1 4 5 6 6 6 2 2 4 6 1 2 2 2 5 1 

5 3 5 4 2 1 4 6 6 5 6 4 6 4 3 6 4 1 

4 5 4 4 2 3 2 1 4 6 

Tabla III.1 Número de Registros Obtenidos en el Lanzamiento de un Dado. 

Donde   x 1 = 6, x 2 = 3, x 3 = 2,..., x 100 = 6. Los resultados 1, 2, 3, 4, 5, 6 

ocurrieron 13, 19, 10, 17, 14, 27 veces respectivamente.  La Función de 

Distribución Empírica F̂  asigna probabilidad 1/100 sobre cada uno de los 100 

resultados; entonces la Función de Distribución Empírica F̂  para éste caso es:  

                                       →F̂   (.13, .19, .10, .17, .14, .27)               (III.3) 

En casos como éste, donde existen valores repetidos, F̂  se puede expresar como 

un vector de frecuencias observadas kf  donde k = 1, 2, 3, 4, 5, 6, es decir, 

                                       =kf̂ # { } nkXi /=                                  (III.4) 

En resumen, una Función de Distribución Empírica es una lista de valores 

tomados de la muestra ),...,,( 21 ixxxx =  junto con la proporción de veces que cada 

valor ocurre. 
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II.3  Bootstrapping [10] 

Bootstrapping es una técnica para estimar intervalos de confianza de estimadores 

estadísticos sin hacer supuestos sobre la distribución que da lugar a los datos. 

La apreciación global que esto presenta generalmente es la siguiente: 

• Si se asume que una variable aleatoria X o el estadístico tienen una 

distribución particular de la población, se puede estudiar cómo se comporta 

un estimador estadístico calculado de las muestras. 

No siempre se conoce cómo está distribuida una variable o un estadístico 

en la población. Por ejemplo, puede haber un estadístico para el cual el 

error estándar no ha sido formulado. Otro ejemplo también podría ser el 

impacto de los datos perdidos en una distribución, ya que no se podría 

saber cómo los datos perdidos difieren de los datos   observados.  

• Asuma que se tiene una muestra de tamaño n para la cual se requieren 

errores estándar más confiables para nuestras estimaciones, y para esto el 

Bootstrap proporciona una solución: 

 Toma varias muestras nuevas de la muestra original y calcula el 

estadístico para cada tiempo. 

 Calcula la media y su error estándar de la distribución empírica de 

las muestras Bootstrap, es decir, el error estándar se encuentra 

basándose en el muestreo de la muestra original. 
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 Se aplican los principios de inferencia, que son similares a los que se 

emplean para muestrear la población. “La población es a la muestra 

como la muestra lo es a las muestras Bootstrap”. 

 

III.4 Bootstrap Paramétrico [11] 

Existe una manera  precisa de estimar  la distribución muestral y la varianza de θ̂  

en el ajuste paramétrico. Se extraen B muestras de tamaño n de la función de 

densidad )(ˆ xf
θ

, y se calcula el estimador de máxima verosimilitud de θ   para 

cada una de las muestras. La varianza muestral de éstos B valores estima la 

varianza muestral de θ̂ . Este proceso es llamado el Bootstrap paramétrico. La 

única diferencia con el Bootstrap no paramétrico  es que las muestras  son 

extraídas de una estimación paramétrica de la población  en lugar de ser de una 

estimación no paramétrica F̂  [9]. En otras palabras, el Bootstrap paramétrico 

asume que )(XFx  es conocida, excepto, por uno o más parámetros desconocidos 

designados con la letra Ψ . A menudo estas estimaciones se realizan por el 

método de máxima verosimilitud, pero también se pueden utilizar otras 

estimaciones [11]. En el Bootstrap paramétrico es necesario especificar  cómo 

debe ser conducido el remuestreo. 

 

III.5 Bootstrap No-Paramétrico [9] 

En el Bootstrap no-paramétrico no se hace ninguna asunción sobre los parámetros 

de la población (incluyendo su forma). La población ( )xFx  es aproximada por la 
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distribución empírica (FDE) de los valores observados. Cada muestra Bootstrap 

no-paramétrica incluye puntos de los datos que aparecen más de una vez, 

mientras otros no aparecen en absoluto.  

 

Asuma que se tiene un conjunto de n medidas aleatorias de alguna característica 

de una población (por ejemplo el peso de n bebes recién nacidos) y se desea 

estimar algún parámetro de la población (por ejemplo la media del peso de 

nacimiento). La teoría Bootstrap procede a construir la distribución f̂ , generando 

n muestras aleatorias (con reemplazo) de f̂  y calculando el estadístico de interés 

de la muestra generada. Esto se repite un número grande de veces hasta que se 

obtiene una distribución estable del estadístico de interés. Ésta es, entonces, la 

distribución de incertidumbre.  

 

Algorítmicamente: 

1) Recoja el conjunto de datos de la muestra de tamaño n, =x  { nxx ,...,1 }.  

2) Obtenga B muestras Bootstrap { **,...,1 nxx } donde cada *ix  es una 

muestra aleatoria (con reemplazo) de { nxx ,...,1 } de tamaño n. 

3) Para cada muestra Bootstrap { **,...,1 nxx } calcular el estadístico requerido 

θ̂ . La distribución de estas B estimaciones de θ  representa la estimación 

Bootstrap de incertidumbre sobre el valor verdadero de θ . 
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III.6  Principales Ventajas Del Método Bootstrap 

El método Bootstrap posee diferentes ventajas sobre los métodos tradicionales 

encontrados en los libros de estadística, éstas son las siguientes [9]:  

1. Cuando el Bootstrap es usado de manera no-paramétrica, éste suministra 

respuestas más aproximadas que las fórmulas que aparecen en los textos y 

también puede suministrar respuestas para aquellos problemas en donde ni 

siquiera existen fórmulas, además lo hace de una manera rápida y eficaz 

gracias al uso de la computadora. 

2. El método Bootstrap capta la distribución empírica a partir de los datos de la 

muestra, es decir, no se utiliza una aproximación asintótica. 

3. Las fórmulas teóricas, como se aprecia en los libros de estadística, son 

complejas. Resulta más sencillo las estimaciones obtenidas mediante el 

método Bootstrap. 

4. Un problema añadido se presenta cuando los datos son dependientes. Tal y 

como señala Biewen, M (2002): los métodos Bootstrap tienen en cuenta la 

dependencia temporal de las variables sin necesidad de determinar su 

estructura de covarianzas. 

 

III.7 Explicación del por qué del uso del Método Bootstrap y cuándo se 

debería usar [9] 

El Bootstrap permite al analista determinar la exactitud de los datos en 

procedimientos estadísticos complicados, explotando la energía y la rapidez de la 

computadora. El uso del Bootstrap evita que el analista tenga que hacer cálculos 
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matemáticos complicados y, en algunos casos, proporciona respuestas 

matemáticas que no son fácilmente obtenidas por vía tradicional. El Bootstrap 

puede ser usado tanto en forma paramétrica como en forma no paramétrica. 

Cuando se utiliza en forma no paramétrica se evitan hipótesis erróneas y 

parámetros indebidos acerca de la forma de la población subyacente.  

Cuando se utiliza en forma paramétrica, puede proporcionar más exactitud en las 

estimaciones de error que los métodos tradicionales.  

 

El Bootstrap es una forma de inferencia estadística que se puede usar, en lugar de 

los métodos tradicionales, en caso de que el modelo que se tiene es muy extenso 

o complicado y por esta razón el analista de datos no tiene la capacidad para 

trabajar con ellos. 

 

El método Bootstrap es otra forma de simulación, esto es debido a que para hacer 

la aproximación de las cantidades Bootstrap, ya sea en el caso de muestreo con 

reemplazo de los datos o muestreo de un modelo paramétrico, generalmente 

implica cierto tipo de simulación. Lo que se quiere decir es que este método es un 

tipo especial de simulación que es llamado simulación basada en datos. Este 

método trata de estimar la población basada en los datos obtenidos en el 

muestreo de la población o de la misma muestra (remuestreo) mediante una 

simulación.    
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III.8 Limitaciones del Método Bootstrap [12] 

1. Se necesitan bastantes datos. Las pruebas matemáticas de la exactitud de 

las estimaciones Bootstrap son válidas sólo con límites de muestras muy 

grandes. El Bootstrap puede producir buenos resultados con pocas 

muestras, pero no sería en todos los casos.   

2. Se necesita tener un algoritmo para que no sea difícil duplicar datos. El 

procedimiento de muestrear con reemplazo producirá muestras donde 

muchos de los datos son usados más de una vez. Los promedios que se 

tienen sobre estos casos son buenos: los datos dobles no causan ningún 

problema, sin embargo hay algoritmos que para hacer ciertos cálculos se 

verían severamente afectados por los datos dobles, ya que sería un 

algoritmo que explícitamente busca datos únicos. 

 

3. Se necesita un algoritmo cuya salida no sea controlada por un solo dato. 

Por ejemplo, usar el remuestreo Bootstrap para estimar el rango del 

máximo o mínimo de la muestra es una mala idea, ya que la mayoría de las 

veces cuando se remuestrea, se consigue la misma respuesta: el dato más 

grande en los datos remuestreados justamente es el dato más grande en la 

muestra. La estimación Bootstrap siempre será sesgada baja (para el 

máximo) o alta (para el mínimo) debido a que algunas veces la muestra 

Bootstrap no incluirá el dato más grande, y nunca incluirá puntos que estén 

sobre el dato más grande y recíprocamente para el mínimo. 
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4. Finalmente, el algoritmo no puede depender del orden de los datos, pues el 

proceso de re-muestreo rompe cualquier secuencia. Sin embargo, es 

posible conseguir  muestrear un bloque entero de datos, y a través de esto 

el algoritmo puede ver el orden de cada bloque. 
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CAPITULO IV 

 

IV TÉCNICAS PARA GENERAR VARIABLES ALEATORIAS CONTINUAS [13] 

Modelar las distribuciones de entrada y generar variables aleatorias de éstas, es 

una tarea importante para muchos estudios de simulación.  

Existen aproximaciones generales que podrían resolver la mayoría de las 

preguntas que surgen de las variables aleatorias en los estudios de simulación. 

Una aproximación es en la que se asume que, de algún modo (un conocimiento 

anterior, alguna suposición), se tiene especificado la densidad de la distribución de 

entrada. Estos algoritmos a menudo son diseñados especialmente para una 

distribución particular y se adaptan a las características de cada función de 

densidad de probabilidad. Las metas del diseño para estos métodos son los 

generadores rápidos y/o el código simple. 

 

Una segunda aproximación que existe es la que puede usarse en el caso de que 

no se pueda, o no se quiera, especificar explícitamente la densidad de la 

distribución de entrada. Entonces, para estos casos, existen métodos simples para 

generar variables aleatorias directamente de los datos observados, es decir, de la 

muestra dada.   

 

Por ejemplo, supongamos que se tiene una muestra dada nxx ,...,1  de variables 

aleatorias IDEI. En este caso la elección de la distribución de entrada para el 
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modelo de la simulación es un problema estadístico, el cual es llamado el modelo 

de las distribuciones de probabilidad de los datos. El problema puede resolverse 

en una aproximación paramétrica estimando los parámetros de una distribución 

normal conveniente o en una aproximación no-paramétrica estimando la 

distribución desconocida. Es aconsejable usar la aproximación no-paramétrica 

debido a su gran flexibilidad, a menos que haya profundas razones favoreciendo 

una cierta distribución normal. 

 

No sólo se está interesado en estimar la distribución de entrada, sino además, se 

está interesado en estimar variables aleatorias de esa distribución. Esta tarea es 

llamada Generación de Variables de las Distribuciones Empíricas.  

 

IV.1 Bootstrap Suavizado [13] 

Existe un método simple para muestrear la distribución empírica que es el 

remuestreo ingenuo, en donde los miembros se escogen aleatoriamente de la 

muestra con reemplazo. Sin embargo, si la muestra que se tiene está basada en 

una variable aleatoria continua este método tiene el inconveniente de que sólo se 

puede generar un número pequeño de valores diferentes.  

 

El Bootstrap suavizado es una modificación simple de este remuestreo. El 

Bootstrap suavizado [2] aproxima ( )xFx  como una versión suavizada de la 

Función de Distribución Empírica. Este método no solo hace remuestreo, sino que 
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agrega una pequeña cantidad de ruido aleatorio a cada observación Bootstrap. 

Generalmente, este ruido es una variable aleatoria continua con media cero y una 

varianza pequeña. Lo que se quiere decir es que el Bootstrap suavizado es una 

técnica que usa el Bootstrap para generar variables aleatorias. 

 

IV.1.1 Algoritmo para Generar Variables Aleatorias Continuas usando el 

Método Bootstrap [13] 

A continuación se presenta el algoritmo que usa el método Bootstrap para generar 

variables aleatorias continuas: 

 

Algoritmo. 

Entrada: una  muestra aleatoria nxxx ,...,, 21 . 

Salida: una variable aleatoria. 

0: escoger el parámetro suavizador h 

1: generar un entero aleatorio i de una uniforme discreta en n puntos    ),...,1( ni =  

2: generar una variable aleatoria W de la distribución kernel K(x) 

3: devolver hWxx i += . 

 

El W que se presenta en el punto (2) es la densidad de la distribución de ruido 

aleatoria y es llamada Kernel, la cual será denotada por )(xk . Claramente )(xk  

debe ser una función de densidad y siempre se asume que es simétrica alrededor 

del origen. 
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En esta parte se va a trabajar con el kernel Gaussiano, es decir, se utilizará una 

de las funciones kernel más conocidas: la Normal de parámetros (0,1): 

                                       Normal ⇒ 2/2

2
1)( xexk −=
π

                        (IV.1) 

 

Para la elección del parámetro suavizador h  se presenta la siguiente fórmula:  

                                       5/1

),ˆmin(364.1)(
n

Rkh σα=                                (IV.2) 

donde la constante )(kα  es 0.776 para la Gaussiana, σ̂ denota la desviación 

estándar, R el rango intercuartílico de la muestra y n es el tamaño de la muestra. 

 

Para conseguir el tamaño “óptimo” del parámetro suavizador para el Kernel 

Gaussiano, se puede utilizar la fórmula que se presenta en IV.2 pero de una 

manera más sencilla, ya que el cálculo del rango intercuartílico se hace un poco 

engorroso.  Es por ello que esta fórmula se puede resumir utilizando directamente, 

como el mínimo, la desviación estándar de la muestra, esto no presentaría ningún 

problema, ya que los resultados no se ven afectados y de igual manera se 

consigue el valor “optimo” de h. Por lo tanto, la fórmula queda descrita de la 

siguiente manera: 

                                            h = 1.06 5/1

ˆ
n
σ                                            (IV.3) 

Esto quiere decir que las variables que se van a generar usando el método 

Bootstrap van a ser obtenidas a partir de la siguiente fórmula:   

                                            )1,0(hNormalxx i +=                               (IV.4) 
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Donde i es un entero aleatorio que se va generar de una uniforme discreta.  

 

IV.2 Algoritmos para Generar Variables Aleatorias Continuas usando las 

Técnicas Estadísticas Clásicas 

A continuación se presentan algunas distribuciones de probabilidad con sus 

respectivos algoritmos para generar variables aleatorias continuas. 

 

IV.2.1 Distribución de Probabilidad Normal 

La N(0,1) es conocida como la distribución normal estándar y es el modelo de 

distribuciones de probabilidades de mayor aplicación para variables continuas. 

 

Generación: [14] 

Método de Box-Muller. 

En este método tienen que generarse dos uniformes 1u  y 2u  ( 1u ~ U(0,1) y 2u ~ 

U(0,1)), y permite calcular dos variables ),( σµN  independientes usando lo 

siguiente: 

                                       )ln(2)2cos( 211 uux −+= πσµ                               (IV.5) 

                                       )ln(2)2sin( 212 uux −+= πσµ .                             (IV.6) 

 

IV.2.2 Distribución de Probabilidad Exponencial 

Esta distribución es comúnmente usada en modelos de cola, para modelar el 

tiempo entre eventos sucesivos. 
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Generación: [14] 

Por transformación inversa. 

En este método se tiene que generar u ~ U(0,1) y se retorna Exp(a) ~ -aln(u), 

donde a es la media. 

 

IV.2.3 Distribución de Probabilidad Chi-Cuadrado 

Esta distribución se usa cuando se tiene una suma de cuadrados de normales 

estándar. 

 

Generación: [14] 

Se tiene que generar v  N(0,1), donde v  son los grados de libertad,  y se retorna la 

suma de sus cuadrados, 2
)(vχ . 

 

IV.2.4 Distribución de Probabilidad Erlang 

Esta distribución usualmente se usa en modelos de cola como una extensión de la 

exponencial.  

 

Generación: [14] 

Por convolución. 

Se tiene que generar m U(0,1) y se retorna: 

                              Erlang ),( ma ~ 







− ∏

=

m

i
iua

1

ln . 
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IV.2.5 Distribución de Probabilidad Weibull 

Esta distribución comúnmente es usada en análisis de confiabilidad, para modelar 

el tiempo de vida de un componente. 

 

Generación: [14] 

Por transformación inversa. 

Se tiene que generar u ~ U(0,1) y se retorna bua /1)ln(−  como la Weibull(a,b). 

 

IV.3 Código de los Algoritmos en el Lenguaje de Programación Pascal 

En esta sección se presentan los algoritmos que se muestran en IV.1.1 y en IV.2, 

de manera codificada, de cada una de las distribuciones de probabilidades 

clásicas y del Bootstrap. Para este procedimiento de codificación se utiliza el 

lenguaje de programación Pascal y se presenta a continuación: 

 

IV.3.1 Función Normal 

function normal(m,d:real):real; 
var u1,u2: real; 
begin 
   u1:=random; {devuelve números independientes uniformes en 0,1} 
   u2:=random; 
   normal := m + d*sqrt(-2*ln(u1))*cos(2*pi*u2);  
   {en este caso se devuelve uno solo de los valores generables, 
     el otro se descarta} 
end. 
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IV.3.2 Función Exponencial  

function exponencial(m:real):real; 
var u1: real; 
begin 
   u1:=random;              
   exponencial := -m*ln(u1); 
end. 
 

IV.3.3 Función Chi-Cuadrado 

function chi2(v:integer):real; 
var i:integer; 
    s:real; 
begin 
   s:=0; 
   {suma de sus cuadrados de las normales estándar} 
   for i:=1 to v do s := s + potencia(normal(0,1),2); 
   chi2 := s; 
end. 
 
Donde la función potencia está dada por: 
function potencia(b:real;e:integer):real; 
begin 
   if e=1 then potencia:=b 
   else potencia := b*potencia(b,e-1); 
end. 
Se podría usar también 
function chi2(v:integer):real; 
var i:integer; 
    n,s:real; 
begin 
   s:=0; 
   {suma de sus cuadrados de las normales estándar} 
   for i:=1 to v do begin 
     n:= normal(0,1) 
     s:= s + n*n; 
   end; 
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   chi2:= s; 
end. 
 

IV.3.4 Función Erlang 

function erlang(a:real;m:integer):real; 
var i: integer; 
    ui: real; 
begin 
   ui :=1; 
   for i:=1 to m do ui := ui * random;  {productoria del valor ui} 
      erlang := -a *ln(ui); 
end. 
 

IV.3.5 Función Weibull 

function weibull(a,b:real):real; 
var u1: real; 
begin 
   u1:=random;                 
   weibull := a * (raiz(-ln(u1),b)); 
end. 
 

Donde raíz es: 

function raiz(x,y:real):real; 
begin 
   raiz := exp(ln(x)/y) 

end. 
 
Los códigos que se muestran en IV.3.1 - IV.3.5 son usados para generar un 

conjunto de muestras, para cada distribución, de las variables aleatorias 
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respectivas. Dichas muestras obtenidas van a ser usadas como muestra de 

entrada del método Bootstrap. 

 

En esta parte se presenta el procedimiento de la función Bootstrap para generar 

variables aleatorias; para ello se realiza un procedimiento para calcular el valor del 

parámetro suavizador h óptimo, mediante la fórmula que se muestra en IV.2, y 

luego se procede con la función Bootstrap, como se muestra en IV.3.6. 

 

IV.3.6  Función Bootstrap 

procedure calcular_H; 
var i: integer; 
    y, z, sum, r, xprom, temp:real; 
begin 
   assign(ent,arch); {asocia la variable ent con el nombre del archivo de entrada} 
   reset(ent);       {abre el archivo de entrada para operación de lectura} 
   Num:=0; 
 while not(EOF(ent))do begin 
   {se leen los datos del archivo de entrada y se almacenan en el vector} 
   readln(ent,xi[Num+1]); 
   Num:=Num+1; 
 end; 
 
 y:=0; 
 sum:=0; 
 for i:= 1 to B do begin y:= y + xi[i];    
    xprom :=y/B;     {calcula la media de la muestra} 
 end; 
 
 for i:= 1 to B do begin  {estimación de la desviación de la muestra} 
    {diferencia entre el valor de la muestra de la posición i  
     con la media de la muestra} 
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    temp:= xi[i] - xprom; 
    z:= sqr(temp); 
    sum := sum + z;       {sumatoria del cuadrado de temp} 
 end; 
  
 temp:=(1/(B-1)) * sum; 
 r:= sqrt(temp); 
 temp:= raiz(B,5);        {calcula la raíz quinta del número de muestras B} 
 h:= 1.06 * (r/temp); 
 end; 
 
function bootstrap(Xi,W:real):real; 
begin 
   bootstrap := Xi + h*W; 
end; 
procedure calcular_bootstrap; 
var i,k:integer; 
begin 
   {asocia la variable sal con el nombre del archivo de salida} 
   assign(sal,'boot.txt'); 
   {crea y abre un nuevo archivo. Si el archivo ya existe borra su contenido} 
   rewrite(sal); 
   for i:=1 to B do begin 
       k:=trunc(1 + Num*random); 
       {se guardan los datos bootstrap} 
       writeln(sal,bootstrap(xi[k],normal(0,1))); 
   end; 
close(ent); 
close(sal); 
end; 
begin 
   calcular_bootstrap; 
   calcular_H; 
end. 
 

Donde raíz es: 
function raiz(x,y:real):real; 
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begin 
   raiz := exp(ln(x)/y) 
end. 
 

El programa IV.3.6 también da como resultado un conjunto de muestras de las 

variables aleatorias generadas usando el algoritmo Bootstrap. Estas variables 

aleatorias obtenidas van a ser usadas para observar el comportamiento que 

siguen los datos de las muestras de las variables aleatorias generadas; se quiere 

contrastar si los datos de las muestras de las variables aleatorias generadas 

usando la técnica Bootstrap, siguen el mismo comportamiento de la muestra de 

entrada (la muestra original). Para tal propósito se puede hacer una prueba de 

dócima de bondad de ajuste a los datos de las muestras, y con esto ver qué 

distribución siguen. Se va a utilizar el software estadístico SPSS que permite llevar 

a cabo este procedimiento usando las pruebas de Kolmogorov-Smirnov.  

 

IV.4 Análisis de los Datos utilizando el Software Estadístico SPSS 

En esta sección se presenta un análisis a los datos obtenidos en la generación de 

variables aleatorias usando el método Bootstrap, con el fin de conocer cuál es el 

comportamiento que siguen estos datos. Para tal fin se va a trabajar con el 

paquete estadístico SPSS. Este paquete va a ser utilizado para hacer los análisis 

mediante la prueba de Kolmogorov-Smirnov y para hacer histogramas con los 

datos de las muestras. 
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Los histogramas que se van a presentar es con el fin de observar el 

comportamiento de los datos de las muestras obtenidos a través de la técnica 

Bootstrap y darnos una idea de la distribución que siguen dichos datos.  

 

Se van a presentan los resultados obtenidos de cada prueba hecha a cada una de 

las muestras observadas. Para realizar estas pruebas se utiliza, para cada una de 

las variables aleatorias generadas, una muestra de tamaño 100. A continuación se 

presentan las tablas de los análisis de las muestras y los histogramas 

correspondientes a cada uno de los datos de las muestras, tanto de las 

distribuciones clásicas como del Bootstrap. 

 

IV.4.1 Datos Normales – Bootstrap 

 

Tabla IV.1 Prueba de Kolmogorov-Smirnov para datos Normales-Bootstrap 
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                                                     Figura IV.1 Histograma de datos Normales 
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                                           Figura IV.2 Histograma de datos Bootstrap-Nor 
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IV.4.2 Datos Exponenciales – Bootstrap 

 

Tabla IV.2 Prueba de Kolmogorov-Smirnov para datos Exponenciales-Bootstrap 
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                                                  Figura IV.3 Histograma de datos Exponenciales 
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                                        Figura IV.4 Histograma de datos Bootstrap-Exp 
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IV.4.3 Datos Chi-Cuadrado – Bootstrap 

 

Tabla IV.3 Prueba de Kolmogorov-Smirnov para datos Chi-Cuadrado-Bootstrap 
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                                       Figura IV.5 Histograma de datos Chi-cuadrado 
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                                       Figura IV.6 Histograma de datos Bootstrap-Chi 
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V.4.4 Datos Erlang – Bootstrap 

 

Tabla IV.4 Prueba de Kolmogorov-Smirnov para datos Erlang-Bootstrap 
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                                          Figura IV.7 Histograma de datos Erlang 
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                                          Figura IV.8 Histograma de datos Bootstrap-Erl 
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IV.4.5 Datos Weibull – Bootstrap 

 

Tabla IV.5 Prueba de Kolmogorov-Smirnov para datos Weibull-Bootstrap 
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                                          Figura IV.9 Histograma de datos Weibull 

BOOT

29,0
27,0

25,0
23,0

21,0
19,0

17,0
15,0

13,0
11,0

9,0
7,0

12

10

8

6

4

2

0

Desv. típ. = 5,62  
Media = 17,4

N = 100,00

 

                                          Figura IV.10 Histograma de datos Bootstrap-Wei 
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Luego de observar estos resultados, se puede notar que los datos de las variables 

aleatorias generadas por la función Bootstrap tienen un comportamiento parecido 

a los datos de la muestra original, es decir, a los datos de las muestras de las 

variables aleatorias generadas a partir de las distribuciones estadísticas clásicas. 

Mediante los histogramas se puede ver que los datos de las muestras Bootstrap 

siguen el mismo comportamiento de los datos de la muestras de las distribuciones 

clásicas. Lo que se quiere decir es que las muestras de las variables aleatorias 

Bootstrap siguen el comportamiento, cada una, como su respectiva muestra 

original que se le han pasado como parámetro de entrada a la función Bootstrap. 

Por ejemplo, cuando a la función Bootstrap se le pasa como parámetro de entrada 

los datos generados por la función normal, el resultado de los datos generados por 

la función Bootstrap sigue la forma de la distribución normal.  

 

En las tablas de las pruebas de Kolmogorov-Smirnov también se puede observar 

que los valores de la media y desviación estándar de los datos de la variables 

aleatorias generadas usando la función Bootstrap son parecidos a los generados 

por las funciones clásicas.  

 

Esto quiere decir que el método Bootstrap para generar variables aleatorias 

continuas se comporta de una manera adecuada, como se pudo ver en los 

resultados anteriores, ya que no se presentan diferencias significativas con los 

datos de la muestra generados de dichas variables. Esto nos indica que este 

método nos puede dar una gran ayuda en el caso de generar variables aleatorias 
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continuas sin necesidad de conocer cuál es la distribución de los datos que se 

tienen o sin necesidad de hacer dócima de bondad de ajuste para ver qué 

distribución siguen dichos datos. Este método nos asegura que las variables 

aleatorias generadas de un conjunto de muestras son confiables, como se ha 

podido verificar con los resultados obtenidos en las pruebas realizadas. 

 

IV.5 Procedimiento para Generar Variables Aleatorias con Datos que no 

siguen ninguna Distribución Específica  

En esta sección se muestran procedimientos para generar variables aleatorias en 

caso de que los datos que se tienen no siguen ninguna distribución particular y por 

consecuencia, no se conoce la distribución que generó dichos datos.  

Para esto, se van a utilizar las técnicas clásicas y la técnica Bootstrap para 

observar cómo se comportan los resultados respectivos y ver cómo el Bootstrap 

responde ante este tipo de caso en donde las técnicas clásicas no son mucha 

ayuda y difíciles de aplicar. Para realizar estas pruebas se sabe a qué distribución 

pertenecen los datos que se tienen, sin embargo, la idea es observar si se puede 

utilizar el método Bootstrap cuando se tengan datos extraños como los que se van 

a presentar y no se conozca nada sobre ellos.   
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IV.5.1 Procedimiento para Generar Variables Aleatorias derivadas de dos 

Erlang 

procedure genera_Erlang; 
var x: real; 
    i: integer; 
begin 
  randomize; 
  assign(sal,'gen_erl.txt'); 
  rewrite(sal); 
  for i:=1 to Num do 
    if random <0.5 then begin {con probabilidad de 50% genera datos Erlang con                      
                                      parámetros (10,2)} 
        x :=Erlang(10,2); 
        writeln(sal,x); 
    end 
    else begin {con probabilidad de 50% genera datos Erlang con parámetros (30,10)}                   
        x:=Erlang(30,10); 
        writeln(sal,x); 
    end; 
  close(sal); 
end;  
begin 
  genera_Erlang;  
end. 

 

IV.5.2 Procedimiento para Generar Variables Aleatorias derivadas de 

Normales 

procedure genera_normal; 
var u1,u2,x: real; 
    i: integer; 
begin 
  randomize; 
  assign(sal,'gen_normal.txt'); 
  rewrite(sal); 
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  for i:=1 to Num do 
    if random<0.5 then begin  {con probabilidad de 50% genera datos normal con                      
                                      parámetros (10,3)} 
        u1:=random; 
        u2:=random; 
        x:=10+3*cos(2*PI*u1)*sqrt(-2*ln(u2)); 
        writeln(sal,x); 
    end  
    else begin   {con probabilidad de 50% genera datos normal con parámetros (20,2)}              
        u1:=random; 
        u2:=random; 
        x:=20+2*cos(2*PI*u1)*sqrt(-2*ln(u2)); 
        writeln(sal,x); 
    end; 
  close(sal); 
end; 
begin 
genera_normal; 
end. 
 

IV.5.3 Procedimiento para Generar Variables Aleatorias de una Exponencial y 

Normal 

procedure genera_expo_normal; 
var u1,u2,x,y: real; 
    i: integer; 
begin 
  randomize; 
  assign(sal,'gen_exp_nor.txt'); 
  rewrite(sal); 
  for i:=1 to Num do 
    if random <0.5 then begin {con probabilidad de 50% genera datos exponencial    
                                      con parámetro (1)}           
        x:=exponencial(1); 
        writeln(sal,x);          
    end 
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    else begin  {con probabilidad de 50% genera datos normal con parámetros (10,2)}  
        u1:=random; 
        u2:=random; 
        x:=10+2*cos(2*PI*u1)*sqrt(-2*ln(u2)); 
        writeln(sal,x); 
    end; 
  close(sal); 
end; 
begin 
genera_expo_normal; 
end. 
 

El procedimiento para generar variables aleatorias con Bootstrap es el mismo que 

se muestra en IV.3.6. 

 

IV.6 Análisis a través de Histogramas de los Datos de las muestras obtenidas 

usando las Técnicas Clásicas y el Método Bootstrap  

En esta sección se presentan histogramas realizados a los datos obtenidos de 

cada muestra, generada con ambas técnicas, con el fin de observar si dichos 

datos siguen alguna distribución en particular o si no se tiene idea del 

comportamiento que siguen los datos de la muestra obtenida, sin tener en cuenta 

que se especifica la distribución con la que se está trabajando.  
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IV.6.1 Histogramas de Datos Erlang – Erlang 

Para realizar estos histogramas se tiene una muestra de tamaño 100, en donde el 

50% de los datos son generados de una distribución Erlang con ciertos 

parámetros y el otro 50% de los datos también son generados de una Erlang pero 

con distintos parámetros.  
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                                                Figura IV.11 Histograma de datos Erlang-Erlang 
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                                               Figura IV.12 Histograma de datos Bootstrap-Erlang 
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IV.6.2 Histogramas de Datos Normal – Normal 

Para realizar estos histogramas se tiene una muestra de tamaño 100, en donde el 

50% de los datos son generados de una distribución normal con ciertos 

parámetros y el otro 50% de los datos también son generados de una normal pero 

con distintos parámetros.  
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                                      Figura IV.13 Histograma de datos Normal-Normal 
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                                               Figura IV.14 Histograma de datos Bootstrap-Normal 

Reconocimiento-No comercial-Compartir igual



CAPITULO IV: TÉCNICAS PARA GENERAR VARIABLES ALEATORIAS CONTINUAS 
 

 51

IV.6.3 Histogramas de Datos Exponencial – Normal 

Para realizar estos histogramas se tiene una muestra de tamaño 100, en donde el 

50% de los datos son generados de una distribución exponencial con cierta media 

y el otro 50% de los datos son generados de una normal con ciertos parámetros. 
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                                      Figura IV.15 Histograma de datos Expo-Normal 
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                                  Figura IV.16 Histograma de datos Bootstrap-Exp-Normal 
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Luego de esta inspección visual, observar estos resultados, se puede notar que el 

método Bootstrap también puede ser usado para generar variables aleatorias en 

caso de que los datos de la muestra original que se tiene no siguen ninguna 

distribución específica, es decir, cuando no se tenga idea de la distribución que da 

lugar a los datos original. 

En este caso, este método resulta ser muy útil ya que no siempre se va a tener 

información específica acerca de los datos de la muestra que se tiene, es por ello 

que el método Bootstrap es el método ideal que se presenta para estos casos, ya 

que para su aplicación no es necesario tener información alguna referente a la 

muestra original.  

En el próximo capitulo se hará un análisis más formal del uso de la técnica 

Bootstrap cuando no se tiene certeza de la distribución que siguen los datos.   
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CAPITULO V 

 

V APLICACIÓN BOOTSTRAP Y TÉCNICAS ESTADÍSTICAS CLÁSICAS EN 

SIMULACIONES  

En la mayoría de los estudios que se realizan se hace la suposición que los datos 

manejados siguen una  distribución específica, sin embargo, puede suceder que 

no se tenga la certeza sobre la forma general de dicha distribución. En el presente 

capítulo se muestra una manera general de cómo el método de remuestreo 

Bootstrap es empleado para  realizar  simulaciones. También se presentan 

simulaciones sencillas realizadas con algunas técnicas estadísticas clásicas, con 

el fin de hacer comparaciones de las simulaciones usando ambas técnicas y ver 

cómo se comporta el método Bootstrap  ante las técnicas clásicas.  

Para las simulaciones con la técnica Bootstrap se toma en cuenta el algoritmo 

planteado en el capítulo IV, ya que en él se encuentra desarrollado la forma que el 

método Bootstrap se utiliza para hacer estimación de densidades. 

Estas simulaciones se realizan usando el lenguaje de Simulación GLIDER. Este 

procedimiento se presenta a lo largo de este capítulo. 

 

V.1 Simulación con las Técnicas Estadísticas Clásicas y el Método Bootstrap 

En esta parte del capítulo se ejecutan varias pruebas de simulaciones, con la 

ayuda del lenguaje de Simulación GLIDER, utilizando las técnicas clásicas y el 

método Bootstrap. Para este procedimiento se utilizan simulaciones sencillas, 

como un sistema de taquilla simple, donde los tiempos de llegada y de 
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permanencia se van a ir variando, tanto con las distribuciones clásicas como con 

el Bootstrap. A continuación se presentan las pruebas de las simulaciones 

realizadas, utilizando un conjunto de 100 datos para cada una de ellas. 

 

V.1.1 Prueba de Simulaciones de un Sistema de Taquilla Simple utilizando 

las Técnicas Clásicas y la Técnica Bootstrap 

Los individuos llegan a ser atendidos en una taquilla [15] con intervalos de 

llegadas distribuidos exponencial con media TELL. Si la taquilla está ocupada 

forma una cola. Si son atendidos toman el recurso taquilla por un tiempo de 

atención tomado de una distribución Erlang con media MED y desviación DES. 

Los resultados de una corrida de simulación son muestras de alguna distribución, 

por lo tanto pueden variar de una corrida a otra. Por lo que generalmente es 

aconsejable realizar varias corridas independientes para tomar varias muestras 

como repuestas tanto para calcular la media como la varianza (y la desviación 

estándar), siendo estos los parámetros que más interesan  en el análisis 

estadístico de los experimentos de simulación. A continuación se presenta el 

programa GLIDER utilizando ambas técnicas con 10 réplicas para cada 

simulación: 

 
TITLE SISTEMA SIMPLE DE TAQUILLA 

NETWORK 

  LLEGADA (I) :: IT := EXPO(TELL); 

  TAQUILLA (R) :: STAY := ERLG(MED,DES); 

  SALIDA (E) :: 

INIT 

  TSIM := 10000; MED := 4; DES := 2; TELL := 1; 

  ACT(LLEGADA,0); 
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DECL VAR TELL, MED : REAL; 

         DES : INTEGER;    

  STATISTICS ALLNODES; 

END. 

 

TITLE SISTEMA SIMPLE DE TAQUILLA CON BOOTSTRAP 

NETWORK 

  LLEGADA (I) :: N:=1; BOOTS; IT:=VALOR;  {donde N=1 indica que el tiempo entre llegadas  
                                           se distribuyen exponenciales} 
  TAQUILLA(R) :: N:=2; BOOTS; STAY:=VALOR; {donde N=2 indica que el tiempo entre   
                                            llegadas se distribuyen Erlang} 
  SALIDA(E) :: 

 

  LEE_ARC (A) VAR I: INTEGER; :: {nodo donde se leen los archivos de entrada} 
    ASSIGN(ENT,'exp.txt');       {asocia la variable ent con la entrada exponencial} 
    RESET(ENT);    {abre el archivo de entrada para la operación de lectura} 
    N1:=0; 

    FOR I:=1 TO 5000 DO BEGIN 

      READLN(ENT,M1[N1+1]); 

      N1:=N1+1; 

    END; 

    CLOSE(ENT); 

    ASSIGN(ENT,'erl.txt');  {asocia la variable ent con la entrada Erlang} 
    RESET(ENT);             {abre el archivo de entrada para la operación de lectura} 
    N2:=0; 

    FOR I:=1 TO 5000 DO BEGIN 

      READLN(ENT,M2[N2+1]); {se leen los datos del archivo de entrada y se almacenan en 
                             el vector} 
      N2:=N2+1; 

    END; 

    CLOSE(ENT); 

  

CALC_H1 (A) VAR I: INTEGER; {nodo donde se calcula el parámetro suavizador h para N=1} 
                W, SUM, XPROM, TEMP1, TEMP2, TEMP3: REAL; ::   

   W:= 0; 

   SUM:= 0;    

   FOR I:=1 TO 5000 DO BEGIN 

     W := W + M1[I]; 

     XPROM := W/5000;       {calcula la media de la muestra} 
   END; 

   FOR I:=1 TO 5000 DO BEGIN   {estimación de la desviación de la muestra} 
     TEMP1:= M1[I] - XPROM; 

     TEMP2:= CUADRADO(TEMP1);  {diferencia entre el valor de la muestra de la posición i 
                                con la media de la muestra} 
     SUM:= SUM + TEMP2;        {sumatoria del cuadrado de temp} 
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   END; 

   TEMP1:= (1/(5000-1))*SUM; 

   TEMP2:= RAIZN(TEMP1,2);     

   TEMP3:= RAIZN(5000,5);      {calcula la raíz quinta del número de muestras B} 
   H1:= 1.06 * (TEMP2/TEMP3); 

 

 CALC_H2 (A) VAR I: INTEGER;  {nodo donde se calcula el parámetro suavizador h para N=2} 
                 W, SUM, XPROM, TEMP1, TEMP2, TEMP3: REAL; :: 

   W:= 0; 

   SUM:= 0;    

   FOR I:=1 TO 5000 DO BEGIN 

     W := W + M2[I]; 

     XPROM := W/5000;         {calcula la media de la muestra} 
   END; 

    

   FOR I:=1 TO 5000 DO BEGIN  {estimación de la desviación de la muestra} 
     TEMP1:= M2[I] - XPROM; 

     TEMP2:= CUADRADO(TEMP1); {diferencia entre el valor de la muestra de la posición i  
                               con la media de la muestra} 
     SUM:= SUM + TEMP2;       {sumatoria del cuadrado de temp} 
   END; 

   TEMP1:= (1/(5000-1))*SUM; 

   TEMP2:= RAIZN(TEMP1,2);    

   TEMP3:= RAIZN(5000,5);     {calcula la raíz quinta del número de muestras B}    
   H2:= 1.06 * (TEMP2/TEMP3); 

 

INIT 

  TSIM := 10000; 

  ACT(LEE_ARC,0); 

  ACT(LLEGADA,0); 

DECL 

  VAR N1, N2, N: INTEGER; 

      M1, M2, M: ARRAY[1..10000] OF REAL; 

      VALOR, H1, H2: REAL; 

      ENT : TEXT; 

  STATISTICS LLEGADA, TAQUILLA, SALIDA; 

 

  PROCEDURES 

   PROCEDURE BOOTS; {Procedimiento para calcular el valor Bootstrap} 
    VAR I: INTEGER; 

    BEGIN 

      IF N=1 THEN BEGIN   

        I:=TRUNC(1 + N1*UNIF(0,1)) - 1 ;  

        VALOR := M1[I] + H1*NORM(0,1); {Calcula el valor Bootstrap Exponencial} 
      END ELSE BEGIN 

        I:=TRUNC(1 + N2*UNIF(0,1)) - 1 ; 
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        VALOR := M2[I] + H2*NORM(0,1); {Calcula el valor Bootstrap Erlang} 
      END; 

    END;    

 

   FUNCTION RAIZN (J,I:REAL):REAL; {Función que calcula la raíz enésima} 
   BEGIN RAIZN := EXP(LN(J)/I) 

   END;    

   FUNCTION CUADRADO(J:REAL):REAL; {Función que calcula el cuadrado de un numero} 
   BEGIN CUADRADO := J*J; 

   END;       

   END. 

 

V.1.2 Análisis de los Datos de la Simulación a través de la Teoría Clásica 

Las técnicas estadísticas son usadas para analizar las salidas de las corridas de 

simulación. Usualmente se construyen intervalos de confianza y pruebas de 

hipótesis para decidir cuál es mejor respecto a cierta medida de desempeño. En 

esta sección se presentan unas pruebas de medias de cada simulación realizadas 

para comprobar qué tan significativa es la diferencia entre las medias de las 

simulaciones usando las técnicas clásicas y usando la técnica Bootstrap. El 

análisis que se presenta es realizado a las medias tomadas del tiempo en el 

sistema de cada simulación.   

 

Para observar la diferencia de una media con otra, se puede determinar el 

intervalo de confianza (IC) al 90% y se hace la prueba de la diferencia entre las 

medias de las dos alternativas. A continuación se muestra un intervalo de 

confianza del 90% para las medias de la simulación usando las técnicas clásicas y 

para las medias de la simulación que usan Bootstrap. También se presenta una 
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prueba de diferencia de medias entre las medias de las simulaciones que usan 

ambas técnicas: 

 

• Intervalo de Confianza para las medias de la simulación usando las 

Técnicas Clásicas. 
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La media global de todas las réplicas, m=10, de la simulación con las técnicas 

clásicas es         
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La varianza de la media de las réplicas es 
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• Intervalo de Confianza para las medias de la simulación usando Bootstrap. 
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                       IDC %90 : 
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La media global de todas las réplicas, n=10, de la simulación con la técnica 

Bootstrap es         
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                                  =2X 4377,39 

La varianza de la media de las réplicas es 
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• Prueba de medias e intervalos de confianza de las simulaciones que usan 

las técnicas clásicas con las simulaciones que usan Bootstrap. 

 

Hipótesis Nula 210 : µµ =H  

Hipótesis Alternativa 211 : µµ ≠H  

0H  se rechaza si vtt ,2/0 α> , es decir, si 18,05.00 tt >  

 

La estadística de prueba que se utiliza es la siguiente: 
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Donde =1X 4398,92. =2X 4377,39. =2
1σ 1623,52. =2

2σ 4967,7. m=n=10. 

 

Por lo tanto, se tiene que 

                                   =0t 0,8387 

Se especifica que α = 0.10, entonces, a partir de las tablas de estadísticas, se 

obtendrá =18,05.0t 1,7341. 

Ya que se tiene =0t 0,8387 < 1,7341, no se puede rechazar 0H . Lo que indica, 

que se puede decir que no hay evidencia estadística para indicar una diferencia 

significativa entre las medias de las simulaciones usando Bootstrap con respecto a 

las simulaciones que usan las técnicas clásicas. 

Un intervalo de confianza del 90% para la diferencia entre las medias se muestra a 

continuación 
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Este intervalo de confianza que se tiene de la diferencia entre las medias incluye 

el cero. Esto indica, expresado de otra manera, que las dos medias no tienen una 

diferencia significativa.   

 

V.2 Comparación de las Simulaciones que usan las Técnicas Estadísticas 

Clásicas con las Simulaciones que usan Bootstrap  

Las simulaciones realizadas con el método Bootstrap arrojan resultados similares 

a los resultados de las simulaciones realizadas con las técnicas clásicas. La 

diferencia que se presenta en los resultados de un método con respecto al otro es 

poco significativa. Esto se puede notar observando las medias de los resultados 

de cada una de las corridas hechas con ambos métodos, ya que a través de estos 

datos se hizo una prueba de medias para comprobar si hay o no alguna evidencia 

estadística para decir que los resultados de las simulaciones con las técnicas 

clásicas presentan una diferencia significativa con respecto a los resultados de las 

simulaciones con la técnica Bootstrap. Gracias al análisis que se le hizo a los 

datos a través de la teoría clásica, se pudo verificar que el método Bootstrap 

trabaja adecuadamente.  

 

V.3 Simulación con las Técnicas Estadísticas Clásicas y el Método Bootstrap 

utilizando Datos que no siguen una Distribución Específica  

En esta sección se pretende conocer si el método Bootstrap funciona bien para 

ser utilizado en simulaciones en caso de que los datos que se tienen no siguen 

alguna distribución específica o ésta sea difícil de determinar. Para ello, se van a 
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realizar simulaciones utilizando tanto las técnicas clásicas como la técnica 

Bootstrap y así comparar dichos resultados para poder concluir si el método 

Bootstrap también puede ser utilizado de manera segura en este caso particular. 

Además, este caso es de gran interés ya que en realidad un problema estadístico 

se presentaría cuando se tienen datos totalmente extraños que no vienen 

distribuidos de manera específica para nosotros y por esta causa se hace 

complicado o imposible aplicar las técnicas clásicas. 

 

V.3.1 Prueba de Simulaciones de un Sistema de Taquilla Simple utilizando 

Tiempos de Permanencia tomados de varias Distribuciones Erlang 

Usaremos un modelo similar al anterior pero en este caso los tiempos de atención 

serán tomados de una distribución hibrida: Erlang  de parámetros (10,2) o Erlang 

de parámetros (30,10) con una probabilidad 0.5 para cada caso. 

El programa GLIDER utilizando ambas técnicas se presenta a continuación: 
 

TITLE TAQUILLA CON DISTRIBUCIONES ERLANG 

NETWORK 

LLEGADA(I) :: IT:= EXPO(5); 

              IF BER(0.5) THEN TP:=ERLG(10,2) ELSE TP:= ERLG(30,10);                          

TAQUILA (R) :: STAY := TP; 

SALIDA (E) :: 

INIT 

  TSIM := 10000;  

  ACT(LLEGADA,0); 

DECL  

 VAR RESUL: REAL; 

 MESSAGES LLEGADA(TP:REAL); 

 STATISTICS ALLNODES; 

END. 

 

TITLE TAQUILLA CON DISTRIBUCIONES ERLANG USANDO BOOTSTRAP 
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NETWORK 

  LLEGADA (I) :: N:=1; BOOTS; IT:=VALOR;  {donde N=1 indica que el tiempo entre llegadas  
                                           se distribuye exponencial} 
  TAQUILLA(R) :: N:=2; BOOTS; STAY:=VALOR; {donde N=2 indica que el tiempo entre   
                                            llegadas es de la distribución hibrida} 
  SALIDA(E) :: 

  LEE_ARC (A) VAR I: INTEGER; :: {nodo donde se leen los archivos de entrada} 
    ASSIGN(ENT,'exp.txt');       {asocia la variable ent con la entrada exponencial} 
    RESET(ENT);    {abre el archivo de entrada para la operación de lectura} 
    N1:=0; 

    FOR I:=1 TO 5000 DO BEGIN 

      READLN(ENT,M1[N1+1]); 

      N1:=N1+1; 

    END; 

    CLOSE(ENT); 

    ASSIGN(ENT,'gen_erl.txt');  {asocia la variable ent con la entrada Erlang} 
    RESET(ENT);             {abre el archivo de entrada para la operación de lectura} 
    N2:=0; 

    FOR I:=1 TO 5000 DO BEGIN 

      READLN(ENT,M2[N2+1]); {se leen los datos del archivo de entrada y se almacenan en 
                             el vector} 
      N2:=N2+1; 

    END; 

    CLOSE(ENT); 

  

CALC_H1 (A) VAR I: INTEGER; {nodo donde se calcula el parámetro suavizador h para N=1} 
                W, SUM, XPROM, TEMP1, TEMP2, TEMP3: REAL; ::   

   W:= 0; 

   SUM:= 0;    

   FOR I:=1 TO 5000 DO BEGIN 

     W := W + M1[I]; 

     XPROM := W/5000;       {calcula la media de la muestra} 
   END; 

   FOR I:=1 TO 5000 DO BEGIN   {estimación de la desviación de la muestra} 
     TEMP1:= M1[I] - XPROM; 

     TEMP2:= CUADRADO(TEMP1);  {diferencia entre el valor de la muestra de la posición i 
                                con la media de la muestra} 
     SUM:= SUM + TEMP2;        {sumatoria del cuadrado de temp} 
   END; 

   TEMP1:= (1/(5000-1))*SUM; 

   TEMP2:= RAIZN(TEMP1,2);     

   TEMP3:= RAIZN(5000,5);      {calcula la raíz quinta del número de muestras B} 
   H1:= 1.06 * (TEMP2/TEMP3); 

 

 CALC_H2 (A) VAR I: INTEGER;  {nodo donde se calcula el parámetro suavizador h para N=2} 
                 W, SUM, XPROM, TEMP1, TEMP2, TEMP3: REAL; :: 
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   W:= 0; 

   SUM:= 0;    

   FOR I:=1 TO 5000 DO BEGIN 

     W := W + M2[I]; 

     XPROM := W/5000;         {calcula la media de la muestra} 
   END; 

    

   FOR I:=1 TO 5000 DO BEGIN  {estimación de la desviación de la muestra} 
     TEMP1:= M2[I] - XPROM; 

     TEMP2:= CUADRADO(TEMP1); {diferencia entre el valor de la muestra de la posición i  
                               con la media de la muestra} 
     SUM:= SUM + TEMP2;       {sumatoria del cuadrado de temp} 
   END; 

   TEMP1:= (1/(5000-1))*SUM; 

   TEMP2:= RAIZN(TEMP1,2);    

   TEMP3:= RAIZN(5000,5);     {calcula la raíz quinta del número de muestras B}    
   H2:= 1.06 * (TEMP2/TEMP3); 

INIT 

  TSIM := 10000; 

  ACT(LEE_ARC,0); 

  ACT(LLEGADA,0); 

DECL 

  VAR N1, N2, N: INTEGER; 

      M1, M2, M: ARRAY[1..10000] OF REAL; 

      VALOR, H1, H2: REAL; 

      ENT : TEXT; 

  STATISTICS LLEGADA, TAQUILLA, SALIDA; 

 

  PROCEDURES 

   PROCEDURE BOOTS; {Procedimiento para calcular el valor Bootstrap} 
    VAR I: INTEGER; 

    BEGIN 

      IF N=1 THEN BEGIN   

        I:=TRUNC(1 + N1*UNIF(0,1)) - 1 ;  

        VALOR := M1[I] + H1*NORM(0,1); {Calcula el valor Bootstrap Exponencial} 
      END ELSE BEGIN 

        I:=TRUNC(1 + N2*UNIF(0,1)) - 1 ; 

        {Calcula el valor Bootstrap es de la distribución hibrida} 
        VALOR := M2[I] + H2*NORM(0,1);  

      END; 

    END;    

   FUNCTION RAIZN (J,I:REAL):REAL; {Función que calcula la raíz enésima} 
   BEGIN RAIZN := EXP(LN(J)/I) 

   END;    

   FUNCTION CUADRADO(J:REAL):REAL; {Función que calcula el cuadrado de un numero} 
   BEGIN CUADRADO := J*J; 
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   END;       

   END. 

 

 

V.3.1.1 Análisis de los Datos de la Simulación a través de la Teoría Clásica 

cuando los datos no siguen una Distribución Específica  

• Intervalo de Confianza para las medias de la Simulación usando las 

Técnicas Clásicas. 

 

La media global de todas las réplicas, m=10, de la simulación con las técnicas 

clásicas es      

                                  =1X 4638,11   

La varianza de la media de las réplicas es 

                                  =)(XVar =2
1σ 190374,71 

IDC %90 : [4385,19; 4891,03] 

• Intervalo de Confianza para las medias de la simulación usando Bootstrap                         

La media global de todas las réplicas, n=10, de la simulación con la técnica 

Bootstrap es         

                                  =2X 4500,15   

La varianza de la media de las réplicas es 

                                  =)( 2XVar =2
2σ 181318,86 

IDC %90 : [4422,08; 4578,22]  
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• Prueba de medias e intervalos de confianza de las simulaciones que usan 

las técnicas clásicas con las simulaciones que usan Bootstrap. 

 

Hipótesis Nula 210 : µµ =H  

Hipótesis Alternativa 211 : µµ ≠H  

0H  se rechaza si vtt ,2/0 α> , es decir, si 18,05.00 tt >  

La estadística de prueba que se utiliza es la siguiente: 

                                  

nm

XXt
2
2

2
1

21
0

σσ
+

−
=                                            

donde =1X 4638,11 =2X 4500,15 =2
1σ 190374,71 =2

2σ 181318,86 m=n=10. 

 

Por lo tanto, se tiene que 

                                   =0t 0,716 

Se especifica que α = 0.10, entonces, a partir de las tablas de estadísticas, se 

obtendrá =18,05.0t 1,7341. 

 

Ya que se tiene =0t 0,716 < 1,7341, no se puede rechazar 0H . Lo que indica, 

que se puede decir que no hay evidencia estadística de una diferencia significativa 

entre las medias de las simulaciones usando Bootstrap con respecto a las 

simulaciones que usan las técnicas clásicas. 
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Un intervalo de confianza del 90% para la diferencia entre las medias se muestra a 

continuación: 

IDC: 











+±−
nm

tXX
2
1

2
1

18,05.021
σσ  

IDC %90  = [ ]28,47236,196 21 ≤−≤− µµ    

 

Este intervalo de confianza que se tiene de la diferencia entre las medias incluye 

el cero. Esto indica, expresado de otra manera, que las dos medias no tienen una 

diferencia significativa.   

 

V.3.2 Prueba de Simulaciones de un Sistema de Taquilla Simple utilizando 

Tiempos de Permanencia tomados de varias Distribuciones Normales 

Seguimos con el mismo ejemplo, pero ahora los tiempos de atención provienen de 

la distribución híbrida: normal de parámetros (10,3) o de una distribución normal 

de parámetros (20,2) con una probabilidad 0.5 cada una. 

El programa GLIDER utilizando ambas técnicas se presenta a continuación: 

 

TITLE TAQUILLA CON DISTRIBUCIONES NORMAL 

NETWORK 

LLEGADA(I) :: IT:= EXPO(5); 

              IF BER(0.5) THEN TP:=NORM(10,3) ELSE TP:= NORM(20,2);                          

TAQUILA (R) :: STAY := TP; 

SALIDA (E) :: 

INIT 

  TSIM := 10000;  

  ACT(LLEGADA,0); 

DECL  

 VAR RESUL: REAL; 
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 MESSAGES LLEGADA(TP:REAL); 

 STATISTICS ALLNODES; 

END. 

 

El progama en GLIDER usando Bootstrap es el mismo que se presenta en V.3.1 

pero con las muestras respectivas a este.  

 

V.3.2.1 Análisis de los Datos de la Simulación a través de la Teoría Clásica 

cuando los datos no siguen una Distribución Específica (Normal) 

• Intervalo de Confianza para las medias de la Simulación usando las 

Técnicas Clásicas. 

 

La media global de todas las réplicas, m=10, de la simulación con las técnicas 

clásicas es         

                                  =1X 3363,45             

La varianza de la media de las réplicas es 

                                  =)(XVar =2
1σ 8608,24 

IDC %90 : [3309,67; 3417,23]  

 

• Intervalo de Confianza para las medias de la Simulación usando Bootstrap. 

 

La media global de todas las réplicas, n=10, de la simulación con la técnica 

Bootstrap es  
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                                  =2X 3267,28 

La varianza de la media de las réplicas es 

                                  =)( 2XVar =2
2σ 33458,20 

IDC %90 : [3160,98; 3373,31]  

 

• Prueba de medias e intervalos de confianza de las simulaciones que usan 

las técnicas clásicas con las simulaciones que usan Bootstrap. 

 

Hipótesis Nula 210 : µµ =H  

Hipótesis Alternativa 211 : µµ ≠H  

0H  se rechaza si vtt ,2/0 α> , es decir, si 18,05.00 tt >  

La estadística de prueba que se utiliza es la siguiente: 

                                  

nm

XXt
2
2

2
1

21
0

σσ
+

−
=                                            

donde =1X 3363,45 =2X 3267,28 =2
1σ 8608,24 =2

2σ 33458,20 m=n=10. 

Por lo tanto, se tiene que 

                                   =0t 1,483 

Se especifica que α = 0.10, entonces, a partir de las tablas de estadísticas, se 

obtendrá =18,05.0t 1,7341. 
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Ya que se tiene =0t 1,483 < 1,7341, no se puede rechazar 0H . Lo que indica, 

que se puede decir que no hay evidencia estadística de una diferencia significativa 

entre las medias de las simulaciones usando Bootstrap con respecto a las 

simulaciones que usan las técnicas clásicas. 

 

Un intervalo de confianza del 90% para la diferencia entre las medias se muestra a 

continuación: 

IDC: 











+±−
nm

tXX
2
1

2
1

18,05.021
σσ  

IDC %90  = [ ]64,2083,16 21 ≤−≤− µµ  

 

Este intervalo de confianza que se tiene de la diferencia entre las medias incluye 

el cero. Esto indica, expresado de otra manera, que las dos medias no tienen una 

diferencia significativa.   

 

V.3.3 Prueba de Simulaciones de un Sistema de Taquilla Simple utilizando 

Tiempos de Permanencia tomados de Distribuciones Exponencial – Normal 

En este caso usa una distribución híbrida para los tiempos de atención dada por 

exponencial de parámetro (1) o normal de parámetros (10,2) con una probabilidad 

de 0.5 cada uno. 

 

El programa GLIDER utilizando ambas técnicas se presenta a continuación: 
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TITLE TAQUILLA CON DISTRIBUCIONES EXPO_NOR 

NETWORK 

LLEGADA(I) :: IT:= EXPO(2); 

              IF BER(0.5) THEN TP:=EXPO(1) ELSE TP:= NORM(10,2);                          

TAQUILA (R) :: STAY := TP; 

SALIDA (E) :: 

INIT 

  TSIM := 10000;  

  ACT(LLEGADA,0); 

DECL  

 VAR RESUL: REAL; 

 MESSAGES LLEGADA(TP:REAL); 

 STATISTICS ALLNODES; 

END. 

 

El progama en GLIDER usando Bootstrap es el mismo que se presenta en V.3.1 

usando las muestras respectivas. 

 

V.3.3.1 Análisis de los Datos de la Simulación a través de la Teoría Clásica 

cuando los datos no siguen una Distribución Específica (Expo-Normal) 

• Intervalo de Confianza para las medias de la Simulación usando las 

Técnicas Clásicas 

                                

La media global de todas las réplicas, m=10, de la simulación con las técnicas 

clásicas es         

                                  =1X 3188,28             

La varianza de la media de las réplicas es 

                                  =)(XVar =2
1σ 8662,389 

IDC %90 : [3134,33; 3242,23]  
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• Intervalo de Confianza para las medias de la Simulación usando Bootstrap                        

La media global de todas las réplicas, n=10, de la simulación con la técnica 

Bootstrap es         

                                  =2X 3226,93 

La varianza de la media de las réplicas es 

                                  =)( 2XVar =2
2σ 12703,85 

 

IDC %90 : [3161,59; 3292,27]  

 

• Prueba de medias e intervalos de confianza de las simulaciones que usan 

las técnicas clásicas con las simulaciones que usan Bootstrap 

 

Hipótesis Nula 210 : µµ =H  

Hipótesis Alternativa 211 : µµ ≠H  

0H  se rechaza si vtt ,2/0 α> , es decir, si 18,05.00 tt >  

La estadística de prueba que se utiliza es la siguiente: 

                                  

nm

XXt
2
2

2
1

21
0

σσ
+

−
=                                            

donde =1X 3188,28 =2X 3226,93 =2
1σ 8662,389 =2

2σ 12703,85 m=n=10. 
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Por lo tanto, se tiene que 

                                   =0t 0,836 

Se especifica que α = 0.10, entonces, a partir de las tablas de estadísticas, se 

obtendrá =18,05.0t 1,7341. 

 

Ya que se tiene =0t 0,836 < 1,7341, no se puede rechazar 0H . Lo que indica, 

que se puede decir que no hay evidencia estadística de una diferencia significativa 

entre las medias de las simulaciones usando Bootstrap con respecto a las 

simulaciones que usan las técnicas clásicas. 

 

Un intervalo de confianza del 90% para la diferencia entre las medias se muestra a 

continuación: 

IDC: 











+±−
nm

tXX
2
1

2
1

18,05.021
σσ  

IDC %90  = [ ]5,418,118 21 ≤−≤− µµ    

 

Este intervalo de confianza que se tiene de la diferencia entre las medias incluye 

el cero. Esto indica, expresado de otra manera, que las dos medias no tienen una 

diferencia significativa.   
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V.4 Comparación de las Simulaciones que usan las Técnicas Estadísticas 

Clásicas con las simulaciones que usan Bootstrap utilizando  

Datos que no siguen alguna Distribución Específica   

Las simulaciones realizadas con el método Bootstrap en caso de que se tienen 

datos que no siguen una distribución particular arrojan resultados similares a los 

resultados de las simulaciones realizadas con las técnicas clásicas. En los 

ejemplos presentados se usaron las técnicas clásicas para generar tanto las 

distribuciones hibridas como las muestras para ser usadas con Bootstrap. Se 

quiere hacer notar que en la práctica si se tienen datos de una de estas 

distribuciones híbridas, no seria nada fácil determinar cuál es esta distribución por 

las técnicas clásicas. En la práctica se tiene la muestra y se analiza para ver si 

sigue alguna distribución particular.  

 

La diferencia que se presenta entre ambos métodos  no es estadísticamente 

significativa. Esto se puede notar observando las pruebas de comparación de 

medias realizadas a las corridas hechas con cada método, en donde se muestra 

que no existe evidencia estadística para decir que hay una diferencia significativa 

entre ellas. 

 

Con esto se puede decir, que el método bootstrap trabaja muy bien para ser 

utilizado en simulaciones, como se pudo observar, en caso de que no se tenga 

información de la distribución que siguen los datos de la muestra original, en 

especial cuando dichos datos no siguen ninguna distribución específica. En casos 
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como este, las técnicas clásicas no proporcionan ninguna solución. Por esta razón 

y en estas situaciones, el método Bootstrap es muy útil en estos casos ya que no 

se necesita hacerle un análisis estadístico a los datos que se tienen. 
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CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES 

 

En la investigación realizada sobre la técnica que usa el Bootstrap para generar 

variables aleatorias continuas se observó lo siguiente: 

 

• El algoritmo de la función Bootstrap para generar variables aleatorias 

continuas es fácil de implementar y utilizar. La técnica agrega un ruido 

aleatorio a las observaciones obtenidas por muestreo de muestras, el cual 

está distribuido normal, permitiendo generar valores que no están en la 

muestra original. 

• Las muestras generadas utilizando el algoritmo Bootstrap siguen la 

distribución de la muestra original de acuerdo a las pruebas realizadas en 

este trabajo. 

• El uso del Bootstrap es una técnica adecuada para realizar simulaciones y 

arroja resultados similares a los obtenidos mediante el uso de técnicas 

clásicas para la generación de variables aleatorias.  

• Cuando la muestra no sigue alguna distribución conocida, la generación de 

variables aleatorias por métodos clásicos puede ser complicada o 

simplemente no es posible. En este caso Bootstrap resulta muy 

conveniente ya que no requiere analizar la muestra y simplemente la usa 

para generar las variables. Es más, así la muestra siga algunas de las 

distribuciones conocidas, con Bootstrap se hace innecesario averiguarlo. 

Reconocimiento-No comercial-Compartir igual



CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES 
 

 76

 

De manera más detallada, se logró el objetivo de conocer cómo usar el método 

Bootstrap para generar variables aleatorias continuas y se pudo observar que se 

comporta de una manera aceptable. Trabaja muy bien a partir de las muestras sin 

requerir que éstas sean analizadas.  

Usando el método Bootstrap no es necesario saber cómo están distribuidos los 

datos de una muestra aleatoria. Este método puede trabajar sin ningún problema 

aún cuando no se conoce la distribución que sigue la muestra.  

Lo que indica, que la técnica que emplea el Bootstrap para generar variables 

aleatorias puede ser utilizada sin ningún problema, obteniendo resultados 

similares a los que producen las técnicas clásicas, y de una manera sencilla, como 

se observó en el capítulo IV. 

 

Con respecto a la aplicación del método Bootstrap en simulaciones, se consiguió 

el propósito planteado de realizar simulaciones con este método para compararlas 

con simulaciones usando las técnicas estadísticas clásicas. Con los resultados 

obtenidos empleando el lenguaje de simulación GLIDER, realizando 10 

replicaciones, se pudo observar que el método Bootstrap se puede emplear 

fácilmente y los resultados obtenidos fueron buenos. Esto se pudo constatar 

haciendo comparaciones entre las medias de cada una de las simulaciones que 

usan las técnicas clásicas con las simulaciones que usan Bootstrap, donde se 

pudo observar que los  resultados obtenidos de las simulaciones con Bootstrap no 
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presentan diferencias significativas respecto a los resultados de las simulaciones 

con las técnicas clásicas.  

El método Bootstrap trabaja muy bien para generar variables aleatorias y realizar 

simulaciones en caso de que los datos que se tienen no siguen ninguna 

distribución conocida, es decir, después de analizar la muestra no se logra 

determinar la distribución que estos siguen. En este caso particular, el Bootstrap 

juega un papel importante, ya que para su uso no se requiere analizar los datos o 

muestras de entrada.  

 

Es necesario mencionar la dificultad de encontrar información referente a las 

técnicas que usa el método Bootstrap para hacer estimación de densidades. 

Actualmente se conoce poco sobre esta técnica de generar variables aleatorias y 

es muy difícil encontrar información referente a ella. Esta técnica es poco utilizada 

comparándola con técnicas estadísticas clásicas. Sin embargo, se recomienda 

tenerla en cuenta para generar variables aleatorias y emplearse para realizar 

simulaciones ya que es muy útil cuando no se conoce la distribución de los datos 

de entrada o cuando estos no quieran ser analizados para determinar su 

distribución. 
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GLOSARIO 

 

Bootstrap: Método estadístico que consiste en sustituir la distribución teórica por 

la muestral y estudiar las propiedades del estimador. 

 

Bootstrapping: Es un remuestreo de datos de una muestra, con reemplazo. 

 

Datos: Son los valores cualitativos o cuantitativos mediante los cuales se miden 

las características de los objetos, sucesos o fenómenos a estudiar. 

 

Desviación Estándar: Es la medida más común de dispersión. Dicho de manera 

sencilla, mide qué tan dispersos están los valores en una colección de datos. La 

desviación estándar está definida como la raíz cuadrada de la varianza. Se define 

de esta manera para darnos una medida de la dispersión que es (1) un número no 

negativo y (2) tiene las mismas unidades que los datos. 

 

Distribución de Probabilidad: Modelo teórico que describe la forma en que 

varían los resultados de un experimento aleatorio. Lista de los resultados de un 

experimento con las probabilidades que se esperarían ver asociadas con cada 

resultado. 

 

Estadística: Ciencia estudia los métodos para recoger, organizar, resumir y 

analizar datos, así como para sacar conclusiones válidas y tomar decisiones 

razonables basadas con tal análisis.  En un sentido menos amplio, el término 
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estadística se usa para denotar los propios datos, o número derivados de ellos, 

tales como los promedios. 

 

Estadístico: Es una función de variables aleatorias observables que no contiene 

parámetros desconocidos. 

 

Estimación: Es el valor numérico que toma el estimador para una muestra 

concreta. 

 

Estimador: Es un estadístico que se construye con la intención de estimar un 

parámetro de la población y que, consecuentemente, debe reunir condiciones que 

lo hagan deseable en algún sentido. 

 

Frecuencia Acumulada: Es el número de estudiantes con calificaciones iguales o 

menores que el rango de cada intervalo sucesivo.   
 

Función de densidad de probabilidad: función que mide concentración de 

probabilidad alrededor de los valores de una variable aleatoria continua. 

 

Histograma: Es una representación gráfica de una variable en forma de barras, 

se utilizan con preferencia a gráficas de puntos o de líneas cuando se quiere 

agrupar los datos. Se utiliza cuando se estudia una variable continua, como franjas 

de edades o altura de la muestra. 
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Inferencia Estadística: Es aplicar resultados de estudios de una muestra a la 

poblaciones y emitir juicios o conclusiones sobre esa población en general.  

Mediana: Es el valor que deja a cada lado (por encima y por debajo) la mitad de 

los valores de la muestra. 

Muestra: Parte representativa de la población en la que nos apoyamos para 

realizar el análisis. 

Parámetro: Son valores desconocidos de características de una distribución 

teórica. El objetivo de la estadística es estimarlos dando un valor concreto. 

Población: Es todo conjunto de elementos, finito o infinito, definido por una o más 

características, de las que gozan todos los elementos que lo componen, y sólo 

ellos. 

Probabilidad: Es el conjunto de posibilidades de que un evento ocurra o no en un 

momento y tiempo determinado. Dichos eventos pueden ser medidos a través de 

una escala de 0 a 1, donde el evento que no pueda ocurrir tiene una probabilidad 

de 0 y uno que ocurra con certeza es de 1.  

Rango: Situación de un dato respecto de una distribución. 

Remuestrear: Aplicar un remuestreo en un estudio estadístico. 
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Variable Aleatoria: Variable que cuantifica los resultados de un experimento 

aleatorio y que toma diferentes valores como resultado de este. 

Variable aleatoria continua: Variable que toma un valor infinito de valores no 

numerables. Variable aleatoria que puede tomar cualquier valor dentro de un 

intervalo dado de valores. 
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BOOTSTRAP 

El Bootstrap es un método estadístico creado para facilitar los cálculos que no se 

pueden hacer con fórmulas simples (por medio de las técnicas estadísticas 

clásicas) teniendo como herramienta importante la ayuda del computador. 

Este método Consiste básicamente en sustituir la distribución teórica por la 

muestral y estudiar las propiedades del estimador remuestreando esa nueva 

población en las mismas condiciones en  que se obtuvo la muestra original. 

 

El método Bootstrap trabaja como sigue: 

 Se tiene un conjunto de muestra aleatoria (el cual se trabaja con 

reemplazo) de tamaño n, en donde ),...,,( 21 nxxxx =  son los valores 

observados de dicha muestra.   

 Se crea una nueva muestra del mismo tamaño muestreando aleatoriamente 

n veces con reemplazo de la muestra original ( nxxx ,...,, 21 ), donde la 

probabilidad de escoger cualquier punto de los datos es 1/n. 

 Luego se calcula el estadístico de interés θ̂  para cada una de las muestras 

Bootstrap, a partir de la remuestra obtenida, dando así *ˆ
bθ . (donde 

b=1,2,…,B). 

 Se repiten los puntos 2 y 3 B veces, donde B es un número grande que 

representa la cantidad de remuestras hechas. La magnitud de B en la 

práctica depende de las pruebas que se van aplicar a los datos. En general, 
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B debería ser de entre 50 a 200 para estimar el error estándar de θ̂ , y al 

menos de 1000 para estimar intervalos de confianza en un punto o 

alrededor de θ̂ . 

 

MÉTODO BOOTSTRAP PARA GENERAR VARIABLES ALEATORIAS 

CONTINUAS 

Para generar variables aleatorias continuas usando la técnica Bootstrap se deben 

seguir los pasos que se presentan en el siguiente algoritmo: 

 

Algoritmo: 

Entrada: una  muestra aleatoria nxxx ,...,, 21  

Salida: una variable aleatoria 

0: escoger el parámetro suavizador h 

Para calcular el h se presenta la siguiente fórmula: 

                                       5/1

ˆ
364.1)(

n
kh σα=  

donde la constante )(kα  es 0.776 para la Gaussiana, σ̂  denota la desviación 

estándar y n es el tamaño de la muestra. La fórmula queda descrita 

                                           h = 1.06 5/1

ˆ
n
σ                                               

1: generar un entero aleatorio i de una uniforme discreta en n puntos    ),...,1( ni =  

2: generar una variable aleatoria W de la distribución kernel K(x) 
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El W que se presenta es la densidad de la distribución de ruido aleatoria y es 

llamada Kernel. Claramente esta debe ser una función de densidad y siempre se 

asume que es simétrica alrededor del origen. 

Para la elección de esta función de densidad se va a utilizar una de las funciones 

kernel más conocidas: la Normal de parámetros (0,1): 

                                       Normal ⇒ 2/2

2
1 xe−
π

                         

 3: devolver hWxboot i +=  

                                       )1,0(hNormalxboot i +=  
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CORRIDAS DE LAS SIMULACIONES EN GLIDER 

 

 Simulación de un Sistema de Taquilla Simple utilizando las Técnicas 

Clásicas  
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 Simulación de un Sistema de Taquilla Simple utilizando la Técnica 

Bootstrap 
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 Simulación de un Sistema de Taquilla Simple utilizando Tiempos de 

Permanencia tomados de varias Distribuciones Erlang a través de las 

Técnicas Clásicas  
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 Simulación de un Sistema de Taquilla Simple utilizando Tiempos de 

Permanencia tomados de varias Distribuciones Erlang a través de la 

Técnica Bootstrap  
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 Simulación de un Sistema de Taquilla Simple utilizando Tiempos de 

Permanencia tomados de varias Distribuciones Normales a través de 

las Técnicas Clásicas  
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 Simulación de un Sistema de Taquilla Simple utilizando Tiempos de 

Permanencia tomados de varias Distribuciones Normales a través de 

la Técnica Bootstrap 
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  Simulación de un Sistema de Taquilla Simple utilizando Tiempos de 

Permanencia tomados de Distribuciones Exponencial – Normal a 

través de las Técnicas Clásicas 
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 Simulación de un Sistema de Taquilla Simple utilizando Tiempos de 

Permanencia tomados de Distribuciones Exponencial – Normal a 

través de la Técnica Bootstrap 
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