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RESUMEN

Se presentaron dos formulaciones a primer orden para la accion de cuarto en derivadas de la nueva
gravedad masiva (NMG) y de la nueva gravedad masiva dual (NMDG) en tres y cuatro dimensiones
respectivamente. Se demostré que el campo Cuqap propaga més de cinco grados de libertad, y que es la

suma del campo de Curtright y de un campo antisimétrico.
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Introduccion

El concepto de dualidad en las teorfas fisicas se ha constituido en una de las piezas claves para
el entendimiento de fenémenos fisicos a nivel no perturbativo. La principal idea de este concepto radica
en que un fenémeno ffsico puede ser formulado por al menos dos teorias, en principio diferentes en
sus respectivas formulaciones, pero que resultan ser equivalentes fisicamente. En particular, el estudio y
establecimiento de teorfas duales para el campo de spin 2 (gravitacién) representar{a un rol importante
en la construccién y la comprensién de simetrias en la no conocida teorias M, asi como en teorias de

supergravedades y supercuerdas.

En dimensiones allas aparecen campos con simelria mixta[3], por ejemplo, se tiene el caso del
campo de Curtright! (Trn,p)- En cinco dimensiones el campo de Curtright es dual a la gravitacién
linealizada?[8]. Ambos campos describen cinco grados de libertad en dicha dimensién. Este tltimo hecho
puede generalizarse y enunciarse para D-dimensiones mediante la siguiente relacién de dualidad:hpyny +—
Tu,..Mp_s,p- Para el caso masivo esta relacién es de la siguiente manera:hyn +— Ta,.. Mp_o,p[11]. Las
dualidades son ficilmente entendidas nsando el calibre del cono-luz, a través de coordenadas transversas
i, = 1,...,D—2[12], que para el caso de un campo vectorial A; arroja las siguientes relaciones de dualidad:
en tres dimensiones un campo vectorial es dual a un campo escalar:A; <— ¢; en cuatro dimensiones un
campo vectorial es autodual, es decir, 4; «— Ai; y por ultimo en cinco dimensiones un campo vectorial

es dual a un campo antisimétrico, 4; «+— Bj;.

Hull propuso que en cinco (5) dimensiones el gravitén linealizado hasny posee representaciones
duales en los campos Ty p y Crunpgl9], siendo este dltimo campo uno de los objetos de estudio de este
trabajo. Hull conjetura que dichos campos propagan el mismo nimero de grados de libertad. El campo
Cunpg cumple con las mismas propiedades algebraicas del tensor de Riemann®. El campo Cunrg

posee una formulacién a segundo orden|2]. Es posible tener una formulacién de primer orden para el

len,p = “Tnm,p;ﬂmn,p] =0
2hij = hji;hii = O,aihij =0
3Cunprq = Ciunyipq = Cromn; Ciunpiq =0



campo Cyrnpg- El estudio realizado por Hull para establecer la dualidad entre el campo Cyypg y la
gravitacién lincalizada en cinco dimensiones es on-shell. En este trabajo queremos extender (si es posible)

esta relacion, off-shell, a través de una accidn maestra.

Es destacable que recientemente en cuatro dimensiones se ha formulado un modelo de cuarto orden
que es equivalente a la teorfa de segundo orden masiva de Curtright[1], en este trabajo lo que se hace
esencialmente, es construir una teoria invariante de calibre en cuatro dimensiones que describe los cinco
modos de polarizacion de una particula masiva de spin 2, esto a partir de un lagrangeano que es de cuarto

orden en derivadas.

En tres dimensiones es posible tener teorias gravitacionales de alto orden sin pérdida de unitariedad.
Recientemente, Bergshoeff, Hohm y Townsend[13] formularon la lamada New Massive Gravity (NMG) en
tres dimensiones. Esta 1ltima consiste en la accién de Einstein-Hilbert (EH) no dindmica completada con
un término especifico de curvatura cuadrada, la cual lleva a ecuaciones de campo de cuarto orden. En 2012
se propuso la Nueva Gravedad Masiva Dual (NMDG) [1], cuyo trabajo consistié en la construccién de una
teorfa cuadri-dimensional (4D) basada en el campo de calibre de Curtright, que propaga unitariamente
los cinco modos de polarizacién de una particula masiva de spin-2. Estos modos estdn descritos por un
potencial de calibre dual y en donde el lagrangeano es de cuarto orden en derivadas; hay que resaltar que
en general las teorfas con altas derivadas son fisicamente inapropiadas porque su energia no estd definida

positivamente lo que conlleva a la existencia de fantasmas.

En el capitulo 1 se muestra la accién de Curtright masiva[3], en donde se calcula sus ecuaciones de
movimiento y los grados de libertad; ademas se obtiene una formulacién a primer orden para el campo de
Curtright (no masiva), la cual servird para obtener teorfas masivas mediante la técnica de la reduccién

dimensional.

En el capitulo 2 se estudia la accién de Curtright masiva, se calculan sus ecuaciones de movimiento
ademds de sus grados de libertad; y por ltimo se realiza un andlisis dindmico en cuatro dimensiones,
mediante el cual se logra establecer de forma clara la dualidad entre los campos masivos de spin 2 Ay,

y el de Curtright T7,,,, , en un nivel dindmico en cuatro dimensiones.

En el capitulo 3 se lleva a cabo un proceso de reduccién dimensional de una accién a primer orden
para el campo de Curtright no masivo desde D-dimensiones hasta (D — 1)-dimensiones; en dicho proceso
se mantendrén los primeros modos masivos tal y como se hizo en [14] para el campo de spin 2. En este

capitulo se construyen un par de acciones maestras a primer orden que logren establecer una equivalencia



con la NMG y NMDG, constituyéndose éste en uno de los aportes mas importantes de este trabajo.

En ¢l capitulo 4 se estudia la accién del campo Cppp, DO masiva, y se obtienen sus ecuaciones
de movimiento, las cuales son reescritas en funcién del campo de fuerzas Giasnpijgrs) Propuesto por
Hull[4]. Ademsés se reproducen algunos resultados sobre la dualizacién sobre el par de indices del gravitén

linealizado h,,, en el calibre del cono-luz.

En el capitulo 5 se calculan las ecuaciones de movimiento de la accién masiva del campo Cynpg.



Capitulo 1

Accion de Curtright No Masiva

El campo usual para una particula de spin-2 es un tensor de simétrico, ¢qp, cuya teorfa de campo
libre est4 basada en el lagrangeano de Fierz-Pauli. El campo de fuerzas libre en ese caso es 9,¢pc — OpPac-
Esto sugiere que el correspondiente campo dual, serfa un tensor de la forma {4, donde los corchetes
cuadrados indican la anti-simetrfa en los indices a y b. Y asf en efecto, tal campo masivo seria el ideal

para describir una particula con spin-2. Las propiedades de simetria del campo Tjap) sON,
Tlatl.c = —Tipal,c Tiat),c + Tibeta + Tica)p = 0 (1.1)
La intensidad del campo viene definida por,
Flase),a = 0uTocd + O Teaa + OcTupa (1.2)

La tcorfa de campo libre en este caso ha sido propucsto por Curtright|3], y una particularidad es que
dicha teorfa se vuelve singular en el limite en que m —> 0. El caso masivo tiene 5 grados de libertad
fisicos, tal y como lo requicre un campo masivo de spin-2. Para m = 0 el nimecro de grados de libertad
disminuye. La situacién cinética es completamente andloga al caso de spin-0. Para incluir dindmica se
podria tratar de dualizar el lagrangeano de Einstein-Hilbert pero, como en el caso de Yang-Mills puro,

Hevaria a ambiguedades[5]. Por ahora, 1o que se hara seré presentar a la accién de Curtright (no masiva),

L= —}Fnp o 0 + L Fppp, PE™9 (1.3)

Y veamos como responde a la siguientes transformacién de calibre,

5Tab,c = au.Sbc - 6bSac + aa.Abc + OpAgc + 2acAba (14)




donde S y A son pardametros simétricos y antisimétricos, respectivamente. Ahora veamos como reacciona

el campo de fuerzas ante las transformaciones de calibre (1.4),

O0Fapea = 0[0aTbe,a) + 6[0pTca,a] + 6{0:Tup,d]
= 0a0pScq — 0a0;Spq + 0q0pAcad + 0,0cAgp + 20,03 Ach + Op0cSad — 000 Sed
+  Op0cAaad + Op0aAdc + 20004Aac — 0:02Spa — 0cObSad + 0c00Aba + 0:00Ada
+ 20.04Ap,
= 20,04Ac + 20,04 Aac + 20.04Ap, =

= 5Fabc,d = “2ad(au14bc + 6bAAca + 6cAub) (15)

Como puede observarse, el campo de fuerzas es invariante bajo transformaciones de calibre tipo ”S”, ya

que dgFupe,d = 0. La traza de la intensidad del campo de fuerzas viene dado por,

Fabc,c = TICdFabc,d e
= Fabc,c = aaTbc,c + acha,c + acTab,c (16)
transforma como,
5Fabc,c = _2ac(aaAbc + 6bAca + acAab) (17)

A continuacién se verificard que la accién de Curtright no masiva (ec.(1.3)) es invariante bajo (1.4),

2
L = - abc,dad(aaAbc + 8bAca + acAab) - Fabc,cad(aaAbd + abAda + 6clAab)

3
2 2 2
= g abc,dadaaAbc + §Fabc,d6dabAca + gFabc,dadacAab - 2Fabc,cad8aAbd

—  2Fabc,c0a0p Ada — 2F e, Aap

2 2 2
= § abc,dadaaAbc + §Fcab,dadaaAbc + EFbca,dadaaAbc - 2Fabc,cadaaAbd
- 2Fbac,cadaaAdb - 2Fabc,cDAab

2
= gadauAbc[F wed +  Feabd + Focad | — 2Fape,c0d00Aba — 2Fpac,c04000 Ady — 2Fpc, A
N’

PERMUTACISN PAR



Pero recuérdesc que ¢l campo de fuerzas Fyp 4 es antisimétrico ante una permutacién impar de fndices,

es decir,

Flabg,a = 9eTbe,d + 0Tca,a + 0cTap g — Por definicién
= F[ba.c],d = OpTye,at 0 Tepa + acha,d
= aaT('b,d + 6bjwac,a! + a(:Tbnz,d

= “aaTbc,d - achnz,d - acT:zb,d
= —(0aTbe,a + OsTea,a + 0:Tav.a)
= —Fabg.a =

:>F1[abc],d = *F[bac],d (18)

Teniendo en cuenta este ultimo resultado, y sabiendo que Apq es un tensor antisimétrico, se tiene lo

siguiente:

oL = ;adaaAbc[?’Fabc,d] — 2F4p¢,c0400 Abd — 2(— Fabe,c)040u(— Aba) — 2Fube, L Awp
= 2040, AecFave,d ~ 2Fqbc,c0400Aba — 2Fobc,c0400 Abg — 2F gpe ([ Agp
= 2Fubc,00400 Abe — 4Fape,c0d00 Abd — 2Fape, (A
= 2[0,Toc,a + OTca,d + 0cTab,a)0a0 Ave — 0o Tvc.c + OvTca c + OcT b | 0aOuAba
—  2[0,Tpc,c + OTea,c + 0cTob,c|OAgp
= —20Tc,a0qApc +205Tcq,d0300 Abe + 20:Top,a0300 Ape + 40 Thc 04 Avd
—

- 4acha,cadaaAbd - 26aTbc,cDAab - 2(9cha,,(:DA(M) -2 acTalu'DAab
_-\,-—/

a

= —200Tyc 40aAbc + 406Tca,d0a00 Ape + 40Ty, O3 Apg — 405Tcq 040, Abg ~ 40.T3p,: 0300 Apa
— 40,y O Agp + 20T, a0q Ape

= 40T eq,d0a0aAbc + 40T, c0qAbd — 406T ca,c0400 Abd — 406T ca,d0d00 Abe — 40, T e, Agp
= 40Ty 84Ava — 405Teq 00400 Ava — 40, T [ Agp

= 40Ty 0aAbg — 406Tcq,c0400 Abd + 40T he, 00 Ap

= 40Ty O0qgApq — 408Tcq,c0400Aba — 400Thc OaAbd

= —40yTcq,c000,Abd



ANTISIMETRICO

——
= 4Tcu,caa (abad) (Abd)
N —
SIMETRICO
= 0 =
=46L = 0 (1.9)

Con lo que queda demostrado la invariancia de la accién de Curtright no masiva ante (1.4).

1.1. Ecuaciones de Movimiento

oL
6Fab(:,(i
1
= *g abc,d(SFabc,d + Fabc,c{SFabd,d
1
-3 abe,d[0a0Tbe,d + Ov0Tea,a + 00T ab.d] + Fove,c[0ad0Tbd,a + 080T da.d + OabT4p,4]
1 1 1
_5 abc,daa(sTbc,d y '§ abc,dab‘sTca,d 4 §Fabc,dac<s71ab,d + Fabc,caa5de,d + Fabc,cabéTda,d + Fabc,cad(STab,d

1 1 1
_g abc,daa(s’rbc,d - ‘gfnabc,dab&rca,d - gFabc,dac‘STab,d + Fabz,zaa (ndcéTbc,d) - Fbaz,maa(ndcéTbc,d)
+Fcbz,zay (ndy&ch,d)

(8aFabc,d - 2WCd771yaaFabx,y - nadnxyathca:,y) 5’1‘1,6',1
——

#0
aaFllbc,d - 2n6d7lzyaaFaba:,y - nadnmyaancz,y

aaFabc,d - nadaancz,J: - (nCdaaFab:c,z - nbdaaFacz,:r)
Ahora definamos un par de cantidades,
Egpe = adFdab,c - acFabJ:,z E,= Eup = 2adFdaz,1: (1-10)

Con lo cual las ecuaciones de movimiento quedan de la siguiente manera,

Eate — 2 (bcEo — NacEy) = 0|=> ECUACIONES DE MOVIMIENTO (1.11)

tomando la
traza de la Ec.(1.11)
miento en funcién del campo de calibre "T, .” son las siguientes,

E, - %DEa + %TlabEb =0 = (3—2D) E,=0| ! Ahora bien, las ecuaciones de movi-

DTab,c + ad(aade,c - aI)Twad,c) - 8c(aade,d - abTad,d) - acadTab,d =0 , (112)

11),,,, =D . Donde D es el niimero de dimensiones en el que se estd trabajando.

0=



Esto sugiere que "la condicién de calibre”que elimina los tltimos cinco términos y que conlleva a la

ccuacién de onda (0T, . = 0, sea:

O Thaa + 204Tap =ﬂ = CONDICION DE CALIBRE

1.2. Grados de Libertad

Partamos de la ec. (1.3),

1 1
L= _ganp,qunp,q + §anp’menq,q

Haciendo una descomposicién espacio temporal de (1.3) se obtiene,

1 1 1 1
L = —Foiy j Foik x — FoijoFigen + 5 Fyre P + §F011,kFou,k + EFijk,OFijk,O ~ % ikl Fji,i

Los momenta son,

2

6L
ILjx = m = Foijk — MikFoir,s + i Foji
SL
Mo = —oe— =—F
7,0 5(30Tij,0) Jk.k
My, ;, = oL =0 estos son (D — 1)? vinculos
00 8(00Toi ;)
Ioio = oL _ 0 estos son (D — 1) vinculos
040 8(00T0s0)
Hasta este momento se tienen,
D-12+D-1) VINCULOS PRIMARIOS

Tomémosle traza espacial a (1.16),

IT;

= Hij; = Foijj — M3 Foun + mzFozu

— [Hi =[D- 1)Foi]-,d

Sustituyendo (1.20) dentro de (1.16),

e =
— Foijrx =

— Tijr =

1 1
Foii g+ ————qi Il = ————pi 11
oij,k T (D_3)7I]kn (D*S)Thk 4

1 .
I 6 + D=3 [Tth] - nglli]

1
0;Tojk — 05Touk + Ty p + D=3 [mknj - ijni]

(1.13)

(1.14)

(1.15)

(1.16)
(1.17)
(1.18)

(1.19)

(1.20)



Y ahora construyamos el hamiltoniano candnico,

. . . . 1 1
Hy = ;T + WeroTigo + Uos Tos,; + HosoTos0 — 3 {Hij,k + D=3 (Thkﬂj - ijﬂz‘) [Hij,k
1 1 1 1 ,
+ (ﬁ——_fﬁ (Uiknj - ﬂjknz‘) - éFi]k,OFl]k,o + EFijk,lFijk,l + mninz — guTi5.0
1
— {8:Tjo0 — 0;Ti0,0) 50 — §H1],0Hij,0
—s Hy = I +T% ~1H~ ;i x + 2 1LIL — 111, 1F-< Fi; +1F F; + ! 11,11
o = i),k i3,k 9 ij,ktLij.k (D _ 3) iy 2(D — 3)2 iy 6 ijk, 0L ijk,0 6 ijk, L5k, (_])—;—33_2’ iddg
1
—  20,Tj00M;50 — 5”1}]’,0”{],0
1 1. 2 (D-2)
—_ Hg = Hij,k [aing,k — ajTOi,k + Ilij‘k + —(:D——gj (nzkII] — njknz)} — §Ilij,kl[’ij,k + (3;—3)[12111 - WHZIL
1 1 F 1 T 1
- gFijk,oFigk,o + EF'ijk,l ik + mﬂzﬂi — 208, Tjo,0M,50 — '2‘sz,0nij,0
1 1 1 1 1
— Hy = §Hij,kr[ij,k - ‘(‘])__—?))’lliui - gFijk,OFijk,O + gFijk,lFijk,l + 2T0,00:1L35,0 — 2T0; 1 0:11;5 k — §1lzj,011ij,0
Se reconoce que Tp;, y Tjo,0 son multiplicadores asociados a los vinculos,
Ol k=0 => (D - 1)? (1.21)
61;111;]"0 =0= (D o 1) (122)
Pero son reducibles puesto que,
9,0,I;; . =0=> (D~ 1)2 (1.23)
818i11,j,0 =0=1 (1.24)

El niimero total de vinculos efectivos es,
2(D-1)?+2(D-1)-D = 2(D*-2D+1)+2D~2-D = 2D*-4D42{2D-2-D = 2D*-3D = D(2D-3)

—[BED 5 02)

Por lo tanto el numero de grados de libertad para el campo sin masa de Curtright es,

D°-D-6D’+9D D’-6D’+8D D([D’-6D+8) DD-4)(D-2)

%D(D2—1)—D(2D—3) =

3 3 3 3
(1.26)
— | # DE GRADOS DE LIBERTAD PARA EL CAMPO NO MASIVO Ty : %D(D - 4)(D - 2)
(1.27)

Observemos que en D = 4 el campo de Curtright no posee grados de libertad fisicos, es decir, no se
propaga; y que por otro lado en D = 5 el campo de Curtright posee 5 grados de libertad fisicos. Asi se
observa que que en cinco dimensiones Curtright (sin masa) propaga el mismo ntimero de grados de libertad

que Fierz-Pauli en ese mismo niimero de dimensiones.



1.3. Formulaciéon a segundo orden para el lagrangeano de Cur-

tright propuesta por Zinoviev

La formulacién a segundo orden usual para este campo es usando el tensor @y, «, antisimétrico

en sus primeros dos indices, y que por otra parte satisface,
(I)[uu,ﬁ] =0 (128)
Dentro de este marco, el lagrangeano libre es invarinte bajo dos transformaciones de calibre,
0Ppup o = OpuTyo — 8,,Iua + 200Ypv — Oplva + 3uy;m (1.29)

Donde z(,,,; es simétrico y yj,,| cs antisimétrico. En el procedimiento hecho por Zinoviev|[2] sec abandona

la propiedad ciclica del campo,
q)[ua,ﬁ] 7é 0 (130)

y de manera simultdnea de unen las dos transformaciones de calibre en,
(S(I)uu,a = 8;1,Zua 4 auZp.a (131)

El campo Z,,, es un tensor de segundo rango arbitrario sin simetria alguna. Ante esta situacién, el campo

de fuerzas invariante de calibre con una derivada, es,
TNVDI,B = 8[;4‘pua],ﬂ (1.32)

Entonces se considera el lagrangeano a segundo orden més general invariante bajo las transformaciones-

Zuvs
_ 1
6

Es importante recordar que cuando se abandoné la propiedad ciclica del campo @[, o] = 0 se introducen

a a
L T‘“’a‘ﬂT’uua,ﬁ 4 ”anumﬂTuuﬁ,a + fTuvT‘“/ (133)
grados de libertad adicionales a la teorfa. Entonces para entender mejor esta situacién se descompone el
campo,

(I)p,l/,oz = (i)u.l/,a + C[”ua] (134)

Donde,

~

q)[uu,a] =0 (135)

Y Cluvq) €s un campo totalmente antisimétrico en todos sus indices. Al sustituir (1.34) dentro de (1.33)

se obtiene,

_ . . . . 92— . . R R . R

L = —2—7“—16%“‘9’"8“%5,, + 220,804, 8ap, + TS BB by 5+ 420,87y + T "800,
R 447 -2, . .

- %(5@)(3@) - %aﬂcwﬂaucmg + ———34&12-[(30)0,9]2 + ‘LJF—;L 0,540, Bag,,(0C) as (1.36)

~~
Término Mixto
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Para eliminar el término mixto y obtener una suma de dos lagrangeano independientes: uno para el campo

@, ¥ €l otro para el campo C},,, se obtienc una solucién evidente:
ag = 2—0,1 (137)

Con esta solucién se escogera,

a; = -1 = aqay;=3 (1.38)
Sustituyendo estos valores en (1.36) se obtiene,
L= —%Tﬂ"“’ﬂTm,ﬂ - %T“”"’ﬂTm,ﬂ,a + %T’“’Tm, (1.39)
Este lagrangcano no cs sélo invariante bajo las transformaciones,
0Ppuva) = OuZya — O Zpyn (1.40)

sino bajo los cambios locales
5¢ul/,a = Nuva] (141)

también.

1.4. Formulacion a primer orden del lagrangeano de Curtright

En cuatro (4) dimensiones el campo no masivo de Curtright no propaga ninguna excitacién local
tal y como ocurre como el campo de spin 2 no masivo en tres (3) dimensiones, y generalmente para un
campo no masivo Ty m,. mp_g,n €0 D-dimensiones. Zinoviev[2] ha escrito una accién a primer orden
para el campo sin dindmica de Curtright (no masivo) en cuatro (4) dimensiones parecida a la conocida
formulacién a primer orden de la accién de Einstein linealizada en tres (3) dimensiones. La accién que se
menciona estd expresada en términos del campo de Curtright @5, = —Pnm p, Pmn,p) = 0 y un campo

auxiliar wmy, la cual es justamente la ec. (19) de [2],
1
S = / @] = 2 (o™ — %)+ €U0, By (1.42)
Se trabajara coon el lagrangeano para el célculo,
— 1 nir 2 mrpq n
L= —E(wmnw -w ) +¢€ WinnOr @pg,

Se hacen variaciones en el campo wpy,

dL 1 1
0 0= —E(w"m&unm + W™ 0Wmn) + E(Zw"méwmn) +e™PIP.Dp, "Swmn =0
mn
W — ,,]mnw — Emrpqarq)pq n

11



Tomamos traza mediante 7,,,, y teniendo en cuenta que estamos en D = 4 se obtiene,

w=—3E""P10, Opy (143)

Sustituyendo esta expresion se obtiene w™",

wmn = %nmne'rpqsarq>pq’s + Enrpqard)pq)m (144)

Se tienen los siguientes terminos a desarrollar,

1 1
2 n
L= ~§wmnwnm + v + ™ P00 0r By,
N, it
Termino A Termino B Termino C
Desglocemos cada termino por separado,
Termino A
1 mn 111 nm .rpgs nrpgq m 1 a g be,d a g be,
_EW Wnm = _‘2‘ :.);71 £ arq)pq,s +¢ ar'*r’pq, §7Imn'5‘abcd6 d + Emabc0" Py
1 nm_rpgs ) 1, rpgs 9. 9 &, "
= —1glman""e EabcdOr Ppg,s0aPoc,d — g /tmn€ " EmabcOr Ppg,s0a Phc,
1 nm ab(‘.darq)pq, ) 1 mabcarq’pq, 8., "
“‘g"] Enrpg€ mUaPbc,d — §Enrpq5 mUa%be,
2 rpqs a & be,d 1 rpqs be,n
= “55 EabcdarCI)pq,s(9 oo — gnmnf 5mabcar¢pq,saa(I>
1
_ '2‘5n1'pq5mabcarq)pq’maa(pbc, n
Termino B

1 Iy 1, 1 § 1.
Fuw = 3 [ - 56" ”qar@pq,n] [ - gsmabca%b ’m] = ﬁsn p"emabcaﬂbmma“(bqu

Termino C

1
Emrpqwmnarq)pq,n = gmPe [gnmnsabcdaaq)bc’d + Enabcaa(bbc’m} 8rq)pq,n

1
= gnmnemrquabcdaaq)bc'darcbpq,n + 6"”‘;Wsnabc6‘1‘1)1)6’mar‘bpq,n

Sustituyamos estos resultados dentro de L,
! mrpgq mrpq a g bc 1 nrpg agbe,m
L = 5 Imn€ C ’ 67'{)1)(1,71. +e€ 5nabca d ’mar(bpq,n + 1_8"5 Emabcarq)pq,na o

1
X0 b y k¢
saa(b r’n - ifnrquma 0T PP maad)bc, ‘

2 1
_ 5Erpqseabcdar(quisaaq)br:,d_ =
1 1
= L= €™ Penascd 8 10 By, — " e manclr By n0° 0T
Evaluemos el primer termino, Termino %5"“”‘fsnabca“¢>b” m0r®pg ™

1 1
5" P Enacd B D, Byt = SO0 B 0, B
= — 30" 40, By, 4+ 20,00 g + DB DBy g + 4090 DD

12500 c0aPpa, d_ 20,9% cabq)bd, d

12



Termino — éE"’qumabcﬁr<I)pq.n(')“l1>bc'"‘

1 1
—6Enrpqemabcarq)pqmaaq)hc’m = 55[[;231,‘2]3“1’7»(;,718“‘1)“’7"
1 2 1 4
— §aa¢bc,daa¢bc,d _ gaa(bab,nad®db’c _ gaaébc’aadébc,d _ “éaaq)ab‘cadq)bn,d

2 X 2 .
—ga“@”"daucbdc,b -+ gaaé“”*bad@dc,b
Con lo cual se obtiene,

2.0 2 0ebed, 2, 4 ‘
L = —E(}“rb” T0,Ph 4 — 30*@—“ 10,®4 +§dad>"c’“8d<1>bc,d— gaaé“b"dd‘bmd

+4999°® 0D 4 g + 209D Dy Bpa,t — 20,9 DB ¢

Se usara la propiedad ciclica del campo ®44 . para tratar de sumar los terminos relacionados por color,

empecemos con los de color verde,

Terminos —20"®" 10, &, 4 — 20" 10,0,

2 2 2 2
—gaﬂqﬂ’c’daaqabc,d - gawbc’daa@m = -ga%bﬁdaa@,m - gaﬂ@bﬂ’daa(—%,d — By )
2 2 2
— “§aa¢bc’daa¢bc,d + §aa¢b6,daa®cb,d + gaaq)bc,daaq)bd’c
4
= —§8ad>b°’d8a<1>bc,d + gaaébc’daaébd,c
3

1 2
- _ §8a ‘I)bc'daaébc,d = gaa(bbc’daaq)bc,d 4 §aa¢’bc’daaq)bd,c

3 1 2
= _gaaq)bc’daaq)bc,d - gaaq)bc’daa(_q)cd,b —~Bgpc) + gaa@bc’daaq’bd,c

3 1 2
_gaaq>b0,daa®bc’d + g [6aq)bc'daaq>cd,b + aa(bbc’daaédb,c] + ‘gaaq)bc’daaq)bd,c

3 1 2
_§aa®bc’daaq)bc,d + § [_ aa(DCb’daaq)cd,b _ aaq)bc,daaq)bd’c] + §aaq>bc,daaq)ba

3 2 2
~3 Jrdbedy, q’bc,d%%

il

f

= _aaq)bc'daa(pbc,d
Terminos
4 ab,cqd 2 ab,c Hd 4 ab,c ad 2 ab,c od
5611(1) ‘o (bdb,c_*' gaaq) <0 q’dc,b = gaa<b el q)db,c + gaa(b €0 (_(I’cb,d - de,c)
4 2 2
= gaaéa"’fadq:db,c + gaa(p“"'ca%d,,,c - ga”@,,d,caaq:cdﬂ

. 2 .
= 28a<1>“"’L8d<I>db~c + gabq)bd,caatbdcwa
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Terminos 20,0209y, 4 — 39,900 Py q
2 be,a d 4 ab,cqd 2 be,a nd 4 be,a ca,by nd
3000700 Py g — 20,00 Dy = FOBP D Dpe g — 20,(~D7 — D) Dy g
= gaarb”“’aadq»,,c,d + gamwad@,,c,d + gaaé"“”'adq>,,c,d
= 20,90y, 4 + %aaéca'badcpw
= B B+ DOy g+ S0 By
= OBy + 0P By~ Ba) + 30D B
= 0,B" 0 Ppyc,q — 0,0 P p — " Py, + g-aaéc'l'badqnwd
= BN g~ DD ey — DB B+ 0B By
= 0,0" 0Py, — 20,0 P, + %a,@m,bad@bc,d
Con lo cual L va tomando la siguiente forma,

2 4
L = —8%0%99,®,, 4+ 20,80, . + gabcb,,d,caa@dc’a + 3,8 B 420,80 D g, p + gaa<1>-3a"’(9"'<1>,,c,d

1+40°0°,0%® 4 g + 20°B5 Py By ¢ — 20,D°% 0Py *

2 2 4
= 0RO, Do+ 20,8 O B 4 2D D DT DB B 42 DB D g SO, DT
4
HM + 4999° 9B 40 g + 20°P 9, By T — 20,0 8By ¢

L = —099b49,8y, 4 + 20,20y . + 0,DP209Pyc g + 409D 09D 4 g + 20785 0, Bpg,” — 20,P°¢ D Dy
(1.45)

Esta ultima expresion es proporcional al lagrangeano de Curtright, es decir,

1 1
L=9 |:_ §8aq)bc’daaq)bc,d + aaq)ab,cadq)db,C + 56a¢bc,aad¢b61d + zaaq)ce,eadq)ac’d + aa(bbc’caa‘bbd,d . aaq)ac,cabq)bd,d]

vl

~
Lagrangeano de Curtright (L)

(=]

Ante esto la ecuacion (1.42) debe ser multiplicada por un factor de % para. que reproduzca exactamente

la accién de Curtright no masiva (S’ = 15),

S = % /d%[ - %(wmnw"m —w?) + Emrpqwmna'rq)pq,n] (1.46)
O equivalentemente,
8 = % / d*T®mn G (1.47)
Donde,
GNP = ST, B (1.48)

es el "tensor de Einstein generalizado” para el campo de Curtright introducido en [1]. La accién (1.47) es

” topolodgica” de alguna forma ya no propaga ninguna excitacién local.
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1.5. Obtencién de una Formulacién alternativa a primer orden

de Curtright a partir de la de Zinoviev

Partamos de la ec. (15) de (2],
3 o 3 af 1 pvof 3 ap
L= ZQ e VR ZQ Qap — 59 P Tap, + 59 Top (1.49)
Este lagrangeano es invariante bajo,

08, 0 = 0uZua — 0,70 / 50,7F = 9, AP / 0Bpva = Apvar

Zy, es un tensor arbitrario y A . = A[u,,a} completamente anti-simétrico en sus tres indices. Y donde

Tyap,. es el campo de fuerzas definido por,

mﬁ.p = az/q)uﬁ,u + (‘)u(briu,;t + 0,/'1q>uuqu} (150)
EW = 9,8, — 0,B, + 08B, (1.51)

Se hace el siguiente cambio de variables,

Qmval —y yvaebu

Bﬂ/aﬁ,u = QmraB _ nquaﬂ _ nauQ/Sv - nﬁngva—l (1_52)

Ahora le tomamos traza a este cambio de variables,

Wﬂ#Yuaﬂ,u = nﬁﬂﬂu,vaﬁ - "ﬁuﬂvnﬂaﬁ - 71[5“7/&#9@1 - 77ﬁﬂnﬁuﬂva

Yoo = (B3-D),

- Quo = @Tlnyyua (153)

Si sustituimos (1.53) en (1.52) ¥ despejamos Q#¥®# se obtiene,

Yuwas = Yoap + Dy | Ton¥as + Mau¥ow + mmYm] (1.54)
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Al reemplazar (1.54) y (1.53) dentro de (1.49) se tiene,

3 1 1
- ; paf,v
L 1 [Yuaﬁ,u + (3 — D) (7]V;4Ya5 + f]ap.Yﬁu + 7]/3uYua)] [Y + (3 — D)

(,’luuyaﬁ +nauy[3u + ,rlﬁuy;uy)}

3 1 2 1 1 , 3 1
_Z (—) YugYaB -5 [Y,,ag,“ + m (’I'),,“Yaﬂ + NapYar + 'f][mY,,a)} TveBu 4 2 (r)YaliTaﬁ

4\3-D 2 D

0 0
3 ) 1 3
= YooV b s (1Yo ¥ 7 4 gV~ e ) g e Yo

0
3

4(3-D)?

an Yot Yo 4 1o, Yo, Y o0 M o
tIGs D)Z("“‘”’ + Mo Ypun ™Y+ g 43 Y
+ g pp (Tt +W ™) =4 (57 D) YapV*?

("vuYaBW Y 4 Yo an* Y PH 4 yme Bnﬁyyua) A2 Pyt — “Ypu

1y 1 3, 1
— Yeas T s [ (Yo TP 4 oV TP Yoo T2 ) 4 5 (=5
3 3 3 1
= =Y, yHaBv Y yap - (3 aBy . _ _yvaB.up
1Yo " 5TV Yen = g Ty (3~ DY Was — 5V g
L= 80, YOI — g Y Y0y — YT, (1.55)

Acé el campo Y4, funge como un campo auxiliar. La expresién (1.55) no es mds que una formulacién a
primer orden de Curtright alternativa a la de Zinoviev[2]; ambas difieren por el cambio de variables dado
por (1.52). Le cambiaremos la letra T por F para indicar que se estd trabajando con nuestra formulacién

para quedar,

—5|S=[dP x[ v 8Y P — i YEY, — LY P8 E o) (1.56)

Y de igual manera,

Foapp = 0uPopu +06Ppupu + 05%Pua,p

Se ha escrito en forma de accidn, pero para la mayoria de los cdlculos se usard el lagrangeano que se

denotaré por la letra L,

3

s -9

1
Yuva,ﬁyﬁm’” - Y*Y,, — EYWQ’ﬁF;wa,ﬁ

=i

La expresion (1.56) sigue siendo invariante bajo las siguientes transformaciones de calibre,

[MWQ = 0yZ00 -~ 0Zpa (1.57)

En donde Z,,, ¢s un pardmetro de calibre que ¢s a su vez un tensor arbitrario general de segundo orden.

Y por otro lado se tiene invariancia bajo transformaciones tipo Lorentz,

5®uv.u - Ayuu (158)
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Comprobemos en primer lugar la invariancia de (1.56) bajo (1.57),

0
3 3 1 01
8-L = Z8(Y Bay _ © _ = y pva,
z M 4 (D - 3)W 26(},# a,ﬁF )

1 . 1 0
= gV = g P S

1
—5Y (0,698, + 0ad®puu + 056D ya)

1
—EY”“ﬁ’“(&,c’)&Zﬁﬂ — BuaﬁZa,L + 80(9/32,,“ - 8,16”2‘3”, + 658,,Zau - aﬁaaZuu)

Il

Il

= 0

(=]

1.5.1. Variaciones independientes en el campo auxiliar Y, s

Para verificar la invariancia de (1.56) bajo (1.58) es nccesario conocer ¢cémo cambian el campo de

fuerzas F,q,8 (2 través del campo @4, 4) ¥ Yiva,g; para el primer caso es sencillo conocer esta ley,

5F,“,aﬁ = athI),,a,g =5 3,,6‘1)&“# + 8a6<1>w,7¢,

3 BF‘“,Q,ﬂ = 3”/\[,,,1/3] ® 8,,A[auﬂ] + 60,A[ﬂ,,,ﬂ (1.59)

Ahora, para el caso del campo auxiliar Y, no es tan sencillo, hay que encontrar en primer lugar las
ecuaciones de movimiento que se obtienen al realizar variaciones independientes de (1.56) respecto del

campo auxiliar Y,,q g,

SL
0
5Ywa,ﬁ
3 pra,f Bra,p 3 pnv 1 pra,f Y, _
— Z[Y (¥ v ) + Y (Y )| - m[m/ (8] - S (Y as) = 0
3 3 1
_yﬂvayn _ ﬂﬂyl-w _ _F;wu,ﬂ Y, —
= |3 2D -3)" 2 ] ¥uwas =0
#0
= 3YPren By mr — prref =0
D -3)"
1 1
= Z[g’(yﬁua,u + Y[J‘au,,u + Yﬁ/u/,a):f _ (D{ 3) [E(T’aﬂyu,u + Tluﬂyua + nuﬁya;z)] _ Fy.ua,ﬂ =0
R (Yf)‘ua,u + Yﬁ‘au,v + Yﬂm/,a) . (D1—3) (naﬂyuu + nu,ﬂyl/(y 4 nuﬁyau) _ F/u/a,[j‘ =0

(1.60)

La ecuacién (1.60) es la ecuacién de movimiento del campo Y, g. Lo que se busca ahora es una expresion
algebraica que permita escribir el campo Y,,q g en funcién del campo de fuerzas F,,q g; y para lograr

esto lo primero que hay que hacer es tomar trazar y realizar permutaciones de las ecuaciones resultantes,
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ademds de alguna manimulacién algebraica,

Primera Traza:

0 0 1
Tagh™ ™ = (Cap¥ BTy VT g gy PR (f_—g)(ﬁaﬂ"“ﬁ Y™ 4 agn Y + 1japn Y H)
D

D-2
PP = |1- ——Z|ymw

= |Y® = —(D-3)F*| (1.61)

Segunda Traza:

1
Wzﬂ Wﬁb — (No aporta informacién)

Si sustituimos (1.61) dentro de (1.60) se obtiene lo siguiente

Frvesf (yﬁm,# + y Baus,v + yﬂuv,n) + (naﬂpuv + nuﬁpwx + nVﬂth#) (1.62)

Permutaciones de (1.62):

yhran  yBamy | ybuve o ppraB _ (peBppv 4 geb pra  prB pomy (1.63)
yreby 4 yubva fyuvap —  prabu  (pfupre . grspefl 4 pop piv) (1.64)
yvAme 4 yvueB | yuvaS . pabuy _ (puvpaB  pov pBu g8y paay (1.65)
younB y yovhiu y yaBuy . pbpra _ (nvapﬁu + nﬁ"F“" + ,’uaFVﬁ) (1.66)

(1.63) + (1.64) — (1.65) + (1.66) :

yhrem W+WM+W+Y“”“"3 _ YVﬁﬂ,ﬂ,YVuﬂ-l3W+YaH1’~ﬂ + yoevb.u 4 yabuv
— Fuunz,ﬂ +Fvaﬂ,u _ F(xﬁp.,v + Fﬁp.u‘n ,/n I[_‘/w ) ’;7[;’»:.1#(%;,”%-3)7
Ij“'l-;'/"lw‘/’W W.— I/‘)'“ FIWW
- 3y#va,ﬁ + yavB.u + yabuy _ yvBu,a _ pevaf + Frab.au _ pabpy + FBuva _ Q(T)aﬁpuv - nuﬂpva k nlfﬁpau)

——y 3y Hvap + Yy &vB.p + Yy ¢Bu.v + y'/uﬂ,oi = fHvaB + Freb.u _ pabuy + FBuv.a 2(77"5F‘“’ - nuﬁpva - nuﬂpau)

Véase la ec.(1.63)
—s gy puraf (naﬁFuV 4 nuﬁpva + nVﬂFau) = furaf + Frab.n _ pabpv 5 FBrva

_ aff puv _ pBpra _ vp pop
2> PR — PP Y — P FOR)

— s 3ymvas 9 Fuva,f + (Fuaﬁ# 4 FouB.v + Fﬁuu,a) _ 3(naﬁpuv _ ,’uﬂpua _ q”ﬁF““)

BN , yhvae,f — %Fuua,ﬁ + %(Fuaﬂ‘u Ry LT Fﬂ;w,a) — (naﬁpw + nuﬁpwa + nuﬁpau) , (1.67)
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La ec. (1.67) expresa algebraicamente el campo Y,q,s en funcién del campo de fuerzas F,,4 5. A partir

de (1.67) es posible ver cémo cambia exactamente ¢l campo Y,,q.,
2 1
6yuua,ﬂ —_ gdpuua,ﬁ + g(tSFvaﬁ,,u 4 6Fauﬂ,u + JFH/H/,(!) ;= (7]aﬂ6F"" 4 TIuﬂ(sFua + nuﬁéFau,)

2 . , 1
= 3 Oubpan 0 bas =0 T) + 3 (Qubtrsa £0uMpia] + OpMjuva))

1 ‘ 1 , f
+ 50 A pap tOAEE FOATED) + 3 (05 A0 0adiiy D MTan)
— (0 Apag) — 17 (0% Aapo) — 1°*(8° M)

3| gy HrenB = %aﬂ Alpval _ g, (nuﬁ Alvetl 4 pfv Alopd] | 4 6o A[uvﬂl) (1.68)

Ahora si estamos en capacidad de verificar la invariancia de (1.56) bajo (1.68) y (1.59),

'; } . 1
y [ 4 - N ST Ne - NI 5Y .8
L = ‘ ‘2‘(,—*7“6 ] gl e 3t oY’ i :\ P ] - —2 Fuuo.j(o e )

Vamos desarrollando cada término,

Término
3 Bra,p pro,f 1 prva,f 3 pra,p
FYTHHOYHET) = 5 Funap(OY™F) = 5 Fuatlup (6YHF)
= %Fpm’ﬁ [%aﬂ/\[uua] — B (nuﬂA[m@] + nﬁVA[a;w] + nBaA[;wo])J
3 L 96 Aluval B Alvad] |  Bvalaus] | . Ba pluvo)
- iFﬂunaﬁ §a A _BO(UMA + PV AE P A )
1 wve) | 1 B Aluval
= 5(3D ~ 10)F,,, 0pA + 'éF/wa,ﬁa A
Término 55—V, 40V )
3 nra, 3 3 pro,p
*myﬂunaﬁ((sy ’ ) = EFHUUQL«}(JY ’ )
— gFuunaB [éaﬁAluua] — 8y (nuBAluao}+n,6uA[au0]+7]ﬁaA[/w0]>}
1
= 5(—3D+7)FW6(,A[“”“]
Término ,%y“! N A
1 pvo,f 1 1 B A [uval 1B A lvad) Br A [apb] Bop [uv6)
3V g(BFH ) = =2V g5 A — 3y (P Aed) 1y Alent] . poe gt
1 1
= ——Fap(6FF%P) _ ZFg ., (6FHP +§F wNas(OF*B) (169
g B 9 Buv, ot B
Término ~»%Fu,,c,.3((iY“"“ﬂ)
1 pva,B 1 B A luval 3 [vad]
—EF,”,(,’B(5Y ’ ) = —ng,aﬁa A + EFHQBGA
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Sustituyendo los resultados se obtiene,

5L = WM+WW+ gt _ Lp ez
+ W—g ,,,,Qﬁ((spuvaﬂ)__Fﬁu,,a((SF"”“f‘)+ S P T (SF#8)

1
= 3P p(BFRB) 2 By o(5EH0) + EFﬂunaﬂwW“ﬁ)

En este punto usemos nuevamente (1.59),

1 v 1 puv.a
— 0L = —gFed (auA[mﬂ] + Ol japp) + aa/\[uuﬁ]) - SF (B,LA[uam + O faug) + f’a"hwﬁ})
3 v
+ GFP (3u/\[uaﬁ} + Mo + Dahius))
va. va, 1 v,a 3 v
= _fpurap m [uaﬂ]-l'F” B i o] ,_EFﬂu ) 3aA[uyﬂ]+5F“ 8ﬂA[uvﬁ]

1 3 3
= hEFaWJ aﬂA[uval + §FwaﬁA[uuﬁ]
Ahora se emplea (1.50),

— 6L

1 3
- [a,,@m, 5+ 0,Puup+0aPu, ﬂ] HPAlval | - [a,;by ~ 8,0, + anp,w} EWACE)

0 0
1. R | . 1 L. .. -3
=500 Bua ;TN 50 By BN = Oy, (TN »W—MM

+ —Q-md»,,ma,,.A[M-‘

Se ha demostrado la invariancia de (1.56) bajo (1.58). En este punto se volverd a usar la descomposicién
(1.34), la cual recordaremos a continuacion,

q)p.v,a = (I);u/,a + Cuua (170)

Donde,

Dpva) =0 / N (1.71)

Y Cluve) €s un campo totalmente antisimétrico en todos sus indices. Ahora se usard la invariancia tipo
Lorentz, plasmada en la cc.(1.58), con la cual dicho cambio cn el campo &, » queda de la siguiente
manera,

5(I)m/,a = A;wa

A 0
—)M"‘ 6AC;u/a = Auua
— 5AC;u/a = Auua

7
— Cuva ~ Cpua = Apa
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En este punto se escoge un valor conviente para Ap,uq,

A/uza =-C

pro

Aca el campo C,, prima es para denotar el campo transformado; teniendo en cuenta todo esto se obtiene,

172

Ahora, usando (3.55) el lagrangeano a primer orden (1.56) a través del campo de fuerzas F),,q g queda
expresado exclusivamente en funcién del campo de Curtright <i>,“,)a. Esto implica a su vez que a partir de
ahora las ecuaciones de movimiento para el campo Y, g, la expresién (1.67), también queda en funcién

del campo de Curtright.

Lo que toca hacer es comprobar que efectivamente al introducir (1.67) dentro de (1.56) reprodu-
ce exactamente el lagrangeano a segundo orden para Curtright tipo Zinoviev descrito en la literatura

mediante la ec. (14) de [2]; veamos con més detalle lo propuesto,

3

3
L= Z ’uun,,ﬁ

}/31/(1_/: _
4D —3)

|
Y‘Luy}lu ,) o 1‘/:1 w3 (173)
Empecemos por el término mds sencillo,
5 D 3
Término 4(D_3)Y Y.

—-———4(1,)3_ 3 Y™y, = _4,(,D?47_[ _MF‘W] [_ (D - 3)Fﬂ-u]

3 v
~7(D~3)F*E,,

Término — 1Y 'k,
1 1(2 1
_§yuua,ﬂFwa,5 = -3 EF“"""B - g(F”"‘ﬁ"‘ + Forby g pPey — (g prv 4 b U 4 P F “")J Fuvap
- L et Lp pwes 3p g 1.74
= ‘g pro,f - 5 Buv,a + 5 pvt v ( . )
Término 3Y),,, sY v
3 pvo, B 3|2 nvo, 1 vapf,p opfv Buv,a af ppv wpB pra vh pop
ZY 'Yﬁya,p, = Z §F ’ +'§(F F+F Y+ F ’)_(7? F +n F +n F )
2 1
'?;Fﬁva,u + g(Fuaﬂ,v + Fuva,p + Fupvo) — (MpaFpy + upFra + NuwFap)
312 pva, 1 pra,f v v
= 3 §F ’ Fw/a,ﬂ“‘gF P Fgpoy — 4F"F, + DFFYE,,

1 1 , 3
= EF‘“""’/’FWQ,[; + ZF‘“’""’P oo = BFY Fuy + ZDFME,
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Sumemos los tres resultados,

3 9 1 v 1 3 1 1
L = _/Zy‘F/}W—*_ ZF"“’FMV - gFuVa,ﬂFy %P EFﬁuu,aFﬂua’ﬁ + EFuuFuu + gFﬂyu’ﬁFuua,ﬂ + ZFuya’ﬁFﬂua,u

— 3FMWE,, _,_M

}z = _%Fﬂ"aﬂF‘wa’B - %F#Va,ﬂFuUﬁ’a + %F#”Fuu

(1.75)

La expresion (1.75) es justamente la ec. (14) de [2](cambiando F por T), con la excepcién de que en (1.75)
el campo de fuerzas F),,, g estd expresado exclusivamente en funcién del campo de Curtright <i>,w1a algo

que no ocurre en [2].

En este punto se demostrara que efectivamente (1.75) puede reescribirse tal y como lo propuso

Curtright[3], y para lograr esto se emplea el campo de fuerzas Fqg3,,,
Foapp = 3v(i)a3,u + 80:&)/51/,# + aﬁéua,u (1.76)

Sustituyendo (1.76) dentro (1.75) se va obteniendo,

1 - N - - - A 1 2 - A
L = —¢ M prB 4 9 oomP 1 a“qﬂ“”f’] [audn,a,g + 8y Pap,p + 0(,<I>,W,ﬂ} 2 [a%mﬁ + 0¥ P 4 a“qw"’ﬂJ x
A ) - 3 - A i ) o -
[ 0uBupe + O Bppa + af,@w,a} o2 [a,;pu — 8,8, + aaqmm} [aw Y aﬂqﬂwﬂ}
1 LRV B9 F Tva,Ban g 1 svo B apd 1'. Hit3.aqv 9. Hpra-3h Huva
— L = —56 L 8”<I>,,a,ﬂ + 3, PY*PH q)ua’ﬁ—'z—a#@ 0 ‘I),,ﬂya+§()#‘p »ag (I)ua,ﬂ_(‘ P ()#‘I’

+ 50D + ga,@uaﬂ@" - %ap“aﬂ@“ +30,5,0,5m

Usemos la propiedad ciclica del campo de Curtright para desarrollar los términos resaltados,

Término —10,0V*Pod, 4 ,
L0, = — 20,57 (b g, — By ) = 20,8, — 20,5700
‘5 i vB,a = —5 1 (_ Ba,vy — av,ﬁ) - 5 1 Bo,y — 5 n va,3
Término +%5H<i>“ﬁ‘“(')"<i>l,m5
1 L HuBa g & 1 LG ub.agy (& & 1 wGHEB.a gv & 1 b Fuboar §
56 PHPAH Qua,ﬂz 56 QHP2y (‘q)aﬁ,u “@Bu,a): —58 GHP-a Y @ma,,,—kié) SHPY (I)Vﬁ,a
Término -8 :;dv>-30,drv-o
—0PD,4 50,04 = —888,,4 50, (— BV — BOHY) = 3P, 4 50, BYVH + DdVPY, B (1.77)
Sustituyendo estos resultados,
L GrHvBy & 3 HraBHnd 3 HEV:BHY G 34 4 "Gy 34 év HH P HHYVSY
= -0HOY*P0,® 08+ 53,,@ o <I>,m,3+§83¢1> PO, + 53,1@,,8 Y — 58,,@ 0,2* + 30,9,0,0""

Vit

. ’ i. - B.ar« . 3« .
SO D DDV D 5, — DDV, DI

1
2
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Seguimos manipulando los términos resaltados usando la propiedad ciclica,

Término 50, o7 79" d ., ,
1 (f)cw,ﬂau(i) — 13 B g P
5 1 afyv = Z 1 0 agd,w
Término —10,0"7°0"d,
! prb.agr s 1 HHO.c Y & 1 pro.c v §
—53“4) ate} q)a/j,u = —EBuQ) gare) q)yﬁ7u+ Eé)ui) 9 (D,,a,ﬁ

Término —Jzd7*39,pro-

N - 1 o -
Dpd PR, , = —Eaﬁémvﬁawm,u (1.78)
Con lo cual L toma la forma,
alt‘urx,ﬁa 3 36 ”Va,ﬂau,&) 38 q”);w,ﬁ Y & 36 &) &Y 36 &)v -y %) (i') 3 U,y
L = —-0'® p<pua,6+§ ), P ua,ﬂ+§3 64);“,,—74‘5” yO'® **5,/ 8ﬂ‘f’ +3ﬂ ,,67<T>
1, . - 1. 2 - 1. 1. - o

+ Z(?ud’“ﬂ’”a"@,,ﬁ,,, e 5(9“‘5“13’“6”@,,5'& { 1)*{),,‘[’“ f“(‘)yy‘l“/,\‘ 3 — Eaﬁé”“*f’al,}b”"”‘
Y por ultimo,
Término + %(‘),,(b" L d,,

W TLEY 2 S YL e & = Lo.emegvs Lo, dmoegr

5 {1 va,f — 5 13 (_ af,v — ﬁu,a) = E i3 Ba,v '\Li " q)uﬁ,a

igual a ec.{1.78)

1, 2 2 1, - A
= _Zaﬁq)"avﬂa%m,u + éaﬂéﬂﬁvaawma

Con lo cual,

L= 300883, 8,0 5+ 30,8P0# 0 5 + 305049870, , + 20,8,0" — 20,870,0* + 30,9,0, o+

(1.79)
La ec.(1.79) es proporcional al lagrangeano de Curtright, salvo un factor de %,
3 1 nHreBy & Hra.B gnd 1 HUV:B 97 & b Y bYa i 0 HLVsY
L= 2| 58 @ 1 Pua,p + 0,2 Do 5 + ‘2’63(1) Iy y +0,0,0"0" - 0,979,0" +20,9,0,%
Lagrangcano?e'Curtright(Lc )
L=1iLg (1.80)

La expresién (1.80) nos dice que efectivamente (1.75) reproduce al lagrangeano de Curtright si multipli-

. 2 2
camos aquella ecuacién por %.
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1.5.2. Variaciones independientes en el campo ¢, ,

Por otra parte se pueden hacer variaciones independientes de (1.56) respecto de ®,, 4, lo que

conduciria a lo siguiente,
oL
09,0,a

™ D as

Como solucién a la cc. (1.81) se propone la siguiente,

=0—

]

yBuva -1-65”""“’1""‘””*“8,,(1)% a 1

19D 4, mgﬁwj&msD‘aF51.4.SD_3,a (1-82)

En donde se ha definido Fg, g, ,0 = 0s,®s, s, 5,0+ perm. cicli.. Tomemos un par de valores para

la dimensién,

Caso D=5 Ac4 la solucién (1.82) toma la siguiente forma,

yral = ghvevec, B = YH = et C,, o (Traza) (1.83)
en donde
1
Cuvia = ﬁ(BuE,,a — Oy Eua) (1.84)

Sustituyendo (1.83) dentro de (1.56) se va obteniendo?,

=
B[ =

3
S = /d51: (Z( ””apwcpga,ﬂ)(euyﬁnACn)\’a) _ (Euuaptpcp%a)(EHUK/\VC/\V,N)J

L
- I3 3

5 A, Av,
_ / B | S 1 50r O = =001y, Cp

-
3 3
5 J[oTA] LYY J[oTA] vp,
/d @ | = 50 Cra'C + 3000 CraeC Pu:I

—[8 =6 [ 2]~ 1C,psC?P7 — §Cyp s C770 + Cp 1P, | (1.85)

La ec. (1.85) es idéutica a la cc.(2.2) de (8], la cual c¢s una accién que depende solo de la parte
simétrica de Egp, ya que el lagrangeano depende de la parte antisimétrica de Ep sélo a través de
una derivada total, y es una forma de reescribir la accién de Einstein linealizado de la relatividad
general que no es otra cosa que la accién de Fierz-Pauli. Lo que se ha demostrado una vez mds es
la conocida relacién de dualidad existente entre el campo de Curtright y el campo de Fierz-Pauli

(spin-2 no masivo) en D = 5.

2E] término —3Y#**PF, . 5 es omitido debido a que se ha usado la ec.(1.81)
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Caso D=6 Ac4 la solucién (1.82) toma la siguiente forma,
yHah = gpvaprdg B 6 / YR = et P9, Epy o (Traza) (1.86)

Sustituyamos (1.86) dentro de (1.56),

3 1

S = fdﬁx {Z(Euuapn/\apEK,\’ﬁ)(E;l,uﬂwgwamng, 3 z(epuapn)\ap A, a)(Euuﬂwgwa ng 5):{

= o1 2 slowTa] v Ay 1 [a«p-ra] v A,

- /d%[ Bl O B 0, B 4 ST 0 EAV O, By

- - / &z [élafg‘l’p]a"EM’aawEw“]

1
— 8 = —4 | x| —0YEHO,E g, + OB By + —0YE™ 0, Erg ¥ + 20T E° O, Ere *
Y i £4 W 2 Y ) H ,

+ O¥E°O,E, — BwE“’a"E,,] (1.87)

El integrando de la accién (1.87) son exactamente los términos que corresponden a la accién de
Curtright no masiva. Acé se ratifica una vez mas la conocida relacién de autodualidad que posee el

campo de Curtright no masivo en D = 6.

Y en D-dimensiones se tiene la siguiente relacién de dualidad,
Trnnp = Tinymp_ap (1.88)
La accién dual es,

D-4 1
/dD { Q(D 3)) Fm14..mD~4,nle_‘_mD_3’n - 517m1...mL)ﬂ;n,l’F‘mlmmDﬂm,n

B 2(D—3 Formpan. ™10 4",,} (1.89)

1.5.3. Invariancias de los campos Y., y el campo de fuerzas F,, . g

Fin esta seccién lo que se hard es comprobar bajo qué cambios es invariante el lagrangeano (1.56).
Hay que tener presente que el campo Y},,4 g cambiard dependiendo de ¢émo lo haga el campo de fuerzas
Fva,p €l cual a su vez depende del campo de Curtright ®,,, ; entonces todo esté sujeto acémo cambia
este ultimo campo. Para esto existen dos posibilidades, la primera de ella estd registrado en la literatura

desde hace un buen tiempo, para ser mds especificos en la ec.(3) de [3],

D‘I’w‘u = 0uSua — 0uSy + 0uAve — D Aua + QaaAu“] (1.90)
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En donde S, y A, son campos arbitrarios simétricos y antisemétricos respectivamente. Y por otro lado

el campo de fuerzas F),,, g cambia consecuentemente de la siguiente manera (ec.(4) de [3]),

0F o = —2080,Ava + Oy Anp + aaAwﬂ (1.91)

Con esta informacién es posible calcular cémo cambia el campo Y, s teniendo como base la expresién

(1.67),

Yap = §51‘Lua,ﬂ + %(5Fvaﬂ,u + 8Fappy + 0Fpuva) — (Mapdfyuw + MupdFua + MupdFoy)
— 0¥ = §5Fuua,ﬂ + %(sFuaB,p + %JFapﬂ,u + %6Fﬂpu,a ~ Napn? 0F o5 — Musn’ " 0Fyap.s — Nupn’ > 0 Fuyue. s
s Yay = ;[ — 205(8 Ay + Oy Agy + 80,A#,,)] + % [ —28,(0pAva + By Aag + a,,Aﬁy)}
+ %[ - 20,9 Apa + g Ao + Badlup)| + %[ ~ 20a(0uAus + 00 As + D5 Ay )|

~ Maon”™ | = 2050, Av0 + 0, Aoy + 00 A) | — mupn”™™ | — 205(8 Aso + Do Ava + Bahe)]
— ™|~ 205(0u Ao + 09 Aau + Badus)|
— 6Yuua,ﬂ = ‘28;;8[31411& - zayaﬁAuu — 28(1(9,[«)14,“, + Znﬁu(a,,c‘?g/lag + 80,89A9,, + DA,,Q)

+ 27)ﬂu(8a8014p0 + auagAaa + DAau) + 27’501(6“66141/9 + auagAep + DA,‘V)

—0Yva,8 = —20801, Ava) + 20p1.0,0% Anje — 205(,00° Ay + 200Mmg, A (1.92)

Los paréntesis cuadrados indican antisimetrizacién en todos los indices pero no acarrea colocarle ningin

coeficiente en particular. Verifiquemos la invariancia de (1.56) bajo (1.92) y (1.91),

3 va 3 v 1 va,
dL = ZJ(YWMYB My T 3)6(Y“ Yu) - 55(1/“ PFpva.p)
‘5 g Y i g 3 - VUV 1 s [ N LV 1 va
— 6L = jé)/n'mw /1(’” fra )_m)’mﬂ]nj(b) H ”5)75}/1110.:?(01'1 j) - '2'Fuua,5(6yu ”6)

Desarrollaremos sélo los tres primeros términos y el ltimo lo dejaremos igual,

Término %)’ﬁm (Y
3 wa,B 3|2 1 »
EY,Bua,M((sY ’ ) = -2_ §F5m,ﬂ + E(Fuﬁv,a + F;wa,ﬁ + F,mﬁ,y) - (nuﬂFua -+ nuuFaﬁ + ﬂuaFg,,) (5Y , )
1 B 1 va B 1 5
= Faa V" P) 1 ZFuq,. P) + 5 Fuva s (V) 4 2 Fyop, 5
3
- EFVQ’,];LB((SYMV&’B)
! 3
= -Z-Fu,,aﬁ(CSYllua,ﬁ) _ EFuanuﬂ(‘syﬂuaﬁ)
Término — 2{1;373}}/‘lu,lus(é‘}’uua.ﬁ)
3 YyHY paB sy _ 3 B sy
M_2(_D“—3v)— n ( l“’“ﬂ) - "m[—w ],,] ( #Vﬂ,ﬂ)
3
= iFﬂunaﬂ((sYuua,ﬂ)

26



Término - % Yuvo kb‘(d[m”/”‘/j)

23
= 3F,ap0P0tAY® — 3FP A, — 6F*3°9,4,,

1 1(2 1
YR (G F 0 p) = ——[—FW‘*Mg(F"“ﬂv"+Fﬂﬂﬂ’"+FﬁW)—(nﬂﬂFﬂ"mﬂﬁFwn"ﬂW) (8Fywen )

Sustituimos los resultados obtenidos dentro de 4L,

1 3 3
5L = 5PtV ™) — 2 FooaGV ) + S PRYSGY I 0) - 3F i g0 A — SFFUA L, — 6F 000, Au
— 3 PasT)
—3 8 = 3F;Ly(y7ﬁaﬂaﬂAVﬂ _ 3F‘“’DA”,, _ 6F#U303#A,,9

Usemos (1.50) y (1.51),

0L = 3[0,Buap + 0Baps + 0nPu,s| 70" AV — 3[0,8, — 0,D,, + 07|04

— 6[0,0, - 0,9, + a%,w,ﬂ] By AV
0

= 30%0,5500A" + 30°®,, 50,0" A¥™ 4 30°®,,,, 50,0" A + 6000 A0 + 6W
= 6090, 30,0" A" — 30,8,0A" + 38,8 ,0A4" ~ 304D ypE3A™™
= 60y A" — 60° Dz B0 AT + 60,0 A" — 60, %,LA™

= 0

- (1.93)

Se ha demostrado la invariancia de (1.56) bajo (1.90). La otra posibilidad mencionada al inicio de la
seccién es referente a que el campo de Curtright cambio de la siguiente manera, Donde Ay, €s un objeto
completamente antisimétrico en sus tres indices. El campo de fuerzas F),, o s cambia consecuentemente

asi, Veamos c6mo cambia el campo Y,,q.5,
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Capitulo 2

Accion de Curtright Masiva

2.1. Ecuaciones de Movimiento

A continuacién se estudiard el caso caso masivo, es decir, el caso en el cual el lagrangeano tiene

masa y luce asi:

1 d 1 1,2 g
L= 8 abc,d};’abC7 + §Fabc,cFabd’d - 5771 (Tab,cTab’C - 2Tab,bTaC7c)

(2.1)

Cuyas ecuaciones de movimiento son las siguientes,

LEabc = ad-Fda.b,c - acI:'abcl,d - (ﬂbcadFdaz,z - nacadde:c,z) - szab,c + mz(nbcTad,d - nachd,d) = 0'

(2.2)
do L.
——omsnco s O0aEgbe = —060aF aab,c ~ 000cFabd,a + McOaOaFadz,x + 0cOiFave,x — M20uTup.c +M205c00 T a—
divergencia de la Ec. (2.2)
m2achd,d - 6aEabc =0= _m2aaTab,c = _m2nbcaaTa.d,d + m2achd§d =
== aaTab,c = T]bcaaTad,d - achd;! (23}

tomando la
————————— Eqatb = OaFuaabp — OFupda — DOuFaaz x + NavOdF abe,x — M*Tapp + M2DTag g — NapTbda = 0 =
traza de la Ec. (2.2)

- 2adFdab,b + nabaddez,:r - DadFdax,m - mQTab,b + m2DTad,d - m27)abde,d = 0; pero,

b b
N Fapze = Fg"3 5= Fiaz,z N Tog,a = T%q.d4 = Tad,a
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con lo cual queda F.p, asi,

204F gabp + 602 F bz, e — DOaFaax z — m*Topp + M DTaaq — m*napThag = O
304F gabp — DOaFgapp — 2m°Topp + m?*DTogy = 0

(3 = D)0aFaasp — (2= D)Ym*Tapp = 0

(3= D)04Fgapp = (2— D)ym*Typp =>
_ (D=2) ,
e 8bea,c7c == D_3 m Tab’b (2.4)

Ahora, si sustituimos (2.4) dentro de (2.2) se tiene lo siguiente,

— D—-2
04F gab,c — OcFaba,a — Moc E D 33 *Tudd + Nac E D 3; m*Tog,q — M°Tap,c + M2 T ag,a — M2 NacToag = 0
D -2 D-2
04Fgab,c — OcFabd,a + [ED 3; + 1] NoemM>Toa,d + [ED — 33 - 1] Naem?Topp — M Tope = 0=

2 2
== 0aFuab.c — OcFavaa — BgyMeTlad,a + BegyacToaa — m2Tep. =0 (2.5)

tomando la

traza de la Ec. (3. 102)

2 2
— 0aFaabp — O Fuavaa — g5 MbLad,a + 15 g5MabTod,a — m2Typp =0 =

2 2

Dxm m
= O0aFgapp — OpFabd,d — mTad,d + mTad,d —m*Typ = 0
~D+3-D+17 , A
ZBdFdab,b + [——T?’——'] m Tad,d = 0
(D~2) 4
Faopp — o2 =
OdFdabp D —3)" Tadd 0
_ (D= 2) 2
04F gapp = D= 3) n“124)

Como puede observarse la ecuacién (2.4) es idéntica a la ecuacién (3.103); es decir que se obtuvo el mismo

resultado tomando la traza de la ecuacién (2.3) directamente.

antisimétrico 2
tomando la divergencia TN 2
—— 0,04 Fasbe —0a0cFopd,a— o McOaTad,da+ 75 MacOaToa,d—mM 0 Tap c = 0 ==
en (2.16) en el indice a N— (D - 3) (D 3)

simétrico
== —0:(0aFuapd.a) + (—51_—23)3ch¢1,¢ - U;”—_ZjnbcaaTad‘., — m28,Tps,. = 0 A continuacién se emplears la

ecuacién (2.4),

DD, 1y w o
[ (D — 3) + (D — 3)]m achd,d mﬂbcaaTad,d —m aaTab,c =0 = 0
OToad+ daTabe + _[-)Ebf_:;aaTad,d =0
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Volvamos a la ecuacién (2.1),

2 Eg — ;; Tarp = OpFoce
= Op(OTac,e + OaTe,c + OcTha,c)
= OTgcc + 0,06Tch,c + 060 Tpg,c =>
= mQ%}%Tab,h = Tuc,e + 8a0sTeh,c + O0cToa e (2.7)

A continuacién se le volverd a sacar la divergencia a la expresion 0, Fgpe: 8.0, FEgpe = 0 = 0.0, Tup.c =
Mc0a0cTad,a — DTpga (@ = b0 — a) 00y Fpaec = 0 = 0c06Tha,c = Nac060cTvd,a — NToa,a = 0.0 Tha,c —
040 Tha,q + T ge e =0 =

= 0c0Tba,c + 0a0sTap,q + OT4er = 0; En este punto se observa a la ecuacién (2.7), y lo que se

hard serd sustituir el miembro izquierdo, obtiéndose lo siguiente:

25)

Con este dltimo resultado, junto con la ecuacién (3.103) se tiene que,

L 2(D=2)
(D-3)

Tub,b =0 — Tab,b =0 (29)

#0(SOLO ES CIERTO PARA D # 2)

La ecuacién (2.3) junto a este tltimo resultado se obtiene que,

8aTap,c + Oc (Toa,a) —McOa (Tag,a) =0 — | OaTapc =0 (2.10)
oBis) e Loaa) |9aTabe = 0]
0

Ahora bien, las ecuaciones de movimiento quedan finalmente de la siguiente forma,

2 .
adF’da,b,c - a(:F‘abd,d —m Ta,b,(: =0 ’

tomémosle la divergencia

8c04F gab,c — OF gpa,a — m20cTape =0 -

en el indice ¢

= 0.04(04Tav,c + 0aToa,c + OTua,c) — (OuTvaa + OTaad + OaTupa) — m*0cTape = 0

r—-lacT|ab,r,' - acaa adj‘db,c +acab aa‘Tda,c _Daa de,d + Dab Tad,d - DadTab,d - m2acTab.c = 0
N — —— —— N~
0 0 0 0
ljacTab,c - L—JadTab,d —m2acTab‘c =0
0

m? 8, Tope = 0

#0
acTab,c =0

(2.11)

Asi que el campo masivo T, . satisface,

L(EI — M) Tape =0 (2.12)

30



Junto con los vinculos,

—> TRAZA NULA (2.13)
[8aTub,c = 0 = .Tup .| — DIVERGENCIA NULA (2.14)

2.2. Grados de Libertad

Ahora vamos con el conteo de los grados de libertad,
# DE COMPONENTES DE Ty .: D[%D(D - 1)]
Definamos a la siguiente cantidad,
Aabe = Tabye + Toca + Teap =0

Agpe €s completamente antisimétrico,por lo tanto se tiene,

! 1
# DE RESTRICCIONES A Ty, (DEBIDO A ” Ag.”) : 3_'(“02—7)' = D(D - 1)(D - 2)

Entonces, para sacar la cuenta de cuantos grados de libertad existen hasta ahora, se les debe restar a Agp.
sus restricciones: $D*(D —1)— :D(D - 1)(D -2) = —ILI;_—Q[SD —(D=-2)]= QL[L_%M =1iD(D-
1)(D+1) = 1D(D?*~1) ;# DE GRADOS DE LIBERTAD DE T,;, . HASTA AHORA:  {D(D*-1)

Ahora hay que considerar si Ty . €s sin traza y transverso, en cuyo caso se tendrfa lo siguiente,

Tab,b =0 a(zjwab,c =0 acTab,c =0
t T T
D D> %D(D _1
aaTab,b =0 abaaTab,c =0

acTab,r = ~8(‘(T'bc,a. + Tca,b)

Ii
o

Teniendo esto en cuenta, se empezaré a contar los grados de libertad tanto de la traza nula como de la di-

vergencia nula con sus respectivas restricciones: TRAZA NULA DI-

VERGENCIA NULA

Tupp =0— D 0,Tapc =0 — D?
BuTupp=0—1 Oy Tape =0 — D
4 4
TOTAL:D -1 TOTAL:D*-D
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Ahora se deben sumar los dos totales, — D—1+D?>~-D = D?-1 ;# DE GRADOS DE LIBERTAD
PARA LA TRAZA Y DIVERGENCIA DE T, .: D? — 1 En resumen, el nimero total de grados de

libertad contenido en el campo masivo Tgp - s (hay que restarle a T,s - todas sus restricciones): %D(D2 -

-0 =) =3(D* - 1)(D-3) ;

# DE GRADOS DE LIBERTAD PARA EL CAMPO MASIVO Ty, : (D% —1)(D — 3)J (2.15)

Segin (2.15), el campo de Curtright masivo T, . posee los siguientes grados de libertad en un par de

dimensiones,

IT) =5+ 16  grados de liberta(ﬂ (2.16)

‘ D=4+~ 5 grados de liberta(ﬂ (2.17)

2.3. Descomposicion 3+1 de la Accién de Curtright Masiva

Lo que se hara a continuacién serd desplegar las sumas, primero de los términos no-masivos, y

luego ¢l término masivo. Pero antes,sc presentard el lagrangeano a ser cstudiado,

1 1 m
ICurt == afpmnp,qlﬂmnp‘q + ~2“F'77171FWHF nq.q (218)

2.3.1. Descomposicion de los términos no-masivos

Ahora, lo que se haré serd desplegar (o realizar la suma) los dos términos no masivos,

l THILTLY l 7L, l LT
—-ganpAqP Pa = _EFOnp,qFO P EFinp’qF” P.g
1 viia 1 ona 1 y
= _gFOiJ,qF ijg _ s wop. g 0P — gFijp’unp,q
2 0z, 1 170 1 15k
= —ZEpy  FO — ~Fyq [0 — ZFy  FUR
3 ’ 6 ’ 6 ’
3 ; 1 i,
= __FOZj.qFOU’q - _szk qFZJk?q
6 6 ’
1 0ij0 1 oije 1 ko 1 ijki
= —Fo; 0" — SFoij k7T = S Fijp o0 — = Fiyp FO9%
2 ’ 2 ’ 6 ’ 6 ’
1. 1 1
= -3 ()U.OFOU‘();72‘ftl:}kEN]A+'6Fijk‘0Fijk,0 v
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%anp,menq«q — %FOnp,pFonqjq + %Flnp,pFinq’q
= Foipp F¥9 + _21_ Fijp 130
= —FbippFoigq + %Fi,-p,,,F”"“'
= —(=Foio,0 + Foig,q)(—Foio0 + Foiy5) + %(—F’”O,O + Foyri)(~=Fijoo + Fiyi)

1 1
= —Fyy,jFoirk + §Fij0,0F1,]O,0 — Fijo,0F Kk + 'éFz]k,szﬂJ
. , b, .
= .. 1. —Fo,o0Fee v

Ahora se utilizaré la descomposicién del campo de fuerzas Fyp 4 en términos de Typ o, pero se hard término

g

I mnp,qF"”Lp.q

a término para hacer el proceso mds didfano. Se comenzara con los términos relacionados a —

1
3 [aoTz‘j,o + 0Ty, + 3JT011,0] [aoTij,o + 0iTjo0 + ajTOi,o]

1
= 3 [30711'3',0307};,0 + 80T5,00i Tjo.0 + 90T3j,00; 04,0 + 05T j0,000T35,0 + 0:T;0,00:Tjo,0

1,
—§P(sz,oﬂhj,0 =

+  0;T0,00;To4,0 + 0;T0:,000T35,0 + 0;T04,00:T 50,0 + 0;T01,00, Tm,o]

1
= —3 [aoTz'j,anTij,O + 0,T0,000T35,0 + 20;T0;,00:To;,0 + 0;T0,000T5,0 + 20:T0; 00, Tjo0
- 260Ti3,OajTi0,0]

1
vV % [aosz,OaOTij,O + 20:T}0,000T;;,0 + 20,T0;,00:Toj,0 + 20, T0:,00; ;0,0 — 230713',03;7}0,0}

1
= —§5oTij,oaosz,0 — 0:Tj0,000T75,0 — 0:T05,00:T0j,0 — 0:Toi,005T 50,0 + 30Tij,oajTio,o]
1
= _"é'aoTij,OaOTij,O — 00T35,0(0:Tjo,0 — 05Ti0,0) — 0iT0;5,00:Toj,0 — 0iT0i,00;Tjo,0
1 1
§F()UJ<FO2;A&‘ = 3 [60sz,k + 0iTjor + 33T0i,k] {aoTz' ik + 00k + 6jT0i,k]

1
= -3 [&)E’j,k@oﬂj,k + 00T 10 Tjo k + 00T35,60; Toi k + 0iTjo k00T ijk + 05T jo, k05 Tjo k
+  0iT0 105 Toi & + 0;T0i k00T & + 0 Toi ki Tjo k + ajTOi,kajTOi,k]

1

= 3 [aoTij,kaoﬂ‘j,k + 200735, 0;T0,k + 200T35, 105 Toi k. + 20,Tjo k05 Tjo k. + 261‘Tj0,k8jT0i,k}
1

= EBOTz k00Ts; k + GT5550: Tho k + OoTij,805 ik + 0550 10;Tjo k + 0 T50 .10 Ton
1

= EBOTU,kaoTij,k + 200T35,0:Tjo,x + 0:Tjo 10: Tjox + 05 Tj0, k05 Tos i
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1 1
gFijk.OFz‘Jk,[) = & [@T}k,o + 0;Thip + 3sz,,o] [aiT]kﬂ + 0jTha0 + akTij,O]

= é [aiTjk,OazTJk,O + 0iTx,00;Tk10 + ;. Tjk 00k Ti5,0 + 0 Tki,00: Tik,0 + 05Tk 005 Thi 0
+  0;Thi,00kT35,0 + Ok Ti5,00:Tjr 0 + Ok Ti5,00; Thio + akTij,oaszj,o]
= —(1—5 [33¢Tjk,of9ﬂ}k,o +20:T1,00; Tis,0 + 20;Tjr,00:Tij,0 + 20k 15,005 Thi0
= ‘%aiTjk,OaiTJk,O + é [6aiTjk,Oakai,0]
= %@'ﬁk,oaiTjk,o + 0;Tx,00iTki0
= —é [61'Tjk,l + 0 Tkig + aszj,l] [aiTjk,z + 0 Thiy + 8kTij,l]
= *% {aiTjk,laszk,O + Tk 10 Thiy + 0iTjr 10cTij1 + 05 Tks 105 Ty + 05Tki 10T ki
+  8Tri Ok Tiju + Ty, 10 Tyry + OkTi510;Thit + akTea;lakTij,l]
—é [331Tjk.15ﬂ}k,1 + 20, Tk 10;Triy + 20:T ;5,106 T551 + 20;Ths 10k T35,
= "%aiTjk,laiTjk,l — OiT;5,10;Thiy
Ahora vamos con los términos relacionados a %Fm np, D ETT

(l} BN N B - [aosz,J + 0;Tjo,; + 8]T0i,‘1] [BOTzk,k + 0iTko x + akTOi,k]
= — [BOTij,JaOTik,k + 00T5,;0,Tro & + 0075 ;0kT0i k. + 0iTj0,;00Tik ke + 05 Tj0,50:Tho k
+  0iTjo,;0kToi,x + 0yT0i,;00Tik ke + 05T0s, ;0. To k + ajTOi,jakTOi,k]
= - [330Tij,j30Tik,k + 200T3;,0:Tro .k + 200T35,;0kTos k. + 05T j0,50:Tro,x + 20:T 0,0k Toik
+ ajTOi,jakTOi,lc]
= =80T, ;00Tikx — 2007350 Tio ks — 200T5;5,j0kToik — 0:Tj0,30:Tho,k — 20:Tj0,;0kT0:.k

- ajTOi,jakTOz‘,k]

1 ,
= 500T7;;,080Tn,o + 00T35,0(8:Tj0,0 — 05Th0,0) + 0:T05,00:Toj.0 + 0iT0:,00;Tjo,0

~Fou0Fkk - [aoTi,,o + 0, Tjo,0 + 81T01,0:| [8iTjk,k + 05Tk + akTij,k]

- [30T1:j,06iTjk,k + 00T35,00;Thix + 005,00k T,k + 05 Tj0,00: Tjk k + 05T 0,005 Thi x
-+ 3,;T]‘(]’Oaknj,k + ajTUi,(]aszk,k + ajTOi‘Oakai,k + ajTOi,()akn],k]

= - [230E],051T]k,k + 00T, 00k T3k + 20, T50,00: Ty ik + 20, T50,00; Thi . + 231'7}0,08167}1-4

fl

—200T;.00i Tjic ) — 0073500k Tij 6 — 20:T50,00; Tyk i — 20:T50,00; Thi i — 20;Tj0,00x T
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! N = %[aszk,k + 0Tk + 3kT”,k] [&le,l + 05Ty + Bsz'j,l]

= % [aiTjk,kaz'Tﬂ,l + 0iTji £0;T1s1 + 0Ty k01 Tij 1 + 05 Ths k05 Tj11 + 05 Twi 105 Thi

+ 03Tk kO T30 + OkTij 105 Ty g + O Ty k05T + akTij,kalTij,l]

= % [2a¢i'}-k‘kaiTﬂ,z + 20, Tk k05 Th g + 20, Ty kO Tojt + 20T 10 Ty11 + aknj,ka,nj,,]

1
= 0Tk 10Ty + 0Tk 10 Thay + Ty O Ty + Ok Ty 10 Tjy + §akTi k0T

2.3.2. Descomposicién del término masivo

Este término es sencillo porque la suma es corta, por lo tanto lo que se hard es expresar el resultado
. _ _1,.2
final: = —3m (—2T01,]T07;’] = T550T550 + Ty xTijx + 2T06,:T05,5 +

4T;;.Ti0,0 — 2135, Tik k) Con lo cual el lagrangeano (4.1) toma la siguiente forma,

1 . . . .
ICurL = En],kan],k - ﬂ],JDT’Zk,k + 21—'”1)0(9sz0,]€ - 2,1—'7;],16sz0,16 - 2Ti],JakT01,k - 2Tij,08ifrjk',k‘

~ Ti.00kTi5k — 20,750, ;0kToik + Tjo,; AT ko x + 2T0,0AT s 1 — Tyo,xATjo x + 05 Tjo 105 vi i

1
= §T]k,OAT]k,0 + 0iT51,00;Tka,0 — 0iT5x,00; Tia g — 0;T0i,30kT0s k — 20:T50,00;Ths i

1
— 20iT50,00k Tk + 0iTjk k05 The + 20, Tjk 10T, s + EakTij.kalnj.l

1
- §m2(_2TOi,jTOi,j —Ti.0Ti50 + TijxTign + 20007055 + 4155 5T0.0 — 2755 5 Tik 1)

(2.19)
2.3.3. T} en términos de campos irreducibles
A continuacién se presentard la descomposicién planteada para los campos Tipvt,a0
Tij,k = Ez]kT + Ez]’ltuc + si],é),tk + Ewlaktl + 8k(57.jlalt) + 5zka.7 — 6jk:ai l (2.20)
| Toi,; = xj + (3:S; +8;8,) + 08,0 + 6,57 + Ciy + 0:C, — ;G (2.21)
Tijo0 = biy +8;b, — b, [ (2.22)

02

Donde todos los campos vectoriales (¢;,C;,S;:,b; y a;) son transversos !, excepto el campo «;, el cual en

(4.3) se presenta como un vector sin la descomposicién en su parte tranversa y longitudinal; y los campos

19;t; =0
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Xij:Cij;bij ¥ tij son transversos y sin trazas 2y de estos tltimos cuatro solo el Xij ¥ tij son simétricos,
mientras que Cj; ¥ by; son anti-simétricos. El campo Tj,,) , tiene 24 componentes independientes 3, por
lo cual debe haber consistencia en el conteo de las mismas en las expresiones (4.3)-(4.6),
Tiik = €5 1t 10t 10ktt) + O(eiid _t )+ (O ; —4;
ik =€k T _Fein tie +(€i10; ti +€i0kt) + Ok (€10 + (0 @ —djx04)

N
9 1 2 2 1 3

Toi; = Xxiy +(0; S; +0;S))+ 0,8, o0 +b6;; 1T + Cij +(0; C; —9;Cy)
02,5 7 ( ] J ) I I J ( J J

9 2 2 1 1 1 2
T'zj,O = bl] +(8l bj —ajbl)
o N ~—~
3 1 2

Tio= a; +0; a
03,0 ) R -
3 2

Es claro que sumando las componentes independientes del miembro derecho de cada expresién concuerda

con el de cada campo en el miembro izquierdo. Por otra parte si le tomamos la traza a las ecuaciones

(4.3) y (4.4) se obtiene,
Tj; = 20 (2.24)

Tyis = Ao + 37 (2.25)
respectivamente. A continuacién se presentard la accién luego de que se sustituyen la descomposicién de
los campos,
Lurt = ~tijhy + 2608 — AtAF — 28T — 3TT + 206, — 20AG — 264500 (Bix k) — 26451t (8:Ciire)
+ 26 A0(9;8;) — 261 A0 (8:C;) — 2654 T 0 Cj + 265A8; — 26, AC; + 46 AT — 2b;Aa; — €45b;; 0,0
— eiibi;OT ~ 2(0ibj)esiAt — X450 ~ Ciz ACy, — %bi] Ab;; + 27AT + 2a;Aq; + 2a:6,510; At
+ liQXinij — 028 AS; — 4t Ao — 6372 + /42CijC” ~ 22CAC; + %uzbijbij — 126 Ab; — pzt,-]-t,—j
+ 2%t At — pPALAL — 2P AT — 31T + 2 oy, — 2p2ala — 4pP a0 + 4t aAa
(2.26)

Ahora observemos los vinculos provenientes de la propiedad ciclica del campo Ty, (ecuacién 2.2), que

recuerde era de la siguiente forma,
Tiuv)p + Tivplu + Tipp)p =0
Esta propiedad ciclica se separa en la parte temporal, espacial y mixta?, resultando en lo siguiente,

Tj0 + (Toi,; — Tojs) = 0 (2.27)

29ixij = 0= xus
STij‘k =9 / Tu;—=9 / Tijp—3 [/ Too—3
4La parte totalmente temporal se omitard por no aportar ninguna informacion 1til.
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Tk + Tk + Thay =0 (2.28)
Veamos primero que informacién aporta la ccuacién (4.10), y para hacerlo se sustitiran las ecuaciones
(43) y (4.5),
bij + 0ib; — 0;b; + [x4o5 + (8:S; + 0;8:) + 0:;0;0 + 8457 + Cij + 8,C5 — 9;C4]
_[in + (a]SZ + 8,5,) -+ 8381-0 + (5]',‘7' + Cji + 6]01 — a,,CJ] = 0
bij —+ a,;b]' - 6.71)1 + Q[CU + 8lCJ — 8jCi] = 0
Y debido a que se esta tratando con partes irreducibles, se concluye que,

by = —2Cy (2.29)

b = —2C, (2.30)

Observemos ahora que informacién aporta la ecuacién (4.11), y se hard de la misma manera lo tinico que

en este caso se sustituira la ecuacion (4.3),

[eieT + €ijitix + €Otk + €10kt + Ok (€,10t) + diprj — O]+
a4 [EjkiT + €kt + €10ty + €im0it + ai(Ejklalt) + dji00 — Jki(xj]-{-
e+ [é‘kiJT + ety + Ekilaltj + Ekilajtg <+ 8,» (Ekllalt) + 6kja,- - 6,jak] = 0

(Eijk + €jki + Ek,;j)T + (Eijlalak + Ejk[alai + Ekilalaj)t + (ei]-lak + Ejklai + Ekilaj )tl

+(eijiOitk + €m0it; + exaOity) + (eijitie + €jmt + ekutyy) = 0% (ggk)
18T + 6At+129;t; = 0
Que resulta finalmente en,
At = 3T (2.31)

Ahora, se emplearan los campos encontrados para b;;,b; y At, quedando,

Tewrt = —tighij + 208 — 6TT + 20,6, — 2006 — 2e5(Bix;k) — 2651t (0:Cjx) + 26151 0(8:S;)
— 66416 (8;C)) — 6645 T0;Cjx + 26, AS; — 66, AC; + 46AT + 2;5,Ci; At — X350x35 — 3C; ACy;
+  2TAT 4 20;Aq; + 20:64510; Al
+ i — 202808, — 4T AT — 6272 + 3°Cy; Oy — 6UECIAC; — pPtijti; + 20t At — 6T
+  lajoy — 2pala — 4pca0n + AplaAa

(2.32)
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A continuacién se escribird la accién de una manera maés sugestiva,

Lt = —titi; — 2ei00(8ixix) — 26550t (0:Cjk) — Xi50x45 + ﬂ2ngXig - ll2tijtij
+  24;AL; + 2046 + 26, A6(0;S5) — 6641 AE(8,C;) + 28, AS; — 66;AC; — 2€45:Ci; Ay
+  2a;00; + 20,60, — 202 S;AS; — 6p*CiAC; + 20t AL, + 2P0y — 4 ey
— BTT — 2aAdé — 66T Cyx + 46 AT — 3Ci;AC,; + 27AT — 4p’rAc — 6°1?
+ 3uzCiJC,-j — 6p2T? — 2palAa + 4paa
(2.33)
En donde la primera linea de (4.16) representa los términos tensoriales; la segunda y tercera representan

los términos vectoriales, y las vltimas dos representan a los términos escalares®(incluyendo los masivos

obviamente).

Lo importante de esta ecuacién es hacer notar que existen términos mixtos, es decir, términos que
involucran dos campos de naturaleza distinta®, tal es el caso de -2¢; j,i,k(aicjk) y -2e451Cy; Afy, en donde
en el primero se tienen los campos C;; y t;;, que representan 1 y 2 grados de libertad, respectivamente; y
en el segundo caso se tienen los campos Cj; y ¢; que representan 1 y 2 grados de libertad, respectivamente.

Lo que se har es redefinir el campo Cjj,
Cij = EijnanA (234)
Tomemos ahora solo los términos que involucran Cj;,

IC = —2si],i,k(8iCjk) — GT(EijkaiCjk) — 2€ileiinl - 3(A - /Lz)CijCi] (2.35)

3

Ahora, sustituyendo a (4.17) en I;;, se obtiene,

Ic,, = —2eiti0i(€jxn0n)) — 2641(EijnOnN) At — 6T€,510i(€knOnA) — 3(A — p?)eijneijk (OnA)(BkA)
= 26;0€kntik 000 A — 26451130 NAL) — 6T 1kne 110100 A — 3(A — U2)eisne ik (FnX) (O N)
= 2[6F6p — 676 ]610;00 ) — 2[26718, A(Af;) — 6T[26510;:0n ) — 3(A — p?)[26K] (8, ) (Bk M)

= —12AMT + 6(A — p?)AAX

= |1, = 12807 + 6(A — w)AAN| (2.36)

Hagamos variaciones en I, respecto de A,

% =0 = 12AMA-p?) —12AT =0=>  120XA-p?) = 12AT

5Y como es ya comiin, los términos vectoriales y escalares son mds numerosos que los tensoriales, y mds dificiles de

trabajar.
6Cuando se dice de naturaleza distinta, es porque por una parte representan un distinto mimero de grados de libertad,

y por otro lado que sus indices expresan de por si una marcada diferencia
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SN ,\=_T(A1 )T (2.37)

Y sustituyendo el valor de A en I,

. 1 .1 . .1 )
Iy = 6(A- 2 AN - 12A0T = 6A(A — 12 T T—-12AT——.T
= BA=) vy i oy G
- 6 TAT2 1 :rAT2 -6 TAT2 6 TAT2
(A~ p?) (A~ p?) (A—p?)  (A-p?)
= | = 6725 TT (2.38)

Este 1ltimo resultado debe ser anexado a los términos escalares de (4.16), con lo cual la accién tomarfa

la siguiente forma,

Icurt = —tlji.’i] - 252]lilk(aiX]k) - XijAX'L] + M2XZJXij - ﬂ'2t1]tij

+ 2tiA£Z + 205 + 2€iﬂAil (aZS]) - 6€ij1Ail (8,(}]) + 20;A8; — 66;AC;

+  20;Aq; + 2a,6,50; A% — 2/12,5'1»ASI - G,uzCiAC'i + 2p2tiAti + 2p2aiai - 4,u2aiai
_8
(A—p?)
— 6p2T? — 2u%alAa + 4pcala

— 6TT+6 TT — 20Aé + 46AT + 27 A7 — 44°7 A0 — 6272

(2.39)

En esta accién no existen términos mixtos, y por lo tanto ahora si es posible separarla en tres partes bien

diferenciadas: un sector tensorial, un sector vectorial y otro escalar,

Irensorial = ‘"tij{zj - 25ijl£lk(aiX]k) — Xij x5 + UQXi)Xi] - H2tijtij (2.40)

Iectorial = 26LiAE + 2056, + QEiA,'lAt.l(aiSj) - 65,—],Ai,(6icj) + 20;AS; — 66;AC; + 2a; Ay

+ 2(li&'ij18JAtl — 2#251AS1, — 6/tZCZACZ + 2u2t,Atz + 2u2a,-ai — 4#2(141'(11'

(2.41)
_ 3 A = - . 2 2.2 @, 272
Igscatar = —6TT+ 6(T—-—2—)TT — 2aAd& + 46AT + 2TAT — 4p"TA0 — 6 T — 6u°T
— M
- 2i%ala+4pcaAa
(2.42)
2.3.3.1. Sector Tensorial
En esta seccién se tratard la accion,
ITensor'Lal = '_tmi.ij - QEz]lilk(azX]k) - Xl]AXl] + /"'2Xinzj - ;u2t'zjtij (243)
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Se hardn variaciones de Irensorial Tespecto de Xxij,

ol .
_q;sm =0 = 2Eij[8itlk + Zuzxjk - QAXjk =0
Xik
= | X5k = m—l;ﬁgj(e,ﬂa,ilk +Eik18,ilj) (2.44)
Se sustituye (4.27) en (4.26),
ITensomal = _ti]i.z] - ,uf2tz;1t'ij - 2€i]lilk(81X]k) - leAij + /-1'2Xinz_]

= —tiit; — pPtijty + (€0 + ity sk — (A — B2)XjkXGk
= “ti.yé‘u - Pf2tzjti] + 2(A - /LQ)X]kak - (A - ﬂ2)XJkXJk
= —titi;— Mztijtij + (A~ ﬂz)X]kak

= —tyti; — pitigty + (A - p?) [Z(A )(eijlaiilk + Ezklait.lj)] [ %) (EnjmOntmk + 5nkm6nim])]

1
2(A - p

= ~titi;— ﬂ'2tijtij + [Eilenmjaztlkanimk + Eijlenkmaiilkanimj]

1
2(A - p?)
1
2(A—p?)

+ okaTay 6f6;5{")6it,k6ntm]]

= —tyliy — pPtity + ——en [(5;%{"—5;"5 )0tk Bntomk + (678587 — ST 6F + 57876 — ook op

.. 1 ..
2
1 . .
= mt”Atw — tigty — 1Pt ty
A . A-A+pu? .
(G~ ek = sttt = [ 5=yt = it

2

— Itensorial mtijfi; - ll2ti_7'tij

Ahora se plantea la siguiente redefinicién de campos,

VA - pt

n

ij (2.45)

177

Con lo cual ITepnsorias va tomando la siguiente forma,

2\/A—H2”\/A uz] ;

ITensorial = tijtij by 2 [ L P 1] z] = tutl] - (A /“"Q)tutz]

= t~z]£zg - El]Ailj + /l'2£ij£ij = —f‘,][:lfz] + [142{,]{”

l I’l'ensmlal = 7'{1]D{1] + ,“2{1]{1] . (2'46)

El sector tensorial propaga 2 grados de libertad. El campo fij satisface,

(@O p?)t; =0
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2.3.3.2. Sector Vectorial

La accién a estudiar es,

Ivecioriat = 2t1A£¢ + 206v; + 2eilet'l(6iSj) — GEi]lAfl(aiCj) + 20;A8; — 60;AC; + 20; Awy;

+ 2aiemajAtl - 2#251ASZ' - 6u2CZA01 -+ 2[1.2tiAti + 2;1.2(17;(11; — 4;1,2(1,-(],;

Hagamos variaciones respecto de a,,S; y C;,

81 ctory
—"—g—:—ﬂ =0= 20aq, + 24550, Aty, — 40y = 0
(3
=la; = -—-—AizApg Eijk0jti (2.47)
5Ty ectors ‘ :
—%—ﬁf =0=> 200k +2Ad; — 4uPAS; =0 = —4ptAS; = 26,0, A8 — 206,
J

81y ectors : .
—V(S—CL—“‘ =0 6e,d AL —6Ad; — 12u2AC, =0 —22AC, = —€,,10,Ak + Ad,
J

= C"7 = -{le(aj +€]ilaii[) (2.49)

Sumemos miembro a miembro las ecuaciones (4.31) y (4.32),

1. 1. 1 . 1 .
C] + S] = -2—“—2(!]‘ — m()l] + ﬁ&'iﬂaitl - mé‘iﬂaitl =0

~[G=5] 250

Sustituyamos (4.30) en (4.31),

1 -A . . 1 —-A
S} = —271'—2 [A—:Tuzejzlaztl + E]zlaztl] = 2—”5 [(Z’jz—“g + 1)6]1'187)5[]
=|5; = —“_A:zlﬂz ¢80t (2.51)

Pero ahora comparemos la ecuacién (4.30) con (4.34), donde por supuesto hay que tomarle la derivada

temporal a la primera,
-1

@ = A gy gendite = AS,
N e’
S;
Sustituyamos a (4.33) en Ivecorial,
Wectoriar = 2t:0%: + 206, — 8eiu0i A(S;) + 84 AS; — 8 SiAS; + 2u*ti Aty + 2’ ey

(2.53)
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Donde se han eliminado los campos C; y a;, éste tltimo via su ecuacién de movimiento. Ahora se

empleard a (4.35),

Wectorial = 2t;AE — 20 ~ 8€:510; A6(S,) + 84 AS; — 8> S; AS; + 2t At + 21’00,

= 2t;Al; — 2(AS)(AS;) — 860 AL (S;) + 8(AS:)AS; — 8 S;AS; + 2p%t: At + 24 e,

IVectorial = 2t1At, + ZﬂztiAti + G(ASI)(ASZ) — 86ijl(’)iAfl(S]—) - 8,LLQSZAS, -+ 2/1.20137011' (254)

De la expresién (4.37) se calculardn términos por separado, para luego agruparlos,

(*)2/1,204,-(11 = 2#2 [A:—gﬂz&jkajtk] [ﬁlﬁsum&tm] = 2/12 (-A_———A?._p,i)2 [6¢]k€z;m8jtkaltm:|
= %(5 f2#2)2[(5;5;g — 570405tk Ortm| = 2,12(%%2)2[_@&1]
A 2
- —2u2(m) tAL, v (2.55)

Ahora se tomaréan los términos de Iveciorial que dependan de S,

(s, = 6AS;AS; —8e;10;A4(S;) — 8u®S;AS;
= 6AS;AS; — 84°SiAS; — 8¢,;9; A6 (S;)
= BAS;AS; — 8u*S;AS; — 8(A — 2u2)S,AS; = —2A8;AS; + 8u2S;AS;
= —2(A—-4%)S.AS,

= oA a2yt o a1 5
= 2(A —4u )[A — 2#2 ema]t;] [A— 2M261kmaktm:|
A — 42 o
= —-2A((T_—2—52—))55iﬂaikm8jtlaktm
A — 442 .
= "ZA((KT,/L;)L[‘;?W — 6610110kt m
A — 4p? .
- —2A((A_—2:2))2tiAtz v (2.56)

Sustituyamos los resultados (4.38) y (4.39) en (4.37),

; A — 42 . A 2
IVectorial = 2t,,;At,, — 2A((A————2LT))2tiAti - 2,(1,2 (m) tiAti -+ 2/1.2tiAti
AA - 442)7, s of A2
= 2)1- 22 C e AE - 22— — 1] tiAt
[ (A — 2;1,2)2] . [(A ~2u%)2 ]
_ 2[A2 — 4PN+ 4pt - A2 +4’u2A]t-AE» B 2#2[A2 — A +4p°A — 4”4]t»At-
(A —2p2) o (A - 2u%)? o
4ut .. (A - p?)
= —_— tiAi—2 2 2 = B lAti
2[(A - 2,3)2] b — 20 A Az 2u2)2}t
8 - i (A—p?)
= — 0 g AE-8ut oD A,
@ =gy o T Ty gyt
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8ut v 4 (A- 79,
— IVectorzal = mtzAtz - 8/1' mtiAtz
Ahora se hace una redefinicién del campo ¢;,
A—2p% .
t, = TL‘—tz (2.57)

quedando lo siguiente,

8ut (A —2u)? 4 (A-p?) (A—24%)?

IVectorial = (A — 2M2)2 M4 tiAti — 8[L (A — 2;12)2 #4 tiAti
= SfiAEi - S(A - /.tz)izAZi = 8t~zAZz - SA{iAgi + SﬂzfiAii
- IVectorial = _8t~1D(A{1) + 8#2{i(A£i)
Por 1ltimo se hace otra redefinicién de campos,
f=_1 f (2.58)
T VBA” '
obteniendo,
! - B . 4 1 _ 1 1 = 1 =
I il = —8EO(AL,) + 8%, (AL,) = —8——F0 A——-t-) +8 2——t~(A——t-
Vectorial 4 ( z) M 1.( 1.) \/S—A i ( \/B—A- i 12 \/8—5 i \/S-Z z)
lY\"r rtorial = 7{1 Dﬁ + /12?7;1 (2'59)
Como se observa, se propagan 2 grados de libertad en el sector vectorial. El campo #; satisface,
0- Pl2)t_z =0
2.3.3.3. Sector Escalar
Este sector viene dado por,
— a7 A & . . 4,2 Cfn2.2 22
ITgscalar = 6TT + 6(_A—u2—)TT 20A& + 46AT 4+ 21AT — ApTAo — 6p T — 6u°T
- 2ulala+ 4ptaAa
A continuacién se hardn variaciones de Iggcq1q, TeSpecto de ay 7,
(sIEscalar 2 _ 2 _ -1
—6—-=0=> 4[,LAO[—0=> [4MAQ—O]X(A )
a
= (2.60)
J}
O—E—(s“i‘“‘—’ =0= AAT — 4pP Ao — 12%7 =0
-
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=7 = 649 (2.61)

Ahora sustituyamos (4.43) y (4.44) en Igcatar,

.. A it

Igscatar = —6TT + 6t Ao )TT 6p°T? — 2—A———3-2—(A0)(A0) (2.62)

Volvamos a hacer variaciones a Iggeqiqr, ahora respecto de Ao,

(SIE'scalar _ /-‘44 . . _ —1
Ao =0= 4A_3“2(A0)—0 = Aoc=0 = [AU—O]X(A )
= (2.63)
Y sustituyendo en (4.45) se tiene,

Iescatar = —6TT + 6——TT — 6°T2 (2.64)

(A—p?)

Ahora terminemos de hacer la operacién algebraica implicila en (4.47),

. A ;
Igscatar = —6TT + GWTT - 6[1»2T2
A .. 9
= 6[A_ﬂ2 < 1|77 - 6°TT
A—-A+ [.Lz] . 5
= —————|TT - 6u*TT
6[ A — p? H
2
_ l*‘L . _ 2
G[A_uz]TT 612TT
—> Igscatar =6 [:Ali 2]TT - 6H2TT (265)
Y se propone la siguiente redefinicién de campo,
— 2 .
r=1 /A K5 (2.66)
u 6

Y empleando esta redefinicion queda lo siguiente,

Tovier = 6520 RN A e A D 2

—(A—p )TT:TT—TAT+u2TT

~-TOT + p*TT

il

l IEscalar = _TDT + /LZTT | (267)

En este sector se propaga 1 solo grado de libertad. El campo T satisface,
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2.3.3.4. Resultado Final

Se suman los tres sectores, el tensorial, el vectorial y el escalar,

ICurt = ITensorml + ]Ver!,or‘ml + IEscalar

I(,'urt = - EZJD{EJ - /l’ziljil] + E.D{t - /Lz{zft + TDT‘ - pQT'f] (2'68)

La ecuacién (4.51) tiene un signo menos global, que si se absorbe expresa los 5 grados de libertad fisicos

que se propagan en la accién de Curtright Masiva en 4 dimensiones.

45



Capitulo 3

Reduccion dimensional

El objetivo principal de este capitulo es llevar a cabo un proceso de reduccién dimensional de la
accién (1.56) desde (D)-dimensiones a (ID-1)-dimensiones para proveer masa al campo de Curtright. Se

mantendrdn sélo los primeros modos masivos tal y como se hizo en [11] para el campo de spin 2.

3.1. Reduccién Dimensional en el primer modo masivo

Partamos de la accién (1.56) presentada en este trabajo,

3 . 3 1 .
S(Y,T)= | dPz|>Y, yPBGA _ __ = yABY, - _YABCDE, 3.1
(Y,T) / 1{4 ABC.D D3 aB 5 'ABC,D (3.1)
En donde Fapc,p es el campo de fuerzas de Tsp ¢,
Fape,p =0a®pe,p +08%ca.p +0cPaB,D (3:2)

El campo ® 45 ¢ sdlo es antisimétrico en sus dos primeros indices y no posee en estos momentos otro

propiedad en especial. Si sustituimos (3.2} en (3.1),

3

3
YABY _ Yy ABC,D i) .
(D=3 AB 2Y O4®gc,D (3.3)

S(Y,T) = / | ¥ano,p¥ PPN -

La dependencia con la coordenada compactificada se denotarad por g, mientras que las letras latinas

mindsculas indicardn coordenadas cuyos valores van desde 0 hasta D — 1. Ahora hagamos el desarrollo
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de (3.3),

S(Y, @)

Il

—s S(Y, ®)

Yy
_ 3y da ¢yc 4 — 3YWeyy, & vey — _bec da Dy - _bec,ya ‘I)bc y]

/dD dey 3
3 : 3 3 3
(1P Yasp ) (s 4510 - Dy nrg @, - Sy ero,e, - Symsra

4D - 3)

3 3
~ Sywenpe, 4 dymerogs

4D -3) Yabe, 47 3(D-3)

3
ubc dydbc e

3 ryabd 3 a,by byac .=

Hagamos la definicién de campos,

il

Yabc,d(xy y)

1l

Yaby,(:(xv y)

YaQy,y(xa y) =

If

(T)ab,c(w: y)

1l

‘I)ab,y(zv y)

Donde p es la masa.

\/%Yab,c(x) sin uy
\/gZab(z) COS px
\/gdiab,c(w) COs 1Ly
\/gBab(w) sin py

3 3
Yubz, yyybc N + 5 Yacy dydcy N + 4}/bcy beCy Yo

3

0, 0
M

3 3
/dD lmdy [ a,bc dydbc ay Yubc ybeC a 4 Yacy dydcy, _ EYabc’daa(bbc,d _ Eyabc,yaaq)bc’y

3
2D -3)

D-9),

3
cyaby, e
bc, Y + 4 (D 3) aby

Yobe (2, y) = ,\/g)’;b(z) cos uy (3.5)
Yaby,b(wvy) = \/%'Ya(z) sinpuy (3.6)

Yabey(#,9) = 4/ 2 Xape(z) sin py (3.7)
m

By @.9) = \[EBulo) sy 39

q)a,y,b(x7y) = \/gq)ab(x) sin 124’ (39)

Los campos Xmnp, Zmn,®Pmn ¥ Bmn son completamente antisimétricos; E,, es un

vector, mientras que Yinp q ¥ Yimn,p serdn los campos auxiliares. Ahora sustituyamos (3.5)-(3.9) dentro
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de (3.4) llevando a cabo la integracién en la coordenada compactificada y,

3 C,Q a
S(Y,®) = 4/dD L2 Yope a(@)Y e (z) /dycos uy — 4(D 3)/d LYo (z)Y b(z)( )/dycos2uy
+ 3/dD L2 X ape(2) Y 22(z) /dysm uy — T 3)/dD L )Y“(z) /dysm 1y
B D-1 ab 3M—-4) [ p.y ab
D 2D -3 /d LeYp(x) 2% :c) /dycos uy+4(D 3 dP w7 (x)Z (:v) /dycos 1y
3 3
+ 2/dD 12Y B (2) Y g o x) /dycos By = /dD Lzyebed(2)9, By, d(x) /dycos 1y
— g/dD Ly X(2)a, BbL(.L') /dysm uy — 3/dD 1y @ d(5)d, @bd(w)( )/dysin uy

- 3 /dD‘le“b(x)aaEb(x) p /dycos ny — 5 /dD“leb"d(x)fbbc,d(z) (;) /dysinuyay(cospy)
- / d®? Z"b(w)Bab(z) / dy cos pyd, (smuy)}

Y teniendo en cuenta que,

f dycos?® py = % dysin® py = /E
. ) 4

3 3 3 3 3
S(Y. & — dD—l Yo dec,a _ Y, Yab “Xa Cyab,c _ a ab
— S(Y, @) / $[4Y be,d D3 @ + 5 Xab )] 3)YaY 3D -3 Yoo Z
3 (D — 4) ab 3 ca,d 3 abc,d 3 abc ab,d
~+ 1D 3) ZapZ* + 2Y Yeda — 5Y Oa®hed — EX 80 Bhe — 3Y 299, ®py

8700, S pY g~ SpZ By (3.10)

Es de resaltar la aparicién de simetrias asociadas con campos tipo Stuckelberg en este procedimiento.
Hay que mencionar que la accién reducida (3.10) sigue siendo invariante bajo las transformaciones de
calibre y de Lorentz, es decir bajo las transformaciones (1.57) y (1.58) respectivamente. Por supuesto, las
leyes de transformacién de los campos reducidos también sufren modificaciones, las cuales estudiaremos
en dos casos,

Caso A

[5@1\1»1’ =0nZNp — OnZarp (3.11)

Antes de calcular cémo se ve afectado la ley de transformacién de los campos reducidos es necesario
indicar algunas definiciones de los pardmetros de caliibre Zysn,el cual a su vez se descompone de la
siguiente manera, Zyn : (Zmn, Zmy, Zym, Zyy); hay que remarcar que Zpyy # Zym, Porque zyy Do posee

simetria alguna.

Zmn(z,y) = \/—%'Zmn(;v) cos(py) Zmy(z,y) = \/mey(z) sin(uy) (3.12)
Zym(z,y) = \/%Zym(w) sin(uy) Zyy(z,y) = \/gzyy(z) cos(uy) (3.13)
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Con esta informacién se procederd a realizar el cdlculo de cada ley de transformacion,

5q)mn,p = aman“‘aanp —d l:%‘bmn,p(l‘):l = am {Wznp(x):, —an [Mzmp(w)]

[ 8@ () = O Znp (2) — O Zim () | (3.14)

0yp = OmZyp— OyZpp — 0 [\/gtbmp(z) sin(py)} =0, [ﬁZyP(z) sin(,uy)} - [\/gzm,,(m)ay cos(,uy)il
- 5|:M¢mp($):l =0On [szp(z):l +p Mzmp(z)]

— [ 8@ mp(@) = O Zyp(@) + 1 Zmp(a) | (3.15)
5Py = Orm Ziny—On Loy — 8 [MBW (z)] = O [Mzny(z)] O [Mzmy(x)]
—|6Bynn (%) = O Zny () — OnZimy () | (3.16)

Bmyy =  OmZyy — Oyfmy — 6

\/gEm(m) COS(I&U)} = Om [\/gZyy(x) COS(uy)] - [\/gzmy(z)ay Sin(#y)}
I\ 5[%%(:8)] _ o szm)] ] M[MZMMJ

— ‘ SEm () = O Zyy(z) — ;,LZmy(x)l (3.17)

Caso B

[E(I)]WNAP =Aunp (3.18)

En donde recordemos de (1.58) que Ay, p es un pardmetro totalmente antisimétrico en todos sus {ndices.
Es necesario hacer unas definiciones de los pardmetros Ay np, 10s cuales a su vez se descomponen de la

siguiente manera, Ay np : (Amnp, Amny = Amn),

Amnpla,9) = \/EAW(@ cos uy (3.19)
Amny (:1;1 y) = \/gAmn (1’) sin Ky (320)
Amn (‘,Ea y) = J—gAmn (-T) Ccos ny (321)

Ahora se procede a calcular los cambios en la ley de transformacién de los campos,

6q)mn,p = Amnp — 4 [W‘Pmn,p(z):' = Amnp [MAMRP(‘T)]

— | 50 (@) = Amnp(@) | (3.22)
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5By = Amny — 8 [MB,M(:::)} = [MAM@)}

— | (5an(1:) = Amn(-T)J (3'23)
— — Mo 2 = B
6(I)my,n = Amyn = ‘Amn'y i |: = ﬂy)q)mn(ﬁ):l = - {MAWW(:E)]
- | 5q)mn = _Amn(w) I (324)
0 u
0Puy,y = Awggy — p cos(uy) En(z)| =0
———r
#0

— [ =0] (525

Ahora veamos que el cambio del campo Yy n p,q estéd dado previamente en(1.68), aquf simplemente vamos

a recordarla cambiandole los indices de griegos a latinos,

Yunpg = OoAmnp — OF (T]QI\I Apnp +1oNArpy + TIQPARMN) (3.26)

Y luego vienen la ley de transformacion de los distintos campos reducidos derivados,
‘”/mnp,q = anmnp - aR (nquRnp + nanRpm + nquRmn)

= anmnp > arnqurnp - ar"]qn Arpm - arnqurmn - ”quay (‘H %Amn(-’:) sin /“y>

Ngn0” (\/gApm (z)sin uy> - Ngm0? (\/gAnp (z)sin uy)

= gMmnp — 0 NgmArnp — O NgnArpm — O NgpArmn — Tpit (’ i %Amn(m) cos uy)

Ngn b (ﬁApm(w) cos uy) —Tlgm /L (\/gf\np(w) cos uy)

~ J ~ /

Amn(z,y)

Apm(z,y) Anp(x,y)

— JYmnp,q = anmnp —-or (nqu'rnp + anArpm + nqurmn) - /‘(nqumn + nanpm + nqunp> 327)

Ahora,
R 0 0 0
5Ymnp,y = ay Amnp -0 (ﬂy‘ﬁ“ Rnp +%7\Rpm +ﬂyﬁ“Rmn)

Oy [\/EA"‘"P (x) cos ,uy]

—H [Amnp(l') % ifl ﬂy]

—3 4 [an,,(x) % sin /Ly}

Lo,
__>6[X,,m,.(z) l; npy]

— [5(,,”,,, = —,uAman (3.28)
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0
6Ynmy,q = anmny - 8anmARny - aannARym - aRﬂqfY\Rmn
0 0
— Ymn‘q = anmn'y - 8’"nqulmy} +W‘ 6r77q'nArym "‘W
— Ymn,q = anmn - ar(nqurn - arnanrm) I (329)
Por 1ltimo,
y R 0 R 0 or 1
6Ymny’ = ayAmny -0 Rny — 0 ﬁgﬁ“Rym - M“Rmn
6Zmn = M“ arArmn _%
— | 0Zmn = —0"Armn | (3.30)
3.1.1. Obtencién de Curtright masivo
Partamos de la ecuacion (3.10),
3 3 3 3 3
— S(Y,®) = [dPla|SYopeaV Pt — VYV 4 S X YO — LYY - Y, 2%
(¥,9) / F|q obed D _3) @ Tgle 2(D - 3) 2D-3) @
3(D-4) 5 3 d 3 abed 3 yab b,d
L T 2+ =YY g o — YO0, By g — = X €0, By — 3Y%9,P
+ 2(D—3)2ab +3 da 5 0a®he,a — 5 be bd
3
— 3Z%°%9,Ey + 3 pYtede, % pZ“"Bab] (3.31)

Observamos que Z,;, es un multiplicador cuadritico lo cual permite obtener su valor exacto mediante su

ecuacién de movimiento,

5S(Y, ® - —
{S(Zab ) =0= Zab = Eg_ig (aaEb - abEa) + (D1—4) Yab + #ED—i; Bab (3‘32)

A continuacién se realizard la fijacién de varios calibres y se explicara el procedimiento seguido,

Para lograr fijar este calibre se usard la simetria de Lorentz asociada al campo By,
6Bmn = Amn — Bmn = Emn + Amn = Apn = _‘Emn
Bpn=20 (3.33)

Para fijar este calibre se usard la simetria de calibre asociada al campo ®,,,, la cual se
romperé parcialmente de la siguientc manera,
Zyn = b‘n

0Prn = OmZyn + Zmn — Pmn = B + OmZyn + W, — L=
Zmn = _ﬁ(q)mn + a’mbn)
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— 1 — — —_
= (Dmn = q)mn+ambn +}t[7}7(d)mn+ambn)] =%+M_M
- [Fn=1] s

En = 0] Y por tltimo para fijar este calibre se usard la simetria de calibre asociada al campo E,,, la

cual se rompera parcialmente mediante el procedimiento que se describe a continuacién,

Zyy=FE

5Em = amZyy - ﬂZmy — Em = Em + amZyy - ﬂZmy i —
Zmy = +(OmE + Ep)

En =E—m+6mE—/1[}—3(8mE+E_m)] = B + 0 — O — B
—[Em =0 (3.35)

Sustituyamos en primer lugar (3.33) y (3.35) dentro de (3.32),

—— 1 Zap = (D1—4) Yab (336)

Ahora se reemplazaran las ecuaciones (3.33), (3.34), (3.35) y (3.36) dentro de (3.31) para obtencr,

> 3 3 3 3
S(Y', CI’) — /dD l.’L’ [Zyabc‘dydbc’a . myabyab _ EYabc’daaq)bc,d + EXachalLC
3 1 3 3
3D )Y gy Ve + GV i (3.37)

Notemos en primer lugar que (3.37) es la accién reducida luego de la fijacién de cierto calibre, pero
para llegar a la accién reducida del campo masivo de Curtright en D-dimensiones se debe ’subir una
dimensién’, lo que en la préctica serfa sumar un uno (1) a todas las expresiones dentro de (3.37) que

tengan alguna D (de dimensién); con lo cual S(Y, ®) queda de la siguiente manera,

3 3 3 3
S(Y, q)) — /de I:ZYabC’dydbc,a . myubyab _ '2—YUbC,daaq)bc,d + EXachab‘c
3 1 3 3
BT R R AR G R G (3.38)

La ec. (3.38) es justamente la accién reducida para el campo masivo de Curtright en D-dimensiones, pero
de aquella ecuacién enunciada no es evidente la forma que debe tener la accién masiva de Curtright!;

pero se puede presumir que de la segunda linea de (3.38) deben surgir los términos masivos de la accidn.

La simetria de Lorentz asociada a los pardmetros A, puede ser usado de dos maneras, las cuales
se describirdn con més detalle a continuacién; pero ambas conducen al mismo resultado: ”la formulacién

a primer orden para la accién de Curtright masiva”

1Véase la ec.(3.61) del capitulo 2
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3.1.1.1, Calibre X;,,, =0

En primer lugar para fijar este calibre se usa la ec. (3.28)

Reemplacemos (3.42) y (3.47) en (3.40),

3 3 3 3
/dD {4 abe, dydbc‘a. o —Yabyab

S(Y, @)

3

4D - 3) 2 2M

(Sanp = 7NAmnp — anp = —Xmm] - /LAmnp - Amnp = ;Ymnp
=] a9
Si se sustituye (3.39) dentro de (3.38) se obtiene,
S(Y ®) — /dDZE §Yab(‘ dydbc‘,a “ ___‘?’_Yabyab _ §Y“b”’d3a®bp d
’ . 47" 4(D - 3) 2 N
3 1 3 3
g YaY Y Wi o + —pYold,, 3.40
(D 5) + d, 2# be,d (3.40)
Ahora, hagamos en (3.40) variaciones independientes del campo Y4 .,
55(Y, )
—_=0—
6Yab,c
1
Yc _Yra “‘—“< rYa_ ary)z— q)a(- 3.41
— (Yac,p = Yac,o) D —2) \Me¥a ~Tacts 1®ab,c (3.41)
Tomémosle traza a (3.41) mediante 7,
Y, = u(D — 2)2,| (3.42)
Sustituyamos (3.42) dentro de (3.41),
(Yac,b - ch,a) - u(nbcq)a - "Iac(I)b) = ‘ﬂq)ab,c (343)
Se hacen permutaciones de (3.43),
(Ytzc,b - ch,a) - H(Wbcq)a - nacq)b) = "/-‘L(I)ab,c (344)
(Yoo = Yar) = #(Mat@c = n6®a) = ~1%ea (3.45)
(Yba,c - )/ca.b) - ﬂ(ncaq)b - nba<pc) = _ﬂq)bc,a (346)
Y ahora hagamos la siguiente combinacion de ecuaciones resultando en,
-(3.44)+(3.45)+(3.46):
Yab,c = "%ﬂ(‘bab,c + q)a,c,b - ‘I)br‘a) + P("Ibcq)a, - "lacq)b) (3'47)

(D278, [1(D - 2)2°]

1
+ _[ _ "Il((pab o+ (I)ac b — <Dbc,a) + /ll("]hc@a _ nac@b] {_ é‘ﬂ(cpac'b + (I)ab,c _ q)cb,a) + N(anq)a _ T[abq)c')]

2 2

3 1
+ 5[1'[ - 5#(‘1)1117,6 + <Dac,b - q)bc,a) + ,u('r/bcq)a - nacq)b):l (I)ab,c}
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3 3 3 3
Y. ® — D, “Yobe dbc,a __ ayub__ ubc,da — 242D - L,
— S(Y, ®) /d 1{4 be,dY w__—4(D~3)Yb 2Y 0aPpc.d 2;1 ( 2)®,d
3r1 2 ab,c ab,c 2 < a 3 1 ab,c ab,c a
5 g @an @ 20c 8°0) £ (D = 8)Ba8°| + S| = (P B 4 2800 0°) + 29,0°

3 3 3 3
S(Y,8) = [dPxd 2V YP0 — = Y,y Jyetedy g, W 325, 5%
— S(Y,®) / 15{4 be,d D 3 3 be,d 4+ 3p

3 3 9
Sh (Rap B+ zcbac,b@“*”“)W — 50,0 + 3u2<1>a«1>“}

3 3 3
— S(Y, {[’) = /dDZ{ZYabC’debc’a — Z—(_D——Z))—Syabyab — iyabc'daaq)bc‘d
3 2 ab,c « ab,c a
- (@abm@ © 420, 0% — 40, B ) (3.49)

La primera linca de la accién dimensionalmente reducida (3.49) es la accién a primer orden del campo

i asivo. si 28 ne axr 1S irreducibles segur
de Curtright no masivo. Ahora, si se descompone el campo ®,,,, en sus partes irreducibles segin la
expresién (1.34),

émn,p =Imnp+ Cm'np (350)

Donde Trnp = ~Tamp ¥ Limnyp = 0, y por otro lado Cp,pp es completamente antisimétrico; y se
introducen dentro de (3.49), entonces la primera linea de (3.49) no depende del campo Cipnp. Por otro
lado se tiene que los coeficientes del término masivo en la segunda linea de (3.49) son tales que las partes

irreducibles de @, , se desacoplan,

Bop DU 4 2B, D — 1D, D"

i

(Tonp + Corng) (T™F + C™P) + 2(Tyn p + Cranp (TP + C™P™) — AT, T™
= Tmn,pT"m’p + Tmn‘pcm"p + Tmn,pcmnp + Cm"pcmnp + 2Iwmn,mep‘"

+ 2T pC7P" + 2Ty n O + 2C 1y C™F" — AT, T™

1 2
— Tmn,men’p + 2["2‘Tmn,men7p:| _ g (Tmn,p + Tne.m + Tpm’nl)cmnp
=0
— C"anC"an _ 4T7nT7n

Il

2T rn p ™ — AT, T™ — CranpC™™P
Con lo cual, S(Y, ®) queda de la siguientc mancra,

S yaye-d

3 3
Yabc,d o The d—— 2 Tmn mn,p_QTme et 2Cmn cmnp
4D —3) 2 OaThe.a =g ( o7 )+8“ P

S(Y,®) = / d%{%}fa,,c,dydbc’“—

(3.51)
Como se observa de (3.51), el campo Cy,,,, no es dindmico, que puede eliminarse trivialmente mediante

su ecuaciéon de movimiento,

IS(Y,®) —
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Reemplazando (3.52) dentro de (3.51),

3

3 3
ab _ Y yrabe,d _ 2,2 mn,p m
T 5T Y ea ~ p (T T 2T T )

S(}f, <I)) = /de{%Yubcdedbc’a - 1

(3.53)

En este punto se obtienen las ecuaciones de movimiento del campo Yynnp o2,

= I Y;u/a.ﬁ — %Fp,ua,ﬁ + %(Fuaﬂ,u + Fapﬂ,v + Fﬁ;u/,a) _ (naﬁF;w + np.ﬂFua -I-’l'}”ﬂFa“)

Sustityendo en (3.53) se obtiene la accién de segundo orden para el campo de Curtright masivo en

D-dimensiones,

1

1
S(Y,®) = g / de[ — ZFype aF? 4 5

1 . ,
8 Fape P04 — §m2(Tub,cTab’L - 2Tab,bTac'L)} (3-54)
Fl ntimero de grados de libertad de esta teoria esta dado por®: -;;(D2 — 1)(D — 3), mientras que en el
caso no masivo de Curtright se propagan $D(D — 4)(D — 2) modos tranversos®. El campo no masivo de

Curtright en (D + 1)-dimensiones tiene el mismo nimero de grados de libertad que el campo masivo de

Curtright en D-dimensiones.

3.1.1.2. Calibre Cpypp =0

Para obtener este calibre se usa la ec.(3.22),
0P 0 = Appa — Mf 62Cwa = Muva — 6Cuva = Ayva — Cuva — Clyg = Apva
En este punto se escoge un valor conviente para A,uq,
Awa==Cpiq

Con lo cual,
Chva =0 (3.55)

Y teniendo en cuenta la descomposicién (3.50) se obtiene,

(230

Es decir que ahora ®,,, , es simplemente el campo de Curtright T, ,. Sustituyendo (3.56) dentro de
(3.38),

3 3
YoV — Y edg, Ty g + §Xachab’c

dbc,a
Y 4D —3) 2 2

3
” Yabc, d

S(Y,®) = /de 2

3 1 3 3
2 Y, Y?e _Yca,dY d ch.dT
2 (D _ 2) a + 2 cd,a + 2/1' be,d

2Esto ya, fue calculado en el capitulo 1(ec.(1.67)) del presente trabajo
3En el capitulo 2 se realizé el cdlculo detallado de este resultado, plasmado en la ec.(2.15) del presente trabajo
4Tal y como se demostré en el capitulo 1, en la ecuacién (1.27)
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Ahora hagamos variaciones de respecto de X g,

6S(Y,® o
B2 = 0= 210X = 0= Yap (65X =0
I X upe 2
— (Yab,c + ch,a + Yca,b) (6Xabc) =0
[\S——r
#0

Lo que coulleva a afirmar lo siguicnte,

lﬁb,c + ch,a + Y;:a,b = (ll (357)
6 equivalentemente,
1[[ab,c} =0 (3-58)
Con lo cual S(Y, ®) toma la forma,
S(Y,®) = / dPz §Y,, gY dee ———3—-Y pY % — §Y“""’d8aTb 4
’ 4 4D-3)"" 2 “
3 1 3 3
Y, Yo 4 Zy“ad —pybelT, 3.59
2 (D — 2) a + 5 )/cd,a + 2,“/ be,d ( )

En segundo lugar realicemos variaciones de respecto de Yo,

[Yab,c = —ﬂTab,c + H(nbcTa B nach)] / I Ya = ll*(D "4 2)T1| (360)

Reemplazando,

3 C. 3 3 aoc 3 ao,C a
S5(Y,®) = / d°z [ZYabc,deb — mYabY“b -5Y bl The,a — Zuz(Tab,cT be — 2T, T )]

Y a través de las ecuaciones de movimiento del campo Ypmnp,q se obtiene nuevamente la accién de

Curtright masivo en D-dimensiones,
3 D 1 abe,d 1 abd,d 1 2 ab,c ac,c
S(Y; ‘I)) = 5 d .’L’[ — g abc,dF 4 §Fubc.cF = -2—m (Tab,cT - 2Tab,bT ’ )] (361)
3.1.2. Formulacién dual

El procedimiento serd similar al llevado a cabo en [11] para el caso del spin-2 masivo. Nuestra

accién de partida serd la ec. (3.49) del presente trabajo,

3 C,@ 3 a 3 aoc.
— S(Y,(I)) = /dD.’E{ ZYabc,d.de - myaby b EY b ’df)a@;,c,d
- g/f (cb,,,,,cq:“b’c + 200 @0 — 4<1>a<1:°)} (3.62)
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En secciones anteriores se demostré que a partir de (3.62) se obtiene la formulacién a segundo orden
accién de Curtright masivo en D-dimensiones mediante el uso de cierta escogencia de calibre y de las

ecuaciones de movimiento para el campo Ynnp g.

Empecemos realizando variaciones de (3.62) en el campo ®pp p,

6S(Y,® 1 1 n
—_— ( ! ) =0= _qu)rnn,p - —,U'2 (q)pm,n - (I>pn,m) - ,uz(npnq)m - 7]1.7mcI)n) = aqum P
0P rnp 2 2

Tomemos traza,
1

- ,
o, 2D~ 2)6 Yom (3.63)
Sustituyendo de regreso se tiene,
1 q q 2
(I)mn,p - épm,n -+ ¢pn,m = —Zm(ﬂpna )/qm - ﬂpma an) + ;;2—(9 ),qm'n,p (364)
Realicemos permutaciones“de (3.64).
Dnn p Domn +Pponm = “2"_1—_“'("1pn8qum - 7Ipm6q}/qn) + laqumn P (3'65)
PR R #*(D —2) 2 ’
1 2
(I)np,m - q)mn,p + ‘I)mp,n = —2m(nmp3qun - 'I]mnaqup) + Faq}(lnlhm (366)
1 2
<I)pm,n - q)‘np,m + <I)nm,p - _2M(nnm,aqup B nnpaqum) =+ anyqpm,n (3-67)
Y con la siguiente combinacién de ecuaciones,
(3.65)-(3.66)+(3.67):
[ ®rnp = o=y (TmOYan — oY) ~ 50 (Ypm,m — Yapm,m) (3.68)

Sustituyamos (3.68) dentro de (3.62) para obtener,

3 1 1 1 m
u2S(Y, @) = § /dDJJ [anqpm,narY”’"'m— manqna,-Yr"+§u2 (Ymnp,qymnq,p_ mYmnY ’n)
(3.69)
Ahora se hard una descomnposicién del campo Ypp, 4 de la siguiente manera,
Yonp,g = l}"mzo,q + (T)_I_T)(quynp + NgnYpm + NgpYmn) (8.70)
En donde el campo Ymnp,q es sin traza,
Yonpp =0 (3.71)
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Reemplacemos (3.70) dentro de (3.72), en donde se rcabsorberd el factor de p?,

3 - 1 -
S(Y,®) = 5 /de{c’)m [Ymn,,,q + ———(D ) (MgmYnp + NgnYpm + nq,,Ymn)] 9, [ysm,p
1 1
—_—  (pyPSYyT4 ny 98 P4y SN _ nm nm mn| qr

1 N 1 1 R, m
+ _#2 [Ymnp,q + m("/qmynp + NgnYpm + quYmn)] [Ymnp,q + m(ﬂpmynq +PY T Py n)]

2

1 1
2(D-3)

”2(Ynm +Y™ 4 DY™) (Yo + Yam + DYmn)}

(D-3)-(D-2)
(D —-2)(D - 3)

. . R 1- R 2
— S(Y,®) = %/ dDz{BmYmnp)quYs"”’ + §Y’"“”“‘Y,,mq,p + Y"‘"Ym"} (8.73)

Se observa. que la traza del campo Yy,np g (Yinn) €s una variable irrelevante, ya que dicha traza sélo entra

en el término masivo, lo que permite eliminarla de manera trivial a través de su ecuacién de movimiento,

S(Y,®
mn
Con lo cual,
S 8(Y,®) = g / de{am?m,,,qasstw 7 %Ymmymnq,p} (3.75)

Fn este punto se propone la siguiente relacion de dualidad,

Ymnp,q = gMUPTL..TD-37 q (376)

ry-..Tp-3,

Debido a que el campo }A’mnp,q es sin traza, se tiene de (3.76) lo siguiente,

Ymnp,P =0 — Emnpr]"'TD_STrl...rD~3,p =0 — q-irl---TD—Zi’P] =0 (3,77)

Sustituyamos (3.76) dentro de (3.75),

— Sy, ®) = g/de{am(EmnpnmrD_aTn-urpﬂa,q)as(sanlx--JD_sTllmlea’p)

1
+ 5#2(5mnprl"'rD_3Tr1---rD_s,q)(EmnqSL--SD_aTslmsD_Svp)} (3.78)

Realizando los célculos se obtiene,

3 1 a a
S(Y,®) = 5 /dDJZ{ . D5 [F[bq1---qz>—3], F[bq1---QD~3],(L _ F[bﬂl-..qDAa],bF[ QI---qD—S]:a:I
- m [T[bl“.bD_SLaT[bl...bD‘a],a -(D- 3)T[ab1...bD—4]yaT[Cblme_4LC] } (3.79)
En donde,
FABQu-Qp-] o 8- -Ap 2] gAipAlAa-Ap-a] (3.80)
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es un tensor de rango (D — 1), el cual funge como el campo de fuerzas de Ty 5,...5,_,]- La expresién
(3.79) es la accién dual a Curtright masivo en D-dimensiones. Se ha establecido la siguiente rclacién de
dualidad,

Tonp <> Try. .rp_s.q (3.81)

3.2. New Massive Dual Gravity (NMDG)

3.2.1. Dualidad Métrica-Conexién de Spin

Partamos de la formulacién a primer orden de la accién de Einstein-Hilbert (EH)[11],

1
SE‘H = —2§ dDa:ee“’”eb’LRm,Lab(w) (3.82)
En donde,
Roneb = OmWnab — Onwimab + Wimna “Wnch — Wna Wrmeb
Los campos e®™(vielbein) ¥ wepe = —wq cp(conexién de spin) se tratan como campos independientes.

Luego se hace una linealizacién del vielbein e,* de la siguiente manera,
a __ a a
ey =0," +kh,

y la conexién de spin,

Wmab > KWmab

Y se expande a segundo orden en los campos para obtener,

Sen = -12- /dDz{ — 2h(wwg) + 2hP™ (0%wnpa + Onwp) ~ Wwa — wnmcwmm}

En donde,

a
we = w h=h,

Ahora le afiadimos el término masivo de Fierz-Pauli para la perturbacidn h, y s6lo nos quedaremos con

el lagrangeano,

Len = ~2h(wawa) + Zh'bn (aawnba + 8nwb) - w"wa - uInmcwmcn

- m?(W*"hy,, — h?)
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Es de notar que h,, es un tensor general de segundo orden. Para m? = 0, la accién Sgj es invariante
I 3 E

bajo las siguientes transformaciones de calibre,
5wuup = a[l.AlI[] 5’1‘“, = u{u + A;w

Donde €, y Ay, = —A,, son los pardmetros de las transformaciones de coordenadas general linealizada

y de las transformaciones de Lorentz, respectivamente.

3.2.1.1. Variaciones en w, ,,

Retomemos por un momento a Lgy,

Leg = —2h(w’w,) + 2hP™(0%npa + Onwp) — Wig — Wrmew ™™
— m2(h*hy, — h?)

0LpH
Wy va

=0=wyre = deptvr) — v plaw) _ prplov]
En donde k() ¥ A, son la parte simétrica y antisimétrica del tensor h,,, respectivamente. Si se
sustituye esta expresion dentro de Lgy,
Ley = 0%hdsh —20,h* 0.k — 0°h )3 k) + 20,h ) 8P h 05
m? (h(’w)h(‘w) — k%4 h['w]h[,,u])

0Lgy
‘Sh[u'/]

Sustituyendo y multiplicando por un factor de % se tiene,

=0= h[u,uJ =0

1 1 1 1
Len = 40%hOah — S0,h* dah Zaahwaah(w) + é-auh(aﬂaﬂh(aﬂ,

1 1
- Zm2 (h(P’ )h(uu) — h2) - LFP

3.2.1.2. Variaciones en h,,

Partamos nuevamente de,

LEH = —2h(w“wa) + 2hbn (auwnba + anwb) - wawa — wnm(‘wm.cn
— m2(h“”h,,u - h2)

1
(D-1)

1
=0=h,, = —— NupO%we — (0% pa + cr)uwﬂ)}
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Y su traza,
(D -2)
m?(D - 1)
2

Sustituyendo ambas expresiones dentro de Lgy y multiplicando por m=,

h = O%wa

1

Lon = [0°Wyundp0"" + 20w, uad¥ew” - =D

3"wa85w3]

2 ,
— mH Wy + Wy apw™?)
Esta dltima expresion se puede reescribir de la siguiente manera,

(D) v D
o = [ K"K = 3755

K2] _ m2(w(xwa + wu,apwa,pu)
En donde,

K, = 0%ppa + Ouwy / K= K,* =20%,
En este punto es conveniente reescribir la conexién de spin w, o en funcién de un tensor U de rango
(D - 1))

Wy,af = Eaﬁul.A.uD;gUulmuD_zwu

El tensor U es antisimétrico por construccién en sus primeros (D-2) indices.
Caso D=3

Si D = 3, entonces,

—_ @, —_ (s %4
Wpwp = Evpal ™y / Wp = EarpU™

Observemos que el tensor U,p es un tensor general de segundo orden. Sustituyamos ambas expresiones

dentro de L(D)

dual’

Lfifz)zl = (U% -UP) £57%¢,P%0,0,Unp — m*(e*PUaverupU™ = €1pal® e "0, )
[ —

Uts) et
— Lfﬂz = U(5V)557‘u8upaapa'yUau - mZ(U(aV)U(aU) ~U*+ 3U['W]Uhu])
SLP)
—dual — () Uy =0
Uy
Sustituyendo en Lfigi,,

LEllu?()zl = U(du)éévuavpaapav(]cm - TrL2(U(w/)U(m/) - U2)

Este resultado no cs més que el lagrangcano de Fierz-Pauli masivo. Se ha encontrado que el lagrangeano
dual es equivalente al lagrangeano usnal para un campo de spin-2 masivo.
CasoD =4

En este caso se tiene,
—g aBf —c B u
Wywp = Evp* UVap,pu Wy = €pp™ Uup,
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Sustituyamos ambas expresiones en ¢l término cinético de L2 dual>

Lfiﬁiz = (U —UMMe 55,6,°%%8,0Uns ¥ — m?[€ ppape® " UPHU 4 .,

pyml apB,
Eppape Uno,,U%]

Se plantea la siguiente descomposicién del campo U, s,

Upvo =Ty p + Ulpwp) = Tyvp = Upp,p — Ul / Tv,a) =0
En donde Ty, o = —T,p,qa; €l campo Uluva) €s totalmente antisimétrico en todos sus fndices.
L(D) — U76,u _ U{“/J,u] paBa U - M
dual T [ ]Eyéaueu p aB,
N ———
Tys.0
m?[ }Zgal (U [aB,p] + T8, “)(U[,ro 4+ Tro "/)

+

Sy (U7 4+ T57) (Upgyy + Tvre,u)]

= L3 = T 0608, ™ 0p0 Ung* = 2 | 2Typ g TP7 = 2T°T,) = Uy U

dual —

5L
5Uiml 7077 Vi 7 0

Sustituyendo esto tltimo en la descomposicién del campo Uy, p,
0
Tyvo = Uvp — Upgip) = | Tuvp = U p

Reemplazando este 1iltimo resultado y multiplicando por a Lfiu ‘)zl se obtiene,

n 1
Lt(iutz,l = ZTW&VEW&WEVpaﬁaﬂaoTuB,u -

%mQ [TopoT*70 — 2177,

Este 1ltimo resultado no es més que el lagrangeano de Curtright masivo en cuatro dimensiones. En este

momento se introduce el tensor de Einstein generalizado,
1 af . yée
ﬁﬂu,p(T) = §E‘w €p Baa.,T&,ﬁ

Con lo cual,

1 1
Lgf;l = 2Tuuyp®uv,p(T) - §m2 [Tup,aTVp’g - 2Tpr}

B, €s un tensor de simetria mixta que posee con las mismas propiedades algebraicas que el tensor
T, €s decir,

B =G,y / Buvp+Oupu+&Gpu, =0

Ademés satisface las identidades tipo Bianchi,
G, ,=0 / G,,,=0
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Otra propiedad de &, , es que define un operador diferencial autoadjunto que actiia sobre tensores del

mismo tipo que 7T}, o, por lo tanto, las ecuaciones de movimiento para T, , son,

sLt?)
deual =0 = Qs;w,p(T) =m?2 (T“U,p — 2T[p,7]1/}p)
pv,e

Un conjunto de ecuaciones equivalentes® es,
(@O -m*)T,., =0 T,=0 OMTya =0 (3.83)

La primera es la ecuacién dindmica, mientras que las condiciones de traza nula y de divergencia nula
(condiciones secundarias ) son las que aseguran que se propaguen sélo los 5 modos de polarizacién de una
particula masiva de spin-2 en cuatro dimensiones. Como consecuencia de la propiedad ciclica del campo

T,v o la condicién secundaria diferencial implica que,

o

Se pueden encontrar ecuaciones de campo de mayor orden (mds de dos derivadas) equivalentes a
las ccuaciones de segundo orden (3.83) mediante la resolucién de las condiciones diferenciales secundarias.

Se usa el lema de Poincaré,
B PH Vot = ( == Pty = gl Vaby QL (g=D—-1-p)
Aplicando este lema a las condiciones secundarias de T}, . se obtiene,
Tyva = SuualS) (3.84)

En donde Sy, es un tensor del mismo tipo algebraico que T}, . La ley de transformacién para el tensor
Suv,a €5,

0Suv,p = OpApy — O Aoy + 0uE0),

En donde Ay, = —Ay, ¥y Eu = Sy Si sustituimos (3.84) dentro de (3.83) se obtiene,
(O-m*)8,,a(S)=0 6,.(5)=0 (3.85)

El conjunto de ecuaciones (3.85) son equivalentes por construccién al conjunto (3.83). Este conjunto
de ecuaciones (3.85) pueden ser derivadas del siguiente lagrangeano llamado Nueva Gravedad Masiva

Dual[l]: Lnmap, €l cual es a cuarto orden en derivadas,

1 1
Lyymep = _Eguv,ﬂqsw’p(g) + %‘Q‘Su"’pcw,p (3.86)

5Estas ecuaciones fueron calculadas explicitamente en el capitulo 2 del presente trabajo
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En donde,
Q:I“’,l’ = D®ILV1P - al’a[I.L@V] + 7lp[u|:|6u] (387)

El tensor €, , posee las mismas propiedades algebraicas que &,, ,, con la excepcién de que la traza de
v, p €8 Cero,

€' =0

Por otra parte satisface las identidades tipo Bianchi. Ahora,

oL
—MED — 0 = m2B 0, 5(S) — v p(S) = 0 (3.88)
OSpv,p
Y si le toma. traza a (3.88) se tiene,
8,(5)=0

Y sustituyendo esto dltimo dentro de (3.87),

Cuv,p =G40,

Con lo cual de (3.88) se obtiene finalmente,
(0~ m?*)B,, o(S) =0 (3.89)

Por lo tanto las ecuaciones (3.88) son equivalentes a (3.85). En el préximo punto se obtendra la forma

exacta de la (3.86),

1 1
Lyype = -§Suu’p®uu.p(s) +Wsuu’p¢uu,p (3.90)

[ L —
Lm

Desarrollemos en primer lugar a %%,

1
B, = 55‘*9"“’5“%,,,@3"5%0
_ 1 Japra) v A,

~ 5 0an0r0" S
1 /) o o led (a3 ¢ @
=, [ ~ 262008 + 26500S% + 0, (9955 — 9*0%)SY + n (8965 — 0°52)S2 + 8,07 (625%%, — 655°%,;)
+ Oad°(8£84%, — 62859 5) + 20,0°S¥ — 20,095* 4 20,0° S, + 2000°52?, + 2000 5°%,

- 2DS°‘W’,,}
— 6%y = (6;08% - 6;115%) — 0a (0%, ~ B"6,f)SA - 3,,,6”(538""’”,, - (5ﬁS°‘”"’,,) —20,(9%8% — 8“57)
—  9,0°8%, —204(0%8§2%, — 8° 84, + 08,
Y ahora le tomamos traza mediante 7/ (G* = n* ,G**,), y recordando que estamos en D = 4 se obtiene,
B = —[8* + *OaS2 + 0,8,8%%°
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Sustituyamos estos resultados dentro de L,y,,

1 (X
bn = g See "
1 v, ya 3 e (67 (s Y O/ N Y (a3 {04 {e}3
= 5" vﬂ{m[(oﬂmsw ~ 83008%) — Oa(8%65 — 8°65)S™ — 0,0° (0359 5 — 655 5) — 20,(0°S¥ — 8¥S%)
1
— 8,078, — 20A(0°S29, — FPFA%, 1 DS‘“’”,L] + 5 (el = 9,00) [ — 0S¥ + 99582 + aAaf,S’f'Av“]
1
+ 50,0, — Ony) [- 087 + 070252 + 840,547 }
1 1 a,f v 1 1 L v v o1
L = = | 50057 P40 Ty — S(OT)OT,) = 5 (DuT*)OT,) + (840 Ty )AT)
1
+ SOT*P OTag, + %B,LT“”“D()"TQ,@,,, + 8.,T”“”’D(9ATA,,7,,} (3.91)

3.2.2. Lyypc a partir de la reducciéon dimensional

Recordemos en primer lugar que Para obtener esta equivalencia se comienza con la ec. (3.59),

3 3
S(YYa ¢) N /de I:ZYabc,debC’a | | Yabyab B §Yabc'daaTbc,d

4(D - 3)
3 1 3 3
s Y, YO 4 ZYlY,,  + S u VT, 3.92
sD-2 " T3 da + AT Hbed (3.92)

La primera linea de (3.92) es una formulacién a primer orden para el campo no masivo de Curtright,
la cual se reemplazard por la formulacién propuesta por Zinoviev[2] y estudiada en el capitulo 1 de este

trabajo®; con lo cual S(Y,®) queda de la siguiente manera,
1 1 1
S(Y,®) = / d4:1:[ = 7 (Rmnh™™ — h?) + 5sm""'h,,marT,,q," +yeedy,,, - FYaY" + uY"“*"Tbc,d} (3.93)

La expresién (3.93) es la accién a primer orden en cuatro dimensiones que se propone para obtener la
New Massive Dual Gravity[1] de cuarto orden en derivadas. La accién propuesta involucra tres campos
independientes: el campo de Curtright T,p, p, una conexién auxiliar h,,, y un campo aauxiliar Yp,, ;.
Tanto Tiyp,p cOMO Y,y , cumplen con la identidad ciclica. Calculemos las ecuaciones de movimiento de

los tres campos,

3S(Y, ®) —
§h'_'_‘nm = () == I hmn = €nrpqa T m] (394)

5S(Y,®
ai(vab,c l-0— Yab,e = ‘%"(Tab'c + Tacy - Tbc,a) + ‘u(”bcTa - nach) (3.95)

SRecordemos que dicha fue formulada en cuatro dimensiones, y que la New Massive Dual Gravity es también una teoria

cuadri-dimensional
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5S(Y, ®)

=0 == Yinnp = mEmnrg®w” Yon =
(STmn,p mn,p 2u&mnrq P / m

3 Emnrgdwrn | (3.96)

Notemos de (3.94) que 7 = 0 on-shell, pero se mantendra el término h? en la accién ya que seré esencial
para establecer la equivalencia dual off-shell entre los campos masivos de spin 2 y Curtright en cuatro
(4) dimensiones. Las ecuaciones de campo y (3.96) son de primer orden en derivadas, mientras que la
ec.(3.95) es puramente algebraica. Como es usual, si se sustituyen las ecuaciones (3.94) y (3.96), se obtiene
la accion a segundo orden para el campo masivo de Curtright (3.61). Pero alternativamente se tiene la
posibilidad de expresar el campo Y, , (mediante la ec. (3.96)) en términos de la segunda derivada del

campo de Curtright T, , usando la ec. (277),

1 1 171
y™mnp — 2_lzgmnrpaqwrp — ﬂéJn.nrpaq I:gpkisakns,r] — __l_l,_ [EEquTEPHSaqakT‘Is,r:I
6';:"17
| ymne = _%@mn,p (3.97)
Y su traza,
ym=—lgm (3.98)

En donde &™™? es el tensor de Einstein generalizado. Ahora reemplacemos (3.97),(3.98) y (?7) dentro

de (3.93),

S(Y,®) = /d4.’L' { — %(Enrpqaerq’m) (Emkltakﬂt,n) + %Emnm (ErkltakT“m)anqu,r + (‘Ilz@mnm) (%Gmp’n)

A o) o]

Recordemos que el tensor de Einstein ™™? cumple con las propiedades algebraicas que el campo de

Curtright T}y, p, lo cual se usard a continuacién,

~

E@l"n SHPLT

1 1 1
/d4 l: - 5 t 6'nrpqalcaerq’m) Tu,n + (‘2‘5pqnmerklt8nale ) qu r+ ﬂesmn,pﬁmn’p

‘—"6m6m - QSm”’me'n :l
22

1

1 . 1
S(Y,®) = / d‘*x[— 5T @ + ST Q—IPes""Wesm,,,p ~ 50n8" - %J

—|S(Y,®) = L [d*z| — T ,®™P + L (6M7P8,, , — 6,6™ 3.99)
P sP

Esta ltima expresién puede reescribirse como,

—|5(Y,8) =1 [d*z [ Trn p&™7 + L GTPE n,,} (3.100)
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En donde €,,, , es alguna especie de tensor generalizado de Shouten y tiene la siguiente forma,

1
Q:mn,p = Qsmn,p - 5 ("ﬂp@m - 7]mp®n)

(3.101)

Naétese el signo incorrecto del término de Curtright cinético en (3.100). De esta manera se ha implementado

una accién de primer orden que establece la equivalencia entre la teorfa de segundo orden masiva de

Curtright con la accién de cuarto orden en derivadas mostrada en la ec. (29) de [1]. Més atin, se puede

establecer la equivalencia dual entre el campo masivo de Curtright y el campo de spin 2 masivo desde

nuestra accién de primer orden (3.93). Para lograr esto ltimo se usardn las ecuaciones (3.96) dentro de

(3.93),

S(v,®) = / d*z [ - i(hmnh’""’ -+ (- ilpem"fqathp) (- iempstatmn)

1

— S

I

s - /m[

1

4

1

1 1 ;
/d42[ _ Z(hmnhnm . h2) + m&mnrqupstathpathsn —

82

1

[pst] [pst

En este punto introduzcamos la siguiente cantidad,

Cmn,p = amhnp - anhmp

1
—emmqsm,,s,aqh,nafhw]

(hrmh™ = B2) + — (103000, h, PO h  — s (— 1800, 1P
4p? 8u?

Con lo cual,
L sy hretht, = - 1Cyy PO = —— (20’””'”0 —4C™™,.C, ")
4/L2 [pst] Y @'T n 6 [pst] n = 16”2 mn,p nlmt,
s | — 1 6[""“1]8 h Paths — 1 (Cmn,pc —_20c™mn_(C t)
42 %[pst] V97T n 8u? mn,p nLmt,

Y ahora el otro término,

__6[7”'(1] ) hrnat hsP =

[pst]

—

{nrq] is,p _ [nrq Lp 1
324 SO0 = 327 25[mt] CronC™" =555
5700 Qahrndh? = g (O™ Cp y = 2077y )
8“ {pst] qg’érn “ mn,p mp,n

Sustituyendo se obtiene lo siguiente,

(3.102)

( C™ P Cp p—4C™PCp )

(3.103)

1
’pCmn,p _ _Sﬁcmn,l?cmp‘n:l

1 1 1
4, n 2 mn, mn,
Sv,®) = /dx[—z(hmnw m—h)—leC "Gy + 73O 0Oy + Jo3
—S5 = [d's| - LCmC _L_cmmac L o ? — L™ — B2
- mn,p 8#2 mp,n + 4M2 n“mp, — Z mn&W - )
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= |8(Y, @) = & [ d'z| (£ C™PCrmnp ~ 5C™PCrpin + 10T nCrip?) — 312 (hun™™ ~ 1)

(3.104)
Si se descompone el campo hy,, en sus partes simétricas y antisimétrica, es decir, Wmn = Bgmn) + Rjmn]
respectivamente, entonces la accién se expresa exclusivamente en términos de h(,,,) y toma la forma de
la accién de segundo orden de Fierz-Pauli masivo.
Se tiene por otro lado se tiene el caso en tres dimensiones. Se espera recobrar la accién de cuarto orden
llamada New Massive Gravity en tres dimensiones descrita cn [13]. Para lograr esto se considerard la

siguiente accién a primer orden,

1

1
S(Y,®) = /d3z: I: - §(wmnw"m —w?) + ™, One,” + §Y""‘Ynm — in" + pY™e, . (3.105)

Se han denotado los campos auxiliares como wy,, ¥ Ymn, los cuales son tensores de segundo rango general.

Obtengamos las tres ecuaciones de campo posibles a partir de (3.105),

6S(Y,®
o5(Y, @) =0 = Wnm = EmrpOrPn — Sime ™ Orepr = Wamle] | / |w = —3e™Pk8,ey (3.106)
dwmn
55(Y7 (I)) . nm __ mn mn —
_gm__ozﬂy = —p(e™ =nmme)|  /  [Y =2ue] (3.107)
Y,
(Y, ®) 0= |Y"m = 1crsmg |l /Y = Lm0, (3.108)
Semn # °

Si se reemplaza (3.106) y (3.107) dentro de (3.105),

1 1 . 1
S(Y,®) /d3ac [ — §WmnW"m + 5&02 + ™ PWynnOrep," + 5/12 (€™ epn + €2)

1
. ”262 _ 5I_LZ(e'nmemn _ 62):|

It

N

1 1 1 1
/d3 [ Won (ew,,a el — 37 mE a,e,,k) + §w2 + €M P W Orep™ — 5;;,2(6""'8,",, - 82)j|

1 1 1 1
= /ds.r [ — §Wmn6mrpare”n + ZW&””“B,epk +§w2 + Wine™ POre,™ — -éu ( e i — 62)]

—2w
(3.109)
Recordando que W = w se tiene lo siguiente,
S(Y @ /d3.'L' [—e ep‘ﬂna Wmn / /_ _ll' mn "~ 62):!
— | 8(Y,®) = fdﬂz{%ep"ewma,wm,.[e] ~ L (e""‘e,,m - 62):| (3.110)
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Ahora se realizard la descomposicién del campo e,,, cn sus partes simétricas y antisimétricas, respecti-
vamente,

€mn = Amn + Emnp V" / e=nh (3.111)

Veamos cémo luce W,,,, con esta descomposicién,

ki 1 kit
Winn = 5nkl8 €m — Erlmne Orey

i

1
Enklak(hlm + glmqlfq) - E”mnekltak(hlt + Eltqvq)

/ )

— l?/mn = Enklakhlm + O0nVn

Sustituyamos (3.111) y (3.112) dentro de (3.110),

. 1 1
— S(Y,®) = /d"w I:Eepna’”mar(ank,akhlm + 0mVan) — 5/12 {(h’""’ + "V (hmn + EmnpV?) — hzﬂ
1 1
= /dazc [Ehpn Emmfnklarakhlm _§N2 [hmnhmn - hz] - I_ﬁ{/qV‘i:I
N, e
=6lin.
En donde 61;“,; es el tensor de Einstein linealizado,
Qi;,iz' = 6prmenkl<?r8khlm (3.113)

Ademids se observa que la componente antisimétrica V¢ aparece desacoplada en el término masivo, por

lo que puede eliminarse trivialmente a través de su ecuacién de movimiento,

8S(Y, ®)
Con lo cual va quedando,
3 1 mn 1 273 mn 2
SY,®)= | d°z §hm"6 —5H (K™ A, — B®) (3.115)

La expresién (3.115) no es més que la accidn de spin 2 masivo, en donde €l primer término es la accién
de Einstein-Hilbert (EH) linealizado en tres dimensiones expresado s6lo en términos de la parte simétrica
hpmn de emq. Similarmente a como se hizo para en la formulacién del campo de Curtright, se puede

expresar Y, en término de segundas derivadas de h,, sustituyendo dentro de (3.106) dentro de (3.108),

ym™n = —Lgmn[p] / Y = -16[h (3.116)

T 3

Ahora sustituyamos (3.106) y (3.116) dentro de (3.105),

S(Y,®)

1

1 1 1 ’ .
/ &z [ = Shmn®"n = 5 6 R? + ﬁ(agag — 8907)0, 01 hyq (6% 8L — 5155)3?3%03}

1 1 1
Bz — Zhypp®™n — R? + — (OhpOR™ + D8 hypd h* + 00k 8°h® + 8 0%y 050, kY
2 162 2u2
1
252

1 1 1
— 3 - m, _ 2 mn _ T~ p2
= /d x[ 5hmn®™n o2l T (RmnR s )}
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Para obtener finalmente,

S(Y,8) = L [d% [ — B &+ (Rman" - 332)} (3.117)

Es decir, se ha implementado una formulacién a primer orden para la New Massive Gravity de cuarto

orden en tres dimensiones plantcada en[13]. La generalizacion a D-dimensiones es la siguiente,

1 1
Sy,e) = /dD‘T l: B Z(hmnhnm - hz) + EgmnSI-“SDizhmranTsl--~SD—2J + YT DSy mp_anp

1 m

o7 Ymmos T HY ““"‘“"”Tml...mo_z,p} (3.118)
En donde T, ..mp_s,n €8 €l campo masivo dual al campo masivo Ay, [11]. Y™t™P-2™P e5 un campo
auxiliar (Y™1-mp-3 = Y™-mp-3" ) Tanto T, mp_p.n COMO Y™1-MD-2™P gatigfacen la propiedad

ciclica. Obtengamos las siguientes ecuaciones de campo:

dS(Y,®
62 i ) =0 = lilmn — fnp”"'rD—zaan..Arofz,m—l (3119)
nm
sS(Y, ® 1
S_T—Fn%n;:)z_,r = 0= 5P 200y T, g + Y2 0y g = 0
— |ymemp_zr ﬁgmnmlmﬂmfzanhmr (3.120)

Sustituyendo (3.119) dentro de (3.120),

y™.-mpoz,r ;_uamnmlu.mpf'zan[Erpn...TpfzapTrl.“TD_z’m]
11l nmmy..mp-2Tpri...Tp
= _._[55 o MD-2gTPTL- _zanaan...erz,m]
i’
Y™mi--mp-oz,r — _ﬁ@mlmmDﬂaT (3'121)

En donde $™1--™b-27 g5 ¢l tensor de Einstein generalizado,

1

Qsml...mD-z,T = §£nmm1...mp_2€’r'prl...TD,ZanapTTl-”TD_Z,m (3'122)

Si se sustituye (3.119) y (3.120) dentro de (3.118) se obtiene,

" 1 1

S(Y7 Q)) = / de [ETml. Mmp g,nﬁml' D -2,n + F@mlmmD'a’nSml__ mp._2,n (3123)

En donde Sp,,..mp_2,n € el tensor de Schouten generalizado,

1 P

Smi.mp.an = Om,. mp_am — (F_—?)nn[mp_zejml...mp_3}p, (3-124)

La expresion (3.118) es la accién de cuarto orden obtenido en [17] y [15]. Por otro lado, a partir de la

ecuacidn (3.118) se puede mostrar la equivalencia dual,
hmn <> Tm,..mp_an (3.125)

la cual fue establecida en [11] para el gravitdn linealizado masivo en dimensiones arbitrarias.
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Capitulo 4
Accion del campo C),,,3 no masiva

4.1. Dualizacién del campo h,, dentro del calibre cono-luz

4.1.1. Primer caso: Un campo vectorial 4,

Un campo vectorial en las coordenadas del light-cone luce de la siguiente manera,

Ay — 1
A,=¢ A — 1
Ai —> D-2

Ahora se dualizard al campo vectorial,
Az dp-s — girdz--Jp-ai 4.
Tomemos varios valores para la dimensién, y veamos algunas dualidades,
D=4= A, «— A,

(4.1)

(4.2)

(4.3)

(4.4)

(4.5)

Esto expresa que en tres dimensiones un campo vectorial es dual a un campo escalar; que en cuatro

dimensiones un campo vectorial es autodual, es decir, su dual es otro campo vectorial; y finalmente que

en cinco dimensiones un campo vectorial es dual a un campo antisimétrico.
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4.1.2. Segundo caso: El campo h,,

En D dimensiones, un gravitén (spin-2) se describe por un tensor de rango 2, simétrico, transverso
y sin traza,

hyw =hyy 0"*hy, =0 ht, =0 (4.6)
En el sistema coordenado del light-cone, el campo h,, se expresa de la siguiente manera,
h_ h++ h+~ h+z h_; hz] (47)

En donde,
i,j=1.D-2

En este momento se fija el light-cone gauge,

(= +,—1) (4.8)

Luego de fijar este calibre se tiene,
h++ h’+l hij (49)

En el light-cone gauge, un gravitén es descrito por un tensor simétrico y sin traza simplemente,

[y = By hi =0) (4.10)

4.1.2.1. Dualizando en uno de los indices de A

Antes de realizar la dualizacién en uno de los indices de h;j;, recordemos que estamos trabajando
en coordenadas del light-cone, y que por lo tanto, las condiciones que debe satisfacer un gravitén (spin-2)

estin dadas en (4.10). La dualizacién en uno de los indices de h;; resulta en,
Diysy.. ik = Eilzz....injhi n=D-3 (4.11)
Por construccién el tensor D, i,k s anti-simétrico en sus n-primeros fndices,
~— Diyig..cink = Dpiyag.anjk (4.12)

Por otro lado se tiene que si contraemos el dltimo de los n-indices del tensor D;,;, ;. x con el Gltimo de
los indices se tiene,

— J
Dijiy.inrkk = €iig..in. 1k M3

— Dzlzz....znilkk =0 (413)
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Lo otro que se hard serd tomar la parte totalmente anti-simétrica de D; 4, . ik,

dyin...ink iria...dnk i kpj _ k
g2t ik = £ Eiliz....injhj = n!éjhk =n! h{
p

0
— Dpyyiy i) =0 (4.14)
En resumen se tiene que el campo tensorial D; ;, ., k satisface lo siguiente,
|DL112 ik T D[z]w,w z”}k-l (415)
!D[nzz St klk = 0" (416)
(4.17)
Tomemos dos valores particulares para la dimension,
D=4— Dy = E,;jh';c (418)
D =5 — Dyji = e55hf (4.19)
Se ha establecido entonces la siguiente dualidad,
|D =5=>h,; < Dy (4.20)

Las propiedades que satisface D;;; son,

Dok = Dy (4.21)
Dppyy = 0 (4.22)
Dipiyr = 0 (4.23)

D,, .p_sx DEBE SURGIR DE UN CAMPO DE CALIBRE COVARIANTE EN D-DIMENSIONES
QUE SE DENOTARA POR D, ,, ., CON SIMETRIA DE CALIBRE QUE PERMITA
REMOVER LOS GRADOS ESPURIOS NO FISICOS

En D = 5, este campo covariante serfa D, y tendria las siguientes propiedades,

LD[;U/Q] =0 D;wa = ‘D[IIV]QJ (424)

Existe un campo conocido que cumple con (4.24), y ese es el campo de Curtright no masivo T, y que
en cinco dimensiones propaga el mismo nimero de grados de libertad que el campo de Fierz-Pauli h,, .

Esto indica que el campo de Fierz-Pauli A, es dual al campo de Curtright T}, , en D = 5[7][8].
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4.1.2.2. Dualizando los dos indices de h;;

Al dualizar en ambos indices se obtiene el siguiente objeto,

— . . ) ki —
Cirio...cinjrjoejn = E€irig...ink€j1ga...gnl Pl n=D-3 (4.25)

El tensor Cj4,.. i, j1js...5, €5 anti-simétrico en sus n-primercs indices i, al igual que en sus n-primeros

n

indices j, es decir que, por construccién se tiene,

— Cirige.ingijoedn = Clivig...in]l1j2-..n] (4.26)

Ahora intercambiamos la posicién de los indices j por la posicién de los indices i en la expresién original

para el campo Ciliz_“.ln‘jljg.“.]na

— . . X kl _ . . . . . kKl . . . L X kl
Cj1j2m-jni1i2<-~~in = E]l]?”njnkszl12~~-znlh’ = €igip...inl€h1ja... Jnkh = Eulz--4-7-nk5]u2-‘.‘],.lh B

~

Ciyig...cinj1dz..-an

} Cilizl-lllnjwz dn T Cjzjz». Jni182..in (4-27)

Lo que se hard ahora es multiplicar la expresién original por el tensor de levi-chivita g% -*J1

ivednjrey R TUO A . Kkl
€ N Ciria. inidadn = € Einigt 1 inkEjiTa... guill

—_ J1 _ okl __
= nl6'€jig,. g = nleg. jh™ =0

— C[zlzg...‘inh]]z.“.jn =0 (428)

Para demostrar la siguiente propiedad del campo Cjs,....4,57;....5n» S¢ debe primero despejar el campo

h’ijv

i1....2n S 21....%2n 8
el n 6]1 1 n

Jnt — J1-dnty okl
nclllzv---ln.]ljz-u-Jn = € & n571lz-~-‘ln1€511J2~--Jnlh’

= (n!6g)(n!6h)R* = (n!)?hst

1 i
1 _ cetn S v Jnt
S A%t = gl taSgldn Cilzz.u.injljz.‘..jn (429)

(n1)?

Si tomamos la traza a h® se obtiene,

) 1 o
o _ il Jlednt ), o = J1J2----Jn ) - )
JU = (n!)2€ € Ciris...injija-dn (n!) 61'1112....1?,. Cirig...injra...in
0
— Cliyig. s in =0 (4.30)
En resumen, el campo Cj 4, .. 4, j,js....5, cumple con las siguientes propiedades,
Lsz tngigzdn = Cougzgninia . an qmz wAnllngze gl (4.31)
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Lc[lﬂvz~~~ln_71112«-- In :HI (4'32)

Ezlzg,, fnt122....0n — Ol (433)

Tomemos dos valores para la dimensién: D =4 y D = 5,
D =4 — Cy; = et (4.34)

D= 5— Cijk:l = EZJmEklrhmr (435)

Observamos de (4.34) que en cuatro dimensiones el campo C;;! es dual al campo de Fierz-Pauli A;;, hecho
p J J
que ya fue mencionado con anterioridad. Por otro lado, la ec. (4.35) expresa un hecho més interesante,

la cual establece que existe la siguiente relacién de dualidad en cinco dimensiones,

D=5 = hiy < Cunt| (4.36)

En donde el campo Cy;i satisface las siguientes propiedades,

chjk-l = Chiey = Clyjag ] (4.37)
C{l]k}l:U (438)
Cyiy =0 (4.39)

C, i» DEBE SURGIR DE UN CAMPO DE CALIBRE COVARIANTE EN D-DIMENSIONES

1oe-tn i)

QUE SE DENOTARA POR C,, ..., ., CON SIMETRIA DE CALIBRE QUE PERMITA
REMOVER LOS GRADOS ESPURIOS NO FISICOS

Este campo covariante, en D = 5 serfa C),,qg v tedrfa las siguientes propiedades algebraicas,

[ Cluvalp =0 Cuvap = Cluvjlap) = Camﬂ (4.40)

Esta dualidad ha sido determinada on-shell. Es de recalcar que las propiedades descritas para el campo

Cuvap son las mismas que las propiedades algabraicas del tensor de Riemann.

1Que posee las mismas propiedades algebraicas que el campo de Fierz-Pauli,

Cij =Cji Cii=0
las cuales son suficientes en el light-cone gauge(véase la ec.(4.10)) y que surgen directamente de las ecuaciones (4.31) y

(4.33) respectivamente
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4.2. Formulacién a segundo orden para el campo C),,,s propues-

ta por Zinoviev

Partamos de la ec. (34) de [2],

1 1 1 3 3
L= ET”ua’B’YT[_ﬂl(l,ﬂ’Y + ET;woz,B"ITIWB’O(’7 + QT”Va,ﬁ’YT-'/Lﬂ"/,ua _ §T'“"O’Tu,,,,, . 3T;w,anm)y + ET‘LT/L
(4.41)
Donde Tj,va),(8,) €s un campo de fuerzas de la siguiente forma,
Tiuval 187 = OuRua) 6] (4.42)
Pero en este caso se hara la siguiente descomposicién,
Riyw) lag) = Cluvl e T Riuvas) (4.43)
En donde,
Cluva)s =0 (1¢"*  identidad de Bianchi) (4.44)

Y Rjuvap) €8 un objeto totalmente antisimétrico en todos sus indices. Veamos si el nlimero de componentes

algebraicamente independientes es consistente con la ecuacién (4.43),

Ry fos) = Clpv) faup) + Riywap)
N e’ N’ N e’
BDW-DWID42) 4 p(D-1)(D?-D42)~ s DD=WP=2ND-3) s DD=1}B=2)(D-3)
D es la dimensién en la que se esté trabajando. Claramente de la expresién anterior se observa quc
al sumar las componentes del miembro derecho resulta exactamente en las componentes del miembro
izquierdo. Y para continuar, despleguemos la ecuacién (4.42) para obtener una expresién més explicita,

en donde debemos emplear a (4.43),

Tjpval (7] = OuRva,py + Oy Rap,py + OaRyuv,gy

= Doy [pv) = O (Cua,ﬁ'r + R[uaﬁ“r]) + 0, (Can,ﬂv + R[auﬁﬂ) + 0a (Ciw,ﬁv + R[nvﬁv]) (4.45)

Ahora veamos las formas contraidas de (4.45),

Il

Tiuval [64] 1T} jual [54)

_8ﬂ("/aﬂcvaﬁﬂ) + 8,Cuy + aﬁclwﬁ’r + aﬁRUWﬂ‘r]

Donde C,, = n*#Cuppy,

| Tyuvy = 0,Cpy — 8,C0y + PCi gy + aﬁR[uuﬂﬂ (4.46)
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Y por iltimo tenemos que,

— Y
Ty =0Ty

T, =20"Cpiy — 0,C| (4.47)

Ahora sustituyamos (4.45), (4.46) y (4.47) en (4.41),

L = l ':8;‘ (Cm,ﬁv + R{uaﬁv]) +9, (Cﬂtu,ﬁ'v + R[ﬂuﬁv]) + 0a (Ciw,ﬁv + R[ul’ﬁﬂ] [aﬂ (Cm’ﬁ’y + R[Mﬂﬂ)

6
+ o (Cau,ﬁ”r + fg[auﬁﬂ) + o (Cuv,ﬁv + R[WBW]):, + % [3# (CVa,ﬁ"r + fg[vaﬁ'r]) + 8 (Cau,ﬁv + j{[amﬁvl)
3/~ (CMU.BW + R[w/ﬁ’ﬂ)jl !'é)u (Cuﬁ,a’y + E[,,ﬂa,y]) +0, (C,Bu,a‘y + }A{[ﬁ#aﬂ) -+ Bﬂ (Cp,,?u.y + RUW(W])jI
+ % [3# (Cua,ﬁv + fg[vaﬂv]) + o (Cau,ﬁv + R[“‘ﬂﬂ’ﬂ) +8° (C;w,ﬂ'r + R[uuﬂ'rl)} [3“ (Cﬂ%m + R ﬁwa])

o N 3 N
+ O (C‘rwa + R[wwa]) + 9y (Cﬂﬁyva + R[uﬂua])] D) [3!/0#7 —O*CYT + 650‘“"/37 + 3ﬁR[Wﬁﬂ] [&/CM

~ 8,00y +0"Cliy iy + 0" Ry

-3 [a"aW — QHCYY + §gCHPY + a,,z%hwﬂﬂJ [avc,w ~ 0,Cp + 0"Chay r

- 3
+ a"R[,W]} +5 [26‘*0,w - aﬂc} [26,;0"5 - aﬂc}
Y luego de un largo cémputo deriva en lo siguiente,

L = 8,C0ap,0"C"™P7 + 8,Cy0 py@"C*P™ — 48" Coy 5 8,CH>PT — 405C57 15" C ypy

+ 1204C,08,07® — 607C,,0*C + ga“caﬂc +128,C,0dC0%H — 63,C,ad"C¥™  (4.48)

La ec. (4.48) expresa una formulacién a segundo orden para el campo Cj,4p derivada a partir de una
formulacidn de este estilo propuesta por Zioviev[2] luego de una descomposicién del campo R,,,qp original

en otros campos (véase la ec. (4.43)).

4.3. Formulacién a primer orden del campo C|, .5 Propuesta

por Zinoviev

Partamos de la ecuacién (35) del paper [2], pero con el signo contrario al que aparece en aquel

articulo; esta es una formulacién a primer orden para el campo C,) [ag]>

3 3
L= Enﬂ"’aﬁmaﬁ,m = 6y o + SO, - QWAOPYT o — 6QRYOT,, , — 30T,  (4.49)
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Donde T,,,4,8y s el campo de fuerzas definido por,
Tiuval,[87] = 91uClral sy (4.50)
El campo C},,op comparte las propiedades algebraicas del tensor de Riemann,
C;waﬁ = Cagur = ~Cupap = ~Cuvpa = Crypa (4.51)

Cupap =0 (4.52)

Coloquemas las formas explicitas de (4.50),

[T[uwx]‘[ﬁ'y] = uCrapy + 0 Capsy + 0aCuvpy | (4.53)
|Ttuum = 0,Cpy = 0uCuy + 0Chivay | (4.54)
| T, = 20"Chu - 8,C| (4.55)
En donde,
Cnuaﬁ = Cvﬁ
c=0Cr
Ty = Tjp,”

Sustituyendo (4.53),(4.54) y (4.55) dentro de (4.49) se tiene,

3 3 Y N
L = §Qﬂ"'°ﬁmaﬁ,w = BRI, o + SO, — QY Cpy pr — M BIIC 0 — P10, Cop

— GV Cop + 62D, Clp — 6P Cyp, — 6B Cy + 3048,C

(4.56)

A continucién hagamos variaciones de L respecto de C.,op Para encontrar sus ecuaciones de movimiento,

oL
0Cupuv

=0 (4.57)

86 I:Q;w,aaﬂ + (nﬁuﬂu,a() + npaﬂuﬂa _ npﬁQu,ae _ nvagu,ﬁ@) + (n“gﬂ"‘aﬂ _ nv()Qu,aﬁ)

+ %(npﬁnﬁu _ nuen/‘}u)Qa _ %(nuﬂnua _ nuﬂnuu) Q/ﬂ _ %(npanﬂu . nuanﬁu)ﬂa] =0 (458)
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La ecuacién (4.58) son las ecuaciones de movimicnto del campo Cluep. Llamemos a toda la expresién

entre paréntesis cuadrados como X#¥:098

X/_w,ﬂaﬁ = Q;w,aaﬂ + (TJﬁuQu,a() + nu(xQu,ﬁO _ Tluﬂnu,a() _ Uuaﬂu,ﬁe) + (nuaﬂu,aﬁ _

+ %(nuanﬁu _ nuﬂnﬁp) 0o _;_(nu(inua _ nu()nua)gﬂ _ %(n”an[w _ nvanﬂp)ﬂﬂ

Lo que conlleva al planteamiento de la siguiente ecuacién,

La solucién que se propone es la siguiente,
A~ pv
X/.W,anﬁ — t,:.«'xz/i?ﬁ‘ra'(r)_r}z‘77

. . . . A va
Donde necesariamente se le ha impuesto simmetria al campo R, ,

R‘“ua — R#’[ua] _ _—R‘“au

Reescribamos la ecuacioén (4.61),

xuvbaf _ gaBorao [%(aréa“‘” _ adRT"“’)]

~

v~

=Reqe

Es decir se ha hecho la redefinicion,
1. - N
Ruuaﬂ = E[auRv,aﬁ - &'Ru,aﬂ]

Con lo cual la ecuacién (4.61) queda de la siguiente manera,

X;w,@aﬂ = EaﬁOTaRTa‘W

nuanp,aﬁ)

(4.59)

(4.60)

(4.61)

(4.62)

(4.63)

(4.64)

Ahora calculemos las trazas de X#*9%8. En este punto es importante sefialar que las cuentas se harén

haciendo D = 5.

1
XwaB = _qmal E(TI‘m”ﬁ — nllﬂﬂﬂ) - EaﬁﬂmRmua

Y tomando traza nuevamente,

(08 = e prg]

Si se sustituye (4.66) en (4.65) se obtiene,

Qmas — _ [ny.pgaﬂ0‘ra' + %(nﬂa(;g _ 77#562)54509‘“7] R‘rapo
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Si sustituimos (4.66) y (4.67) dentro de (4.59) se obtiene,
qu,aﬂe — EaﬁOTaRTa;w + [(nypnﬁy _ nup"ﬂp)eaﬂcpro’ 4 (np,anup . nuanup)sﬂﬂq:n-a + (nuenup _ nuﬂnup)eaﬁgpra] R_’_apw
+ yuv,al39¢5¢pmempw (4.68)

En donde,

LY/, [ L4 v i1 8 v v v 4 v Y
ymabl, = %[(77‘ O = 0npe) 8y — (100" — 0P8 + (P e — iy ”)02’,]

Y sus dos trazas son,

1 Yo" uo® = £(10608 — 11audy)

[ g =5

Y“""’ﬁ% cumple con la simetria,

Y;u/,aﬂf)dj — )/[II»"]v["J‘ﬁ‘g]a5

El indice ¢ no posee ninguna simetria. La cuenta que resta sacar es,

A o]
P e
3 3
L= Eguu,aﬁvﬂaﬁ#” _GQu,an”’Mu{ +§Q#Qu (4.69)
D ¥ ana—
B

Empecemos con ¢l término més sencillo,

Término C

3 3
EQHQB = §(756ﬁ<pTUR'raﬁ<p)(_SBZW;AUR“U)}R)
— 13090 = 3697 cpyn Rrop , RPYET | (4.70)
Vamos con el término B,
Término B
o 1 1 .
—69”',/0[91/,;“1 = —6 I:EampTaEapdzEﬁRTa#gaREﬂu - §€an¢2ﬂaavaaR7awa2nn¢ - 550”¢2ﬂ60prURTUprEWM¢

"M
+ EQp‘pT”‘Eand)EnR/rapr 7fK¢]

— _GQ[L,UOIQVY”G — _6£amp‘rasuu¢)}ﬂRTUu(PR)}/rV¢ (471)

Y por iltimo vamos con el término A,
Término A

3 3

§Quu’aﬁ69aﬁ,uua — 5 {EaﬂGTaRrauu + (nppnﬂu _ nuﬂnﬁu)fuowTaR‘rop(p + (nuanup _ nuanup)eﬂ&praRTopw

+ ("7“677”[) - nyonup)gmﬂwToRfﬂﬂw + Y”V’aﬂa‘ﬁsdjp(pﬂ,RT"p“’} * {E’“’(m""RE”aﬁ
Sk YK
+ (nanrluﬂ - nfimnua)gu()q&lﬂR + (naun{in - nliunan)euﬂ(prR

+ (naanﬁn - nﬂanan)suuqSEszﬂmﬁ + Yaﬁ,puevs’mcﬁxﬂRZﬂMb} (4'72)
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Luego de un largo cédlculo se llega a estos resultados intermedios,

3 0 3
SV g = 5 { "7 gpusin Reo™ R ap + 46" €gup5m Rrgnp RZ™°
'] » »
+ 2Ypu,aﬂ0 EuueLﬂed’pcp‘roR)}ﬂuﬁR‘r”pw + SanwTafwné)jﬂR) WNQSRTU“@(UHUY(![?,;LVO“’)
?4; A2
+ eJW’”eW,EW(Y“"v“ﬁf’SYaﬁ,u,,ov)meREW} (4.73)
A3

Se han tomado los términos que poseen una ¢ dos Y “s; empecemos por calcular Al,

Término Al

1
2YM,,,Q59¢E"U027(6¢,,¢T0REWO'BRTU‘W = 2{ 3 [(77;,;6771111 - ﬂu@ﬂua)‘sg - ("7;;0"];311 - Wuenﬂu)(si

+ (nﬁ"nllﬁ - nuﬁnua)ég] } X €HUGEW6¢p¢TaR2”aﬂRT0’pip

| 2Y1.080 P g R P RTPE = 29995 Resna g 7779 | (4.74)

Término A2

0 )
85‘1 <P’rcr“f')'m1327rB)r "nd’RTauLp(nﬁUYaﬂ,p.uG’y) = 85&0WTU€7K¢EWREWE¢RTJM¢(—nﬁuyuﬁ‘vu()’y)

) >
= —SEQ w‘roe(ﬁnp)]ﬂR "K‘)Rrau@(ynu,yuﬂ’y)

3 .
—8{ 5 (n,,odfj - 770,“53)}ga(ﬂp-roedmpxﬂsznpR‘mﬂcp

| 86%0T € g R0 Ry g o (1P Yap ") = 1264907 € g pin RZ™ R (4.75)

Término A3

b é 3
56Pp7”57n¢2n(Y“V’aﬁedyaﬁ,uvﬂw)RTa/upR e = € pw7057n¢2r(66g)Rrapr o

32 >
- [Eap(PTog'yn¢Z7r(YMV,uﬁaéyaﬂ,uuav)R/rapr e = 657p(pTUE'yn¢E7rRTapy:R e

(4.76)

Sustituyendo los resultados obtenidos dentro de {4.73), se obtendré el resultado final para el Término
A,

3 3
EQuu’aﬂeQaﬁ,yVG = 5 {‘SgaﬁTaaauvszﬂruuRzﬂaﬁ + 4€oa‘pT050u¢E7rRraatpRE1m¢ + 28¢aﬁ2ﬂ-5¢p4p‘raREﬂaﬁR70mp

— 126y s RO P R + 65W~"”ew¢z,,R,WRZW}

N %Q#u,aﬂﬂnc‘ﬁ#w) - %EeaﬂTJEO‘LUEﬂRTGlWR)Jw o (4.77)

Ahora, si sustituimos los resultados (4.70),(4.71) y (4.77) dentro de (4.69) se obtiene lo siguiente,

3 S b 3
L= e egunn Ry R ap =66 T apprin Reg” R0 + ST eommys Reg pp RO (4.78)

N ~ V)

N —

H ! J
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Término H

Término I

_GsauwrasmwzﬂRTUprZnU¢' — 66[11({:1-0] anwaEﬂy¢ _ 66[u¢ra]lRTawa27ru¢ —

{1pXn]
Término J
3 ~ 3 ~ 3 s
iEeﬁwraEBEﬂuuRTaﬁwRuVL” = -55[[)@ﬁ;;',]1R'roﬁ¢R“uLﬂ = _'2_5{3:;ZIJRTGBWRMVE7X —
3 o=
%EBBWTUEGERuuRTaﬁnguVX‘” - _ %5{5;;;5]] RraﬁvﬂRuuZﬂ

Sustituyamos (4.79),(4.80) y (4.81) dentro de L y tratemos de sumar los tres términos,

L

3 8
5En9oz;3‘raEglw)}"_}z_’_(ruulz)jrraﬁ N %5[[;/;;% RlewRZﬂ'&ﬁ

(upEm] [pZm

_6€au&pra6u“¢EﬂRTau¢R21V¢ - 65[ué'ra] RTUM"REFVQS

3 afro v T veoTo T 3 TTO ny
5O Rea B o + 600t oo R™" g — 50050 RO R 5

9 (uvEm {wpZw [Bouv]

[Bouv]

3 T TT 3 3 TT
_56{2 UlRTaﬁwRﬂy)}r + 65[2 U]Rra/j‘pRuUE}w - —5[2 U]R‘roﬁwRquw

[Bonv] 2 [Beur]

S e,

[apTo) pr pAY
35[;LUA¢] RT‘T R P

3{ - 52 [5«:(53(5;; — 6%6%) — 61(6267 — SA8Y) + 62(85.67, ~ (51;5;;)]
8¢ [53(5355 — 5387) — 67(5%65 — 83.65) + 65 (538, — 555;;)]

5 [53(525;; — 836%) ~ 5£(5%67 — 63.65) + 53 (5%6% ~ 5;5;)]

I

12| Rugro R*™ = ARopr PR, + Rag™ R o] —

L= 12[Ratp'roRmpTa _ 4R(!lpT‘pRaUTO‘ + RawalpR’raTU]

85 1020867, — Gp8%) — 62 (0405 — 0a03) + &, (0R 05 — 625;;)] }RTU“"RM’W

(4.79)

(4.80)

(4.81)

(4.82)

La expresion (4.82) es estructuralmente igual a la ecuacién (9) de (3], salvo un factor de -% y de que en

nuestro caso R,,qp estd definido en funcién de un campo RM,[UQ] que cumple simplemente con (4.62) y

que no satisface una propiedad ciélica tal y como lo hace el campo de Curtright[3]. Para indagar un poco

mads sobre esta similitud realicemos la siguiente redefinicién,

En donde,

Riogv = Plag),v + Clapy)

‘I)[,,ﬁ),,] =0
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Y Clapy) €8 un objeto totalmente antisimétrico en todos sus indices. Ahora sustituyamos (4.83) dentro

de (4.63) y se obtiene,

= 1

R/w,aﬁ = 5 [(auq)a[i‘u - aud)aﬁ,u) + (auc[aﬂu] - auc[aﬁu})] (485)
Tomemos una primera traza a (4.85),

Ryu = [Qﬂ)a — 0Py, — aﬂc[aﬂ,,]} (4.86)

D | =

Y una segunda traza,

R=0°%, (4.87)

Resaltemos que ®,,," = &,. Ahora (4.82) luce de la siguiente manera,

L = 12[Ragro R%™ — 4R, R4 + RR| (4.88)

Introduzcamos (4.85),(4.86) y (4.87) dentro de (4.88),

L

It

1
12{ 1 [(000p = 8,805, + (0,Clam) — D, Clap)][(09°7 — 9*07Put) 4. (1o — grclos)|

(040 = 9Bagu = 9 Clapyy| [040% — 0,000 — o, Clom] 4 aacwawu}

i

1 ,
12{ 1 [za,,%ﬁ,,a%“ﬁv” — 20" 0,0, 8% H+40,Clag, 0" O — 40,011 B 5, + 20,005, 0" CLOPH]

0
204 Clagyy @ C1P| — [0,800"0% =0, 000,077 - 8, BaBr T 0005 04D + 0P B u0, DX

) . 0
E PR 0O G BITTOIC L 0.5 4+ 98Ca,0,C1 | 4 wa“%}

Demostremos que el término rojo es cero,

Término +40,Ca3,) QY HBp

H0,Clapy@B°PF = ~2OClap 8P4 4 8000 4 820 ] = =20 Clagyy 84 + Clagy®7* + Clasy @]

0

4 (a3 o 143
30 Clagii®™* + Ciaua @ + Cluiag 7

i

4
_gmc[aﬁu] [@aﬂqu + b + @ua,ﬂ]

~

@[“;'H-IEO
= 0
1 o Fas,v 1 v afB.p v 1 v ylaBul 1 s v ~[aBu]
— L = 12 56“‘1’,15,,,8 Gy — —2“6 <I)aﬁ,,,6,‘<1> ! '()F,,( A 7 +§8,,C{aﬁ“]8 C et 56 C[agu]a C
Bu®ad" O™ + 28, 8,0,0 V" — 08B, 0, BN 20) b, L0 (T - 9BC600,C1M 1 9,894,
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Los términos resaltados son cruzados, es decir, tienen acoplados a los campos ®,, o ¥ Clapy), Sumemos
ambos usando oportunamente a (4.84),

Términos 207, ;0 Clor o Clegrd,
—26ﬂ¢ag,,‘370["‘7"] - 6”0[“3”}(9”@“5,,, = —23B‘T>aﬁ,ua70["w] — 8“0[(’”"]8"(*(1%,,@ — B,05)
= —20%8,4 ,0,ClM 4 5,CleBH Y B, +9,C1PH D, 4
= —929° 6 avhl 99, Ol o
= 0 (4.89)

Entonces L queda finalmente de la siguiente manera,

1 1
L = 12| 50,8apu0 @0 — 20" Bap, 0, 0°PH — 0Pap 0,04 + 0,8°01D,, — 0, 8,04D° + 20,840, 0° ™

v

v~

—L¢

450,010 O — 298Gl 0, 010w (4.90)

v

v

LoampoAntisimetrico
Donde L, es el lagrangeano de Curtright (ec.(6) de [3]) ¥ Lcampoantisimetrico €S €l lagrangeano de un
campo antisimétrico. La expresién (4.90) demuestra que el campo C),,op5 se descompone en la suma del
campo de Curtright ®,, » y de un campo antisimétrico Cj,,q €n D = 5, por supuesto, salvo por un

factor constante.

4.4. El campo de fuerzas Gy npjjors) Propuestos por Hull

De la ecuacién (3.15) de [4] se tiene que el campo de fuerzas Gipnpjors) en funcién de dobles

derivadas del campo Cynpg se define como,

Gunprs = OumO0yCnprs +On00Crrrs + 0p0gCrnrs + OMOrCnpsg + OMOsCnror

+ ONOrCpmsqg +OnOsCpuqgr + 0pOrCrMnsg + 0r0sCungr (4.91)
Calculemos la primera contraccién posible,

Gunp®™ = Gy F

Gunor = OMOoCNR — ONOgCMr + 0P 0gCuNRP — OMORCNG + OOPCNpor + ONORCMq

+ E)N(’)pCpMQR + 8P830MNPQ + 8P8PCMNQR (4.92)
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Luego hacemos la préxima contraccion,
N _

GMQ = BMBQC - 28N(9QCMN - ZBM(?NCNQ + 2(9N6NCMQ + QGPBNCMPNQ (4.93)

Hagamos por dltimo,

GMM =G

G =39nONC — 60N Cyn (4.94)

4.5. Formulacion de las ecuaciones de movimiento para el campo
Cuvep en funcién del campo de fuerzas Gy npjgrs) Propuesto

por Hull

Partamos de la ec.(4.48) obtenido en este trabajo,

L = 8,Cap,0"C*B7 4 8,C 0 gy 0 CYP — 48" Cyy 5,8,CP*BY — 495CP101"C,,, .,

+ 120"Cpad,C"® — 637C,, 0"C + gaucaﬂc +128,C,a0pC M — 60,C,a0"C"™  (4.95)

Hagamos variaciones respecto de C,, oz,

oL
6Covap
= [ ~20§9°Cuvap ~2000°Cpuavs +80°0,Covap +88°0"Coavp —240°9,Coanys +6078° Cronuanup
R - — 5 ¥
+  6020,C1p —300° Criyamup + 12048,Cpup + 120°0,Copaptvs + 12698"0,,,,7;,,5] (sCHvB) =0
T3 ¥ T R 0

Con lo cual,
- 28060Cuua[3 - Zaﬁaacp.auﬂ + 8668ucﬂua,6 + 8aaauceauﬂ - 24808p00a77uﬁ -+ 68769C1677ua77u/5 + 63(13;4077115

—  38p3°Cnpanup + 12000, Cpup + 120°0,Casapnuvs + 12060°Craniug = 0 (4.96)

Vayamos desarrollando cada término por separado, en algunos casos atendiendo a las propicdades simétri-
cas del campo Cluap ¥ en otros multiplicando el término por sC* 8,
Término A

Lo primero que se hace cs antisimetrizar el término A en sus indices (uv) y (a8),
1
_2808e0uau5 = 58939 (Cuﬁua + Cuauﬁ - Cum/ﬁ - Cuﬂua)
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Luego usando la propiedad del campo Cpuas = Cagu se obtiene,
~20p0°Cpiovp = ~090°Chonp + 890°Cupa
En este punto se usa la propiedad ciclica del campo Cpuag,
Cuvap) =0 = —Crovp = —Cpvag — Cupra

Con lo se tiene,

— | =2069° Cpaws = —90” Cpvas | (4.97)

Término B

8070,Co,ap(6CHB) = 38°9,Coy0p(5CH°P) + 38°8,Coyap(5CHP) + 2099,Cpyas(6CH5)

- SagauCOVaﬁ(Jcﬂyaﬁ) = [— 3806;101/0(1/1 + 3308110;16&{? + 2808{30/,“/(10 (60#1/“6) (498)

Término C

80 9" Cyawp(6CH**P) = 3099 Cpay p(8CHF) + 390" Cyn s (8CH7*F) + 40901 Ch s (8CHYP)

Usando la propiedad ciclica,
C[ﬁua}o =0— Cﬁuae = _Cuaﬁﬂ - CQ/SVG
Con lo cual,

80°9" Coop(6CH*F) = 38%°9*(—Craps — Capre)(§CH**P) + %0 (~Chapgs — Capue)(3C*P)
4+ 48°9"Cpoup(6CH2P)
= 30%0"C oy 56(0CH 8 4+ 3090 C5000(8CH P+ 01 C oy o (8CHY ) + BOOPCyaa (6CH2P)
+ 409" Cpavp(6CH8)
= 40°0"Clpe(0CH ) — 38°05C 159 (8CH*P) + 40°0* Cpnyy5(6CH* 25
+  8905C a0 (6CH P
= —40°0,Chap, (0C*P*) — 3090, C. 56(6C*F) + 46°0F Cpny 5 (6CH**P)
+  8%05C,000(6CHP)

= ﬂﬁ&mﬁfé’(ﬂ“/’*) - 3698a0uu/59(50'“’“5)w

4+ 89950 an(6CHV8)

(4078, Co0p(5C***) = (30700 C o + 8 9Couaa)(5C***) | (4.99)
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Término D

Antisimetrizando el término D en los indices (uv) y (a3) se obtiene,

[ ~240°8,Cpanup = —60°9,Coplua + 60°0,Copitua — 60°0,Coatlus + 600, Coatlus |

Término E

Antisimetrizando el término E en los indices (uv) y (o) se obtiene,

- 667800-197];10/’71/[? = 38‘7600’7977110711/[3 - 33766076’7#[”}1/?’

Término F

Antisimetrizando el término F en los fndices (uv) y (o) se obtiene,

~|6020,C1up = 3[950,Cjc ~ 950,C e + aBuCrs — aaaucnuﬁ]

Término G

Si se antisimetriza ¢l término G en sus indices (uv) y (af) se obtiene,

- —330505'%(1%5 = _%80800'(77#11"71//? m 7711!3"11/(1)

Término H

Antisimetrizando el término H en los indices (uv) y (aB) se obtiene,

~|12008,Cpp = 3(020,Cup = 950, Ciac = DauCus + 039uCra )

Término I

(4.100)

(4.101)

(4.102)

(4.103)

(4.104)

Hagamos el proceso de antisimetrizacién en el término I en los indices (pv) y (af8) obteniendose,

—1128°0Crparumus = 3(303Q0aenu7)uﬁ — 8 Cphoaunva — 0 Capunpus + 3‘9390,aenuflpa)

Término J

Si se antisimetriza el término J en los indices (uv) y (af) se obtiene,

—(12058°Cramys = 3(69000,,%& — 390°Cugnye + 090°Cratis — agaecyanuﬁ)
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Sustituyendo el grupo de expresiones (4.97)-(4.106) en (4.96),

{ _330660;“/&6 - 3806ucu6aﬂ + 3aeaycp(iuﬂ+2808!3Cuuu() - 3aeaa0uuﬂ9+aoaﬁcuuu(1 + 36(181/6’;15 - 36{18;10113
+ 3038,Cy0 — 36;36,,0“0}

3
68°9, Cop + 2(9 ,0sC + 38080060011 + 3050 Cuﬁ] Mpa

[-

[ 60 8#093 + gaﬁauc + 38°0% Cpo, + 300 Cﬂﬂ] Mva
[~ 60°9,Coa + g
[-

68°8,Coa + ga 8,C + 30°0*Capay + 3050 cm] s

+ 3[50670(,7 - 5aga"c] Nl — 3[6"670(,7 - Ea(,a"c} NufTva

BaBuC + 30°0% Copos + 3000°Cpa s

Con los cual las ecuaciones de movimiento quedan de la siguiente manera,

— { —369390‘“,a,g — 3396ucu6aﬂ + 3303,,0#90,5 -+ 33635(7“,,&9 - 330800,,“,;30 + 3603,,0“5 - 360,8“C,,,5

=+ 385('9“C,,a - 36ﬁaycua}

+ 28,95C + 30°0° Cioas + 3069 Ci)

6879, Cop +=
hw—l 2

~60°9,Cp +2 aﬁa,lc +38°90%Coq, + 3050 C,Lﬁ] Moo
%,_/

K

[

+ { —68%9 09a+‘;’a 8,C + 39°0Cogqy, + 3090° ,m] U
<

—60°0, Cpa +2 008, C + 30°0%Crapary + 3050°C, ]w
W—.—_f 2

+ 3[’7;"1711/[? - Uuﬂnva] [8067007 - ‘;'80600] =0

Ahora simetrizamos los términos a,b,c y d en sus indices no mudos,

Término a

—68,;8,,6};5 = —6[%(608,,0.9/5 + 696509,,)] - [ -—6663,,09@ = —3(993,,093 — 369(9[309,,

(4.107)

Término b

—6890,Cop = —6[%(3"8“00ﬁ + 8°95Cy,,)] —>| ~60%0,,Cop = —3890,Cyp — 30°05Cs, l (4.108)

Término ¢

—6899,Co = —6[-;-(aﬂaucaa + 8%05Cy)] = | ~60°0,Co0 = —30°0,Co0 — 30°00Coy|  (4.109)
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Término d

—6850,Cp0 = ~6[%(a”aycg{, + 8°0,Cy,)] = Ba"a,,cea = —30%9,Cp0 — 3090009,] (4.110)

Sustituyendo estos cuatro resultados se obtiene ( y dividiendo toda la ecuacién por 3),

{ —890°Cvas — 8°0,Cuoas + 0°0,Cusas + 0°05C a0 — 8°00Clupss + 0aduChup — BaBuCus

+ 99,Cra — aﬂayc,m}
[ — 898,,Ceﬁ - 608309,, + %auaﬁc + 6980036911 + aﬂagcuﬂ] Mo
1
[a"a,tc,m +8°93Cou — 5059,C — 00" Cpoons agaﬂouﬂ] Tva
1
+ [ = 0°8,Cra — 882Cop + 5000, + 80" Casry + aga"c,m] s
1
[aﬂauog,, +0°04C0, — 50aD,C ~ "0 Cagar ~ aga”cw,] Tt

+ ["ua’luﬁ - "7u677ua] [8087007 — %aoaoc] =0 (4.111)

En este momento tomaremos en cuenta (4.91),(4.92),(4.93) y (4.94); pero adicional a esto hay que escribir

las distintas posibilidades de (4.93),

W"aGumﬂ =G,
= Gyp = —2[ —8°0,Cpp ~ 8°05Cy, + -;-aua,,c + 8°0"Cgoqn + aoaf’cyﬁ] (4.112)
N Guvap = —0"*Guupa = —Gugp
5 Gpp = 2~ 8°9,Cop — 0500, + %a,taﬂc + 99 Coay + 800 Ci (4.113)
1"°Gvas = Gpa
5 Cpo = ~2[ ~ 0°8,Cp0 — 0uCop + %aﬂaac +8°6°Coasap + 900°Cpa] (4.114)
1PG uvap = ~1"°Cuvpa = ~Gua
= Gua = 2[ ~ 8°8,Cpa — 8°0,Cp, + %6,,80,0 + 898%Cpq, + aga”c,,a] (4.115)

La expresién (4.111) es la ecuacién de movimiento para el campo C,uqg, la cual se puede reescribir de
manera general de la siguiente manera teniendo en cuenta por supuesto a (4.91) y al grupo de resultados

(4.112)-(4.115),

G,uuaﬁ + alnpaGuﬁ + 0277;1,3011& + a37luaGuﬁ + aU}uﬂG;wz + as [7)pa7]uﬂ - nﬂﬁnua] G=0 (4-116)
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Para obtener los valores de las constantes a1,a2,a3,a4 y as, se compara esta dltima ecuacién con (4.111),

forzando a que sean iguales, arrojando los siguientes valores,

w1 1 1 1 WL
177 “2=3 “=3 “="3 %
Con lo cual la expresién (4.116) toma la forma,
Gpuaﬂ - %UMQGVB + %nuﬁGua + %nuaGuﬂ - %nuﬁcua -+ %[nuanuﬁ - nuﬂnua] G=0 (4'117)

La expresién (4.117) son las ecuaciones de movimiento para ¢l campo Cpuap en funcién del campo de

fuerzas Gi,,q)(8y0) (Sus constracciones) planteado por Hull en [4].

4.6. Ecuaciones de Movimiento del campo C},,s no masiva

Partamos de la ec. (4.48),

L = 8,Cuap@"CY* 4+ 8,Cla pyd*C"P — 457 Cyg yOuCP*PY — 485CP143"Cpy

+  120%C)ys,C"® — 607C,,0"C + gaucaﬂc + 120,C,aBpCO*H — 68,C,ad"C*™

Si hacemos variaciones de L respecto a el campo Cl,qp5 S€ obtiene?,

oL =0—
6Cuvap
1 1 1 1 1
Guvap — EWQGUE + inuﬂGm + §7lmGuﬂ - §7lvﬂGua + 5 ["lua"luﬁ - 'luﬂ")ua] G=0 (4.118)

Y ahora definiremos a todo el miembro izquierdo mediate una cantidad E,,, 4,

1 1 1 1 1
— E;waﬂ = G;u/aﬁ - inuaauﬁ + EnuﬁGua + 5771/(1(;;1[3 - EnuﬂGun + 5 [Upanuﬂ - 77;557700] G

Con lo cual la ecuacién de movimiento quedaria resumida de la siguiente forma,
Epas=0 (4.119)

Tomemos todas las trazas posibles a E,,qp y sus divergencias,
Primera Traza

1P Epvap = Eya — Eua =0

1 1 1 1 1
— Gpa = 57aG + 5Gpa+ 5Gpa — 5DCua+ [Dn,m _ n,m]c =0

?La ecuaciones se colocardn en funcién del campo de fuerzas Guqp8y Propuesto por Hull[4]
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1 1
— 3D = )Gpa = —(D — 10C

Debido a que D # 4, entonces se puede hacer lo siguiente,

1 1
— 5 (Do = — £ (D—AJaC

Gua = 3MuaG Vilido sélo para D # 4 (4.120)

Segunda Traza
E.=F—FE=0

—+G—%DG+%G+%—%DG+%[D2—D]G=0——> é (D*-m+12)G =0
(D-3)(D-4)
— (D-3)(D-4)G =0
Y debido a que D # 3 y D # 4 entonces,
G=0 Vilido s6lo para D # 3y D # 4 (4.121)

Ahora remplacemos (4.121) dentro de (4.120) para obtener

Gua=0 (4.122)
Y luego (4.121) y (4.122) dentro de (4.118),

Gvap =0 (4.123)

Primera Divergencia
" o 1 1 1 " 1 " 1 ‘
0" Buvas = #Guvas — 50aGup + 508Gua + 51hadGus = 5180 Gua + 5 [daTlvs — Ogiva] G
Escribamos explicitamente lo que vale cada término,
B”G“,,aﬁ = *8,,8,36“0,“. + 6,,806“0,4; + D(?,g(],,a - IZIBQC,,(, + 396“850”,,“9 - 668#8(10“,,/39

1 1
~39Cus = [00aCus + 50a0,05C + 020’9 Coys — 80,0 Cyo — aaa,ga”cuo]
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1 1
505Gua = - [maﬂcm + 50a0,05C + 039" 9 Ctye ~ 990,0°Caro - 9300°Cus]
1 1 )
§7luaauGuﬂ = ~Ta ['Q‘Daﬂc — Bﬂa 0 CFG]
1 10 1 i 0
550" Cua = g [Emaac — 0400 C,uo]

1 1 1
= [ac,,n,ﬁ - aﬂn,a] G = 0a8° 9 1yCor — 500a08C — 90" 1uaCoy + 500pmaC

Sustituyendo se obtiene,

120

Segunda Divergencia
B 0°E yyas = OH0°G uap — DG,,[; + aﬁaacm + aya”G,m - lnyﬂa OOG e + = [DM aﬁav]c
Veamos cada término por separado,
%G yyap = ~0,0%050"Cle + 10,0 C 5 + 1050%Cq — [PC, 5 + 004 Cphrep
—%Dcuﬂ = [DQCVﬁ + %Dauaﬂc +08°97Crpys — 08,0°Cpo — Da,ga"c,,a]
%aﬁaacm L —%Da,aﬁc + 830,00 Cop
%aﬁaﬂcm = —%mauagc + 8,050 Cing
S5O0 Ga = T 00 o + 5T 5C

% [Ons — 250.) G = 009 sCiry %D%,uﬂc ~ 0,050°9"Ca + 5 00,05C

Sustituyendo estos valores se obtiene,

BHE s = 0 (4.125)

Parte Totalmente Antisimétrica

0
1 1
6‘“’"“3“"”'”["4G’,Wag _ EMUﬂ + Eeﬁuaém....s ’47)ﬂGuu
0
0
1 Q.0 1 Q... 1 Q.0
+§€/w_aﬁ 1 UrﬂGuﬁ - 55“50‘5 1eeee nﬂc‘m+ éguuaﬂ 1--- QD4

5 5"”"3“‘""Q°“Eumﬁ = EuuaﬂQ;.A..QDM‘GHUQﬁ

Q1...0p—
N &‘#Vaﬂ 1 D 4Epuaﬂ

aaTvE — n@n&} G

N E#UQﬁQl““QD_‘lEuuaﬂ = euuaﬂﬂl - Op - ne uaﬁ+5uuaﬁﬂ1 -Op— 43081/ pﬁa{j _Euuaﬂﬂl - 2p- 4806 Cueaﬁ
+€/wa[:?01....ﬂp 4698ﬁcpwa6 _ Euuaﬂﬂ,, Op . 4866 C;wﬁo +6;wa/301 _43 a Cuﬂ ~Eyu__ﬂﬂl a ) Cu[i
0

+Eﬁvagﬂl4.4.ﬂn ﬁa’ucua _ Eﬂkﬂéﬂl L p= 8{361/0;1.:1
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6yuaﬂ01...,ﬂp_4Epuaﬂ

_Dsyuaﬂnl,...np_‘lcﬂuaﬁ + Euuaﬁﬂl....ﬂp_4698ycueaﬁ _ 8p,uaﬂ914...ﬂn_4396‘10u00ﬂ
4 Euvaﬁ(h4...SlD_4a(iaﬁCp‘V“6 _ Euuaﬁ!ll....!1D74aﬁaacvl“lﬁ9

N Euuaﬁﬂl....ﬂp_4Euyaﬁ = —DEﬂuaﬂﬂl”"QD"‘C‘Luaﬁ + Euuaﬂﬂ;....ﬂu_48085 (Cuﬂva + Cuua@)

Nt e

—Cuaty

+ e Op-agly (Cuopg + Cuves)
—
—Cauvp

En donde se ha usado la propiedad ciclica del campo Cpuqp (vea ec.(4.52)),

Q....0p— _ ... Sp_ Q... Qp_4a0 Q... 0p_4 50
—p ghvefih.. O ‘Euvap = —Oekvefih- o Cuvas — gtvaB. p-a gy 95C 000 — ghvaBil. Op-ag 0aCopuvs
Ep,uaﬂﬂl....QDA4 E;u/aﬂ —

= _Dguuaﬁﬂl.mﬂp,‘;cyyaﬁ _ Eul/aﬂﬂl....ﬂp,‘;aGaﬂ (Cu.aﬂl/ + Cpoua)
—————

~Crrao

Epvaﬂﬂl....QD_4Eu”aB = *DE“VQBQI""QD74CuVaﬁ + Epuaﬂﬂl....ﬂp_4at96ﬂcu”ao

1
— Euvaﬁnl“"nD_‘tEﬂyaﬁ = _gmguuaﬁﬂl....ﬂnﬂl(cuyaﬂ + Cuuaﬁ +Cp.uoz,8)

1 127487
+ gEl va BQI““QD_"BBB,S(C;WQG + Cl“mg + Cﬂuag)

I

1
. é_puaﬂﬂl....ﬂp,‘;E‘waﬂ _ ED(EII'VQBQI""QD_4C;LVQ;9 + Eﬂyaﬁnl""QD74C;Lvaﬁ + 5“”0501"“913*40“1/04,5)

1
+ 5896’3 (EuuaBQIMIQD~4C;wa0 + E"'mBQI““QD“‘Cuuae + Euvaﬁﬂlu..ﬂp_élcuuae)

— EII'VOIISQL---QD—‘lE 0

1
o = — §D6yuaﬂ91....ﬂn—4 (C;.waﬁ + C#QW
%ﬁ]zo
1

0
+ el 049004 (Cvag + Cuova +Comain)
%ﬂ]zo

eHraftSpa B o= () l

(4.126)

La expresién (4.126) indica que dentro de las ecuaciones de movimiento del campo Cyag 1o existe una

parte que sea totalmente antisimétrica.
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Capitulo 5
Accion del campo C),,,5 masiva

5.1. Ecuaciones de Movimiento del campo C,,,s masiva

Partamos de la ec. (4.48), a la cual le anadiremos un término masiva que posee la forma de Gauss-
Bonet,
L = 8,C0ap,0*C"*PY 18,0 0 g0 CYP*7 — 487 C g 10, CP¥PY — 405CPV L0 C oy

+ 120%Cued,C"* — 607C),0"C + gapoaﬂc +120,C, 0 8pCP%H — 68,C, o *C*™

B %7,12 I:C/waﬂc“uuﬁ - Cuacﬂa + Cz] (5-1)

Si hacemos variaciones de L respecto a el campo Cp,q3 se obtiene,

L =0 —
0Cpvas

1
Epvap — m? [C;waﬂ - ("VBC;M + MaCup — MaCup — 7/uﬁcva) + ) ("hmt’h/ﬁ - 71#;971110)0} =0 (5.2

Acé sigue teniendo vigencia la definicién de la cantidad E,,qg, hecha especificamente en (?7). Luego de
esta aclaratoria se procederd a definir a todo el miembro izquierdo mediate una cantidad que denomina-

remos Fuag,

X 1
— Euvaﬁ = E;wuﬂ -m? [Cuuaﬁ - (Th/ﬂC,m + nuacuﬂ - "uucuﬁ - nuﬂCya) + 5 (ﬂuur]uﬁ - ”uﬁnl/a) Cl=0
Con lo cual la ecuacién de movimiento quedaria resumida de la siguiente forma,
Epvap=0 (5.3)
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Tomemos todas las trazas posibles a E,,4g ¥y sus divergencias,

Primera Traza

vB E v v 1 1
n 6Elﬂ’aﬁ =7 ﬁE‘u,uaﬁ — 'n’L2 I:'q ‘BC‘“,aﬁ — DCMQ - 'I’)“ac + CMQ + Cﬂa + iDT]HaC — ET]MQC:] =0
|G = 310G = m* B2 (200 - T,mc) Vélido para D # 4 (5.4)

Segunda Traza
T]“QE”QEEA'—)EZO

——>—%(D—4)G+%(D—4)Dc—m2[C—DC—Dc+C+C+%D%‘-%Dc] =0

G =3m? gg:i C Vialido sélopara D # 3D #4y D # 2 (5.5)

Primera Divergencia

. 1
OMEuvap = 0" Eppep —m* {8“0,“,05—n,,g&”CW—BQC’,,5+nua6"Cug+8ﬁCm+517,,560,0— %nmaﬁC’:l =0
[

=0

1 1
— m? [6”0‘“,05 - 7],,@(9“0‘“, — 0oCup + n,,a(?"Cu,g + aﬂCya + Enuﬁaac - 57]“,6[;6'} =0
#0

a“'c;waﬂ - T)uﬂa“C;m - aacuﬂ + nuaa'ucuﬁ + (%C’m 43 %n,,,saaC - %nmc’)ﬂc = 0] Valido para m 7& 0
(5.6)

Segunda Divergencia

040 Epyyap = 0O Epyap —m? [a#aacmﬂ—n,,,aﬂaac,m~Dcuﬂ+ayaﬂcuﬁ+aﬁaacm+faqyﬂC—la,aﬁc] =0
N e’ 2 2

=0

1
— —m? [a#c'aac,mi ~ 1p9"9*Cpa ~ U0+ 8,0"Ciu + 950 Cya + 50m5C — %ayaﬂc} =0
#0
80°Cpayap — Mp0”*Cpq — OC, 5 + 8,0"Cls + 830°Cly + 300m,5C — 38,85C =ﬂ Vilido para m # 0
(5.7)

Parte Totalmente Antisimétrica

E;waﬂﬂl....QD_4 E;,waﬂ

I

N

Sumﬂnlm'QD-‘lEﬂ”aq —mehvefite o [Cﬂmﬁ ~ (M8Cua + MuaCvs — MaCup — 1upCua)

—

=0
1
+ 5 (Thwﬂlvﬂ - nuﬁ"]ua)c =0—

0 0

N €uua501....ﬂp_4Euual3 = 7m2 I:Euuaﬁﬂl....ﬂp‘;cuuaﬂ . (Eugaéﬂl....ﬂ 7’£Cucx + Egugﬁﬂl....ﬂ nggCVﬂ

0 0 0 0
1
_ghvaf....Q nﬂcﬂﬁ _ ghvaBih.Q nﬂcm + 5(%_ praB;...Q ﬂ@ﬂm)c} =0
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N E;wozﬂﬂl....ﬂn_,aEMuaB = _7n2 Epuaﬁ!’)l.mﬂp_‘lcuuaﬂ

=~

=0

Eﬂudﬁ(ll....flp_4Euuaﬁ -0 (5.8)

La expresién (5.8) indica que dentro de las ecuaciones de movimiento del campo Cqp masivo no existe
una parte que sea totalmente antisimétrica.

Ahora bien, si sustituimos (5.5) en (5.4) se obtiene,

Crio = (825 [2(D = 3)Chta + uaC) (5.9)

Luego sustituimos (5.9) y (5.5) dentro de (5.3) para obtener,

G;:,uaﬁ = (]Sn—_24) [ - 7’;LaCuﬂ + n,‘ﬂcua + nyanﬂ - "luﬁcua] (510)

En este punto volveremos a escribir la ec.(5.7),
00 Cpvap ~ 50005C ~OCyp+ 0,0"Cps + 950" o + 50M5C — upd3°Cpir = 0
En este punto recordaremos y escribiremos la ec.(4.112) de la siguiente forma,
%Guﬂ = 8°8,Cop + 8°95Ciy — %auaﬂc —8°8°Cpo0 ~ OCup (5.11)
Con lo cual,

1 1
auaacuuaﬁ - 581/850 - Dcuﬁ + auaﬂcuﬁ + aﬁaacmx +'2'D77VBC - nuﬂaﬂaacpa =0

3G

1 1
——3 -2-G,,/9 + §D77,,50 - n,,,ga“a"‘Cm =0

1 1
- - -_ = M o =
— 5Gup — s [ 50C + 049 C,m] 0

s

'

G

oY

1 1
— EGuﬂ —gsG =0 (5.12)

Acd se ha usado (4.94); ahora le tomaremos traza,

7P x [-;'G,,g - %nuﬂG’ = 0]

—>(D-3)G=0
N
D#3

— (5.13)
Si sustituimos (5.13) dentro de (5.5),
C=0 (5.14)



Y ahora en (5.12),

m (5.15)

Ahora reemplacemos (5.13),(5.14) y (5.15) dentro de (5.4),

[ a0

Si utilizamos (5.14) y (5.16) dentro de (5.6) y (5.7) obtenemos respectivamente,
o1
29

Y finalmente si sustituimos el grupo de ecuacioes (5.13)-(5.17) dentro de (5.3) se obtiene,

(D + TIL2)C#,,(.3 =0 (5.19)




Conclusiones

Se ha implementado una accién maestra de primer orden que ha establecido la equivalencia (off-
shell) entre la teorfa masiva de segundo orden de Curtright y la accién a cuarto orden denominada New
Massive Dual Gravity(NMDG) planteada en [1] en cuatro dimensiones. Se comenzé con la introduccién de
una formulacién a primer orden para un campo ®,,y, , no masivo de simetria mixta ®pp, , = —Prm p (eC.
(1.56)), vélida para dimensién arbitraria. Se le aplicé la técnica de la reduccién dimensional, manteniendo
los primeros modos masivos, para dotar de masa al campo de Curtright, obteniendo una formulacién a
primer orden. Luego se propuso una accién de primer orden para la accién de cuarto orden NMDGJ[13],
la cual cual fue sustentada en tres variables independientes: dos de las cuales fungieron como campos
auxiliares, Yomnp g ¥ Amn, ademas del campo de Curtright Ty p. Tanto Yinng g ¥ Tmn,p satisfacen iden-
tidades ciclicas. Para la parte cinética sc empleé una formulacién a primer orden para T},, , propuesta
por Zinoviev[2]:

§= / d“az{—i(hmnh"m — h2) + e™Ph,, B, T, "}

Resultando en la siguiente accién maestra de primer orden:

1
S = / d“z[ - Z(h,,mh"m ~h%)+ %sm”"’hmnB,qu,“ + Y,y — %YGY“ + pYdTy

Y maés anin, se logré establecer la equivalencia dual entre el campo de Curtright masivo y el campo
de spin 2 masivo en cuatro dimensiones (ec.(3.104)), a partir de la accién maestra de primer orden
propuesta en este trabajo. Se tiene también el caso en tres dimensiones, en donde se ha implementado
una accién maestra a primer orden para la accién a cuarto orden denominada New Massive Gravity

(NMG) en tres dimensiones presentada en [13]. La accién es la siguiente:

1 1 1
S(Y,‘b) = /d3:L‘ |: - §(w7nnwnm - w2) + Em"pwnn'anepr + 'Z'Ymnynm - ZY2 + puY ™ emn

Acd, wmn,Ymn ¥ €mn son tensores generales de segundo orden, en donde los dos primeros son
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campos auxliares. Por otro lado, se han establecido las acciones duales para el campo de Curtright, sin

masa y con masa, en cualquier dimension,

Tonp ¢ Tmyopap (1 =0) Tonp < Tmy..omp_sp (1 #0)

En [17] se demostrd como un tipo de teorfas masivas de alto orden en derivadas pueden ser obtenidas
mediante la reduccién dimensional de acciones no masivas ordinarias, logrando una generalizacién a D-
dimensiones. Por otra parte, en [15] se propuso una teoria que posee términos de cuarto y segundo
orden en derivadas, la cual fue formulada en funcién de un campo de simetria mixta Q, 0 = —, 00
Y Q0 = 0, v lograron reproducir la NMD en tres dimensiones y la NMDG en cuatro dimensiones
mediante un *mapeo’ del campo £, 1 a través de .., = €4, hay y Quup = €47 T}ys),, respectivamente.

En dicho trabajo también se realizé una generalizacién a D-dimensiones.

Uno de los aspectos tratados en [12] fue la dualidad electromagnética, en donde en D-dimensiones
un campo de calibre 1-forma abeliana A,, puede ser dualizado a una n-forma Am... 4 (1=D-3) dentro del
calibre de cono-luz. Este tratamiento puede ser extendido a la gravedad, en donde se toma la linealizacién
de la métrica D-dimensional g,, = 7y, + h,,, arrojando las ecuaciones de Einstein linealizada en la
fluctuacién hy, alrededor de la métrica 7,,. Estas dualidades son facilmente entendidas en el calibre de
cono-luz. Dentro de este calibre, un gravitén linealizado hy,, es simétrico y sin traza (hy; = hj y hi* = 0).
Si se dualiza en uno de sus indices se obtiene, haciendo D = 5, Dy, = eiﬂhl k; v si se dualiza en ambos
indices se obtiene Cyjr; = €ijmerinh™". En ambos casos, los campos duales deben surgir de campos de
calibres en D-dimensiones, Dyyq y Cuvap respectivamente, con simetria de calibre que permitan remover
los grados espurios no fisicos. La dualidad h;; «— Cjju en cinco dimensiones se ha determinado on-shell

y a nivel de ecuaciones de movimiento[9].

El otro resultado importante dentro de este trabajo es que se demostré que el Cyuaps N0 masivo
propaga mas de cinco grados de libertad en cinco dimensiones. Se partié de una formulacién a primer
orden para el campo Cprag [2], se calcularon sus ecuaciones de movimiento, y se planteé como solucién
a un campo de fuerzas Ruvap = 2(0,Ruas — 3Ry ap), en donde, R, o5 = —R,, ga, que luego de ser

sustituido resulté en la siguiente accion,

S = 12/(15.’17 [Ra(pTURCHPTU _ 4Ra:p‘r‘pRaaTa + RmpawRTg'ra]

En este punto se realizé la siguiente descomposiciéon del campo Ru,ua = B4 4 + Cluva), €n donde
Puop = ~Pavp ¥ Payu =0 (Pua,, es el campo de Curtright) y Cluuq) €s un tensor completamente

antisimétrico en todos sus indices. Luego de esta descomposicién los campos @, p ¥ Clmnp) quedan
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totalmente desacoplados dentro de la accidn,

S =S¢+ San:. (5.20)

En donde S¢ es la accién de Curtright no masiva en cinco dimensiones y Sa,;. es la accién cinco
dimensional del campo C,,,q)- El campo C,,.»4 es la suma del campo de Curtright @, o ¥ de un campo
antisimétrico Clq)- Recordemos que en cinco dimensiones el campo de Curtright no masivo propaga
cinco grados de libertad. Es decir, que el campo C,,.g n0 masivo propaga més de cinco grados de libertad

en cinco dimensiones.
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Apéndice A

Formulacién usual para una particula

de spin-2 no masiva (gravitén)

La formulacién usual para una particula de spin 2 no masivo (gravitén) usa el campo tensorial de

segundo orden simétrico A, = hy,,), cuyo lagrangeano es,

| Liep = 10ubyun0° W — 30,h7°04hy, + 10,h0NWM — 10,ho"h (A.1)

Este es el lagrangeano de Fierz-Pauli, el cual es invariante bajo las transformaciones de calibre
Ohyw = 0,6, + 0€, (A.2)

Dentro de este formalismo no existe la posibilidad de tener un campo de fuerzas invariante con una

derivada. El campo de fuerzas invariante de calibre es el tensor,
Ry fap) = OuOabup — 8,0ahup — ,0shva + 0,08hyq (A.3)

Este tensor no es més que el tensor de curvatura linealizado.

A.1. Propuesta de Zinoviev para el campo h,,

Lo primero que hay que remarcar es que en principio el campo h,, no posee simetria alguna. El

lagrangeano a segundo orden propuesto por Zinoviev([2] es,

1 a a
L= gTW’aT,‘u,a + —QLTu"’aTua,u + ?ZT’“TM (A.4)
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Donde a3 y a2 son constantes a determinar vy,
T[lw],a = B;Lhua - 6l/hua (A.5)
La ec. (A.4) es invariante ante las transformaciones de calibre
Shu = 8.6, (A.6)

Pero asumir esta propuesta implica la introduccién de grados de libertad adicional a la teorfa, princi-
palmente de la parte antisimétrica de h,,. Para estudiar esto con mayor claridad se hace la siguiente
descomposicién,

huv = fluvy + Bl (A7)
Empleando (A.7) dentro de (A.4) se obtiene,

1+aq 1+a; —2ay 1—a

a
L = Ta“fma,‘f”“ - 1 (8f)“(6f)# —a2(0f),0uf + ?za“fa”f + 1 0" B,,0,B"*
1- -2 1+2
- 102 gy am), 222 5y 0p), (A8)
Térmir;; Mixto
Obviamente existe una solucién para eliminar el término mixto,
2as = —(1 + 2a;) (A.9)
Con lo cual se tiene,
142a;71 1
L o= [ 0u0ad 1" — (0N)*(01), + (00)0uf — 5010,
4 172w [0,Bu00" B — 2(0B)"(98) (A.10)
Si se toma
1
a]. = —2— (A.ll)

el campo antisimétrico B, se desacopla totalmente, con lo que el lagrangeano toma la forma,

L= [L0utuad? 172 - (01 (01), + 01Dt - 30 10,1] (A2

/

x Lpp

(813

Y como consecuencia de la determinacién de las constantes ay y ag se tiene que (A.12) toma la forma,
! THveT, Lo 1T"T A.14
L= g pvo + ZT Tpa,u - 5 n ( - )

El lagrangeano (A.14) es invariante no sélo bajo las transformaciones de calibre

Shyy = 0u&y (A.15)
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sino también bajo los cambios locales

ahuu = NMuv] (A16)

Esta tltima invariancia sugiere el siguiente procedimiento para la transicién desde el formalismo a segundo
orden al formalismo de primer orden. Ante esto la formulacién a primer orden para el campo hy, es,
1 n.of 1 @ 1 TN i
L= ———2-w T Wa,pB + Ew Wy — Ew ’ Taﬂsﬂ - W I}L (A17)

El cual es invariante bajo las transformaciones de calibre,

6"‘)#:“/3 = 6#7701/1 6h;w = Npv 5huu = aﬂfu (A18)

A.2. Formulacién a primer orden para el campo de Curtright

El lagrangeano a primer orden propuesto por Zinoviev [2] es,

L= L—?;szm"“ﬁsz,,,m,ﬁ - %mﬂgaﬂ > %Qﬂ’"ﬂf’Tmﬁ,ﬂ + %sz“ﬂTa,j (A.19)
el cual es invariante bajo,
60 = 0,200 — 0,20 (A.20)
60, = 9,y *P (A.21)
Pras = Nvas (A.22)

Z,,,, €s un tensor arbitrario de segundo orden, y el campor auxiliar es Q2*v*8 antisimétrico en sus

tres dltimos indices. Y por otro lado T),,q,5 €s un campo de fuerzas definido por,
Tyva,p = 3[,‘@”,1],6 (A.23)
El campo ém, g es antisimétrico en sus primeros dos indices y cumple con la propiedad ciclica,
D05 =0 (A.24)

Las formas explicitas del campo de fuerzas son,

leaﬂ’“ = 6,,<i>a,3,ﬂ + (90(&)[3,,,# + aﬁém,# (A'25)

Tyo = 0y%q — 0a®, + 8,00 (A.26)
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Sustituyendo estas expresiones en (A.19) se obtiene,

3 ve 3 o 1 va % 1 v 3 1 - 1 I
L = 0 B pap — 79 BQug — s P8, ®ap. — s B0y, — gm’mﬁag@,,a,” + -2—9“‘36&(},3
1 2 1 . 1 -
+ 59“’383@(, s 5szaﬂaﬁq>a + §sz“ﬁa"c1>(,ﬁ,,, (A.27)

Luego se hacen variciones de L respecto de ®,g ,,

6L
6'i’aﬂm

=0 (A.28)

.y [Q""’"" — (B — prBQeY nwmﬁ)] =0

~- v

~~
=X ol

Para solucién de esta ecuacién se propone,
XHveB — e"aﬁ”aaew (A.29)

El campo e,,, no posece simetria alguna. Tomémosle todas las traza posibles a X o8 Los resultados se
toman con D = 5,

N X708 = X8

| Das = —%5“5‘9‘”806;] (A.30)

Sustituyendo este resultado en (A.29),

Qpvald — [T]’“‘)EWX‘B”T - %7]“["Eaﬁ16”] Osero (A.31)

Sustituyendo ambas expresiones en (A.27) se obtiene lo siguiente,

{uox]

L= %5[1101'] {8(,67-,,34’6“” _ 2ag€r“a¢6"y} (A.32)

Donde,
5{;‘;21] = [6":(6;62 — 8307) — 80956, — 456%) + 6;(6;6‘; - 6;@5;)]

Con lo cual (A.27) queda,
3
L = Z{aqba‘f’(ew Fepn)e™ — 0%0, (g + €ug)e™ — 820, (g + eon)e™ + 40#D%e4,, - € — 23¢3¢e2}

Para hacer contacto con el lagrangeano de Fierz-Pauli (spin 2), lo que se hard serd una descomposicién
del campo e,

€ = (v} T €[] (A.33)

Y el lagrangeano (A.33) toma la forma,

1 1 1 1
L=-6 {L—Lad,e{w}a"’e{'““} - §a¢€{¢u}3¢e{nu} + 53‘»6{@‘}8“6 - ZE)"’ec%e (A.34)

~

L\-\’_/

~
Lrp
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Por lo tanto,

(135

Se ha demostrado que en D = 5 el campo de Fierz-Pauli %, es dual al campo de Curtright no masivo

B ,0.0[8].
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Apéndice B
Teorias de alto orden en derivadas

B.1. Gravedad Masiva Topolégica (3D)

La teorfa que se presenta es de altas derivadas (tercer orden) y se plantea en tres (3) dimensiones,

ademas estd a nivel linealizado,

Semr = —Sgw+Scsec—

— Saur = — / Bz [ h’”"QSﬁﬁ:}LwL—hm ™Y, Bhn- (B.1)

En donde BX" es el tensor de Einstein linealizado, el campo Ay, es la perturbacién de la métrica. Se

realizard la siguiente descomposicién de ambos campos,

1 O

hgo = ﬁN ho; = —€ik VZE (B.2)
OO,
hij = —Eikéﬂ—%(p (B3)
00 - 0 1,5, 1 ;
& = ——V %2} B = 58& + —Eijajg (B4)
1807 . 1 le/ %o 1 Or0; 6 ;O
6” = ‘5 V2 + Elkc‘fﬂ V2 ——N - [ Eik—=5" V2 +E v2 ]£ (B5)

B™" tiene la siguiente forma,

®m’n

il

pO| =

em'Pen’10,05hpq
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Sustituyendo la descomposicién dentro de (B.1),
Semr = —1—/d3w[(<pN - &)+ l(—gzv —Ep+EV? )]
z 952 " 14 P

En este caso, N es un multiplicador lineal de Lagrange, que cuando se resuelve arroja el siguiente vinculo,

dSamr
ON

=0=>£=pp

Sustituyendo dentro de Sgasr se obtiene,
— 1 3 2
Semt = oy /d ${<P[D — ]‘P}

Haciendo variaciones en ¢,
§Samt
op
= (0 -3¢ =0

=0

Se tiene la propagacién de un sélo grado de libertad masivo; y por lo tanto es una teorfa libre de fantasmas.

B.2. Nueva Gravedad Masiva (3D)

En este caso se tiene la siguiente accién de la Nueva Gravedad Masiva (NMG)[13],
Swme = = da - Lzymng, 4 (GG — 1G2)] (B.6)
MG 52 9 mn mn 2 .
Sustituyendo la descomposicién (B.2)-(B.5) dentro de (B.6) se obtiene,
_ 1 3 [1 o L o202 1 2 1
Snma = /d z[5mPeN — SmPe + £(Op - NY + 0] (B.7)

Haciendo variaciones en N,

0Svma

N 0= N =(0-2m%p

Sustituyendo dentro de Syaq,
S __i d& l 2 [D— 2] +£ 2§[D_ Z]E
NMG = 5 T|5me mp+ gm m
De la cual surgen dos ecuaciones dinamicas,

dSnme _

0
do =
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= [-mp=0

Y por otro lado,
dSyma

3
= [O-m?e¢=0

:O_—:“_,>

Es decir, se tiene la propagacién de dos grados de libertad con la misma masa. Si en (B.7) se hace m =0,
1 1 1
Sna = = [ dag(Cp - M+ 560]

Se hacen variaciones en NV,
8Snma

6N
:}[jgpﬁN‘—‘()

:0:}

Sustituyendo se tiene,
1 [ 41l
Swwa = 5 [ z[5e0¢)

Para obtener finalmentc,

0SNma
5 =0=

Se obtiene la propagacién de un solo grado de libertad no masivo.
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