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Resumen

Se propone un modelo para estudiar la interfaz en un sistema multiestable, para ello se modi�ca

el modelo de Miller Huse, introduciendo dos tipos de elementos forzadores, ubicados en los extremos

de una malla 2D con condiciones de Von Neumman. Se estudia el efecto de los parámetros del

modelo con la longitud de la interfaz y la a�nidad, lo que nos permitió caracterizar la interfaz y

sus distintos comportamientos, también se encontró que solo para ciertos valores de los parámetros,

la interfaz se adapta a una forma conocida.
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-¾La ciencia es buena o mala? ...

-Depende del alma que la utilice.

Introducción

Cuando la física comienza a adentrarse en el estudio de fenómenos en todas las escalas de lon-

gitud, inicia la conjunción de la teoría del caos, la física estadística y las técnicas computacionales,

dando paso al paradigmático campo de los sistemas complejos. Desde entonces ha sido objeto de

mucha atención en la literatura cientí�ca actual, incorporándose cada vez más en colaboraciones

multidisciplinares.

Un importante papel de estos desarrollos y sus correspondientes aplicaciones se nota impor-

tando ideas de mecánica estadística, un sencillo análogo, donde el tema central y en cierto sentido

estas medidas contienen toda la información relevante del sistema, permitiendo así, la interpre-

tación a una variedad de fenómenos naturales y arti�ciales que poseen características universales

independientemente de su contexto (social, biológico, físico, climatológicos, etc.).

Cuando un sistema está fuera del equilibrio, exhibe comportamientos ricos e interesantes de

comprender, es usual que éstos sistemas presenten multiestabilidad, es decir, la coexistencia de

más de un estado de equilibrio en la misma región de parámetros, esto implica que un sistema

puede formar dominios, donde además, los elementos semejantes entre si se agrupan, creando

zonas diferenciadas unas de otras, con fronteras entre ellas llamadas interfaces. La interfaz ofrece

mucha información y tiene una enorme importancia en el estudio de una gran cantidad de procesos

naturales y arti�ciales, ya que en ella ambas fases pierden sus propiedades características, el sistema

sobrelleva procesos de ajuste a �n de adaptarse microscópicamente a esta nueva situación, dando

lugar a nuevas fuerzas y cambios en la topología de la dinámica que son muy diferentes a las

existentes en los medios por separado.

De aquí parte nuestra motivación e interés en este trabajo, cuyo objetivo radica en caracterizar

las propiedades de la interfaz que se presentan entre los dominios de las fases en sistemas mul-

tiestables, la descripción estadística de estos sistemas dinámicos es posible, y una de las maneras

más comunes de entender su comportamiento es por medio de modelos, por ello hemos decidido

�jar nuestra atención en el modelo de Miller Huse, un modelo biestable que crea dominios con

interfaces dinámicas, es un análogo determinista y caótico del modelo de Ising 2D.
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Básicamente este modelo consiste en una red de mapas caóticos acoplados (con simetría impar

de modo que surjan dominios de giro o signos opuestos) de manera difusa a sus vecinos más

próximos, modi�caremos dicho modelo agregando elementos forzadores que induzcan un cambio

en el sistema, ellos afectarán a los mapas vecinos, pero no se verán afectados por ninguno de ellos.

Antes de comenzar la discusión del modelo a emplear y facilitar la interpretación de resulta-

dos, se ha propuesto todo un capítulo a una revisión de conceptos básicos y que consideramos

más importantes, como : Introducción a conceptos en sistemas complejos, breve explicación a las

transiciones de fase, fase, interfaz y el fenómeno de la multiestabilidad, abordándolos desde muy

diversas perspectivas y disciplinas; seguidamente, hablaremos un poco de mapas caóticos acoplados

para �nalmente sin detenernos demasiado, revisar el modelo original de Miller Huse. Luego de dar

unas pinceladas en estos temas esperamos haber convencido al lector de nuestra motivación para

el presente trabajo de grado.

El resto del artículo está organizado de la siguiente manera: En el capítulo 2 se expone nuestro

estudio, aquí mismo se presentan y analizan los grá�cos y resultados obtenidos, para así dar en

otro apartado las conclusiones, posibles extensiones y aplicaciones. Finalmente se presenta una

lista con las referencias dadas en el desarrollo del texto para aquellos que quieran profundizar más

en éstos temas.
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� Poco a poco la verdad nos es revelada, a medida

que aprendemos vamos viendo la luz�

Dr. Mario Cosenza.

Capítulo 1

Marco Teórico

Es imposible resumir en un corto espacio todo el trabajo que se ha realizado en los últimos años

que sustenta nuestra investigación, por eso en este capítulo se explican sucintamente las bases en

las que se desarrolla y enfoca nuestro trabajo de grado. Presentaremos lo necesario para enmarcar

al lector en el contexto y familiarizarlo con la jerga empleada, de igual modo se le invita a que

revise la bibliografía en caso de que quiera profundizar en estos temas, y aportar a la construcción

de nuevo conocimiento para futuras investigaciones.

1.1. Sistemas complejos

Un sistema es un conjunto de elementos o partes que interaccionan entre sí a �n de alcanzar un

objetivo concreto, de aquí se desprenden dos implicaciones fundamentales: 1) Existe una in�uencia

mutua entre sus elementos componentes, y 2) Una serie de elementos reunidos que no persigue

un propósito común, de ninguna manera constituye un sistema. Los sistemas pueden dividirse en

dinámicos [1] y estáticos, según modi�quen o no su estado interno a medida que transcurre el

tiempo.

Para que el comportamiento de un sistema esté adecuadamente descrito, es necesario conocer

además de sus elementos, las interacciones o relaciones entre ellos y sus estados; generalmente

se de�ne un espacio apropiado, denominado espacio de fase, espacio teórico donde cada estado

del sistema está asignado a una ubicación espacial única y describe la trayectoria evolutiva del

sistema. En algunos casos, las magnitudes en cuestión son mensurables en un sentido estricto, en

otros casos, dichas magnitudes solo pueden deducirse u observarse sobre la base de varios tipos de

consideraciones, como lo que sucede cuando no solo magnitudes cuantitativas entran en juego.
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Cuando un sistema se considera como un todo, como algo global y colectivo, emergen propie-

dades nuevas que no pueden atribuirse a ninguno de sus elementos, y, por otra parte, se reprimen

o inhiben algunas de sus propiedades intrínsecas.

Un sistema se dice lineal si las funciones de las ecuaciones que describen su dinámica son

lineales, es decir, todas las variables solo aparecen elevadas a la primera potencia, por el contrario,

un sistema es no lineal si aparecen productos, otras potencias o funciones de la variable en cuestión,

la ausencia en estas ecuaciones de dependencia lineal, esto es, falta de proporcionalidad entre causas

y efectos, hace difícil obtener una solución analítica. Todo sistema lineal es precisamente igual a

la suma de sus partes, pero esta propiedad es rara en la naturaleza, donde las partes inter�eren,

cooperan o compiten produciendo efectos no lineales y dejando de lado el principio de superposición.

Según su grado de predictibilidad, un sistema se dice determinístico cuando su comportamiento

es bastante predecible y parece seguir unas ciertas reglas, y estocástico cuando no hay certeza de

su estado futuro, sólo una probabilidad, aparece un orden estadístico, un orden promedio. No

obstante, muchos sistemas dinámicos no lineales se comportan en ciertas condiciones de forma

tan compleja que parecen probabilísticos, aunque en realidad son determinísticos, a pesar de que

las reglas a nivel local son muy simples, el sistema a nivel global puede tener un comportamiento

inesperado, se trata de sistemas caóticos [2,3], sistemas irregulares, altamente impredecibles y muy

sensibles a las condiciones iniciales, aunque parecen evolucionar de forma aleatoria y errática, estos

sistemas tienen en realidad un cierto orden interno subyacente [4].

Otro característica de estos sistemas es que en ellos pueden producirse bifurcaciones [5, 6] en

sus estados accesibles, las bifurcaciones vienen a explicar cómo se modi�ca el comportamiento en

determinadas circunstancias, de forma tal que en vez de seguir una trayectoria temporal hacia un

determinado atractor, éste es sustituido por otro de forma brusca.

Por el momento, no existe una de�nición precisa y absolutamente aceptada de lo que es un

sistema complejo [7], son sistemas en los que se presentan algunas peculiaridades comunes: 1)

Están compuestos por una gran cantidad de elementos relativamente idénticos, 2) La interacción

entre sus elementos es local y origina un comportamiento emergente que no puede explicarse a

partir de dichos elementos tomados aisladamente; 3)Es muy difícil predecir su evolución dinámica

futura, o sea, es prácticamente imposible vaticinar lo que ocurrirá más allá de un cierto horizonte

temporal [8, 9].

Ésta clase de sistemas no constituyen un caso raro ni excepcional, sino que se mani�estan en

la inmensa mayoría de los fenómenos que se observan a diario. Ejemplos de sistemas complejos lo

constituyen los �uidos en régimen turbulento, la dinámica de la atmósfera, las reacciones químicas,

la propagación de enfermedades infecciosas, los procesos metabólicos de las células; el mercado

�nanciero mundial, los movimientos de grupos de animales, la aparición aperiódica de epidemias,

la arritmia del corazón, la dinámica social, la red neuronal del cerebro, etc.

4



A veces, la evolución de los sistemas presentan características que los hacen fácilmente compren-

sibles sobre la base de sus aspectos fenomenológicos, y también, al menos en parte, predecible; por

ello, la descripción de la dinámica de un sistema es particularmente interesante, dado que se puede

intentar hacer predicciones sobre su comportamiento futuro. Éste interés ha sido impulsado consi-

derablemente por técnicas como la simulación y modelado de sistemas, aunque algo controvertido,

se logró la transferencia de conceptos y analogías de un campo a otro, considerando isomor�smos

estructurales en las interacciones entre los elementos que componen un tipo de sistema, los modelos

se convirtieron así en un instrumento útil [10] para dar a los datos un salto cualitativo mediante su

análisis e interpretación. Un modelo es una abstracción, donde se pasan por alto varios aspectos

que se consideran secundarios y se centran en una sola parte de una mayor imagen, en un conjunto

especí�co de características del sistema que se quiere describir.

1.2. Multiestabilidad

En sistemas dinámicos, multiestabilidad signi�ca la coexistencia de diferentes estados estables

�nales posibles para un conjunto de parámetros dados, el estado �nal al cual el sistema convergerá,

depende de las condiciones iniciales del sistema, es decir, la dinámica del sistema correspondiente

a uno de los atractores es de�nida por la condición inicial [11,12].

En sistemas no lineales ocurre con frecuencia el fenómeno de la multiestabilidad, los sistemas

dinámicos multiestables son muy complejos debido a la interacción entre atractores, esto introduce

nuevas características a las ya conocidas en sistemas caóticos tradicionales; adicionalmente a una

alta sensibilidad a las condiciones iniciales, las zonas de atracción en el espacio de fase de los

sistemas multiestables pueden mezclarse de formas muy complejas, también el pequeño cambio

de un parámetro puede producir un cambio en el número de atractores coexistentes, ellos pueden

aparecer y desaparecer.

La multiestabilidad aparece en una amplia variedad de sistemas, puede presentarse de forma

habitual en la naturaleza o puede ser creada de manera convencional por la ciencia:

A nivel �losó�co, el ser humano ha sido de�nido como un sistema de tipo multiestable, un

sistema en el que las distintas formas de organización del sujeto están interactuando de

continuo, pero tienen una relativa autonomía [13].

En percepción, la multiestabilidad ocurre cuando un solo estímulo físico produce alternancias

entre diferentes percepciones subjetivas [14, 15]. Hoy día se estudia la percepción de los

individuos con �nes educativos, psicológicos, y de mercadotécnia.

En química, para el estudio de reacciones y sistemas químicos [16,17]
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En el contexto de la biología, permite comprender el desarrollo humano y las distintas formas

de enfermedades por medio de la diferenciación y el ciclo celular, la especiación simpátrica,

la generación de respuestas bioquímicas similares a los interruptores, el comportamiento de

fenotipos, etc. [18,19].

En la dinámica del clima, ha permitido estudiar la variabilidad atmosférica, la dinámica de

la capa de hielo, la deserti�cación del Sahara, y su comportamiento al verse afectado por

cambios en las condiciones iniciales como �uctuaciones aleatorias en la dirección del viento,

la presión atmosférica o la temperatura [20�24].

En sistemas sociales y económicos, la multiestabilidad se ha introducido en modelos de redes,

en donde los agentes representados por nodos tienen diversas características que son actua-

lizadas por la dinámica en cuestión, de esta forma la red evoluciona a uno o a varios estados

dependiendo de diversos factores [25�28]

En la música, se habla de multiestabilidad en referencia al modo en el que el contexto

transforma el uso de los instrumentos musicales electrónicos y digitales, una triangulación

entre el instrumentista, el instrumento y un resultado audible [29].

En psicología, estudios proporcionan una explicación no reductiva de los estados mentales y

su alta sensibilidad al ruido y a las condiciones iniciales [30].

En medicina, la multiestabilidad es un atributo fundamental de la dinámica del sistema

neuronal y cardíaco en condiciones normales y patológicas [31�33].

En ingeniería, es un fenómeno altamente empleado en el estudio de sistemas láseres y circuitos

electrónicos, en la práctica de la comunicación, en el análisis de ondas gigantes para oceano-

grafía, en tecnología especializada como el diseño de marcapasos que permitan estabilizar el

ritmo a una frecuencia deseada, entre otros [34, 35].

En modelos y sistemas caóticos como en el mapa de Hénon [36,37], en osciladores de Du�ng y

de van der Pol [38�42],en quimeras [43,44], en el modelo de Kicked rotor [45], el modelo Bridge

[46]; las ecuaciones de Lorenz [47], el modelo de Ising [48�50] , el modelo de Axelrod [51,52],

el modelo de De�uant [53], el modelo de Miller Huse [54], el modelo de Kuramoto [55, 56],

entre un largo etcétera.

Como se ha podido observar, el fenómeno de la multiestabilidad es prácticamente universal, de

ahí radica su importancia y el afán de la ciencia por estudiarlos, generarlos [57,58], y controlarlos

[59,60].
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1.3. Fase, interface y transición de fase

La delgada franja en donde se ubican los fenómenos que edi�can la vida y las sociedades se

mantiene dentro del estrecho dominio que oscila entre el orden inmutable y el desorden total, esto

es lo que se conoce como el borde dinámico del caos, y tiene una estrecha similitud y/o relación

con el fenómeno conocido como transición de fase [61]. .

De forma muy general (para un tratamiento más riguroso, véase [62, 63]), podemos pensar en

una transición de fase como el paso de una con�guración a otra, en el que se distinguen dos fases

claramente separadas por una interfaz, a través de la cual existen cambios bruscos de propiedades,

dichas transiciones pueden ser continuas o discontinuas dependiendo de las propiedades dinámicas

de cada elemento y de su estructura relacional; independientemente del tipo de transición, éstos

fenómenos exhiben similaridades profundas, tanto cualitativas como cuantitativas en una cierta

región del espacio de parámetros llamada región crítica, punto donde surgen �uctuaciones impor-

tantes que evidencian la aparición de un nuevo parámetro de orden (magnitud física que toma

ciertos valores en y por debajo de la transición) y consecuente paso de un estado a otro.

Una fase [64], es una parte homogénea de un sistema, limitada por super�cies a través de las

cuales las propiedades cambian, cada fase puede contener varios componentes (por ejemplo, una

fase gaseosa puede consistir de una mezcla de gases, y una fase liquida puede ser una solución),

podemos ver las fases como subsistemas o estados diferentes que pueden existir o coexistir para

los mismos valores de un cierto conjunto de parámetros.

Los cambios de fase aparecen cuando el sistema pierde la condición de estabilidad o equilibrio

[65], un sistema se encuentra en equilibrio si es incapaz de experimentar espontáneamente algún

cambio de estado o transformación, lo que requiere que la entropía (grado de desorden) del sistema

sea máxima para un sistema aislado, o la energía libre (energía interna) sea mínima para un sistema

en contacto con una atmósfera.

Aunque es lo más visto en la literatura, es importante tener en cuenta que las transiciones

de fase pueden ocurrir y se de�nen para sistemas no termodinámicos, donde la temperatura no

es un parámetro, tal es el caso de transiciones de fase cuántica, transiciones de fase dinámicas y

transiciones de fase topológicas, en estos tipos de sistemas otros parámetros toman el lugar de la

temperatura, por ejemplo, la probabilidad de conexión reemplaza la temperatura en las redes de

�ltración.

La transformación de una fase en otra es producida por mecanismos de difusión, el cambio

se produce mediante la formación de pequeñas partículas de la nueva fase que posteriormente

crecen hasta que se produce la transformación completa, éste proceso se denomina nucleación y

crecimiento, proceso que puede llegar a consumir una gran cantidad de tiempo implicando por

tanto pequeñas velocidades de transformación, por ejemplo, la transformación de líquido a sólido
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ocurre en dos etapas: La nucleación de la fase sólida en la fase líquida, donde se genera una

super�cie sólido-líquido, y el crecimiento de estos núcleos a medida que desciende la temperatura,

por lo tanto, durante la solidi�cación coexisten ambas fases, sólida y líquida.

Estos fenómenos de transición hacen su aparicion en diversos contextos sin relacion aparente:

Transición sólido-líquido-vapor, transformaciones alotrópicas en estado sólido, el paso del para-

magnetismo a ferromagnetismo, paso del Helio 4 a super�uído, transiciones de simetría en sólidos,

transiciones vítreas, el fraccionamiento de isótopos; cambios en la estructura cristalográ�ca, con-

densación cuántica de �uidos bosónicos, transiciones de orden-desorden (como los aluminuros de

alfa-titanio, depósito de particulas, crecimiento de colonias de bacterias, avance de un �uido en un

medio poroso, dinámica social) entre un largo etcetera.

Todos estos fenómenos tienen una explicación lógica e interesante, la respuesta de todo lo que

pasa cuando están en contacto dos fases distintas, viene dada por los fenómenos interfaciales [66],

un fenómeno interfacial es por de�nición un fenómeno que se produce en una interface o cuya

existencia está ligada a la presencia de una interface. Una interface es el límite entre dos fases

inmiscibles, podemos verla como una zona de transición, de separación o frontera, en ella ambas

fases pierden sus propiedades características y aparecen nuevas fuerzas que son muy diferentes a

las existentes en los medios por separado, lo que da lugar a nuevas estructuras y ordenaciones de

compromiso entre las que demandan ambos medios. Por ejemplo, si tenemos agua en contacto con

su vapor, la propiedad concentración cambiará desde un valor alto en la fase líquida hasta un valor

muy bajo en el vapor, en la interfaz, la densidad que rodea a las moléculas no sería ni tan alta

como en el interior de la fase líquida, ni tan baja como en la fase gaseosa.

Los fenómenos interfaciales se dividen en:

Cohesión: Se re�ere a la atracción que tienen las moléculas por otras de su mismo tipo.

Tensión interfacial (o super�cial si los medios de compromiso son sólidos): Es la razón por la

que dos �uídos inmiscibles no se mezclen y se separan por una interface (debido a la a�nidad

que tienen las moléculas con las de su propia clase), cerca de la super�cie las moléculas se

atraen con mayor intensidad produciendo una fuerza mecánica que se conoce como tensión

interfacial.

Adhesión: Es la atracción de moléculas de un tipo por moléculas de otro tipo.

Adsorción: Es la tendencia de un componente del sistema a concentrarse en la interface.

Atendiendo a la geometría de la con�guración, los sistemas interfaciales se pueden clasi�car

en: Interfaces libres, microburbújas o microgotas, películas líquidas y coloides. Otra clasi�cación

fundamental de las interfaces es según su movilidad: Interfaces �uídas e interfaces sólidas.
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La propiedad más relevante de la interfaz es su área, los efectos de la interface serán notables

en sistemas con mucha super�cie, como coloides, sólidos porosos (como las zeolitas), etc; y serán

decisivas en aquellos procesos que tienen lugar únicamente sobre super�cies, como la corrosión, las

reacciones sobre electrodos, las membranas celulares, etc.

Las transiciones de fase comúnmente ocurren en la naturaleza y se usan hoy día en muchas

tecnologías, su estudio juega un papel importante en muchas disciplinas e investigaciones. Veamos:

En biología, �siología y farmacia, podemos mencionar su aporte en el estudio del transporte

de iones a través de membranas biológicas o celulares, el transporte de los mensajes desde

el cerebro a los músculos, la transferencia de diferentes fármacos y cómo los mismos son

asimilados [67], la formación de la bicapa lipídica, la transición del glóbulo-espira en el

proceso de plegamiento de la proteína y la fusión del ADN [68].

En cosmología, se ha utilizado en el campo de la Bariogénesis para comprender la asimetría

entre la cantidad de materia y antimateria en el Universo actual [69].

En física, química e ingeniería, en el estudio y comprensión de procesos, productos, materia-

les, y sensores, para aplicaciones en la industria de limpieza, de pinturas, agroalimentarias,

petroquímicas, textil, electrónica, de construcción y tecnología (véase algunos estudios al

respecto en [70�75]).

En el área de la matemática discreta, y en particular en teoría de grafos o en optimización

combinatoria.

En sociología, para la caracterización del comportamiento social colectivo de los individuos,

como la difusión de la cultura o de las convenciones lingüísticas, la dinámica de la formación

de opinión, etc; donde la dinámica puede llegar a transiciones de fase no equilibradas, desde

un estado ordenado llamado consenso a con�guraciones desordenadas llamadas desacuerdo

[52,75�82].

En sinergética, cuyos procesos están descritos por un pequeño conjunto de parámetros de

orden, similares a aquellos en la teoría de transición de fase de Landau de sistemas físicos en

equilibrio térmico [83].

1.4. Mapas caóticos acoplados

Entre 1983-1984 Kaneko, Kapral y Kuznetsov [84�86] de�nen de forma simultánea e inde-

pendiente las redes de mapas acoplados, siendo desde entonces extensivamente estudiadas en la

literatura [87�90]. Desde un punto de vista matemático se entienden como sistemas dinámicos no
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lineales de alta dimensión, con espacio discreto, tiempo discreto y variables de estado continuas,

cuya dinámica es generada por mapas locales f : I → I situados en una red (matriz de tamaño L),

los cuales pueden tener varios tipos de acoplamientos (difusivo, global, etc). El estado i del sistema,

i ∈ (0, 1, ..., L − 1) viene determinado por un vector L dimensional X = (X(0), . . . , X(L − 1)), y

el valor a el tiempo t+ 1 se determina a partir del estado en el tiempo t ∈ N a través de la acción

del mapa f y un acoplamiento entre sitios vecinos:

X t+1(i) = (1− ε)f(X t)(i) + (ε/N)[f(X t(i− 1) + f(X t(i+ 1)] (1.1)

El primer término en el lado derecho de la ec. (1.1) representa la dinámica de la unidad i en el

momento t, i ∈ (1, 2, ..., L), dada por una función del mapa no lineal correctamente seleccionada,

mientras que el segundo término (X t(i− 1) + f(X t(i+ 1) representa la interacción causada princi-

palmente por otros elementos en la red a través del parámetro de acoplamiento ε ∈ [0, 1]. El factor

(1− ε) garantiza que la dinámica de la red del mapa acoplado se limite a la fase espacial IL.

Las redes de mapas acoplados pueden considerarse como la composición de dos acciones, la

acción del mapa del sitio único f en cada sitio de la red, y una función de acoplamiento ε : IL→ I

que media la interacción.

Una ventaja que ofrecen éstas redes, es que se pueden controlar fácilmente las propiedades

microscópicas del sistema, al elegir los mapas y acoplamientos apropiados para determinar los

parámetros de orden que serán relevantes a grandes escalas, además, a diferencia de las ecuaciones

diferenciales parciales u osciladores acoplados, el estudio de la dinámica no lineal en una red de

mapas acoplados consume menos tiempo desde un punto de vista computacional, por lo tanto,

se han convertido en los modelos más simples para el estudio del caos espaciotemporal, siendo

fructíferos y e�cientes en el análisis de una variedad de dinámicas.

Los sistemas de mapas caóticos acoplados ofrecen una mayor comprensión de los sistemas

disipativos, aunque su comportamiento microscópico está lejos del equilibrio, su comportamiento

macroscópico puede ser entendido en términos de la mecánica estadística, especí�camente porque

experimentan bifurcaciones que son cuantitativamente similares al equilibrio de transiciones de

fase, lo que permite una descripción de fenómenos análogos a estos. Justamente este es el interés

principal en tales modelos, la aparición de bifurcaciones y ver cómo los rasgos característicos de

tal sistema compuesto cambian cuando se varía la fuerza de interacción.

Aunque inicialmente sus estudios fueron principalmente cualitativos y trataban de describir un

diagrama de fase general, despertó gran interés al observarse que el espectro de posibilidades de

estructuras espacio temporales que pueden ser generados por mapas acoplados es extremadamente

rico, permiten abordar problemas cuantitativos y el estudio de diferentes aspectos del caos, siendo

objeto de muchos trabajos, como el estudio de dinámicas en redes no uniformes o complejas, fenó-

menos tales como la formación de patrones, la intermitencia espaciotemporal, el comportamiento
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colectivo no trivial; el comportamiento cooperativo, la sincronización, la simulación de fenómenos

físicos, socioeconómicos, químicos, biológicos, etc. [91�101].

1.5. Modelo de Miller Huse

El modelo de Miller Huse [54] es un análogo determinista y caótico del modelo de Ising bidi-

mensional [50], consiste en un red cuadrada 2D, de mapas escalares caóticos acoplados de manera

difusa a sus vecinos más próximos, el mapa φ(y) (ver �gura 1.1) presenta dos propiedades esen-

ciales: 1)Caos, es decir, un solo mapa no acoplado tiene un exponente de Lyapunov positivo y 2)

Simetría impar de una variable real φ(−y) = −φ(y).

φ(y) =


−2− 3y si −1 ≤ y ≤ −1/3

3y si −1/3 ≤ y ≤ 1/3

2− 3y si 1/3 ≤ y ≤ 1

(1.2)

La dinámica de tiempo discreto del sistema viene dado por:

yt+1
i = φ(yti) + gΣi

j{φt
j − φt

i} , (1.3)

donde el superíndice indica el tiempo, el subíndice la coordenada espacial y g es la constante de

acoplamiento restringida al rango 0 ≤ g ≤ 1

4
; la suma es sobre los cuatro vecinos más cercanos j

del sitio i, y yi toma solo valores en el intervalo [−1, 1].

Se puede ver en la �gura 1.1 que el subintervalo [0, 1] corresponde a un mapa ampliamnte

estudiado en la teoría del caos y dinámca no lineal, el mapa tienda, y en el subintervalo [−1, 0] se

encuentra la continuación antisimétrica de éste.

Si gra�camos su evolución y diagrama de bifurcación, podemos observar de la �gura 1.2 que

éste mapa tiene dos atractores coexistentes en común, desarrolla saltos aleatorios entre dos estados,

haciendo la analogía con Ising, se pueden interpretar como los estados del espin (+ o -).

Por otro lado, de la �gura 1.3, es fácil observar que dependiendo del valor de µ, el mapa muestra

un rango de comportamiento dinámico que varía de predecible a caótico, a saber: Si µ es menor que

1, el punto y = 0 es un punto �jo atractivo del sistema para todos los valores iniciales de y, es decir,

el sistema convergerá hacia y = 0 desde cualquier valor inicial de y. Si µ es mayor que 1, el sistema

tiene cuatro puntos �jos inestables, un valor de y cerca de cualquiera de los puntos �jos se alejará

de él, en lugar de acercarse a él. Si µ está entre 1 y 2, se distinguen las dos regiones mapeandose

intervalos entre ellas mismas, contiene puntos periódicos y no periódicos, aunque todas las órbitas

son inestables; si µ es mayor que 2, estas regiones se fusionan. Finalmente, si µ es igual a 3, el

sistema mapea el intervalo [0, 1] sobre sí mismo, ahora hay puntos periódicos con cada longitud de

11



Figura 1.1: Mapa de Miller Huse [54]

Figura 1.2: Atractores del Mapa de Miller Huse
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Figura 1.3: Mapa de bifurcación del modelo de Miller Huse

órbita dentro de este intervalo, así como puntos no periódicos, los puntos periódicos son densos en

[0, 1] por lo que el mapa se ha vuelto caótico.

De la �gura 1.4 podemos ver que el sistema presenta diferentes comportamientos en función

del parámetro de acoplamiento:

Para g = 0, el conjunto de mapas es caótico y ergódico en el espacio de con�guración completo

[−1, 1]N , donde N es el número de sitios.

Para g arbitraria, si todos los sitios tienen exactamente el mismo valor de yi seguirán siendo

los mismos; sin embargo, estos estados uniformes son inestables y no tienen ninguna medida

en el espacio de con�guración completo.

Para g > 0, el acoplamiento induce correlaciones en el estado estable que se pueden estu-

diar numéricamente, en particular, el sistema tiene un estado de orden ferromagnético para

0, 2054 ≤ g ≤ 0, 24.

En la fase ferromagnética, para matrices grandes, el atractor se divide en dos atrayentes

equivalentes, uno con magnetización positiva (color blanco) y otro con magnetización negativa

(color negro), tal y como se vio en la �gura 1.2). La frecuencia de las transiciones entre estos

dos atractores parece desaparecer exponencialmente al aumentar el tamaño de la matriz.

El hecho de este modelo contener los mecanismos y resultados básicos de fenómenos de interac-

ción entre muchos elementos binarios, lo hace mapeable a otros modelos aparte del ferromagnetis-
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Figura 1.4: Simulación del modelo de Miller Huse para varios valores de g
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mo, por otro lado, el estudio de modelos como estos que reducen fenómenos macroscópicos a proce-

sos microscópicos perfectamente de�nidos son de un interés metodológico fundamental [101�106],

comunmente son simulados como autómatas celulares [107], éstas son capaces de actualizar millo-

nes de celdas en un tiempo extremadamente corto, además de su capacidad para dotar al conjunto

de elementos del sistema, visto como un todo, con una serie de propiedades emergentes inducidas

por su propia dinámica.
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� El primer trago de la copa de las ciencias natu-

rales te volverá ateo, pero en el fondo de esa copa

te espera Dios"

Werner Karl Heisenberg.

Capítulo 2

Nuestro estudio

En este trabajo caracterizaremos la interfaz que se presenta entre los dominios de las fases de

un sistema multiestable, para ello trabajaremos con el Modelo de Miller Huse [ [54]], ya que éste

presenta la forma más simple de multiestabilidad, la biestabilidad; crea dominios con interfaces

dinámicas, y ofrece una e�ciencia computacional alta.

Se parte del modelo original, generalizando el mapa presentado en (1.2) de la forma:

φ(y) =


−µ(2/3 + y) si −1 ≤ y ≤ −1/3

µ si −1/3 ≤ y ≤ 1/3

µ(2/3− y) si 1/3 ≤ y ≤ 1

, (2.1)

donde µ es una constante real positiva. Para objeto de nuestro estudio 1 ≤ µ ≥ 2, ya que como

vimos anteriormente en el mapa de bifuración (�gura 1.3) los valores donde se presenta la separación

entre los dominios, corresponden a éste intervalo.

La dinámica de tiempo discrteo dada en (1.3) toma la forma:

yt+1
i = φ(yti)(1− ε) + (ε/N)Σi

j{φt
j − φt

i}) , (2.2)

donde el parámetro de acoplamiento viene representado por g = ε/N , con [0, 1]. Similar a la

ecuación (1.1).

El modelo es representado como un autómata celular, sobre una super�cie plana (red con

el mismo ancho y alto) formada por un número �nito de celdas (mapas), con vecindad de Von

Neumann, cada celda tiene 4 celdas vecinas (N, S, E, O), y en los límites de la red se establecen

condiciones de bordes periódicos, es decir, celdas opuestas se consideran vecinas, de forma que en

una red plana la super�cie se convierte en un torus (ver �gura 2.1).
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Figura 2.1: Representación del modelo original.

Siguiendo la dinámica de la ecuación (1.4), y partiendo de condiciones iniciales aleatorias, en

cada instante de tiempo cada celda cambia de estado debido a su interacción con otras, estando

en uno de los dos estados posibles (para motivos de la simulación viene representado por el color

amarillo y azul respectivamente), con el tiempo alcanzan dominios estables, pero con interacciones

internas en ellos(ver �gura 2.2).

Para nuestro objetivo, haremos unas modi�caciones a lo antes expuesto: 1) Fijamos una red de

50 de alto y 200 de ancho, 2) Introducimos dos tipos de elementos forzadores (elementos no activos,

no susceptibles a ser modi�cados por su entorno pero si pueden modi�carlo a él), F1 (color azul) y

F (color amarillo), ubicándolos en los extremos superior e inferior de la red, y 3) Las condiciones

de borde perióridas se imponen solo en el eje y (Ver �gura 2.3 a modo de ilustración).

Se procede a determinar la evolución temporal de la longitud de la interfaz (representada por

la suma de todos los elementos vecinos en fase contraria, dividida entre el ancho del sistema), para

diferentes valores de ε y µ, manteniedo uno de ellos �jo.

Notese de las �guras 2.4 y 2.5, que para valores bajos del parámetro de acoplamiento, la

longitud de la interfaz es constante, no hay una pendiente, lo que tiene sentido, ya que los elementos

parecidos no se aglutinan entre si formando dominios más grande, el sistema permanece igual, sin

interacción. A medida que aumenta ε, la longitud de la interfaz disminuye, caso contrario a lo que

sucede con µ. En cualquier caso, llega un momento en el que la longitud permanece constante en

el tiempo.

Para una mejor interpretación tenemos el grá�co 2.6, donde es fácil ver que L aumenta como

función de µ y disminuye como función de ε. Otra característica resaltante aquí, es que existe
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Figura 2.2: Simulación del modelo original.

Figura 2.3: Esquema de la Distribución espacial del sistema con dos tipos de forzadores
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Figura 2.4: Evolución temporal de la longitud de la interfaz, para 3 valores �jos de ε.
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Figura 2.5: Evolución temporal de la longitud de la interfaz, para 3 valores �jos de µ.
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Figura 2.6: Evolución temporal de la longitud de la interfaz en el espacio de parámetros ε, µ. a) En 3D b) En 2D

Figura 2.7: Evolución temporal de la longitud de la interfaz en función de ε, para 4 valores �jos de µ.

valores a partir de los cuales la logitud como función de épsilon cambia su pendiente, para valores

de ε mayores a 0.2 hay cambios importantes.

Para estudiar mejor el comportamiento observado, se realizan 4 cortes barriendo todo el rango

de L y µ, para intérvalos de 0.25 en µ. De aqui, es claro ver cinco regiones denotadas por curvas

en forma de valles.

Para cuanti�car éste efecto, se de�ne la a�nidad media del elemento i con los forzafores Fn,

donde n = 1, 2 y 200 es el ancho de la red, asi:

A = 1/200(
∑

δF1F2); , (2.3)

la sumatoria se realiza sobre los 200 elementos que pertenecen a la �la y.

Se puede observar que en las regiones IV y V, la grá�ca arroja un comportamiento similar a las

conocidas transiciones de fase de Landau-Lifshitz, lo que no es de sorprender, ya que el Modelo de

Miller Huse es un análogo al Modelo de Ising, cuya transición es de segundo orden y la forma de

21



Figura 2.8: A�nidad en función del alto de la malla, para las 5 regiones detectadas.
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Figura 2.9: Dependencia del parámetro ξ con ε y µ.

ajustar los parámetros de la colectivización de spines es justamente una tanh, la ecuación general

[ [66] viene dada por:

A = tanh(x/ξ); , (2.4)

donde ξ es el parámetro que nos indica que tan abrupta es la interfaz. En la �gura 2.12 se muestra la

relación que existe entre el parámetro ξ (obtenido mediante el ajuste de puntos usando la ecuación

anterior), y los parámetros de la dinámica ε y µ. Observándose una caída en ξ con lígeros valles a

medida que ε aumenta y µ disminuye.

Para comprender mejor la dinámica en cada una de las regíones, se presentan imágenes de las

simulaciones, se puede ver en la �gura 2.10, que para un valor �jo de µ, a medida que aumenta ε

los elementos se van aglutinando, formando gotas y atrayenda más a su lado, al punto que las dos

fases estan bien diferenciadas. Si vemos el comportamiento de la dinámica para el límite superior

de µ, en la �gura 2.11, se con�rma que esta región es inestable, y difícil de predecir. Importante

también es ver lo que sucede en la �gura 2.12, donde para µ = 0 nunca se formará una interfaz sin

importar el parámetro de convergencia, mientras que cuando ε toma su mayor valor, comienza a

observarse una fase estilo tablero de ajedrez, aqui, como vimos en la ecuación (1.4) al hacerse cero

el primer miembro del lado derecha, la interacción dependerá de otros elementos.
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Figura 2.10: Evolución de la dinámica para las V regiones detectadas
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Figura 2.11: Evolución de la dinámica en el límite superior de µ

Figura 2.12: Evolución de la dinámica para valores límite de µ y ε.
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�La única manera de descubrir los límites de lo

posible, es aventurarse un poco más allá de ellos

en lo imposible"

Arthur C. Clarke

Conclusiones

En el presente trabajo se caracterizó la interfaz en un sistema biestable, adaptando el Modelo de

Miller Huse a nuevas condiciones de cambio ante la presencia de elementos forzadores. Se estudió

la intensidad de los mismos para lograr separar las fases, y asi caracterizar la interfaz que se

presenta entre éstas. Calculando la longitud de la interfaz y la a�nidad entre los elementos, se

logró identi�car V regiones, de las cuales solo dos de ellas son posibles caracterizar con las teorías

conocidas en física estadística. Del mismo modo se observó que la longitud de la interfaz depende

directamente de µ e inversamente de ε. Se propone como posible extensión a éste trabajo se evaluen

distintas condiciones iniciales, ya que como se comentó en el capítulo I, las sistemas multiestables

son sensibles a las condiciones iniciales. Otro punto importante que se pudiese estudiar, es ver

cómo afecta la densidad de los forzadores a la dinámica del mismo, también se podría explorar la

correlación entre los elementos, a ver si es posible mediante ésta predecir si la fase se formará de

forma vertical u horizontal (comportamiento observado para µ cercanos a 2).
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