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Resumen

Se considera la cuantizacién de solitones 2D wia estados coherentes si-
guiendo el acercamiento propuesto por Dvali, Gomez, Gruending y Rug, 2015.
Después de revisar la cuantizacién via la imagen de estados coherentes del
solitén ? desarrollada por dichos autores, estudiamos la cuantizacién del
soliton sine-Gordon, con especial énfasis en el origen cudntico de la carga
topoldgica, con el fin de determinar similitudes con el solitén ¢* y particula-
ridades propias del solitén sine-Gordon.
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Introduccion

Los solitones son soluciones a ecuaciones de onda no lineales que han
sido muy estudiados clasicamente y tienen una variedad de aplicaciones en
diversas areas. Por otro lado, los solitones son buenos candidatos para descri-
bir sistemas extendidos a nivel cuantico. Una forma tradicional de cuantizar
es a través del tratamiento perturbativo, en donde el modo cero se interpreta
como un estado en reposo y los modos superiores a este corresponden con los
estados de dispersion de los mesones alrededor del soliton, cuya referencia
estandar es el libro de R. Rajaraman [1].

Otra forma de cuantizar solitones consiste en apelar a la cuantizacion canéni-
ca de los mismos y representar al solitén en la imagen de estados coherentes.
En el caso de un oscilador armoénico, un estado coherente es un paquete
de onda localizado a partir del cual se obtienen valores medios que repli-
can casi exactamente los valores clasicos [2]. Anteriormente se ha cuantizado
campos en la imagen de estados coherentes, un ejemplo de esto es el caso
1-dimensional del gas de Bose [3]. Nuestro interés en el presente trabajo es
cuantizar solitones de forma directa en la imagen de estados coherentes, idea
adelantada y explorada para el solitén de la teoria ¢* por Dvali, Gomez,
Gruending y Rug [4]. En particular, dicho acercamiento provee el significado
cuantico de la carga topoldgica que cominmente se introduce solo en térmi-
nos clasicos.

En el primer capitulo, mostraremos cémo encontrar las soluciones soliténi-
cas a las ecuaciones de campo mediante el formalismo a primer orden, qué se
debe cumplir para que un solitén sea estable y en particular topolégicamente
estable. Como un primer ejemplo, se estudiara el solitén ¢*. Luego revisare-
mos muy brevemente en qué consiste la cuantizacién semiclasica convencional
en la aproximacién de acoplamiento débil [1].

En el segundo capitulo se revisé la idea de cuantizar de manera directa
el solitén ¢* propuesta por Dvali, Gomez, Gruending y Rug [4]. Se comienza
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con una expansion de Fourier del soliton, y se identifican los coeficientes de la
expansion con los operadores de creacion y aniquilacién de los cuantos cons-
tituyentes del soliton, representando al soliton como un estado coherente. El
origen cuantico de la carga topoldgica se hace notable en la divergencia en el
nimero de ocupacién para los cuantos de momentum k£ — 0.

Ademas, siguiendo con la revision veremos que es posible escribir el soliton
©* como una convolucién de una componente topoldgica y una componente
energética. Esto permite escribir el estado coherente que representa al so-
litén como un producto tensorial de dos estados, |sol) = |t) ® |E), donde |t)
contiene informacion de la parte topolégica y |E) contiene informacién de la
parte energética.

En el tercer capitulo queremos estudiar la viabilidad de la idea propuesta
por Dvali, Gomez, Gruending y Rug [4]. Para ello, cuantizaremos el solitén
sine-Gordon de manera directa en la representacion de estado coherente, si-
guiendo esencialmente el mismo procedimiento empleado en la cuantizacion
del soliton ¢*. Primero obtendremos la solucién a la ecuacién de campo que
describe al solitén sine-Gordon mediante el formalismo a primer orden y se
estudiara su estabilidad. Luego, al igual que para el caso del solitén ¢*, cons-
truiremos los estados coherentes comenzando por una expansiéon de Fourier
del solitén sine-Gordon clasico e identificando los coeficientes de esta expan-
sion con los operadores de creacion y aniquilacion. Mostraremos que existe
una divergencia en el nimero de ocupacién total para k — 0, el cual corres-
ponde con el origen de la carga topoldgica para este solitén. Veremos que el
soliton sine-Gordon también puede ser escrito como una convolucién de una
componente topoldgica con una componente energética.

En el cuarto y ultimo capitulo se dan las conclusiones obtenidas del presente
trabajo asi como algunas extensiones posibles del mismo.



Capitulo 1

Solitones topolégicos

A continuacion, se mostrara como encontrar las soluciones solitonicas a
las ecuaciones de campo mediante el formalimso a primer orden y el estudio
de la estabilidad para un solitén. Teniendo como un primer ejemplo el solitén
©*. Finalmente, se mostrard en qué consiste la cuantizacién semiclésica de
acuerdo con R. Rajaraman [1].

Los solitones son soluciones a ecuaciones de ondas no lineales localizadas y
de energia finita, que viajan uniformemente a una velocidad constante, sin
distorsion. A pesar de que son soluciones a ecuaciones de onda, estos se com-
portan mas como particulas que como ondas.

Considérese solitones en (1 4+ 1) dimensiones que se obtienen a partir de
la accion

1
5= [ #e|z@r - Vi) (1)
donde el potencial V(¢) es una funcién suave positiva de ¢ y 0,0, = 0,0, —
0.0, Interesados en las soluciones estaticas y de energia finita se sigue que
la ecuacién de campo viene dada por

d?p  dV(p)

— = . 1.2
da? dp (1.2)

Suponiendo a continuacién que el potencial puede ser escrito de la forma

VW)Z%(%%)? (1.3)
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donde el superpotencial W (p) admite al menos un punto critico. La ecuacién
(1.3) permite que la ecuacién (1.2) pueda ser escrita como la ecuacién de
Bogomol'nyi

dp W

=4+ 1.4
dx de (14)

Para encontrar la solucién a la ecuacién (1.2) por medio de la ecuacion
de Bogomol'nyi, se debe cumplir que las siguientes ecuaciones sean equiva-
lentes

de AW dPp  dV(p)

= _ — T = 1.5
dr  dy T de 7 (15)
derivando (d—“;’)2 = % con respecto a x, se tiene que
dpd?p  d*W
o _ 1.6
dr dz?  da?’ (16)
de aqui se desprende que
o _1dWde _1d (4w .
de? 2 dz2 dp  2de \ dz ‘
donde
aw _ (awy’
de  \dyp /)~
Por lo tanto,
dp _1d (dW)*_ dV(g) (1.8)
dz?2  2dp\de /)  dp ° '

De esta ultima ecuacién se ve que efectivamente ambas ecuaciones son equi-
valentes. Asi, a partir de la ecuacién

dp AW

= — 1.9
dx dep (1.9)
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se tiene la solucién estética a la ecuacién de campo.

El funcional de energia viene dado por

Ely] = /dx B (%)1%@} (1.10)

Sustituyendo la ecuacién (1.3) en la ecuacién (1.9) se tiene que

dp _

= =V (p). (1.11)

Ademas, de la ecuacién (1.3) y la ecuacién (1.9), se obtiene la siguiente ecua-

cién
1 /dp 2
Viw) =35 (a)

al sustituir en la ecuacién (1.10), se tiene que

p(+o0) g

@

Emzf s (1.12)
oo Az

sustituyendo la ecuacion (1.11) en la ecuacién (1.12) se sigue que el funcional
de energia viene dado por

o(+0o0)
E[gp]:/( | dp\/2V (p). (1.13)

Por ende, E[p] > 0.

Sea M4 €l conjunto de configuraciones clasicas del campo que son mini-
mos globales del funcional energia o de los estados de vacio cldsicos y dado
que V(p) > 0, se sigue que los estados de vacio son los ceros de V(p) y
Myae = V71(0). Ademds si E[p] < oo se tiene que

d
2 0 cuando = — +o0, (1.14)
dx
y
Im ¢(x) — V7H0) |, lim o(z) — V7 H(0). (1.15)

T—>—00 T—+00



Las configuraciones de campo que son solucién a la ecuacién (1.9) saturan
la ecuacién (1.13) y el minimo viene dado por

p(+o0)
Blel= [ aW(e) = Wplro0) ~Wlpl—o0). (116

Un solitén es una solucién clésica estéatica de la ecuacion (1.2) cuya energia
no es un minimo global. En muchos casos, el espacio de las soluciones estati-
cas de energia finita no es conexo. Un soliton topoldgico es entonces una
configuracion estatica de minima energia en una componente del espacio de
soluciones anterior donde el minimo global de la energia no se logra. La so-
lucion, si existe, es topoldgicamente estable.

Para ver esto claramente, consideremos FE el espacio de campos estati-
cos de energia finita y sea M C FE el espacio de soluciones clasicas estaticas
de (1.2) de energia finita. Supongamos que el comportamiento en el limite
para la solucién clésica de la ecuacién (1.9), donde ¢, € M, es dado por la
unién de dos componentes desconectadas M, tal que

M =M UM, _,

donde M _ son las configuraciones de campo ¢(z) € M tal que

lim ¢p=A , 1lim =08

T—r+00 T—r—00
y M, son las configuraciones p(z) € M tal que

lim p=C , lim p=C.

Tr——+00 T——00

Estos subespacios estan topoldgicamente desconectados: no es posible cam-
biar continuamente una solucién en un subconjunto a una solucién en otro
subconjunto. El campo de configuraciones ¢ € M, _ son topoldgicamente
estables. La solucién ¢, € M, _ de minima energia es el solitén. Por otra
parte, la configuracion de campo no topoldgica ¢ € M, es poco probable
de que exista debido a que puede deformarse suavemente en la configuracién
de vacio con ¢ constante.

En relacién a lo anterior, clasicamente, la carga topoldgica de un solitéon
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viene dado por el comportamiento en el limite del campo que tiende a dife-
rentes valores constantes para x = +o00, por lo tanto

Q = ¢(r — +o0) — p(xr — —o0) # 0. (1.17)

1.1. Estudio de la estabilidad mediante per-
turbaciones

Considérese la estabilidad de una solucion de la ecuacion de campo ba-
jo pequenas perturbaciones [6]. Sea ¢(z) una solucién estatica centrada en
x = 0. Se tiene que el solitén con perturbacion viene dado por

90(:B7t) = Spk(z) + 77(35775)7 (1'18>

donde n(x,t) es el campo perturbativo. La ec.(1.18) satisface la ecuacién
clasica de campo

ov
0,0, + ol 0. (1.19)
Al sustituir ¢(x, ) se tiene que
oV 0*V
90l + 1) + %(m) + a—SOQ(gok)n +...=0. (1.20)

El campo ¢k (x) satisface la ecuacion (1.19), lo que conlleva a

0, 0,m(x. 1) + %wwf:))n(w, =0 (1.21)

Debido a que ?;—Z depende solo de z, la ecuacién (1.21) puede ser separable
©
y la solucién es de la forma

n(z,t) =Y e“rlo,(z) (1.22)

n
donde ¢,(x) satisface la siguiente ecuacion

d? 0*V

_@qbn(x) + 8_g02(90k>¢n<x> = WTQL@Z(Q;)a (1.23)
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y w2 son los autovalores del operador

2  0*V

— a—w(wk)' (1.24)

La ecuacién (1.23) tiene la forma de la ecuacién de Schrédinger para una
, O . 2 -
particula en movimiento en un potencial U(z) = %(gpk). Pequenas fluctua-
ciones alrededor ¢y, son estables si 1 permanece siempre pequena, es decir si
2
wy > 0.

Se pide que los ¢, (z) sean suaves y que no aumenten cuando |z| — oo.
Por lo tanto, el problema de la estabilidad del solitén se reduce a que si exis-
ten o no autovalores negativos del operador (1.24).

El operador (1.24) siempre tiene un autovalor cero, donde el autoestado
en el modo cero, ¢o(x), es

o ()= dﬁf)- (1.25)

Al sustituir en la ecuacion de autovalores, se tiene que

( — % + g—(p‘;(%)) ¢o(r) = 0. (1.26)

Efectivamente la ecuacién (1.25) satisface la ecuacién (1.23) con wi = 0. Al
sustituir la ecuacién (1.25) en la ecuacién (1.26), se tiene que

d2 d@k 82‘/ ngk
— =0 1.27
dz? ( dz > * 0p? (r) dz ’ (1.27)

donde @ (z) tiende a una constante cuando |x| — oo, es decir, que ¢g(x)
nunca desaparece, no tiene nodos. Se sabe que una funcién que no tiene nodos
es un estado base. En consecuencia, w? > 0, el cual provee la estabilidad del
soliton estatico.



12 CAPITULO 1. SOLITONES TOPOLOGICOS

1.2. Solitén ¢*

Considérese a continuaciéon la teoria

1 m
5= [ #o(@er - g - 20, (1.28)
Cuyo potencial es

V(p) = 192<m—2 — 2)2. (1.29)

Variando la accién S, se obtiene que la ecuacién de campo para este sistema
es

m2
0,0, + 2g2g0(g02 — ?> = 0. (1.30)

La solucién estatica a esta ecuacion se puede obtener a partir de la ecuacién
(1.9). A partir del potencial (1.29), se obtiene el siguiente superpotencial

m? 1
W) = R Y 1.31
() 930( 737 > (1.31)
Entonces,
dW m? 9
— =g — — ) 1.32
de g< ERRE ) (1:52)

Al sustituir en la ecuacién (1.9) se tiene que:
2

dep m 2
— =g\ — — . 1.33
=9(%-+) (1.33)

Asi,

d d
/m2¢2:_/ 2¢m2:g/d:v (1.34)
e TP T

92

Integrando a ambos lados de la ecuacion, se sigue que

9 arctan (ﬁ) = g(x — xp).
m

m
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Por lo tanto, el solitén ¢* viene dado por

o(x) = %tanh (m(z — x9)). (1.35)

1.2.1. Estabilidad topolégica del solitén ¢*

El comportamiento de ¢(x) en el infinito viene dado por

m m
{ = — 1 h = +— 1.
xEr—iI-loo o(x) J xl_l)gloo tanh(mzx) = + e (1.36)
lim ¢(z) = ™ Ym tanh(mz) = _n (1.37)
T——00 g z——00 q

El funcional de energia del solitén o su masa clasica viene dada por

Elg] = /_:o dx(j—i)Q. (1.38)

400 m4 1
Elp| = de——F——
2 /_oo v g* cosh*(max)

1 +oo
— %( —3 tanh® (maz) + tanh(mx)) ‘ N
4m3

El minimo global de la energia no se logra. Por otra parte, de acuerdo con
el comportamiento asintdtico para ¢* para & = £o0, se observa que corres-
ponde con la configuracién de campo ¢, € M, por consiguiente el soliton
dado por la solucién (1.35) es topoldgicamente estable.

La carga topolégica del solitén ¢? viene dada por

Qr= [ fdr= 5 (olr00) - pl-00)), (1.40)

oo 2m
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donde j° es la componente espacial de la corriente topolégica. Al sustituir
(1.36) y (1.37) en (1.40) obtenemos

Qr =5~ <% + %) — 1. (1.41)

1.3. Cuantizacién semiclésica del solitén ¢*

Otra forma de cuantizar kinks es de acuerdo con [1]. Para esto, la energia
es expandida en una serie semicldsica, donde los términos principales de la
serie estan relacionados con la solucién clasica correspondiente.

La ecuacion (1.23) provee un punto de partida apropiado para una cuanti-
zacion semiclasica de solitones. Por simplicidad, considérerese el lagrangeano

_ Lo — Lo o2y Lz _ 2
L—/dx(Q(atsO) 5 (0op)” + 5mig™ — 2t = ), (1.42)
donde el potencial es
N 1 s A, m?,
el o s+l ) (1.48)

con A\ es un parametro. Las soluciones a la ecuacién de campo vienen dada por

or(r) = (1.44)

o) = 2 tanh 2= D), (1.45)

VA V2

estas son las soluciones trivial y no trivial, respectivamente.

Veamos a continuacion el vacio y sus excitaciones para la solucion trivial.
Expandiendo el potencial alrededor de la solucion trivial ¢

T A ey
V[SD]—/de( 8$2+2m)90+M\/X/dxg0 —|-4 dxp (1.46)
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donde ¢(z) = ¢(z) — 1 = ¢(x) —m/VAy V[p] = 0. Para X lo suficien-
temente pequeno, se puede tratar los términos cibicos y cudrticos de (1.46)
por perturbacién. En los términos cuadraticos de més bajo orden, se tiene
que (—d?/da? + 2m?) es el operador, cuyos autovalores son (k,2 + 2m?) con
autofunciones e**»*_ Los valores permitidos de k,, de acuerdo con una caja de
normalizacién vienen dados por

koL = 2nm (1.47)

donde L es la longitud de la caja. Por lo tanto, se puede construir una torre
de estados de osciladores arménicos aproximados alrededor de ¢, el estado
mas bajo tendra una energia dada por

1 2 2\1/2
Eyae = 0+ §hzn:(k:n+2m) +0(N), (1.48)

donde el cero representa la energia clasica V]p].

Para las excitaciones superiores se tiene que las energias vienen dadas por

1 1/2
Epny=h)’ <Nn + 5) (ki + 2m2> + OM). (1.49)

Estos corresponden a los cuantos de la teoria, donde los N,, tienen momen-
tum hk,. Este procedimiento cuantiza el campo corrido ¢ = ¢ — (1 como en
el método estandar de perturbacion, donde

(0]@/0) =0, (1.50)

|0) es el estado de vacio. Entonces

(0l¢]0) = 1+ O(N). (1.51)

Esta relacion conecta el estado cudntico de vacio con la solucién clasica ;.

Ahora, considérese la solucion no trivial g y sus excitaciones, para la
cuantizacion semiclasica se realiza el mismo procedimiento anterior. El po-
tencial es expandido alrededor de pg



16 CAPITULO 1. SOLITONES TOPOLOGICOS

Viel = Viwd+ [ dognto) (~ o543k Jato)+ [ as (et +30).
(1.52)

donde n(z) = p(z) — vk (z). Los autovalores de la segunda derivada de V]
con respecto a @x son dados por

82 2 2 2
( T M 3A90K) () = w1 (). (1.53)
Haciendo el cambio de variable z = max/ V2 se llega a la ecuacién tipo

Schrodinger siguiente

1 0? ) 3 w2
(— 392 + 3tanh”(z — 1)) (z) = ﬁnn(z), (1.54)
donde n(z) = p(x) — px(z) y 2z = 5

Se tiene 2 niveles discretos seguidos por un continuo de niveles ¢. Los niveles
discretos y los niveles continuos ¢ son

wi'=0, (1.55)
— §m2 (1.56)
2
y
2 _ 2oy o 1.57
wq—m(§q+)- (1.57)

Usando estos modos normales, se puede diagonizar el potencial expandido
y el Lagrangiano en la vecindad de ¢g(x). Dado que pr ~ O(1/v/)), los
términos cibicos y cudrticos en la ecuacién (1.52) serdn del orden de VA y
orden A, respectivamente. Por lo tanto, se puede construir un conjunto de
estados de oscilador armoénico aproximados alrededor de ¢y en el espacio de
campo. Ademas, las energias de estos estados viene dada por

En, =Viek] + hi (Nn + %)wn + O(N), (1.58)

valido para todos los modos n > 1.
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Por lo tanto, el estado de més baja energia, que corresponde con N,, = 0,
es interpretado como el estado de particula cuantica del kink en reposo. El
estado que corresponde con N, = 1 es interpretado como un estado discreto
excitado de la particula del kink. Para los modos IN,, > 2 son interpretados
como estados de dispersion de los mesones (los cuantos) de esta teorfa en
presencia de la particula de kink.



Capitulo 2

Imagen estado coherente del
solitén

En el siguiente capitulo mostraremos la revision de la cuantizacién via
la imagen de estados coherente de solitén ¢*, de acuerdo con [4].

El solitén cldsico ¢*(z), ecuacién (1.35), puede ser escrito como

o) 75 | (ST ). (2.)

donde

es la transformada de Fourier. Reescribiremos el solitén ¢?(x) como

o(x) :\/E/dk

\/417r—]k| (c*a(h) + e *a(h)), (2.3)

con 27 R el volumen regularizado del espacio y donde

o) = /- g, 24)
alk) = g\/zigcsch (%) (2.5)

18

Por lo tanto,
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Ademas,

a(k)a(k) = %ﬁj}csch2 (%) (2.6)

donde @(k) es el conjugado de a(k).
Se busca representar el solitéon como un estado cudntico coherente, |sol).

Para esto, se identifican los coeficientes de la expansiéon de Fourier del campo
clésico, a, con los operadores a(k) y af(k), de forma tal que

a(k)|sol) = a(k)|sol), (2.7)

(sol|a’(k) = a(k)(sol| (2.8)

El conjunto {af(k), a(k)} satisface el algebra de los operadores de creacién y
aniquilacion.

[a(k); a(k")]'=0 (2:9)
y
la(k), at (k)] = }%5(/{ — ). (2.10)

De acuerdo con las propiedades generales de los estados coherentes, el estado
|sol) puede ser escrito como un producto tensorial de estados coherentes para
diferentes k, asi

|sol) =[] lax). (2.11)

donde

2
lag) = e~ /2l Z

nkO

(2.12)
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|ag) es un estado coherente
a(k)a(k)) = a(k)a(k)),  la(k)) = "zl WFH®TB ), (2.13)

con |0) el vacio de Minkowski.

Para el solitén * los operadores a(k) y af(k) serdn interpretados como
operadores de creacion y aniquilacion de los cuantos del estado del solitén.
El operador de campo para el kink ¢? viene dado por

= VR / [ — ( (e *Z’“erf(k)e““) (2.14)

VArw(k)

donde w(k) = |k| es la relacion de dispersion de los corpisculos. Ademas, se
define el estado coherente |sol) tal que

(sol|p(x)]sol) = p(x) (2.15)
con p(x) (2.14).

También se puede definir el operador momentum candnico en término de
los operadores de creacién y aniquilacién, de acuerdo con la cuantizacion de
campo en la imagen de Schrodinger

— %\/g/ dk\/m< —a(k)e ™ + dT(k)e“”) (2.16)

y debe cumplirse la relacién de conmutacién candnica dada por

(¢(x), [I(y)] = ib(z — y). (2.17)
Veamos,

[p(x), 7 (y)] = p(x)w(y) — 7 (y)P(2).

Al sustituir las ecuaciones (2.14) y (2.16) se tiene que

IR
47

[p(2), 7 (y)] = / dk( (k)a' (k)e™*e™ — al (k)a(k)e™ e~

ta(k)al (k)e et — a*(k)a(k)eikye—m) : (2.18)
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a partir de la ecuacién (2.10), con k y k' iguales, se tiene que

) 1 ) . ) .
R B R

_ %(5@ o) 40w —y)) =idz—y).  (219)

donde se ha usado

I

— dke*@=2") = §(z — o).
2m

—00

Ahora, definiendo el operador de niimero de particula en la forma estandar:

~

N = d,tdk, se sigue que

Ny = (sol|a.ay|s0l) = a(k)a(k) (2.20)

es el niimero de ocupacion medio de los cuantos de momento k en el estado
coherente |a(k)). El nimero de ocupacion total viene dado por

N = R/dk:N(k). (2.21)

Para evaluar el niimero de ocupacién en el rango de las longitudes de ondas
en el infrarrojo se considera ky — 0. Evaluando la integral encontramos que

| k| 2(71’]{?)
N = dkN (k :R/ dk csch® | —
ko ( ) ko 47TRg 2m

2
N=|- 2mk coth h + Am” In sinh i , (2.22)
T 2m 2 2m ko
donde coth(z) y In(x) para © — 0 diverge. Por lo tanto
N = | dkN(k) — +oo. (2.23)

ko
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para kg — 0. Esta singularidad exhibe la manifestacion de la carga topologi-
ca de la mecdnica cuantica debido a que las componentes de Fourier con
longitudes de onda muy larga (longitud de onda en el infrarrojo) son las que
aprecian las condiciones de contorno en +oo. Dado que son esas condiciones
de contorno (no triviales) son las que determinan la carga topoldgica, se sigue
que la carga topoldgica esta directamente relacionada a la existencia de esas
componentes de longitud de onda muy grande.

El solitén ¢* puede ser escrito como un producto de convolucién que separa
la parte topoldgica de la parte energética. Esta descomposicion se basa en el
teorema fundamental de producto de convolucién, donde la transformada de
Fourier del producto de convolucion de dos funciones es el producto de las
transformadas de Fourier. Veamos esto en detalle, clasicamente es facil ver
que

¢(x) = sgn(mx) * sech®(mx). (2.24)

donde sgn(mz) es la funcién signo de z, definida como

sgne={+1 x>0, -1 2<0.

Ella define a la distribucién atemperada cuya transformada de Fourier es

1
[sgnx], = 2i Pv o (2.25)

con Pv el valor principal de % Por otro lado,

[sech®(mx)]; = W%(:sch(%). (2.26)

Se sigue que

1 [1m? ) 1 k
[ok(z)] % = 20 Pv % lim?secthx] ) =1 <g> Pv e (k csch ;T_m>

donde csch z es analitica en cualquier dominio donde sinh z # 0, y

1 1 1
zcschz:l—ng—[a—(?)!)Q} A+ (|z| < ).
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Estas ultimas expresiones llevan infomacion de la energia y de la composicién
topoldgica del solitén. Para & = 0 hay una divergencia en la ecuacién (2.25).
De acuerdo con lo discutido anteriormente con el niimero de ocupacién, se
puede observar en la imagen del producto de convolucién que esta divergencia
se le atribuye claramente a una parte de la descomposicién, que corresponde
a sgn. Tal divergencia no aparece en la ecuacién (2.26).

Veamos que de la ecuacién (1.12), la energia solo depende de ¢. Si ¢ puede
ser escrito como:

© = sgn * @.
Entonces al derivar con respecto a x, se tiene que

de

= 20(2) x ¢ =2, (2.27)

donde

G% (sgn(w)) = 26(x).

Al sustituir la ecuacion (2.27) en la ecuacién (1.12), se observa claramente
que la energia solo depende de ¢ y que la parte topoldgica del solitén esta
contenida en sgn.

Los resultados obtenidos clasicamentes (2.25) y (2.26), pueden ser escritos
en la imagen de estados coherentes. Para esto se definen los coeficientes t(k)
y ¢(k) relaciondndolos con las ecuaciones (2.25) y (2.26), de la siguiente forma

H(k) = ﬁ (2.28)
y
c(k) = %gcsch (%), (2.29)

respectivamente. Se construye los respectivos estados coherentes de los ope-
radores £(k), t'(k) y é(k), é'(k) de la siguiente forma

c(k)|er) = c(k)|ex) (2.30)
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t(k)|tk) = t(k)It), (2.31)

los cuales satisfacen el algebra estandar de los operadores de creacion y ani-
quilacién. Los operadores (k) y ¢(k) acttian en espacios de Fock diferentes.
Asi, se puede escribir el estado coherente representando el solitén ¢* en la
siguiente forma

|sol) = |t) @ |E) (2.32)

donde [t) =[], |tx) ¥ |E) = [, |ck). Los estados [t) y |E) son estados cohe-
rentes construidos a través de cuantos que transportan informacion de la
parte topoldgica y energética, respectivamente.

En la imagen de estado coherente, la energia viene dada por
E—/ﬁmewﬂmwy (2.33)
Por lo tanto, sustituyendo la ecuacién (2.29) en (2.33) se sigue que

E=-—. (2.34)

Vemos que en la imagen de estado coherente la energia también puede ser
expuestas de manera muy precisa.

En conclusién, vemos entonces que en la imagen coherente del solitén ¢?,
propuesta y explorada por Dvali, et al en [4], es posible establecer el origen
cuantico de la carga topologica y relacionarla a las longitudes de onda en
el infrarrojo del estado coherente que representa al solitéon. Por otro lado,
dicha imagen d& cuenta del hecho de que su energia es finita a pesar de que
el niimero de ocupacién es infinito.



Capitulo 3

Soliton Sine-Gordon ¢

En este caitulo estamos interesados en estudiar la viabilidad de la cuan-
tizacién via la imagen de estados coherentes de acuerdo con [1], para el caso
particular del solitén sine-Gordon y establecer las similitudes con el soliton
©* y particularidades propias del solitén sine-Gordon.

3.1. El soliton sine-Gordon clasico

El soliton sine-Gordon clasico que corresponde con la teoria dada por el

siguiente potencial
1/2
V(g) = % cos (%), (3.1)

puede ser encontrado siguiendo un procedimiento analogo al seguido para
encontrar el solitén p?. En este caso, el superpotencial W (¢) viene dado por

W(g) = 4%12/2 sin (%) (3.2)

Por lo tanto, al sustituir en la ecuacién (1.9) se tiene que

dW(g) _ 20" B¢
o 3 cos { = ), (3.3)
Integrando se sigue que
1 201/
d = dx.
/ (bcos(%) B

25
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A partir de la funciéon de Gudermannian gd x:

gdr = / dtsecht = 2 arctan e® — g,
0

se tiene que el solitén Sine-Gordon ¢ viene dado por

T

b(x) = % (2 arctan(exp a'/%z) — 5), (3.4)

2
o(z) = 5 arctan(sinh a/%z). (3.5)
como se sigue de la relacién funcional sinh z = tan(gd z).

El solitén sine-Gordon que ha sido utilizado para estudiar gran variedad
de fenémenos, muy conocido por fisicos y matematicos es el que se muestra
a continuacion

bs(x) = % arctan(exp a'/%z). (3.6)

Nosotros lo llamaremos solitén sine-Gordon convencional. Notese que el so-
litén sine-Gordon (3.4) es el solitén Sine-Gordon convencional pero corrido
un angulo % como se puede observar en la siguiente figura

¢

Sssaces

y r
3 !
x|

Figura 3.1: Representacién gréfica, ¢ vs z, del solitén sine-Gordon (en azul)
y el solitén sine-Gordon convencional (en rosado).
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Mas adelante discutiremos por qué decidimos trabajar con el solitén sine-
Gordon (3.4) y no con el solitén sine-Gordon convencional (3.6).

3.2. Estabilidad topoldgica del solitén sine-
Gordon

Los valores asintéticos que toma el solitén sine-Gordon Ec.(3.4) vienen
dados por

2
IETOO () = IETOO = arctan(sinh o/2z) = E, (3.7)
lim ¢(z) = lim 2 arctan(sinh o'/%z) = -z (3.8)
Z——00 z——oc0 3 6 '

A partir de la ecuacién (1.16) se tiene que el funcional de energia viene
dado por

16) = W (6(00)) — W (6(-)) = 2 (sin ()~ (- ).

Asi,

El¢] = : (3.9)

Al ser distinto de cero, se tiene que la energia no es un minimo global. Dado
que dicho valor depende directamente de los valores asintoticos que toma el
solitéon en 400, no es posible deformar de manera continua hacia el vacio
dicha configuracion. Por lo tanto, el soliton Sine-Gordon es estable y es to-
pologicamente estable debido a que pertenece a las configuraciones de campo
oK € My
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3.3. Imagen Estado Coherente del solitén sine-
Gordon

El solitén clasico dado por la ecuacion (3.4) puede ser escrito como

o) = 3 [ ab (e’ + e ). (3.10)

:47'('

Siguiendo los pasos de [4], revisados en el capitulo 3, puede ser expandido
como

1 ikx 7 —ikx
¢(x):\/§/dk\/T|k|(b(k)e +b(k)e ) (3.11)

bk) = || o ()] (3.12)

La transformada de Fourier para ¢(z) viene dada por

donde

/ k
6o = %sech(r(:m) (3.13)
v,
_ 2 k
b(k)b(k) = U;’TTﬂZseChQ (#) (3.14)

siendo b(k) el complejo conjugado de b(k).
Se quiere representar el solitén sine-Gordon como un estado cuantico cohe-
rente, |sol). Para esto, se asocia los coeficientes de la expansién de Fourier

con los operadores b(k) v bf(k), tal que

b(k)|sol) = b(k)|sol), (sol|b(k) = b(k){sol| (3.15)

El conjunto {b'(k),b(k)} satisface el algebra de los operadores de creacién y
aniquilacion, dado por

[b(k), b(k')] = 0 (3.16)
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B(k), B (k)] = %5@ — ). (3.17)

Los operadores b(k) y bf(k) serdn interpretados como los operadores de
creacion y aniquilacion de los cuantos de los constituyentes del soliton, tal
que

(sollp(x)|sol) = ¢(x) (3.18)
con el operador de campo del solitén Sine-Gordon ¢(x) dado por

- VR / dk—— ( (k)e "’”+b*(k:)e““> (3.19)

Ve

donde w(k) = |k| es la relacién de dispersién de los cuantos. El operador
momento canoénico, de acuerdo con la representacion de Schrodinger, viene
dado por

() = 2\/— dier/20(k (—b ‘Zkuéf(k)eikx). (3.20)

Los operadores (3.19) y (3.20) deben cumplir con la siguiente relacion de
conmutacién candnica

[0(x), 7 (y)] = id(z — y). (3.21)

Al sustituir se tiene que

N 1R

[9(x). 7(y)] = / dk(é(k)z;f(k)e—ikweiky—Bf(k)za(k)ei’%—iky

h(k)bT (k)eheeiky éf(k)é(k)e—ikxeiky). (3.22)

De la ecuacién (3.17) con k y k' iguales y siguiendo el orden de Wick, se tiene

B), 7)) = o= [ dh(e et et} = 5y — )+ 6o — ).
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Por lo tanto
[b(x), #(y)] = id(x — y). (3.23)

De acuerdo con las propiedades de los estados coherentes, el estado |sol) pue-
de ser escrito como el siguiente producto tensorial

|sol) = T Ibx) (3.24)

®k

0o e
‘bk> = 671/2|bk| Z \/%kl|nk> (325)

ngE=0

donde |b(k)) es el estado coherente para el modo de momento k.

Se define el operador de nimero N, al igual que con el solitén ¢*, de
forma tal que el niimero de ocupacién medio viene dado por

N(k) = (sol|bt (k)b(k)|sol) = b(k)b(k) (3.26)
y el niimero de ocupacion total es
N=R / dEN (k). (3.27)

Se tiene que

2 mk
N = dk h?
R/,m H252 > (2a1/2>

N — 400 (3.28)

Entonces,

para kg — 0. En el rango de las longitudes de ondas del infrarrojo, el niimero
de ocupacion exhibe el origen de la carga topoldgica al igual que en el caso
del solitén ¢*.

Se puede escribir el soliton sine-Gordon como un producto de convolucién
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de la parte topoldgica y la parte energética.

/
() = sgnx * %sech(alﬂx). (3.29)

Del teorema del producto de convoluciéon, la transformada de Fourier de
(3.29) puede ser escrito como el producto de (2.25) y

2 [al/? 1 Tk
— |:786Ch 041/2301 . = Bsech (W) (3.30)

Tenemos que

1 [al/? 1 ) 1 ™D
~ . - = /2 . . - I
[p(z)]x = 20 Pv ’ [ 5 secha x} = 2i Pv r 6sech<2a1/2),

donde sech z es analitica en cada dominio en el cual cosh z # 0,

1 5
sechz:1—§z2+zz4+... (\z|<g)

De donde se observa que estas ecuaciones llevan informacion de la energia y
de la composicién topolégica del solitén. Se tiene para k = 0 una divergencia
en (2.25), debido a esto, al igual que para el solitén ¢*, la parte topolégica
se le atribuye directamente a sgn. Al escribir el solitéon sine-Gordon como
¢ = sgn * ¢, al igual que el solitén ¢*, la energia del solitén sine-Gordon no
depende de la componente topoldgica del solitén.

Los resultados obtenidos cldsicamentes (2.25) y (3.30), pueden ser escri-
tos en la imagen de estados coherentes. Para esto se escriben las ecuaciones
(2.25) y (3.30) como se muestra a continuacién

y
c(k) = ?secb(%), (3.32)

respectivamente. Se construye los respectivos estados coherentes de los ope-
radores t(k), t'(k) y ¢(k), é'(k) de la siguiente forma
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c(k)|ex) = c(k)lcr) (3.33)

t(k)|te) = t(k)|te), (3.34)

los cuales satisfacen el algebra estandar de los operadores de creaciéon y ani-
quilacién. Los operadores (k) y ¢(k) acttian en espacios de Fock diferentes.
Asi, se puede escribir el estado coherente representando el soliton sine-Gordon
en la siguiente forma

|sol) = |t) ® |E) (3.35)

donde [t) =[], |tx) ¥ |E) =[], |ck). Los estados [t) y |E) son estados cohe-
rentes construidos a través de cuantos que transportan informacion de la
parte topoldgica y energética, respectivamente.

En la imagen de estado coherente, la energia viene dada por
E = /dk (B|el(k)e(k)|BY, (3.36)

siguiendo la propuesta de Dvali y sus colaboradores [4]. Por lo tanto, susti-
tuyendo la ecuacién (3.32) en (3.36) se sigue que

80[1/2

B==50 (3.37)

Vemos que en la imagen de estado coherente la energia también puede ser
expuestas de manera muy precisa.

Por ttimo, es conveniente destacar una particularidad de la cuantizacion
via imagen de estados coherentes de los solitones. En este trabajo, se escogi6
el solitén sine-Gordon (3.4) y no el sine-Gordon convencional (3.6) debido a
que este 1itimo no puede ser escrito como un producto de convolucién con la
distribucién sgn. El soliton sine-Gordon convencional se puede escribir como
un producto de convoluciéon con una distribuciéon Heaviside ©, cuya trans-
formada de Fourier contiene un término delta de Dirac, lo cual da lugar a
expresiones cuadraticas mal definidas ya que contendrian productos de d’s.



3.3. IMAGEN ESTADO COHERENTE DEL SOLITON SINE-GORDON33

Es claro que para escribir un solitén como la convolucion de la parte topologi-
ca con la energética, siguiendo la propuesta de [4], debe ser posible escribir
dicha convolucién en términos de sgn.



Conclusiones

El creciente interés en las configuraciones clasicas de campo con energia
finita, que son estables debido a su topologia, se debe en parte a que se cree
que dichos objetos son candidatos a describir objetos extensos al nivel cudnti-
co. Estos solitones topologicos cudnticos y sus excitaciones se espera exhiban
propiedades muy diferentes a las que se pueden derivar de una expansion
perturbativa.

En este trabajo hemos centrado nuestra atencion en dos teorias clésicas de
campo muy sencillas en las cuales es posible encontrar soluciones topolégi-
camente estables para un campo escalar en dos dimensiones a partir de un
formalismo de primer orden. Estas soluciones son los bien conocidos kinks de
la teorfa ©* v el solitén sine-Gordon.

Interesados en el comportamiento de los mencionados solitones a nivel
cuantico, revisamos la idea de Dvali, Gomez, Gruending y Rug [4], en la cual
se cuantiza el solitén ¢* empleando la imagen estado coherente.

Cuantizamos el solitén sine-Gordon wvia imagen de estados coherentes con
el fin de establecer la viabilidad de esta cuantizacién propuesta por Dvali y
sus colaboradores [4], as{ como también las similitudes y eventuales diferen-
cias en el comportamiento de los cuantos constituyentes del solitén ¢* y el
solitén sine-Gordon.

Encontramos que en la imagen de estado coherente del solitén sine-Gordon
el origen de la carga topoldgica se exhibe en la singularidad para el niimero
de ocupacion de corpusculos de longitud de onda en el infrarrojo, al igual
que en la imagen de estado coherente del solitén ¢* de acuerdo con Dvali,
Gomez, Gruending y Rug [4]. Demostramos que el solitén sine-Gordon se
puede descomponer como un producto de convolucion con sgn que separa la
parte topoldgica de la energética, donde la topologia del soliton esta conte-
nida en sgn en concordancia a la propuesta de [4] para el solitén ¢*. Podria

34
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ser cuantizado cualquier defecto topoldgico en (14 1) dimensiones en la ima-
gen de estados coherentes pero la descomposiciéon como una convolucion de
sgn x propuesta por Dvali, Gomez, Gruending y Rug no es posible aplicar en
cualquier defecto topoldgico.

Asi, una extensién para este trabajo es verificar la cuantizacién para otros
solitones en la imagen de estados coherentes. Y considerar solitones en un
volumen finito [7] y realizar su cuantizacién via imagen de estado coherente.
Y, verificar la cuantizacién via la imagen de estados coherentes para otros
defectos topolégicos en (1 + 1) dimensiones.



Apéndice A
Estados coherentes

Una forma de cuantizar solitones es a través de la imagen de estados
coherentes, por esto veremos los puntos mas importantes sobre los estados
coherente para un nimero finito de libertad y luego para un nimero infinito
de grados de libertad [8].

Para un ntmero finito de grados de libertad, dado K operadores de aniqui-
lacién ag, con k = 1,2, ..., K, y sus autoadjuntos, se tiene que el algebra es
de tal forma tal que

lag, ;) =0 (A1)

y
[, @] = G- (A.2)
Cada d}; genera desde el vacio, definido por a|0) = 0, un conjunto de

estados de Fock {|n)} definido por

ey = ™ 0y (A3)

proveen una base ortonormal completa de un espacio de Fock F.
Los productos directos de estos estados

36
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K

) = I] = ln)lne)- ) (A.4)

®Rk=1

proporciona una base ortonormal completa de un espacio de Fock F. Satis-
facen la relacion de cierre

> {{md = 1. (A.5)

{nr}

Los autovectores de los operadores de aniquilacion a; puede ser parametri-
zado y expresado en funcién de la base de Fi, como

2
|2) = e 1/l Z

nk[)

(A.6)

El espacio de Hilbert expandido por {|z)} es llamado espacio de estados
coherentes C, Ck es isomorfo a F.

El espacio de producto directo C expandido por |{zx}) puede ser expre-
sado en funcién de los vectores base de Fx

[{a}) = ZH 12l A Z’ ). (A7)

{ni} 1=1

La relacién de cierre viene dada por

/ () ) ()] = 1. (A8)

donde

K da dy
du({z}) =[] };‘T b 2k = T+ iy (A.9)
k=1

Los autovectores |zx) y los vectores |{z;}) pueden ser escritos de una forma
equivalente como

|2) = e /2l k). (A.10)
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[{zr}) = Uk (%, 2)[0) (A.11)

respectivamente. Donde Uk es unitario y viene dado por

K
Uk(Z,z2) = exp Z(zkd,t — Zpay,) (A.12)

k=1

Estos resultados pueden ser valido para grados de libertad infinito, donde
K — 00 si se cumple que

D laf? < o (A.13)
k=1

Esto significa que la representacién espacial expandida por el conjunto de es-

tados { ,;100 |zk>} es unitariamente equivalente al correspondiente espacio

de Fock F..

Una de las propiedades mas importante de la representacion Cx del es-
pacio de Hilbert es que los elementos de la diagonal de una funcion ordenada
normal son dadas por

F=F:  ({adF{a), @bz = F({EY, (). (A.14)

En una expresion ordenada normal todos los operadores de creacién estan a
la izquierda de todos los operadores de aniquilacién. Esto es también llamado
el orden de Wick y es denotado por el simbolo de doble punto:

Lo . A A
: 5(@2% + apal) = alag. (A.15)



Apéndice B

Distribuciones atemperadas y
producto de convoluciéon

A continuaciéon se verda en qué consiste una distribucion atemperada,
el producto de convoluciéon entre dos distribuciones y la transformada de
Fourier para dos distribuciones [9].

Distribuciones atemperadas

Sea S el espacio de las funciones complejas ¢(x) definidas sobre R, de-
notadas por S(R), infinitamente derivables y que decrecen mas réapido que
cualquier potencia negativa de |z| para x — oco. Y, sea S'(R) el dual del
espacio S(R). Se define la distribucién atemperada T}, como una distribucién
que se prolonga a un funcional lineal continuo sobre S, donde 7, € S'(R). T,
puede ser escrito como

+o0 k
Toota), = 3 [ deFilo) {60 (B.1)

0<k<s?~

donde los F}, son funciones continuas limitadas de la siguiente manera

|Fy(2)] < Cr(1 4+ |z))

para algunos C}, y j dependiendo de k.

39
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Producto de convolucion

La convolucién de dos elementos ¢; y ¢o de S(R) es definido por

(e = ) = | ™ dyor(a =)o (B.2)

—00

Se tiene

(a) ¢1 % 2 € S(R).
(b) @1 % Pa = o * ¢1.
(c) La operacién * puede ser extendida para ¢ x T € S(R) y T" € S'(R),
siendo el resultado infinitamente diferenciable. En este caso ¢ T es llamado
regularizacion de T' por ¢.

Por otra parte, si D es un operador diferencial con coeficientes constan-

tes en R™ y 4y la distribucién de Dirac en R™ con soporte en el origen,
entonces

(D(S(O)) x T = DT,

con Sy T dos distribuciones sobre R", se tendra

D(T % S) = Doy * (T x S) = (Do) *T) xS = DT % S

D(T % S) = DS +T.

Por ende,

D(T % S) = DT S =T % DS.



Apéndice C
Transformada de Fourier

Sea [¢(x)]; 1a transformada de Fourier de ¢(x) € S(R) [9]

o= [ doeroto)

La transformada de Fourier de T, € S'(R) es definido por

(T2, Sy = (T2 9] VB € S
(a) Para d1, ¢§ € Srse tiede
61(2) = a2l = (61 ot

(b) Para ¢ € Sy T, € S, se tiene

6(0) T2 = (63 (L)

Donde la normalizacién es elegida tal que [0(z)]; = 1, siendo 1 el elemen-
to unidad multiplicativo en el campo complejo y §(z) el elemento unidad
multiplicativo en el algebra de convolucién.
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