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RESUMEN

Los modelos depredador-presa en el estudio de la dinamica de poblacién tienen un pa-
pel fundamental ya que permiten describir la relacién entre dos especies a medida que
avanza el tiempo. Dicho comportamiento entre las especies se puede representar me-
diante ecuaciones diferenciales no lineales, estas simulan el crecimiento de las especies
de acuerdo con la manera que se relacionan y destacando que la edad y el sexo no

influyen en su comportamiento.

Es por ello que el objetivo principal de este trabajo es describir, analizar y discutir la
dindmica de un modelo depredador-presa del tipo Leslie-Gower discreto con respuesta

funcional del tipo Holling II, considerando que sus condiciones iniciales son no negativas.

Los resultados mas relevantes de este trabajo son: permanencia del sistema, existencia

y de soluciones periédicas estables.
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INTRODUCCION

En ecologia la dindmica de poblacion se ocupa del estudio de los cambios que sufren
las poblaciones en cuanto al tamano, estructura de edad, entre otros parametros que
las definen, asi como los factores que causan esos cambios y los mecanismos por los que
se producen. Es por ello que el papel fundamental de esta teoria ecologica es entender
como la interaccion entre distintas especies, y su relacion ambiental, determinan la dis-

tribucion de las poblaciones y la estructura de las comunidades.

Leslie ([8],[9]) introduce en 1948 el siguiente modelo depredador-presa con el fin de

estudiar el comportamiento entre las especies:

' = ax — ba® — cxy,

/ hy? (1)
y=ey——-,
T

donde x e y representan la densidad de poblacién de presas y depredadores en un
tiempo t > 0, respectivamente, a es la tasa de crecimiento especifica de la presa en
ausencia del depredador; si este es el caso, la poblacion de presas crece logisticamente
con una capacidad de carga a/b, ¢ es el nimero maximo de poblacién de presas que se
puede comer por poblacion de depredadores por unidad de tiempo, e representa la tasa
de crecimiento del depredador y h describe la eficiencia del depredador para convertir
presas consumidas en crias de depredadores. Lo que hay que notar en el modelo (1)
es que la capacidad de carga del entorno del depredador es proporcional al nimero de
presas; por otro lado, existen limites superiores a las tasas de crecimiento de ambas

especies. Dichos limites permiten obtener condiciones favorables para el depredador
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cuando el nimero de presas por depredador es alto,de igual modo para la presa cuando
el nimero de depredadores es pequeno.

Holling ([5]) propuso formas para las respuestas funcionales, argumentando que el tiem-
po del depredador es dividido en dos periodos: busqueda y manipulacién de la presa,
donde también supone que los depredadores no interactian entre si. Para ello se toman

en cuenta las siguientes consideraciones:

f es el nimero de presas consumidas,

x es la densidad de las presas,

T es el tiempo de busqueda,

g es una constante que representa el producto de la tasa de bisqueda y la proba-

bilidad de encontrar una presa.

Obteniendo como resultado la formulacion de la respuesta funcional de Holling Tipo II:

/L gl
(14 gna)’
donde es anadido un tiempo de manipulacion n reduciendo el tiempo de busqueda y

reduciendo el nimero total de presas con la cantidad:

T,
ghay %
-
Gtgns) 1
an

Al usar esta respuesta funcional el sistema (1) toma la forma:

2 = az — bg? — - ,
d+zx @)
J = ey — hy®
r+a’

el cual es conocido como un modelo depredador-presa Leslie-Gower con respuesta fun-
cional Holling Tipo II. En el sistema (2), esta respuesta representa el cambio en la tasa
de consumo de la presa por parte del depredador e introduce los parametros d que
representa la tasa de saturacién de la presa y r es una medida para la capacidad de

carga del entorno ambiental para sustentar al depredador cuando la presa esta ausente.
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El modelo (2) fue estudiado por [2] obteniendo relevantes resultados en términos de
acotacion de soluciones, existencia de un conjunto atrayente y estabilidad global del

equilibrio interior coexistente.

Por otro lado, suponer que el ambiente donde se desenvuelven las especies es constante
rara vez es cierto en la vida real, ya que en la mayoria de los casos los entornos naturales
afectan directamente las tasas de natalidad y mortalidad. Cuando los cambios ambien-
tales son tomados en cuenta se incorporan variaciones entre los parametros del modelo

para realizar estudios sobre las dindamicas globales obteniendo la versién no-auténoma
de (2).

¥ =z [a(t) —b(t)a — %} ,

/= et - o

r(t) +x

En el sistema (3) las variables y pardmetros tienen el mismo significado biolégico dado

(3)

para el sistema (2). Este sistema depredador-presa Leslie-Gower modificado no-auténo-
mo fue estudiado en ([7]) anadiendo un efecto de retardo, donde se muestra la perma-
nencia y la estabilidad global de (3).

Por otra parte, es posible transformar el sistema (3) en un sistema basado en ecuaciones
en diferencias (ver por ejemplo, [3], [4], [6]), en este caso, los tiempos son discretos, que
a su vez resalta ser mas versatil a la hora de realizar simulaciones computacionales.

Bajo este esquema, el sistema (3) es transformado en el siguiente sistema discreto:

2k + 1) = (k) exp (“““) ~ blk)a(k) - %>

h(k)y(k) .
)

k+1)=y(k k) — ————

y(k+1) = y(k) exp (e( ) =) +x(,€))

El presente trabajo esta dedicado al estudio de la dindmica del sistema (4), conocido
como modelo depredador presa del tipo Leslie-Gower discreto y con respuesta funcio-
nal del tipo Holling II. Particularmente se estudian propiedades relevantes tales como

permanencia y las existencia de soluciones periddicas estables.
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CAPITULO 1

MARCO TEORICO

En este capitulo se presentan resultados y definiciones preliminares los cuales son de

utilidad en el desarrollo del presente trabajo. Para ello nos apoyaremos principalmente

por [1]

1.1. Ecuaciones en Diferencias

Las ecuaciones en diferencias en una variable k& € N y una incégnita u(k) se definen

como una ecuacién funcional de la forma
fk,u(k),u(k +1),...,u(k+n)) =0. (1.1)

Se dice que (1.1) es lineal si tiene la forma

Zai(k) cu(k + i) = b(k). (1.2)

En esta ecuacién, si b(k) es diferente de cero, para al menos un k € N, entonces (1.2)

se dice que es no homogénea, en caso contrario,

n

> ai(k) - u(k+1i) =0, (1.3)

1=0

se dice que es homogénea.
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la forma

Por otro lado, se pueden considerar los sistemas de ecuaciones en diferencias que tienen

u(k +1) = f(k,u(k)), keN
donde u = (u;) y f = (f;) son vectores n x 1, para 1 <i < mn.

(1.4)
Anadiendo una representacién matricial al sistema, este puede ser representado por la
siguiente ecuacion:

u(k +1) = A(k) - u(k) + b(k),

keN
donde A(k) = [a;;(k)], b(k)

(1.5)

(bi(k)) vy u(k) = (ui(k)), para 1 <4, j < n. Andlogamente

al sistema (1.2), si b(k) es diferente de cero, para al menos un k € N, entonces (1.5) se
dice que es no homogénea, si b(k) =0,

u(k +1) = A(k) - u(k),

keN
se dice que es homogénea.

(1.6)
1.2.

Sistemas Lineales Periodicos

Una funcién u(k) definida sobre N es llamada p—periddica si existe p > 0 tal que para
todo k € N se tiene

u(k +p) = u(k)

Geométricamente esto significa que el grafico de u(k) se repite en sucesivos intervalos
de longitud p (ver figura 1.1).

M N\ A N\
F 1\ [\ - \
|II \ i I |II \ f \
) |I |I Ill II| Ill I| II
/- e b
| f | f
[ |I |
/ \ J

\ JIJ'
)
Periodo (P

Figura 1.1: Funcién periédica
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Se dice que el sistema (1.5) es p—periddico, si A(k) = [a;;(k)] v b(k) = (b;(k)) son
p—periddicos, k € N.

Teorema 1.2.1. Suponga el sistema en diferencia (1.5) es p—periddico sobre N. En-

tonces, el sistema (1.5) tiene una solucion p—periddica si, y solamente si u(0) = u(k).

Demostracion.
Suponga que u(k) es una solucién p—periddica del sistema (1.5), luego por definicién

u(k + p) = u(k), tomando k = 0, se concluye

u(p) = u(0).

Reciprocamente, suponga que la solucién u(k) de (1.5), y satisface u(0) = u(p). Toman-
do v(k) = u(k + p) y usando el hecho de que los coeficientes de (1.5) son p—periédicos

se obtiene

v(k+1)=ulk+1+p)
= Ak +p)-ulk+p)+bk+p)
= A(k) - v(k) + b(k).

Por lo tanto, v(k) define una solucién de (1.5). Cabe notar que,

uw(k) =v(k) = u(k + p).

En consecuencia, la solucién u(k) es p—periddica.

1.3. Conceptos de Estabilidad

En esta seccién se presentan conceptos de estabilidad para las soluciones del sistema en
diferencia (1.4). Sea u(k) = u(k,a,u’) solucién de (1.4) que estd definida para k € N(a)

y con su condicién inicial u(a) = u®.

Definicién 1.3.1. La solucion u(k) se dice que es:
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» Estable: si dado € > 0, existe § = d(e,a) tal que si las condiciones iniciales
satisfacen ||[u® — u®|| < & entonces |[u(k) — u(k)|| < e para cualquier solucion
u(k) = u(k,a,u’) de (1.4) y todo k € N(a).

» Atractivo: si dado € > 0, existe § = §(a) independiente de ¢ tal que las condi-
ciones iniciales satisfacen ||u® —u°|| < & entonces |[u(k) —u(k)|| — 0 siempre que
k — oo, para cualquier solucién u(k) = u(k,a,u’) de (1.4) con condicién inicial
a’.

» Uniformemente Estable: si dado € > 0, existe 6 = 6(¢) > 0 independiente
de a tal que si ky > a y ||[u(ky) — u(ky)|| < d entonces ||u(k) — u(k)|| < € para
cualquier solucion u(k) = u(k,a,u’) de (1.4) y todo k € N(ky).

» Uniformemente Atractivo: si para cualquier solucién u(k) = u(k,a,u’) de

(1.4) es atractivo y § es independiente de a.

» Asintéticamente Estable, si para cualquier solucionu(k) = u(k,a,u’) de (1.4)

es estable y atractivo a.

» Uniformemente Estable Asintéticamente: dada una solucionu(k) = u(k,a,u®)

de (1.4) esta cumple que es uniformemente estable y uniformemente atractivo.

» Globalmente Atractivo: dada solucion u(k) = u(k,a,u’) de (1.4) se cumple

que es atractivo para toda condicién inicial u® € R™.

» Globalmente Estable Asintéticamente: dada cualquier solucionu(k) = u(k,a,u’)

de (1.4) esta es estable y globalmente atractivo.
De estas definiciones se pueden observar las siguientes implicaciones,

Estabilidad uniforme = estabilidad

y
Estabilidad uniforme asintética = estabilidad asintética.

Definicién 1.3.2 ([1]). Una matriz ®(k,a) € M, (R) se dice que es fundamental si

sus columnas son soluciones linealmente independientes del sistema (1.6).

Definicién 1.3.3 ([1]). Una matriz ¥(k,a) € M,(R) se dice que es fundamental
principal del sistema (1.6) si ella es una matriz fundamental tal que para un valor kg

cualquiera tiene la propiedad que V(k, ko) = I,,.
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Teorema 1.3.1 ([1]). Las soluciones del sistema (1.6) son estables, si y solamente s,

estdn acotadas sobre N(a).

Demostracion.
Suponga que todas las soluciones de (1.6) estan acotadas, entonces existe una constante

positiva ¢ tal que
|¥(k,a)|| <e¢,  paratodo k € N(a).

Sea € > 0, si
_ €
||U0—U0||<E:(5>O,

entonces,
[u(k, a,0) — u(k, a,uo)l| = [V (K, a) (o — uo)l| < c[[uo — uol| <,

por lo que todas las soluciones de (1.6) son estables.

Reciprocamente, suponga que todas las soluciones de (1.6) son estables, entonces en
particular la solucién trivial es estable. Por lo tanto, dado € > 0 existe un 0 > 0 tal que
lluol| < 0, implica

|lu(k, a,up)|| < e para todo k € N(a).

Sin embargo, ya que u(k, a,ug) = V(k, a)ug se obtiene
[u(k; a, uo)|| = [[W(k, a)uol < e

Tomando ug = gej, donde €’ es el vector canénico cuya coordenada j es igual a 1, y se

tiene como resultado 5
W (k, a)uol = IIUj(k')II§ <e,

donde v/ (k) es la j—ésima columna de ¥(k,a). Por lo tanto, de la norma del mdximo
se sigue que
19 (k, a)|| = méx [’ (k)

H25
— =c
)

Asi, para cualquier solucion u(k, a,uy) del sistema en diferencia (1.6) se tiene que

2¢e
lulk, a,uo) | = 1Y (K, a)uol| < —Iluoll,

y en consecuencia, todas las soluciones estan acotadas.
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1.4. Funciones de Liapunov

En esta seccién se introducen algunos resultados para el analisis de estabilidad de

sistemas no lineales basados en la teoria de Liapunov.

Definicién 1.4.1 ( Se dice que una funcién ¢(w) pertenece a la clase k si, y solamente

si, € C[[0,p),Ry). , #(0) =0 y ¢p(w) es estrictamente mondtona creciente en w.

Definicién 1.4.2. Una funcion a valores reales V(k,u) definida sobre N(a) x S, se
dice ser definida positiva, si y solamente si, V(k,0) = 0 para todo k € N(a), y existe
una funcion ¢p(w) € k tal que p(w) < V(k,u), ||u|| = w con (k,u) € N(a) x S,, donde
S, es el conjunto {u € R™ : |[u(k)|| < p} y u(k) = u(k,a,up) es cualquier solucion del

sistema.
Conjuntamente a la definicion anterior podemos anadir lo siguiente

Definicién 1.4.3 ([1]). Una funcion a valores reales V (k,w) definida sobre N(a) x S,
se dice ser decreciente, si ysdlo si; V (k,0) =0 para todok € N(a), y existe una funcién

o(w) €k tal que V(k,u) < ¢p(w), ||[ul] = w con (k,u) € N(a) x S,.

A lo largo de la solucién u(k) = u(k, a, ug) se puede considerar la variacién de la funcién
V(u) como AV (u(k)) = V(u(k+1)) — V(u(k)). La funcién auxiliar V'(u) es llamada la

funcion de Liapunov.

1.4.1. Estabilidad por el método de Funciones de Liapunov

Teorema 1.4.1. Si existe una funcion escalar definida positiva V (k,u) € C[N(a) x S,
y decreciente tal que AV (k,u(k,a,up)) < 0, (AV(k,u(k,a,up)) < —a(||u(k,a,up)l),
donde o € kK, para cualquier solucion u(k) = u(k,a,ug) de (1.4) tal que ||u(k)| < p,
entonces la solucion trivial u(k,a,0) = 0 de dicho sistema es uniformemente estable

(uniformemente asintoticamente estable).

Demostracion.
Sea V (k,u) una funcién definida positiva y decreciente, asi existen funciones ¢, € k
tal que

o([[ull) < V(k, u) < ¢(||ull), para todo (k,u) € N(a) x S,

Para cada e, con 0 < £ < p, tome § = §(¢) > 0 tal que ¥(d) < ¢(e). Ahora, si la solucién
trivial es uniformemente estable, es decir, si ky > a y |Ju(ky)|| < ¢ entonces ||u(k)|| < e
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para todo k > ki. Esto se demuestra por reduccion al absurdo. En efecto, si no fuese
verdad, entonces existe algun ke > k; tal que ky > a y ||u(ky)|| < 0, esto implica que
e < |lu(ke)|| < p. Ademas, AV (k,u(k)) < 0 implica que V (k,u(k)) < V(k1,u(k1)) para
todo k € N(ky); por lo tanto,

o(e) < o([lu(ko)]]) < V(ka, u(kz))
< V(ky u(kr)) < ¢((lulk)]) < 9(0) < o(e),
lo cual resulta una contradiccion, por lo que la solucién trivial es uniformemente estable.

Por otro lado, la estabilidad uniforme asintética de la solucion trivial de (1.4) se puede

mostrar por un razonamiento similar.
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CAPITULO 2

DEDUCCION DEL MODELO

Este capitulo esta dedicado a la construccién y formulacion del modelo de Leslie-Gower
con respuesta funcional del tipo Holling-I1, asi como también a la deducciéon de su

version discreta.

2.1. Historia del Modelo de Leslie

Los modelos matematicos que representan el crecimiento poblacional y la interaccion
entre especies, toman en cuenta diversos factores. Una manera 6ptima de formular esta
relacion es a través de las ecuaciones diferenciales.

Una de las ecuaciones mas usadas es la ecuacion logistica:

‘é—f:r-x(l—%). (2.1)

En la ecuacién (2.1), r se conoce como la tasa intrinseca de crecimiento y m como la
capacidad de carga, la cual hace referencia principalmente a la densidad de equilibrio

alcanzada por una presa en ausencia de depredadores.

Leslie en 1948 propuso un modelo no muy diferente al de Lotka- Volterra, dado por el
siguiente sistema:

’
r = ax — bx* — cxy,

, hy2 (2.2)
y =€y——,
T
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donde la capacidad de carga del entorno del depredador es proporcional al niimero de
presas. Ademas, anade el hecho que existen limites superiores en las tasas de crecimiento

de ambas especies y asi establece diferencias del modelo mencionado anteriormente.

2.2. Deduccién de la Respuesta Funcional

El término respuesta funcional estd asociado a los trabajos de Holling ([5]), el cual se
introduce especialmente para describir el cambio en la tasa de consumo de las presas
por parte del depredador, cuando la densidad de presas varia. La formulacion de la
respuesta funcional dada por Holling es construida de la siguiente manera:

Considerando que los depredadores no interactiian entre si, se define,
f = gTS.CE, (23)

donde f es el nimero de presas consumidas, x es la densidad de las presas, T es el
tiempo de busqueda y g es una constante que representa el producto de la tasa de
busqueda y la probabilidad de encontrar una presa. Si a esto se le agrega el hecho
que cada depredador necesita un tiempo n de manipulacion para cada presa que es

consumida, entonces el tiempo de busqueda se reduce y se tiene
Ts = E - nfa

donde T} es un intervalo fijo de tiempo. Al sustituir esto en (2.3) se obtiene

f=gTx —gnaf,
despejando

f+gnzf=gTx.
Luego,

(1+ gna)f = gTiz,

por lo tanto,
fe gTix
(L+ gna)

La funcion f es conocida como respuesta funcional del Tipo Holling II. La expresion

(2.4)

(2.4) puede escribirse como:
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T, 1
Haciendo ¢ = —* y d = —, se obtiene
n qn
cT

f:d—l—x

Si se sustituye x por f en la primera ecuacién de (2.2) se obtiene el modelo depredador

presa Leslie-Gower con respuesta funcional del tipo Holling II, el cual es dado por [2].

2.3. Formulacion del modelo Discreto

En esta seccion se formula un sistema discreto andlogo a (2), ya que los modelos en
tiempo discreto son usados debido a que son mas apropiados por su eficiencia en las
simulaciones computacionales para aproximar modelos continuos.

Suponiendo que las tasas promedio de crecimiento en (2) cambian en intervalos regulares
se obtiene el siguiente sistema:

1 da(t) c([t)y([t)
ORI a([t]) = b([N2(1t]) — ze 7w

Ldy_(t) = e([t]) = h([t])y([t])
o0 di ()= <)

donde [t] denota la parte entera de ¢ (tiempo), t € (0, 400).

2.5)

Las ecuaciones de la forma (2.5) son conocidas como ecuaciones diferenciales con argu-
mentos constantes a trozos (ver [4]) y para una soluciéon w = (z,y) de (2.5), definida

para t € [0,+00), estas poseen las siguientes propiedades:

1. w es continua sobre el intervalo [0, +00)

2. Las ecuaciones en (2.5) se satisfacen sobre cada intervalo de la forma [k, k + 1)
con k=0,1,2,...

dx(t) dy(t
3. Las derivadas il ), y(t) existen en cada punto t € [0,+00), exceptuando los

puntos t € 0,1,2, 3, ..., para los que las derivadas laterales izquierdas existen.

Asi para cualquier intervalo de la forma [k, k + 1), se (2.5) y para k <t < k+ 1 con
k=0,1,2,3, ..., se obtiene:

/ktﬁdx(t) /k
/ktfdym [ |

[1])

[a([t}) b () - M] i,
Ty - i) ]d

r([t) + «([t])
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Luego,

YL = L i Dy
[ et = Jalleh - iha(le) - 5

d
C1 L R
| = [ D) = 2 +x<m>]

() (k)

In(a(t) |2=[<k>—b<k> ) - g s o1

o) O

En consecuencia evaluando,

In(a(t)) — in(a(k)) = [ (k) — bRy (k)

c(k)y(k) ] ‘b,

d(k) + 2 (k)
In(y(t)) — in(y(k)) = [ }
GO Y N (o] L ew®
l"((a:(k)))‘ ®) 2o ) a o %
WD g )
() = iy
SOV o (o )
eXp(l”(M)) p<(k) PR E) = Gy + 2 (i) ’“))’
YOV o (o )
eXp(l”<y< >>) p(“ R+ (k) ""))‘
Simplificando
2 = (ath) = 809200 - 7520wy,
0 W)y (k)

yt = eX e — —
y(k) p(“") R ON k>)'

Y asi,
o(0) = el exp (k) ~ bR)a(h) - 7200 1)),

(2.6)

o) = (k) exp elh) = 00— ) ).
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Luego, haciendo tender ¢ — k + 1 tenemos,

o+ 1) = (8 exp (k) — (8Ja(8) — T )

(2.7)

y(k + 1) = y(k) exp (e<k> - M)

r(k) + z(k)

para k = 0,1,2, ..., el cual es un sistema andlogo en tiempo discreto del sistema (3).
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CAPITULO 3

SOLUCIONES PERIODICAS Y ESTABILIDAD

En este capitulo se presenta el resultado principal de este trabajo, como es, la existencia

y estabilidad de soluciones periédicas para el sistema

o(k4+1) = a(k) exp (a(k) ~ b(k)z(k) — M)
(3.1)
b+ 1) = k) exp (e(h) -

3.1. Permanencia

En esta seccién se muestra la permanencia del sistema (3.1) con valores iniciales posi-
tivos, es decir, 2(0) > 0y y(0) > 0 y ademds suponga que los pardmetros a(k), b(k),
c(k), d(k),e(k), h(k) y r(k) son sucesiones no negativas y acotadas. Para una sucesién

g(k) acotada, defina ¢' = inf g(k) y g™ = sup g(k) para k € N.
keN keN

Definicién 3.1.1. Se dice que el sistema (3.1) es permanente, si existen constantes

POSItINas Tp, Ym, v, yM tal que para (z(k),y(k)) solucién de (3.1) se satisface

Ty < liminf(z(k)) < lmsup(z(k)) < 2,

k—o0 k—o0
Ym < liminf(y(k)) < limsup(y(k)) <y
—00

k—o0
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Teorema 3.1.1. Sean (x(k),y(k)) soluciones de (3.1) con x(0) > 0 y y(0) > 0. En-

tonces
limsup z(k) < 2™, limsupy(k) <y, (3.2)
k—ro0 k—ro0
donde
, |1 m a™ . [emr™ 4+ M) 4 2™ m
xM:maX{yexp{a _1}’F} eyM:maX{ | 7 ], 7 exp{e —1}}.
Demostracién.

A continuacién se demuestra que lim sup z(k) < M se llevara a cabo la prueba en dos
k—o00

partes. Primero, suponga que existe un kg € N tal que xz(kg + 1) > x(ko), entonces

usando la primera ecuacién de (3.1) se tiene que

ek + 1) = 2(k) exp {a(“ ~bkjz(k) - %}

< (k) expla(k) = b(k)(k)}-

En particular, tome k = k.

(ko) < x(ko +1) < (ko) exp{a(ko) — b(ko)z(ko)}-

Y se sigue que a(ko) — b(ko)z (ko) > 0 y por lo tanto z(kg) < a

Por otro lado, ' < b(k) y a(k) < a™ como todos los pardmetros son positivos

va(k) < b(k)a™,

asi para k = ko,

a(ko) _ a™
x (ko) < b(ko) < T
Entonces
(ko + 1) < x(ko {a(ko) — b(ko)x(ko)}

x(k

IA

) exp
[ (k S/z‘iik@} exp {a(ko) — b(ko)z (ko) }
< | §/b2ko>}exp{am )

;exp{a™ — 1} =M

IN
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exp{r — 1}
r

donde se usa el hecho que méﬂ? zexp{r[l —z]} = para r > 0.
Te

Ahora para ver que la solucién z(k) esta acotada para valores mayores que kg € N,
Afirmacién: x(k) < 2™ para k > k.

Para mostrar esto se razona por reduccién al absurdo. Suponga que existe ng € N con
ng > ko tal que z(ng) > 2™, se deduce que ng > ko + 2. Tome p el entero mas pequeno
entre ko y ng, es decir, ky < pg < nyg, tal que

x(po) = méax {z(k)},

ko<k<ng

entonces z(pg) > xM. Por lo tanto py > ko +2 y z(po) > z(po — 1). Y por el argumento

anterior se tendria que z(py) < 2™, lo cual es una contradiccién.
En consecuencia, es cierta la afirmacion.

Suponga x(k) > z(k +1) para todo & € N. Como la sucesion es decreciente y ademas

estd acotada se tiene que kh'm x(k) existe y se denota por T.
—00
Afirmacién: 7 < zM.

Suponga que T > x| esto implica que
T
1 - :C_M < 0.

Por otro lado, tomando limite en la primera ecuacién de (3.1) entonces

me%+&):Hmx“ﬂ%p{d@—b%n@ﬁ—gﬂ@%@—}.

k=00 k=00 (k) + x(k)
De esto,
0= lim a(k) — b(k)a(k) - d(,if)f““&) < lim a(k) — b(k) (k)
R O (ON I BT
s Jm a {1 a(k)/b(k)] = z}ﬁoo_ [1 am/bl}
< lim o™ [1—% — " [1_:5%] <0,
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am

lo cual es una contradiccién, ya que o < 2™y esto prueba la afirmacién.

Por lo tanto, se cumple
lim sup (k) < 2.
k—o00
Similarmente al analisis anterior, se prueba que

lim sup y(k) < y™.

k—oo

Dado € > 0 existe N € N tal que x(k) < 2 + ¢, para k > N. Ahora, se demuestra que
lim sup y(k) < y™. En efecto, suponga que existe un ky > N tal que y(ko + 1) > z(ko),

k—o0
entonces usando la segunda ecuacién de (3.1) se tiene

y(ko) < y(ko + 1) < y(ko) exp {e(ko) -

< wiheTesp{e(tn) oo |

(ko) + (xM ~+¢€)
Y se sigue que

h(k’o)y(ko)
(ko) + (xM +¢)’

0§€<k0) — ,

) e(ko)[r(ko) + (2™ + ¢)]
Ast, y(ko) < h(io)

como todos los parametros son positivos

. Por otro lado, 7(k) <™, ht < h(k) y e(k) < e™,

Be(k)lr(k) + (z* + )] < h(k)e™ ™ + (2 + &),
asi para k = ky,

e(ko)[r(ko) + (2™ + ¢)] - emrm + (zM + )]
(ko) = Tl

y(ko) <

Entonces,

y(ko + 1) < y(ko) exp {6(’“0) - r(k?)(lf)(ﬁol ) }

em[rm + (aM 4 ¢)] y(ko)
= Al L(ko)[r(ko) + (M + 5)]/h(7€0)}

: (eXp {m [1 " o) (ko) +y<(k”3 ¥ a)]/h(kw] }) '
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De nuevo por méﬂé( zexp{r[l —z]} = eXp{rLl} para r > 0, se obtiene
Tre

[r™ + (2™ + €)]

y<k0 + 1) < hl

exp{e™ — 1} =: .

Afirmacién: y(k) < y° para k > k.

Para mostrar esto se razona por reduccion al absurdo. En efecto, suponga que existe
no € N con ng > ko tal que y(ng) > y°, de esto se deduce lo siguiente ng > ko + 2. Tome

qo el entero mas pequeno entre kg y ng, es decir, ky < g9 < ng, tal que

y(q) = méx {y(k)},

ko<k<ng

entonces y(qo) > y(ng). Por lo tanto, go > ko+2y y(q0) > y(go—1). Y por el argumento

anterior observe que y(qy) < v, lo cual es una contradiccion.
En consecuencia, la afirmacién es cierta.
Ahora suponga que y(k) > y(k + 1) para todo k € N. Como la sucesion es decreciente
y ademas esta acotada se tiene que kh’m y(k) existe y se denota como 7.
—00

Por otro lado, si se toma el limite en la primera ecuacién de (3.1) entonces

lim y(k + 1) = lim y(k) exp {e(k) - T}LLML)} :

k—o0 k—o0 (kﬁ) + l‘(
De esto,
L h(k)y(k)
0= lim e(k) = 20+ 20

Pero

. ~ hk)y(k on e(k) — _ E)y(k)
0= lim e(k) (R + (k) = i () r(k) + (zM +¢)

im e™ |1 — y(k) im e™ |1 — y(k)
< Jim {1 (R [r(k) + (2 + 2 /h(k)} < Jm {1 e+ (oM + D)

A
=N
)
3
1
—_
|
<
—
e
S~—
—_
[
)

3
1
—_
|
<, =
_
A
=
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lo que es una contradiccién. Esto prueba la afirmacion, y HH(I) e =yM
e—

Por lo tanto se cumple que

limsup y(k) < y™. O

k—o0

Teorema 3.1.2. Suponga que a'd' — c™y™ > 0. Entonces
liminf z(k) > z,,,, lminfy(k) > ym, (3.3)
k—o0 k—o0

donde
) Cll CmyM . M cmyM al cm y
xm:mln{b—m[l— aldl]exp{a—bx g }’b_m{l d ,}},

R ert + x,,] o d ol hmyM o Elrt + x,)
Ym = R P rt+x,) ™ '

Demostracién.

Sea & > 0 tal que a'd' — <™ (y™ + &) > 0, usando el teorema anterior existe k* tal que
v(k) <M +e, y yk)<y™ +¢ para k >k

Se quiere ver que lim inf z(k) > x,, suponga que existe kg > k* tal que z(ko+1) < (ko).

Usando la prlmera ecuacién de (3.1),

z(k+1) k) exp

- By }
(k) + x(k)
<k>y<k>}

_l’_

C

k) exp < a( (k) —

k)
() (5 + ¢)
alk ") == }

k) exp

/_/H/_/H/_/H

particularmente para k = kg

z(ko) 2 x(ko +1) 2 2 (ko) exp {a(k‘o) — b(ko)a (ko) — W} |

d(ko)

tho(r +e)}

1> exp {a(ko) = blko)a(ho) = ==

Se sigue que

(ko) (y™ + ¢) <0,

a(ko) — b(ko)x(ko) — a0 <
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y por lo tanto

a(ko) c(ko)(y™ + )
wlfo) 2 b(ko) {1 - }

Por otro lado, se sabe que a' < a(k), b(k) < b™, c(k) < ™y d' < d(k). Entonces

Q

Luego,

w(ko +1) > a(ko) exp {aw b)) — M}

d(ko)

m(, M
> A exp {al — " (M 4 ) — w} =: I..

Afirmacién: z(k) > x. para k > k.

Por reduccion al absurdo. Suponga que existe ng € N con ng > ko tal que z(ng) < .,
se deduce que nyg > kg + 2. Tome py el entero mas pequeno entre ky y ng, es decir,

ko < po < ny, tal que

2(po) = min {z(k)},

ko<k<no

entonces z(pg) < z.. Por lo tanto py > ko +2 y 2(po) < z(po — 1). Y por el argumento
anterior se tiene z(pg) > x., lo cual es una contradiccién. En consecuencia, la afirmacién

es clerta.

Suponga z(k+ 1) > x(k) para todo k € N. Como la sucesién es creciente y ademds estéd

acotada se tiene que kh’m z(k) existe y se denotard por z.
—00
Afirmacion: z > A;.

En efecto, suponga que z < A; Por otro lado, tomando limite en la primera ecua-

cién de (3.1) entonces

dim o(k +1) = lim (k) exp {“<k) ~ dkjetk) - %} |
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De esto,
) c(k)y(k) ) c(k)y(k)
=1 k) —b(k)x(k) — ———F=>1 k) —b(k)x(k) —
Jim a(k) — b(k)x (k) 05) + 2(8) > lim a(k) — b(k)x(k) a0k
! WM+ o (@ "y +e)
2ol L= T ez (5 - T
= bm<A1 — g) >0,
lo que es una contradiccion.
m l
Y asi, la afirmacién es cierta. Note que 2™ > a_l > ;—, lo cual implica que Ay > z. y

ademas, h'n% T: = I, €N consecuencia
E—>

lim inf x(k) > x,.

k—o0

Similarmente al analisis anterior, se muestra

liminf y(k) > yp,.

k—o00

Ya que h']gn inf z(k) > z,,, existe k, > k* tal que z,, = ¢ < x(k) para k > k.. Suponga
—00

que existe kg > k. tal que y(ky+ 1) < y(ko). Usando la segunda ecuacién de (3.1) se

tiene

gl +1) = y(b) exp {6@ __h(R)y(k) }

r(k) + x(k)
h(k)y(k) }
r(k)+ (xm —e) )’

> y(k) exp {e(k) —

particularmente para k = ko,

y(ko) = y(ko + 1) = y(ko) exp {e(k«b) ___hoylko) } ,

(ko) + (T — €)

asi,

1> exp {e(ko) _ _ fiko)ytko) 5)} .

(ko) + (p, —

Se sigue que

h(ko)y(ko)
o) = S+ @n—o) =

Ast, y(ko) > e(ko)r(ko) + (zm — €)]/h(ko). Por otro lado, r' < r(k), ¢ < e(k) y

h(k) < h™. Como todos los parametros son positivos

B e(k) (k) + (2 — 2)] < A(R)E ! + (2 — <)),
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asi para k = ko,

e(ko)[r (ko) + (zm —€)]
h(ko) hm

y(ko) >

Entonces,

Por lo tanto, y(k) > y. para k > k.

Suponga y(k+1) > y(k) para todo k € N. Como la sucesién es creciente y ademads estéd

acotada se tiene que kh’m y(k) existe y se denota por y.
—00 =
Afirmacion: y > As.

En efecto, suponga que y < A,. Tomando limite en la segunda ecuacién de (3.1)

entonces
) L h(k)y(k)
b 0+ 1) = Jim y()exp {eh) - 00
De esto,
_ h(k)y(k i e(k) — UKy (k)
0= lim e(k) = o 2 A e = S T — o
1 h™y
=¢ [1 AT+ (@ —a)}]

lo que es una contradiccién.

rm+aM el + (2, — €)]
ht - hm

cual implica que Ay > vy, v ademas, }gr(l) Ye = Ym; €N cONSecuencia,

Y asi, la afirmacién anterior es cierta. Note que y™ > , lo

liminf y(k) > yp,. O

k—o0

Del teorema 3.1.1 y teorema 3.1.2 se obtiene la permanencia del sistema (3.1).
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3.2. Existencia de soluciones periddicas positivas

Suponga ahora que a(k), b(k), c(k),d(k),e(k), h(k),r(k) son funciones w-periddicas , es

decir,
a(k +w) =a(k), b(k+w)=0b(k), c(k+w)=c(k), dik+w)=d(k)

e(k +w) =e(k), h(k+w) = h(k), r(k +w) =r(k),

para k € Z. Dados 2, 2, Y, y™ como en el Teorema 3.1.1 y Teorema 3.1.2, se quiere
mostrar la existencia de las soluciones periddicas para el sistema (3.1).

La forma exponencial de las ecuaciones en (3.1) asegura que la trayectoria (z(k), y(k))
del sistema con respecto a cualquier condicion inicial z(0) > 0,y(0) > 0, permanece en
el cuadrante positivo del plano todo para todo k. Notese que de los Teoremas 3.1.1 y
3.1.2, la regién comprendida por [, 2] X [y, y*] forma un conjunto invariante para

el sistema (3.1)

Teorema 3.2.1. Suponga a'd'—c™y™ > 0. Entonces el sistema (3.1) tiene una solucion

w-periddica, denotada por (z*(k),y*(k)).

Demostracién. Primero, note que el conjunto [z,,, 2] X [ym, y™] es invariante ya que
dada cualquier solucién (z(k),y(k)) de nuestro sistema tal que (x(0),y(0)) pertenece a
[Ty ] X (Y, y™], ast (2(k), y(k)) € [Tm, 2] X [Ym, y™] para cada k € N.

Luego, se define una aplicacién F sobre [z,,, 2] X [ym, y™] con ley de correspondencia

para (2(0),y(0)) € [2m,2™] X [ym,y™]. Del sistema (3.1) note que las soluciones
(z(w),y(w)) dependen continuamente de (x(0),y(0)). Es decir, con z(0) > 0y y(0) >0

c(0)y(0) } ,

Luego,
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Equivalente a

o(2) = 2(0)exp {a(0) = 80)a(0) = O oxp fa(t) — satr) - T2
B h(0)y(0) h(1)y(1)
y(2) = y(0) exp {6(0) - m} Xp {6(1) - m} ’
Haciendo
=expq alk) — LK) — Wyt
f(k) = p{ (k) = bk} (k) = G775 :c(k)}
y

para k € N. Observe que

2(2) = z(0) exp {f(0) + f(1)},

y(2) = y(0) exp {g(0) + g(1)},
Y note que la solucién (z(2),y(2)) depende de (2(0),4(0)), y asi mismo para todo k
es por ello que las soluciones (z(w),y(w)) dependen continuamente de (z(0), y(0)). De
esto, F es continua y mapea el intervalo [z,,, 2| X [y,,, y*] sobre si mismo. En adicién
a esto, usando el Teorema del punto fijo de Brouwer, y ya que (2, 2] X [ym, y™] es
un conjunto compacto, se sigue que F tiene un punto fijo (z*,y*) y la solucién (z*, y*)

es una solucién w-periddica del sistema (3.1).

[]

3.3. Estabilidad global de las soluciones periédicas
positivas
Teorema 3.3.1. Suponga que

Ll (a2 (Rl
Cmgmin{ad (d)?(b 7)}’

yM’ yM

donde T > 0 es una constante arbitraria pero fija y tal que b > T, suponga ademds que
existe una constante positiva v tal que
M, M M !
, "y c r't
mn<{b — —— —7, — + — & > .
{ (d')? - yM }

Entonces, el sistema (3.1) posee una unica drbita periddica positiva globalmente estable.
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Demostraci()ln.

Como ¢™ < ——, por el Teorema 3.2.1 se tiene que el sistema (3.1) posee una érbita
periédica posiytiva.

Sea (z*(k),y*(k)) solucién periddica positiva del sistema (3.1) obtenida en el Teorema

3.2.1. Considere el siguiente cambio de variable

u(k) = x(k) —2*(k), v(k) =y(k) —y"(k),

donde (z(k),y(k)) es cualquier otra solucién del sistema. Asi, el sistema (3.1) es trans-

formado en

u(k +1) = x(k) exp {a<k> ~ blk)a(k) - %}

— 2" (k) exp {a(k) = b(k)2" (k) — %}

y

v(k + 1) = y(k‘) exp {e(k‘) — %} — y*(k) exp {6(k) - %} .

Teniendo en cuenta las aproximaciones usando el polinomio de Taylor para dos variables

y tomando las derivadas de orden 1, se tiene que

f(x,y) = f(xo,y0) + fo(wo, yo)(® — 20) + fy(@0, y0)(y — vo) + H(k,w(k)),

H

donde lim ﬂ = 0.
w=0 || w |

Tomando

Fal09(80) = () xp () — bbge) — 7))
)

: oy B
~ ) exp (ath) ~ b0k () - 7B,
_ (k)
9(x(k), y(k)) = y(k) exp <€(/f) - m)
e (ot — )
v 0o (00 G )

Para f(z(k),y(k)) derivando respecto a x(k) se tiene

fula(k), y(k)) =exp (a@ ety - )

c(k)y(k)
+a(k) exp (a(k) — b(k)x(k) — M) [—b““) COETOE
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— exp (a(k:) — b(k)z(k) — %) [1 + (k) (—b(k) + O :v(l)c))Qﬂ ,

ahora derivando f(x(k),y(k)) respecto a y(k)

fyla (k). y(k)) = o(k) exp (a<k> = bRy (k) - d(éf )f(l?m) (‘d(k)c (f?rw) |

Por otro lado, tomando g(x(k),y(k)) y derivando con respecto a x(k)

h(k)y(k) h(k)y(k)
9e((k),y(k)) = y(k) exp (e(’” (k) + a;(k)) [(r(k) + x(W]
B h(k)y(k) h(k)(y(k))
- (e(k) (k) + x(k)) [(r(kﬂ + I(’@)Q} ’

ahora derivando g(x(k),y(k)) y derivando con respecto a y(k) tenemos

o), 50 = e o) AR o (et <)

Byt \ [, hk)y(k)
(k) +x<k>) [1 (k) +x<k>} |

= exp (e(k:) -

Aplicando las aproximaciones de Taylor alrededor de la solucién (x*(k),y*(k)) se tiene

f(x(k),y(k)) = f(a"(k), y* (k) + fe(a™(k), y" (K))u(k) + fy (2" (k), y* (k))v(k)
+ Hy(k,w(k)).

Haciendo el cambio
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simplificando,

— exp (a(k) — b(k)e" (k) — M) « [(1 () (—b(k) + z““)y*ik]){ )) (k)

Y también para

g(x(k),y(k)) = g(z"(k),y* (k) + gu (2" (k), y" (F))u(k) + gy (2" (k), y" (k) )v (k)
+ Hy(k, w(k)),

se tiene

Por lo tanto,

w(k +1) = exp (a(k) () (k) — <) ) «

d(k) + 2 (k)
[(1 Hat(R)(-b(k) + ¢ d(z()k)y ik) )) u(k) — (M v(k) +H1(k:,w(k))] ,
h

(k) + 2 (k)
~ h(k)y (k)
r(k) + x*(k)) .

+
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H
donde lim “ z($||) =0parat=1,2y k € N. Haciendo
T—00 €T
*(k+1) c(k)y(k)
= k) —bk)x(k) — ———F
ol = eon((ath) — wemgor) -
y también

) (o R
OR p((k) r<k>+x<k>>'

Luego, sustituyendo en la ecuacién anterior se sigue que

(3.5)

Ahora defina la funcién

u(k) v(k)

V(w(k)) = 771’36*—(k)| +772’m

,

donde n; y m2 son constantes positivas. Calculando la diferencia de V' a lo largo de la
solucién del sistema (3.5) se obtiene AV (w(k)) = V(w(k + 1)) — V(w(k)), y se sigue

u(k +1)
x*(k+1)

v(k+1) u(k) v(k)

AV(w(k)) = m]

| 772|
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Luego,
AV (w(k)) = {mﬁ@ y { (1 " (B-b08) + d(;g’“fx’j,iW)) u(k)
- (—d(;ﬂx’“&)) o(k) + Hi (k w(km]

L [( Bk k) BLCTCRY .
el K(r(k)m(zﬁ))?)“(k”(l r<k>+x<k>) () + Halk (’“”]'
B k)

Ui :c*(k) Up) y*(k;) )

— 2 (—b<k> " (d(z(ffxi’f,lw) u(k)

c(k) . Hy(k,w(k))
””(d(k)w*(k)) ““)'*”1'( = (F) >'

(k) Y ok) Mk) Y Hy (k. w(k))
*”2'(0(1@) x(k))?) (B + el sl = el <r<k>+x<k>) <k)'+"2'< v (8) )'
u(k) v(k)

“lEE T e
Simplificando,
v AR (k) Y, R\ Hy (k. w(k))
—ml( b(k)+(d(k)+x*(k))2) (k)] n1|(d(k)+$*(k)) <k>|+m|( o )|
h(k)y* (k) ) M)\ Hy (k. w(k))
*”2'<<r<k>+x<k>>2)“““>’ | <r<k>+ <k>> ““)‘*”2’( v (0 )’

o
—~

0y
~—
<
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Como los pardametros estan acotados se tiene b < b(k) < b, < (k) < M, d' <
d(k) <dM, bt < h(k) < hM r! <r(k) <M por lo tanto,
c(k)y™ | h(k)y" o, MyMo o Ry M
< —mb
(@k)z ez =T T @ TR

M_ M M_ M
B 1,y h*y
- (_b Ty ) R

< —mb(k) +m

1\2

Haciendo 7, = (m7), donde T > 0 es arbitrario pero fijo.

MM
My M My M
= (4 ) o (0 )

Luego, se busca bajo que condiciones esta tltima expresion es menor que cero, es decir,

Moy M Moy M
™ (—bl—l— CiE +T) <0, siysolosi, —0b + () +7<0,
si y solo si,
M, M dh)2
% <b =7, siysolosi, < (y]‘z ' —7] con b >

Por lo tanto, de la hipétesis

AV < {m (—b(k)+ c(k)y* (k) >+772 (( h(kJ)ry*(/f)W)] (k) U(/f),

@) + () o)+ ( v (k)
) )\ W) I

! [ n\ aw) +x*<k>) " ( 5 +x*<k>)] i)

1| (%) | 4 14 (%l]:)(m) |, para k grande.

Haciendo 7; = 1, resulta que

= (0 ) = (G ) () e (™)

Ya que

M, M M, M
—v+ C(dly)2 +7<0, equivalea b — C(dly>2 7>0
Sea v > 0 tal que
o MyM Mol
b—(dl)2 —T>V Yy ?+—M>I/,
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por lo que
Hy(k, w(k)) Hy(k, w(k))
AV < — k)| — k —_— — ] |.
< v fuli) ] = | o(8) 4] (PO g (),
Usando la || ¢ ||, como xmggl(%)};qu ©(t) |) se tiene
Hy(k, w(k)) Hy(k, w(k))
AV < — k —_— .
< v lulh) ol (P g (I
| Hi(k, w) | . .
Ya que T converge uniformemente a cero siempre que || w ||[—= 0 y para
Hi ku
k suficientemente grande || w(k) ||< 7 para algun v > 0, se tiene % <,

entonces, | Hy(k, w) |< e(]| w [), Tuego
| Hikow) | _ | Hi(kw) | _ (] w])

(k) — T, T In

Tomando ¢ = Z (max {Zm, ym}) se encuentra

| Hikw) | _ | Hykow) | - el ])

x*(k) - T, .

1% .
< 2wy, parais12.

En consecuencia,
v v v
AV < —vfwk) [+ (T w )+ 2w ) = =5l w ).
Ahora aplicando Teorema 1.4.1, se sigue que la solucién trivial de la ecuacién (3.5) es
uniformemente estable asintéticamente y asi también es la solucién (x*(k),y*(k)) de
(3.1). Por definicién recuerde que estabilidad uniforme asintética implica estabilidad

asintética.

Se muestra a continuacién que (z*(k),y*(k)) la solucién periddica positiva de (3.1)

es globalmente estable. Para ello, es suficiente mostrar que para cualquier solucion
(z(k), y(k)) de (3.1)

| (k) —2*(k) ||— 0, ||y(k)—y*(k)||—= 0, cuando k — oc.

Escoja p > 0 suficientemente pequeno y ¢ > 0 suficientemente grande tal que el conjunto
R* definido por
R ={t=(z,y) eRL |p<z,y<q},
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satisface que (z*(0),y*(0)) € R* y (2(0),y(0)) € R*. Ahora para cualquier solucién
s € R*, denote (z(k,s),y(k, s)) una solucién del sistema (3.1) que pase a través de s
en k = 0. Por la prueba anterior se sabe que (z(k, s),y(k, s)) es uniformemente estable
asint6ticamente. Por lo tanto, existe una vecindad I'(s) del punto s tal que I'(s) es una
regién uniformemente atractiva de (z(k, s),y(k, s)).

También, de esta construcciéon note que R* C U ['(s), usando el Teorema de cu-

seR*
brimientos finitos (Heine-Borel) se tiene que existe una cantidad finita de vecindades

[(s1), I'(sq), ..., I'(s;) tales que R* C UF(SJ-). Suponga que (z*(0),y*(0)) € I'(s1) y
j=1

(2(0),4(0)) € T(s;) ¥ T(s;) N T(s11) # 0, para j = 1,...i — 1.

Sea s7 € I'(s;) (N T'(sj41), para j = 1,...,i—1. Ya que (z(k, s;),y(k, s;)) es uniformemen-
te estable asintéticamente, usando la definicién para cualquier € > 0, existe un ¢; > 0

tal que para s € I'(s;). Entonces
£

Iahgs)— 2(koo) 1<

L ylles 53) —y(leys) ||< 25 cuando k> 6.
1
lo cual implica que

. € . €
lo(k, s5) —a(k, s5) I< o, | y(k, s5) —y(k, s5) [|< 5, cuando k = 4;.

* € X €
| 2(k,s541) — 2(k, s7) ||I< % | y(k, sjr1) —y(k,s3) 1< o cuando k > 0,41,

donde 5 =1,...,2 — 1. Mas aun,

£ £
| ok, s1) =tk ) 1< 50 Nl ylkys) = ylky"(0) < o, cuando k > 4.
| 2(k,s) = w(k,2(0) < =0 [ y(koso) —y(k,y(0) < o, cuando k > 6.

Se sigue que

| 2*(k) — (k) =] «(k, 27(0)) — 2(k,(0)) < e, para k> Z%‘-

1y (k) —y(k) (=1l y(k,57(0)) — y(k, y(0)) |< e, parak > Z@"
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Por lo tanto, cualquier solucién (z(k),y(k)) de (3.1) es globalmente estable asintética-

mente, en particular la solucién (x*(k),y*(k)) es globalmente estable asintGticamente.

Por ultimo, la unicidad se obtiene de la estabilidad global de la solucion peridédica. Esto

culmina la demostracion.

3.4.

O

Comprobaciéon Numérica

En esta seccién se da un ejemplo numérico para ilustrar la factibilidad del resultado

estudiado en el presente trabajo. Si en el sistema (3.1) se consideran los siguientes

parametros, que son 4—periodicos.

a(k) =1 [1.5+ cos(%r)]a

c(k) = 1%[0.01 + (0.005) sm(kg)],

e(k) =0.125 % [3.5 + sm(%ﬁ)l,

r(k) =2%[1+ (0.05) x sm(%)]

b(k) = 0.5%[0.5+ (0.25) = cos(k;)],
d(k) =3x*[3+ (0.01) % cos(kg)],

h(k) =2%[0.24 (0.01) * sm(%r)},

Aqui las condiciones dadas en el Teorema 3.3.1 se satisfacen. En efecto, a'd' — cMyM =
Moy M
(d')?
sistema (3.1) admite una solucién positiva periédica, que es globalmente asintéticamente

35177 > 0y b —

— 7 = 1.0442 > 0, tomando 7 = 0.1 fijo. Por lo tanto, el

estable. Esto se puede apreciar en la Figura 3.1
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Figura 3.1: solucién periédica con las condiciones iniciales x(0) = 6.4 y y(0) = 8.01.
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