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RESUMEN:

En este articulo se presenta un caso de estudio en el
cual se quiere encontrar la ruta mas corta,
proporcionada por las rutas existentes entre dos
nodos: fuente y destino. En primer lugar, la
metodologia de solucién se disefié usando la
programacion dindmica deterministica PDD.
Posteriormente se implementaron simulaciones en los
diferentes nodos del sistema con el fin de evaluar las
rutas del grafo, el costo total de ruta, y el vector de
vértices de la ruta optima.
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ABSTRACT:

This article presents a case study in which you want to
find the shortest route, provided by the existing routes
between two nodes: source and destination. First, the
solution methodology was designed using the dynamic
deterministic PDD programming. Subsequently,
simulations were implemented in the different nodes of
the system in order to evaluate the graph routes, the
total route cost, and the vector of vertices of the
optimal route.
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1. Introduccion

La utilidad de procesos markovianos en la actualidad toma mayor relevancia en la medida que
Internet crece exponencialmente y es utilizada en muchos escenarios como en el comercio
electrdénico, redes sociales y la trasmisidon cada dia mas creciente a nivel de streaming que
representa aproximadamente entre el 70 % y 80 % en paises desarrollados. Por ello es necesario
modelar utilizando grafos que permitan obtener mejores rutas a la hora de desarrollarse servicios
y aplicaciones sobre Internet.

Por tanto, la programacién dindmica es un método que permite resolver un problema de n
variables dividiéndolo en n problemas de una variable cada uno. [1] La solucién 6ptima de cada
etapa se toma como variable de entrada de la etapa siguiente. Dicho de otro modo, el estado de la
siguiente etapa esta determinado por: el estado y la politica de decision de la etapa actual.
Aplicando las caracteristicas y estructura basicas de la programacién dinamica, que se muestran
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en la figura 1, el proceso se concluye iterativamente en n etapas, el objetivo es encontrar una
combinacién de decisiones que optimicen una cierta cantidad asociada con un sistema.

2. Metodologia

Un grafo es un par de conjuntos, en donde uno de ellos contiene los vértices o nodos, mientras
que el segundo es el conjunto de ramas o arcos y se encuentra formado por pares de elementos
que se encuentran conectados entre si. (Maurette & Ojea I., 2006)

Se propone un método de tres etapas el cual se entiende como un método que explora diferentes
técnicas, heuristicas y exactas, para encontrar la solucion. (Problemas & Escolares, 2018)

En este apartado se presentan algunas caracteristicas basicas que se aplican a los problemas de
programacion dinamica (Taha, 2012, p. 429):

Un problema se puede dividir en etapas, cada una de las cuales requiere una politica de
decisién, esto es, qué destino elegir para la siguiente etapa.

Cada etapa tiene cierto nimero de estados asociados con su inicio. En general, los
estados son las distintas condiciones posibles en las que se puede encontrar el sistema
en cada etapa del problema.

El objetivo de la politica de decisidon en cada etapa es transformar el estado actual en un
estado asociado con el inicio de la siguiente etapa.

Este procedimiento sugiere que los problemas de programacién dinamica se pueden
interpretar en términos de redes; en donde cada nodo de la red corresponde a un
estado. La red consistiria en columnas de nodos, donde cada columna corresponde a una
etapa, de manera tal que el flujo de salida de un nodo sélo puede dirigirse a un nodo de
la siguiente columna a la derecha. En la mayoria de los casos, el objetivo consiste en
encontrar la trayectoria mas corta o la mas larga de la red.

El procedimiento de solucién esta disefiado para encontrar una politica 6ptima para
manejar el problema completo, es decir, una receta para elaborar la politica de decision
optima para cada etapa, en cada uno de los estados posibles. La PD (politica de decision)
presenta este tipo de receta politica sobre qué hacer en todas las circunstancias posibles
(a esto se debe que la decisidon real que se toma al llegar a un estado especifico se llama
politica de decision).

Dado el estado actual, una politica 6ptima para las etapas restantes es independiente de
la politica adoptada en etapas anteriores. Por lo tanto, la decisidn éptima inmediata
depende sélo del estado actual y no de cémo se llegé ahi. Este es el principio de
optimalidad de la PD. En general, en los problemas de PD, el conocimiento del estado
actual del sistema expresa toda la informacién sobre su comportamiento anterior,
informacién que es necesaria para determinar la politica 6ptima de ahi en adelante. esta
definicion obedece a la propiedad markoviana, la cual establece que la probabilidad
condicional de cualquier “evento” futuro dados cualquier “evento” pasado y el estado
actual , es independiente de los eventos pasados y sélo depende del estado actual del
proceso (Kashif, Talib, Ayub, Umer, & Ullah, 2017). Un problema que carezca de esta
propiedad no se puede formular como un problema de programacion dinamica.

El procedimiento de solucidn comienza cuando se determina la politica para la ultima
etapa. Es decir, la politica 6ptima para la Gltima etapa prescribe la politica 6ptima de
decisidon para cada estado posible en esa etapa. es comun que la decisidon de este
problema de una etapa sea trivial.

Se dispone de una relacion recursiva que identifica la politica 6ptima para la etapa n,
dada la politica 6ptima para la etapa . La forma precisa de la relacién recursiva difiere de
un problema a otro, pero se usara una notacién especifica que muestra en la figura 1.

Cuando se usa esta relacion recursiva, el procedimiento de solucidén comienza al final y
se mueve hacia atras etapa por etapa para encontrar cada vez la politica éptima para esa
etapa hasta que encuentra la politica dptima desde la etapa inicial. Esta politica 6ptima
lleva de inmediato a una solucién 6ptima para el problema completo, es decir, para el
estado inicial , después para el estado que resulta, y asi sucesivamente hasta para el
estado resultante.

A continuacién, observaremos el modelo estatico y deterministico (Sudakova, Agarkov, &
Tarasyev, 2018):



El modelo estatico utiliza la estructura del modelado estocastico, que requiere el conocimiento de
las caracteristicas probabilisticas de los principales parametros del modelo y las condiciones
especiales para la implementacion del proceso considerado. Para este se requieren condiciones
muy estrictas para el uso del aparato de modelado estocastico, que, en la practica, no son
factibles. (Shorikov, Sudakova, Agarkov, & Tarasyev, 2018)

El proceso estocastico es un proceso aleatorio el cual evoluciona con el tiempo y se representa por
un conjunto de funciones aleatorias. El proceso Markoviano son procesos estocasticos de decision
los cuales se basan en el concepto de que la acciéon a formar en un estado determinado, en un
instante determinado, depende solo del estado en que se encuentre el sistema al momento de
tomar la decision (Jiménez, Mercado Caruso, Oliveira, Crissien, & Coronado-Hernandez, 2017)

El modelo determinista tiene en cuenta que la mayoria de los parametros de los procesos
considerados son deterministas y que las limitaciones geométricas de los parametros
indeterminados a priori se conocen por el experimento: los conjuntos de sus posibles valores. En
los casos en que, para algunos parametros indefinidos, en donde es posible formar restricciones
geomeétricas sobre sus posibles valores y utilizar un enfoque determinista.

Por lo tanto, se puede concluir que el enfoque determinista y los métodos correspondientes de la
teoria matematica de los procesos de control tienen aplicaciones mas amplias para las tareas de
toma de decisiones, (Sudakova, Agarkov, & Tarasyev, 2018)

2.1. Estructura basica de PDD

Figura 1

Estructura basica de PDD
Etapa Etapa
n n+l

Xn

Estado: S, 3 S.+1

Contribucién

de X,
Valor: F,(S,,X,) Fo +1(S,+1)

Los datos de la figura 1, se interpretan de la siguiente manera:
n= Numero de etapa

Sn

Estado actual de la etapa n

Xn = variable de decision de la etapa

Fn (Sn, Xn) = contribucién a la funcién objetivo de los estados n,n + 1,n+2,...,N , si el
sistema se encuentra en el estado Sn en la etapa , la decisién inmediata es y en
adelante se toman decisiones 6ptimas.

3. Resultados

3.1. Caso de estudio

Se desea seleccionar la ruta por carretera mas corta entre dos ciudades. La topologia de red que
se muestra en la figura 3 proporciona las posibles rutas entre la ciudad de inicio en el hodo 1 y la
ciudad destino en el nodo 7. Las rutas pasan por ciudades intermedias designadas por los nodos 2
a 6.

Figura 2
Red de rutas para el ejemplo 1



Inicio

Se puede resolver este problema enumerando todas las rutas entre los nodos 1 y 7 (hay 5 rutas).
Sin embargo, la enumeracion exhaustiva es computacionalmente insoluble en redes grandes.

Utilizando PD, primero se descompone en etapas como se indica mediante las rayas verticales en
la figura 3 y se realiza por separado los calculos en cada etapa.

La idea general para determinar la ruta mas corta es calcular las distancias (acumulativas) mas
cortas a todos los nodos terminales de una etapa, y luego utilizarlas como datos de entrada de la
etapa inmediatamente siguiente. Partiendo del nodo 1, la etapa 1 llega a tres nodos terminales
(2,3y4).

Figura 3
Descomposicidon por etapas de la red del ejemplo 1

3.2. Resumen etapa 1

Distancia mas corta del nodo 1 al nodo 2 = 7 Kildmetros (desde el nodo 1)
Distancia mas corta del nodo 1 al nodo 3 = 8 Kilémetros (desde el nodo 1)

Distancia mas corta del nodo 1 al nodo 4 = 5 Kildmetros (desde el nodo 1)

La etapa 2 tiene dos nodos terminales, 5 y 6. La figura 2 muestra que se puede llegar al nodo 5
desde los nodos 2, 3 y 4 por las rutas (2,5), (3,5) y (4,5). Esta informacién, junto con los
resultados resumidos (distancias mas cortas) en la etapa 1, determina la distancia (acumulativa)
mas corta al nodo 5.

En (Hillier & Lieberman, 2015), se definen las ecuaciones de distancia acumulativa mas corta.



(L‘rismncm mas corta ) — min. .. [(Dismncm mas cﬂrm) ( Distancias del )]
al nodo 5 =24 al nodo i nodo i al nodo 5
7+12=19
= mm} 8+8=16 } = 12(desde el nodo 4) (1)
5+7=12

Distancia acumulativa mas corta al nodo 5

Como se puede apreciar en la figura 2, solamente desde los nodos 3 y 4, se puede llegar al nhodo 6
(distancia acumulativa mas corta)

Distancia acumulativa mas corta al nodo 6

(Dismnr:ia mas mrm) - min. [(Dismncia mas cnrra} ( Distancia del )]
al nodo 6 B b al nodo i nodo i al nodo 6
B+9 =17

5413 = 18] = 17(desde el nodo 3) (2)

=mm[

3.3. Resumen etapa 2

Distancia mas corta del nodo 1 al nodo 5 = 12 Kilémetros (desde el nodo 4)

Distancia mas corta del nodo 1 al nodo 6 = 17 Kildmetros (desde el nodo 3)

El ultimo paso es considerar la etapa 3. Se puede llegar al nodo de destino 7 desde el nodo 5 o 6.
Utilizando los resultados resumidos desde la etapa 2 y las distancias de los nodos 5 y 6 al nodo 7.

Distancia acumulativa mas corta al nodo 7

(Dismncia mas -:?orm) — min. [(Dismncia mas curra} ( Distancia del )]
al nodo 7 im5,6 al nodo i nodo [ al nodo 7

1249=121

17 + 6 = 32] = 21(desde el nodo 5) (3)

=mm[

3.4. Resumen etapa 3

Distancia mas corta del nodo 1 al nodo 7 = 21 Kilémetros (desde el nodo 5)

El resumen de la etapa 3 muestra que la distancia mas corta entre los nodos 1y 7 es de 21
Kildbmetros. Para determinar la ruta éptima se toma el resumen de la etapa 3, donde el nodo 7 se
conecta con el nodo 5; en el resumen de la etapa 2, el nodo 4 se conecta al nodo 5, y en el
resumen de la etapa 1, el nodo 4 se conecta al nodo 1. Por lo tanto, la ruta mas corta para el
ejemplo 1.1 es 15457,

El ejemplo revela las propiedades basicas de los calculos de PD.

Los calculos en cada etapa son una funcidn de las rutas factibles de dicha etapa, y solo
de esa etapa. (Principio de optimizacién)

Una etapa actual estad conectada a la etapa inmediatamente precedente sdlo (sin tener
en cuenta las etapas anteriores) con base en el resumen de distancias mas cortas de la
etapa inmediatamente precedente.

Se presenta la solucién para el mismo caso de estudio utilizando la herramienta Matlab. Se
explicara detalladamente las secciones del algoritmo y se mostraran los procesos usados para el
recorrido y evaluacion de las rutas del grafo.

Definicion del grafo

Figura 4
Definicion de vértices y aristas del grafo en Matlab



3 : %b
;7 %cC
; %d
; %e
r %f
1: %9
=[] - : %a
- ; %b
12 - ; %cC
1 -2 -4; %d
14 ; %e
- -1; &£
1¢ 1; %g

En la Figura 4 se presenta la definicion matricial de la matriz de adyacencia del grafo ponderado
expuesto en la Figura 1. Seguido de la representacion matricial de la posicion en el plano de cada
uno de los vértices del mismo.

Figura 5
Trazo vértices del grafo en Matlab

Figure ( ):
plot VWV {:,2) ,VW{:,3),"*b");

hold on

T=[]:

Gomtriu{GG) ; %se obtiens y diagonal superi

for iml:l:size(GG,]1) %recorre todo el grafo para generar los caminos

for j=1:1:3ize(GG,1)
1f GG(Li,])~=
YIVWL,2:3);
VWi,2:2)]
plot{Y{:,1),¥Y{:,2),"-c")
hold on
end
end
end

La Figura 5 se representa los métodos empleados para el trazo de los vértices del grafo y el
calculo y posterior del trayecto de los caminos de un vértice a otro.

Figura 6
Recorrido del grafo y generacién de caminos
D=[1:
n=l;
for iml:l:gsize (GG,1) recorre todo « jrafo para generar los caminod

for jml:l:size(GG,]1)
if GG(i,j)~=
n=n+GG{1,]7);
Di(n,:}y=[1 j]:
end
end
end

costo=0;

costoTots0;

vertSig=l;

rutaV=[1] rect ue guarda el recorrid ealizad
B GG



La Figura 6 representa el recorrido del grafo creado y la generacién de los caminos existentes en
el mismo almacenado de manera matricial en el vector D. Asi mismo como la definicidon de algunas
variables (tiles para el cdlculo de la ruta: el costo relativo de un vértice al siguiente (), el costo
ponderado del valor total de la ruta (), en apuntador al siguiente vértice a examinar (), la variable
se inicializa en 1 debido a que éste es el vértice de inicio de la ruta, y un arreglo que almacenara
los vértices que pertenecen a la ruta mas corta del grafo (), representada en la figura 6.

Figura 7
Nucleo del codigo

far i=l:1l:{siza(D,1)=3)
if D(i, 1) »=
if Dfi,l) == vertSig
RVV(D(i,1),¢2)
coato = GG{D(1,1), D(i,2)):
for j=ml:1: (size(D,1)=3)
if (D(j.1) == D(i,1)) & (D{(j,2) == D{i,2))
if (coato == | coste»GGE(D(3,1), D(3,2)))
coato=GG({D{j,1)), D(j.2)):
vertSig = D(j.2):
end
and
and
if vertSig == D(i,1)
vertSig = Di,Z);
end
costoTot = costoTot + costo;
coato
coatoTot
coato =
vartsSig
rutav( +1) = vertSig
and

and

end

La figura 7 representa el nucleo del cddigo. Se determina el recorrido por el vector de caminos
generado anteriormente, dicho vector es una dupla ordenada cuyos valores representan si hay o
no un camino de un vértice a otro; si no lo hay, existira en el vector D una fila [0 0].

Figura 8

Representacion de la ruta mas corta
costoTot
rutaV
figure( ):
plot (VW(:,2) ,WW(:,3),"*b'); %vertices del g
hold on
for i=1:1:{size(rutaV,62)-1) I rre al vecto: n l rart i

Ji
1:
' 1

Yu[VV{rutaV({i) ,
VW{rutaV{i+1},
plot{¥{:,1),¥(:,
hoald an

end

)
)

Finalmente, se imprime en consola el costo total de la ruta, el vector de vértices de la ruta éptima
y se traza el grafo de la figura 9, el cual muestra la ruta generada por el algoritmo.

Figura 9
Ejecucién del programa en Matlab



- | -3

costoTot =

21

rutaV =

4. Conclusiones

Se palpa la pertinencia de la utilizacion de modelos markovianos en el modelamiento tipico de los
servicios y aplicaciones que actualmente se utilizan sobre Internet.

La utilizacién de la programacion dinamica es una herramienta interesante en escenarios que
pretenden interpretar el trafico en las redes de datos.

Las conclusiones obtenidas representan la importancia que tiene el encaminamiento en la
compresion del trafico que actualmente es soportado por Internet.

Se verificd que los resultados obtenidos en las simulaciones para los calculos de: ruta mas corta
en los diferentes nodos de la topologia de red, costo total de ruta y el vector de vértice obtenidos
a través de la simulacion, presentaron los mismos valores que los que se obtuvieron utilizando las
diferentes propiedades de la PDD. De manera similar se pudo comprobar y verificar que los
resultados de la simulacion realizada para el calculo de la ruta éptima, fueron los mismos, que los
obtenidos utilizando las propiedades de los procesos de Markov.

Un estudio previo de PDD en los sistemas de telecomunicaciones con el fin de reducir el nimero
de calculos computacionales y minimizar el nUmero de nodos en la red, multiplicaria las ventajas
de incluir PDD, mejorando de esta forma el desempeno en una topologia red de
telecomunicaciones.
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