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Introduccion

El estudio cualitativo de Ecuaciones Diferenciales pasa, en primer lugar, por la exis-
tencia y unicidad de las soluciones; en segundo lugar por el comportamiento asintético de
las mismas, lo cual incluye entre otras cosas el estudio de la estabilidad de las soluciones,
luego puede probarse la existencia de soluciones particulares como son, las de equilibrio,
peri6dicas, homoclinicas, heteroclinicas y en general Soluciones Acotadas. Otros estudios
paralelos a los anteriores y de mucho interés en la Ingenieria Moderna, son los refer-
entes a la Teorfa de Control de sistemas gobernados por Ecuaciones Diferenciales, el cual
constituye una de los métodos bésicos para la resoluciéon de problemas inherentes a la
Ingenieria de Control; prueba de ello, es la cantidad de articulos publicados anualmente
sobre el tema.

En este trabajo se estudia la Existencia de Soluciones Acotadas y la Controlabilidad
de una amplia clase de Ecuaciones de Evolucién, la cual aparece con frecuencia en apli-
caciones a la Fisica e Ingenieria, como por ejemplo la Ecuacién de Sine-Gordon [30], la
Ecuacién de Termoelasticidad en una placa [28], la Ecuacién que modela una viga flexible
amortiguada [9], la Ecuacion de la Onda Fuertemente Amortiguada [9], etc. Las Técni-
cas usadas con mayor frecuencia en esta tesis se basan en el estudio de Semigrupos de
Operadores Fuertemente Continuos, Teoremas de Punto Fijo, Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias en Espacios de Banach, Operadores Lineales Compactos y Teoria de Control
en Espacios de Banach. Se presentan los resultados expuestos en tres articulos, dos de
los cuales han sido publicados en revistas internacionales arbitradas e indexadas y el otro
ha sido enviado para su posible publicacién. La tesis consta de cuatro capitulos. En el
Capitulo 1, se exponen las definiciones y los resultados basicos usados en el desarrollo de
los restantes capitulos. El Capitulo 2 se refiere a la Existencia de Soluciones Acotadas
para la siguiente Ecuacién Semilineal en Espacios de Banach

' =Az+ F(t,z), z€ X (1)

donde X es un Espacio de Banach, A el generador infinitesimal de un semigrupo {T'(¢) }:>0
fuertemente continuo y F' : R x X — X una funcién lo suficientemente suave para
garantizar la existencia y unicidad de una tnica solucién tal que x(0) = zo. Se prueba,
bajo ciertas condiciones, la existencia de una tnica solucién acotada la cual es estable y
con algunos ingredientes méas sobre el semigrupo, se prueba que esta solucion es clésica;

A%
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para ello se usan teoremas de punto fijo y la descomposicién espectral del operador A, lo
novedoso de esta parte del trabajo es que se establece una teoria que permite garantizar
existencia de soluciones acotadas y suavidad de las mismas, para ecuaciones del tipo (1).
Luego los resultados obtenidos se aplican a la siguiente ecuacion de termoelasticidad de
una placa

Uy + A2u + alAf = fl(t,u,e) t Z O, rc Q,
0; — BAG — aluy = fo(t,u,b), t>0, z€Q, (2)
0=u=Au=0, t>0, z €09,

donde € es un dominio acotado en RY (N > 1) suficientemente regular, a # 0, 3 > 0; u,
0 denotan la defleccién vertical y la temperatura de la placa, respectivamente. Se asumen
las siguientes hipotesis:

H1) fe, f& : R x L2(Q)® — L2(Q) definidas por f(t,u,0)(z) = f(t,u(x),0(z)), z € Q
son funciones continuas y localmente Lipschitz , es decir, para cualquier B, en Lr"(Q)2 de
radio p > 0, existen constantes L;(p), L2(p) > 0 tales que para todo (u,8),(v,n) € B,

15t w,0) — fE (v mill 2 < Lap){llw — vllz2 + 16— nllz2}, t€R. (3)
H2) Existe Ly > 0 tal que
Ifi(t,0,0)| < Ly, VEER, =12 (4)

Observacién 0.1 En particular la hipdtesis H1) se satisface en el caso en que
fi, f2 : Rx R?2 — R son funciones continuas y globalmente Lipschitz con constante de
Lipschitz Ly, Ly > 0,es decir,

La Ecuacion de Termoelasticidad sin perturbacion, en una placa (f; = 0,7 = 1,2), fué
estudiada por Lagnese [24]

wyg +AN2w+aAd=0, t>0, z€Q,
6; — BAG —aAw; =0, t>0, z €K, (6)
f=w=Aw=0, t>0, =€ 9N,

en este trabajo el autor discuti6 la estabilidad del modelo. J.U. Kim [21] estudi¢ el sistema
(6) con la siguiente condiciéon de borde

y probé el decaimiento exponencial de la energia del sistema. Por otra parte, Avalos y
Lasiecka [3},[4],[5], estudiaron un modelo lineal de termoelasticidad en una placa, obte-
niendo resultados de estabilidad uniforme.
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El aporte de esta parte del trabajo, consiste en probar la Existencia y Estabilidad de
una Solucién Acotada, para la Ecuacion No-Lineal de Termoelasticidad en una placa
(2).Como primer paso, se demuestra que el sistema lineal (fi = f» = 0) genera un semi-
grupo analitico fuertemente continuo el cual decae exponencialmente a cero; en segundo
lugar, bajo algunas hipotesis adicionales, se prueba que el sistema no-lineal posee una
solucion Moderada Acotada la cual es Exponencialmente Estable y para una clase grande
de funciones fi, f> esta solucién acotada es casi periédica; finalmente se usa la analiticidad
del semigrupo para probar la suavidad de la Solucién Moderada Acotada.

En el capitulo 3 se prueba que una clase amplia de Sistemas de Control de dimensién
infinita, nunca puede ser Exactamente Controlable, estos sistemas estan dados por
la Ecuacion de Evolucién

2 =A@{)z+ B(t)u(t), 2(t)e Z, u(t)eU, t>0, (7)

donde Z, U son Espacios de Banach de dimensién infinita,la funcién de control u pertenece
a LP(0,t;U),t1 > 0,1 < p < o0, B € L*(0,t; L(U, Z)), t — B(t) € L(U, Z) es continuo
en la topologfa de operadores fuertes de L(U, Z) y A(t) genera un operador de Evolucién
Fuertemente Continuo U(t, s) (ver [35]). Se prueba el siguiente resultado: si U(t, s),

0 < s < t es compacto, entonces el sistema (7) no puede ser Exactamente Controlable.
El caso auténomo

2 =Az+ Bu(t), 2(t)€ Z, u(t)eU, t>0, (8)

ha sido estudiado por varios autores, particularmente, en Curtain - Pritchard [12],[13]
se prueba que, si B es el limite en la topologia uniforme de una familia de operadores
{Br} con rango de dimension finita, entonces el sistema (8) no es exactamente controlable
en [0, t]; el resultado obtenido aplicado al caso auténomo establece que si el semigrupo
generado por el operador A es compacto, entonces el sistema (8) no es exactamente con-
trolable en [0, ¢,]. Este resultado es incompatible con los presentados en [7] [8] y [6]; donde
se asume la compacidad del semigrupo o del operador de Evolucién y la controlabilidad
Exacta del sistema lineal simultdneamente, de hecho, se han recibido comunicacién de
los autores de estos articulos manifestando la veracidad del resultado y expresando su
felicitacion por este modesto e importante aporte a la Teoria de Control.

En el Capitulo 4, se estudia la Controlabilidad Exacta del siguiente sistema de Ecua-
ciones Funcionales Semilineales Integrodiferenciales en el Espacio de Banach X,

(1)

Az(t) + Bu(t) + /Otf(s,xs)ds teJ=10,b o)

o = ¢ €n [-7',0], u(t) €U

donde U es un espacio de Banach, la funcion de control u pertenece al espacio L*(J,U),
A genera un semigrupo fuertemente continuo {T(¢)}:>0 en X y B € L(U, X) . El término
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no lineal f: J x C — X es un operador continuo en J ; uniformemente lipschitz en
C = C([-r,0], X) el espacio de las funciones continuas ¢ : [-r,0] — X con la norma

llgll = sup{|#(0)[ : —r < 6 < 0}

Bajo estas hipotesis se prueba que el sistema (9) es Exactamente Controlable.

Esta clase de sistema fué estudiado por Balachandran [6] , asumiendo la compacidad
del semigrupo generado por el operador A y la controlabilidad Exacta del sistema lineal
asociado, hipotesis que por lo demostrado en el capitulo 3, son incompatibles. Nosotros
probamos la Controlabilidad Exacta del sistema (9), descartando la compacidad del semi-
grupo y pidiendo condiciones adicionales al término no-lineal.
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Capitulo 1

Preliminares

Como se enuncio en la introduccién del trabajo, en este capitulo se daran algunas
definiciones y se presentaran ciertos resultados que seran utilizados en los capitulos si-
guientes.

Caracterizacién de Operadores Sobreyectivos.

Teorema 1.1 Sea A : D(A) € E — F un operador no acotado, cerrado y con
D(A) = E. Las siguientes propiedades son equivalentes:

i.- A es sobreyectivo, es decir, R(A) = F.
#1.- Existe una constante C > 0 tal que

lzll < CllA*z|| = € D(A%).
iti.- Ker(A*) = {0} y R(A*) es cerrado.
Demostracion. Ver [11]

Corolario 1.1 Sean E y F espacios de Banach reflexivos y G € L(E,F). Entonces
tenemos:

a.- R(G) = F si, y sdlo si, eziste a tal que ||G*z*|| > of|z*||, z* € F*.
b.- R(G) = F si, y sdlo si, Ker(G*) = {0}.

Corolario 1.2 Si ademds de las hipdtesis anteriores, se tiene que dimF < 0o, entonces
las siguientes proposiciones son equivalentes:

a.- R(G) = F.
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b.- Existe o > 0 tal que |G*z*|| > allz*||, z* € F*.

¢.- Ker(G*) = {0}.

Teorema 1.2 ( Azcoli) Sea X un subconjunto compacto de un espacio Métrico, F un
espacio de Banach y ® C C[X, F) el conjunto de las transformaciones continuas con la
norma del supremo. Entonces, ® es Relativamente Compacto en C[X, F|, si y solo si se
satisfacen las dos condiciones siguientes:

1. ® es equicontinuo.

2. Para cada x € X, el conjunto ®(z) = {f(z)\ f € ®} es relativamente compacto.

Teorema 1.3 (Punto Fijo de Banach) Sea X un espacio de Banach y T : X — X
una Contraccion, (Es decir, para algin k € [0,1) | Tz — Ty|| < kllz — y||). Entonces, T
posee un unico punto fijo z*. Mds ain, la sucesion {T™(z)} converge a =* para cualquier
zeX.

Demostracion. Ver [14]

Teorema 1.4 (Shauder) Sea X un subconjunto no vacio, cerrado, acotado y convezo
de un espacio de Banach E. Entonces, toda aplicacion continua y compacta T : X — X
tiene un punto fijo.

1.1. Semigrupos de Operadores Fuertementes Continuos
y Generador Infinitesimal.

Definicién 1.1 Sea X un espacio de Banach. Una familia {T(t)}:>0 de operadores lin-
eales y continuos T(t) : X — X se denomina Semigrupo Fuertemente Continuo si se
verifican las tres condiciones siguientes:

(i) T (0) = Id.
(i) T(t+s)=TE)T(s), (¢t s=>0).
(11i) Para todo o € X, T(t)zo es fuertemente continuo en t =0, es decir

lim I7(6)20  zollc =0.
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a) Si tli%i IT() — Illzxy = 0, {T(t)}ez0 es un Semigrupo de Operadores Uni-
formemente Continuo.
b) Si||T()|| <1, el semigrupo {T(t)}s>0 es un Semigrupo de Contraccion.

Teorema 1.5 Sea {T'(t)}:>0 un Semigrupo Fuertemente Continuo en el espacio de Ba-
nach X ; entonces:

a. ||T(t)| estd acotada sobre intervalos finitos de [0, 00).

b. Para cada xo € X fijo, la aplicacion que va de [0,00) — X, definida por t — T(t)zo,
es fuertemente continua Vt € [0, +00).

c. Para todo zo € X se tiene que

t+h

, 1
}L% R, T(s)xzods = T(t)xo

En particular,

If 1
hl—r»%h

h
/ T(s)zods = xo.
0
. 1 . (1
d. Siwy= glg (zlog ||T(t)||) , entonces wy= thm (; log ||T(t)||) < 00.

e. Para todo w > wy, eziste M,, tal que ||T(t)|| < Mye™, t>0.

Demostracién. Ver [12]

Definicién 1.2 Sea {T(t)}i>0 un Semigrupo Fuertemente Continuo en el espacio de
Banach X. Para t > 0 definamos el operador lineal A; mediante

T(t)xg —
Atmoz—imq, Ty € X.

Consideremos el subespacio

D(A) = {m € X lim Az e:m'ste}

t—0+

y definamos el operador

A: D(A) — X

T — lim Az
t—0+

El operador A, ast definido, es llamado el Generador Infinitesimal del Semigrupo
Fuertemente Continuo {T(t)}:>0.
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Teorema 1.6 Sea {T(t)}:>0 un Semigrupo Fuertemente Continuo y A su Generador
Infinitesimal con dominio D(A). Entonces

a) D(A) es un subespacio lineal de X y A es un operador lineal.

b) Si zo € D(A), entonces T(t)zo € D(A), t > 0; ademds T(t)zo es fuertemente
diferenciable en t y se tiene:

%T(t)zo = AT(t)zo = T(t)Azo, (t20).

c) Sixzo € D(A), entonces T(t)zo— T(s)zo = f: T(u)Azodu t,s > 0.
d) Si f:[0,00) — IR es continua, entonces

lim 1

t+h
m, E/t f(8)Tswods = f(t)Tizo 0 € X,t > 0.

t t
e) / T,xods € D(A) y T(t)zo = o + A/ Tszods, Vro € X
0 0

f) El subespacio D(A) es denso en X y A es un operador lineal cerrado en D(A).

Demostracién. Ver [23]

Teorema 1.7 [Hille-Yosida-Phillips]. Una condicion necesaria y suficiente para que
un operador lineal y cerrado A, con dominio denso en el espacio de Banach X, genere
un semigrupo fuertemente continuo, es que existan niumeros reales M y w tales que para
todo mimero real A > w; A € p(A)

M

|R(A; A" < ()\——w)"

n=123,..

En este caso |T(t)|| < Me*t.

Demostracién. Ver [23]

Corolario 1.3 Un operador lineal A es el generador infinitesimal del Semigrupo de Con-
traccion {T'(t)}i>0 si y sdlo si

i .- A es cerrado y D(A) = X.
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i - (0,400) Cp(A)y ¥V A>0
1
IR, Al < 5.

Lema 1.1 Sea Z un espacio de Hilbert separable y {An}n>1,{Pn}n>1 dos familias de
operadores lineales y acotados en Z, con {P,}n>1 una familia completa de proyectores

ortogonales, tales que
AP, = PA,, n=12,... (1.1)

Defina la siguiente familia de operadores lineales

T(t)z=) e*'Poz, t>0. (1.2)

n=1
Entonces

a. T(t) es un operador lineal acotado si
et < glt); n=1,2,... (1.3)
para alguna funcidn continua a valores reales g(t).

b. Bajo la condicion anterior, {T'(t)}:>0 es un Co-semigrupo en el espacio de Hilbert
Z, cuyo generador infinitesimal A estd dado por

Az=> APz, z€D(A)={2€Z:) ||AnPaz|? < o0}

n=1 n=1

c. El espectro 0(A) de A estd dado por o(A) = >, 0(Ay), donde A, = ApPa.

Demostracion. Ver [27]

Definicién 1.3 (Semigrupo Analitico) Un Semigrupo Fuertemente Continuo {T(t)}:>0
es Analitico, si para x € X la funcion t — T(t)z, t > 0 es diferenciable y existe una
region Ny = {€ € C : Re(e) > 0,|arge| < a} del plano complejo tal que T(t) puede
extenderse a A\, analiticamente y:

d
=T (t)z = AT(t)z, ¢ > 0. (1.4)
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Definiciéon 1.4 ( Operador Sectorial) Un Operador A, lineal y cerrado sobre un espa-
cio de Banach X, se llama Sectorial si su dominio es denso en X, y para algin ¢ € (0, %),
M >1, a€ R, el sector

Sap={A: ¢<argi]A—a| <7, A#a}

estd contenido en el conjunto resolvente de A. Ademds,

(M = A7 < para todo X\ € Sy 4.

A — al

Teorema 1.8 Si A es un Operador Sectorial, entonces —A es el Generador Infinitesimal
de un Semigrupo Analitico.

Demostracion. Ver [15]

Teorema 1.9 Supongase que las condiciones del Lema 1.1 ocurren y que existe un con-
Junto acotado S C C con Real(S) > 0 tal que

—5\1—0(An)cS A >0 Vn=12...

Entonces, el operador A dado por el Lema (1.1) genera un Cy-semigrupo Analitico

Demostracion. Ver [27]

Definicién 1.5 (Semigrupo Diferenciable) Un Semigrupo Fuertemente Continuo
{T(t)}t>0 es Diferenciable para t > to, si para cualquier z € X la funcién t — T(t)z, es
diferenciable para t > to. {T(t)}+>0 es Diferenciable, si es diferenciable para todo t > 0

Definicion 1.6 (Espacios de Potencias Fraccionarias) Sea H un espacio de Hilbert
separable, {e,}32; wuna base de H y a € [0, c0)

oo o
Se denota por : X = {u =) unen: Y Al fual’ < OO}
n=1

n=1
A*:D(A*)=X* — H

o
(03
U — E A Unen,
n=1
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Se considera la siguiente norma en X¢

00 1/2
ullxa = || A%|lx = (Z IAnI“l%Iz)

n=1
Luego,

a. (X% |||l xe) es un espacio de Hilbert con el producto interno (u,v)xe = (A%, A*V)y.
En particular, X° = H y X! = D(A).

b. Sia >8>0, X*C XP con inyeccion continua y densa; si a > [3 esta inyeccion es
compacta.

1.2. Problema de Valores Iniciales (P.V.I)

Los resultados que aparecen en esta seccién asi como sus demostraciones pueden verse
con mayor amplitud en [35], [15], [17].

1.2.1. Problema Homogéneo de Valores Iniciales

Sea X un espacio de Banach y A un operador definido en un dominio D(A4) C X; sea
zo € X y consideremos el P.V.I

Z(t) = Az(t), t>0
(1.5)
z(0) = =z, xp€X

Definicién 1.7 Una solucidn de (1.5) es una funcidn continua z : [0,+00) — X, con-
tinuamente diferenciable en (0,+00) con 2'(t) € X, z(t) € D(A), Vt > 0 y que verifique
la ecuacion (1.5).

Teorema 1.10 Sea A un operador lineal definido densamente en el espacio de Banach
X, tal que p(A) # 0. El problema de valor inicial (1.5) tiene una tnica solucidn z(t), la
cual es continuamente diferenciable en [0, +00) para todo xo € D(A), si solo si A es el
generador de un semigrupo fuertemente continuo {T'(t)}:>0

Teorema 1.11 Si A es el generador de un Semigrupo Diferenciable, entonces para todo
zo € X el P.V.I (1.5) posee una inica solucion.

Corolario 1.4 Si A es el generador infinitesimal de un semigrupo analitico, entonces
para cualquier xo € X el P.V.I (1.5) posee una dnica solucidn.
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1.2.2. El Problema de Valor Inicial No-Homogéneo.

Se considera a continuacion el siguiente P.V.I en el espacio de Banach X

<O _ )+ £, t>o.
dt (1.6)
z(0) = o,

donde f : [0,T) — X, A:D(A) C X — X el generador del Cy-semigrupo {T'(¢t)}i>0 en
X.

Definicién 1.8 La funcién z : [0,T) — X es una solucion cldsica del problema (1.6) si
es continua en [0,T); continuamente diferenciable y z(t) € D(A) en (0,T); satisfaciendo
ademds, la ecuacion (1.6) en [0,T).

Teorema 1.12 Sea f € L'(0,T;X) y zo € X. Si el problema de valor inicial (1.6) tiene
una solucion, esta viene dada por:

z(t) = T(t)zo + /OtT(t — s)f(s)ds. (1.7)

Definicion 1.9 Sea A el generador de un Cy-semigrupo {T'(t) }i>0; 2o € X y
f € LY(0,T; X). Entonces, la funcion z € C([0,T], X) dada por

t
2(t) = T(t)z0 + / T(t—s)f(s)ds 0<t<T, (1.8)
0
es una solucion moderada del problema (1.6) en [0,T).

Teorema 1.13 Sea A el generador infinitesimal de un Co-semigrupo {T(t)}i>0;
f e LY0,T; X) continua en (0,T] y sea

v(t) = /Ot T(t — s)f(s)ds, 0<t<T. (1.9)

El P.V.I (1.6) tiene una unica solucion x en [0,T) para cuclquier zo € D(A), si y sdlo
st, se satisface una de las siguientes condiciones:

i. v(t) es continuamente diferenciable en (0,T).



1.2. PROBLEMA DE VALORES INICIALES (P.V.I) 11

i. v(t) € D(A), Vt € (0,T) y Av(t) es continua en (0,T).

Ademds, si (1.6) tiene una solucion en (0,T) para o € D(A), entonces v(t) satisface i y

Corolario 1.5 Sea A el generador infinitesimal de un Cy-semigrupo {T'(t)}i>o. St
f € C([0,T]; X), entonces el P.V.I (1.6) posee una inica solucion z : [0,T) — X ,
Vo € D(A).

Corolario 1.6 Sea A el generador infinitesimal de un Co-semigrupo {T(t)}e>0;

f € LY 0,T; X) continua en (0,T). Si f(s) € D(A) para todo 0 < s<T y

Af(s) € L*([0,T]; X), entonces para cualguier z € D(A) el P.V.I (1.6) tiene una dnica
solucion sobre [0,T).

1.2.3. Regularidad de Soluciones Moderadas para Semigrupos
Analiticos.

En esta parte, se considera nuevamente el problema (1.6), agregando la condicién que
el semigrupo generado por el operador A es Analitico.

dfjit) = Az(t)+ f(t), t>0,
z(0) = .

Teorema 1.14 Sea A el generador de un semigrupo analitico {T(t) };>0. Sea f € L*(0,T; X)
y asuma que para cualquier 0 < t < T existe un 6; > 0 y una funcion continua
wi(.) : [0,+00) — [0, +00) tal que

wy(T)

Ot
150 — fOl <wlt—sl) / 2T 47 < oo.

T

Entonces, para cualgquier zo € X la solucion moderada de (1.6) es una solucidn cldsica.

Corolario 1.7 Sea A el generador infinitesimal de un semigrupo analitico {T'(t)}:>0.
Si f € L'(0,T; X) es localmente Holder continua en (0,T), entonces para cualquier to € X
el P.V.I (1.6) tiene una unica solucion.
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1.2.4. Ecuacién no Lineal

A continuacién se estudia el siguiente P.V.I, en el espacio de Banach X:

dxds,t) Ax(t) f(ta .’B(t)), t > to, ( )
+ 1.10
‘T(tO) = T9, To € X.

Donde A es el generador infinitesimal de un Cy-semigrupo {T'(t) }+>0 en X, el operador
f:U CRt x X — X satisface una condicién de Lipschitz en X; U abierto, f continua
enty (ty,zo) € U.

Definicion 1.10  a. Una solucidn cldsica del problema (1.10) en [to,T) es una fun-
cion continua = : [to,T) — X tal que z(to) = =zo; (t,2(t)) € U, 2'(t) € X,
z(t) € D(A) y satisface la ecuacion diferencial Vt € (to, T).

b. Una solucion moderada en [to, T') es una funcion continua z(t) tal que (t,z(t)) € U;
t = f(z() € L ((t, T), X) y

z(t) = T(t — to)zo + /tT(t — 8)f(s,z(s))ds. (1.11)

to

Teorema 1.15 ( Existencia Local.) Sea 2 € X un abierto, zo € Q). Sea
f:RY xQ — X continua y satisfaciendo la siguiente condicidn de Lipschitz: para cada
T € IR*, existe k = k(7) tal que

£t 2) = FEy)lx < Kkllz—yllx, VE€l0,7], z,yeQ

Entonces, para 7 > 0 suficientemente pequeno, eriste una unica solucién moderada de
(1.10) en [0, 7).

Teorema 1.16 ( Existencia Global.) Sea 29 € X y f : Rt x X — X continua y
satisfaciendo la siguiente condicion de Lipschitz: para cada T > 0, existe k = k(1) tal que

1@ 2) = fEu)llx < kllz—yllx, VEe[0,7]; z,yeX.

Entonces, (1.10) tiene una dnica solucién moderada para todo 7 en R*.
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Teorema 1.17 Supongase que f : Rt x X — X es continua y satisface la siguiente
condicion de Lipschitz: para cada ¢ > 0, existe k(c) tal que

1/ 2) = f@& o)l < Kk(ollz—yll, VEe0,c; =,ye€ Bx(0,c)

Sea z € C([0,7),X) la solucion moderada de (1.10) donde T < co. Entonces se satisface
una de las siguientes posibilidades:

1. Exziste una dnica solucidn moderada de (1.10) en IR*.

2. [0,7) es el intervalo mazimal de existencia de la solucion moderada (1.10) y se tiene

th’m_ lz()]| = +o0.

1.2.5. Regularidad de la solucién Moderada

Regularidad de la solucién Moderada para semigrupos Cyp

Teorema 1.18 Sea A el generador infinitesimal de un Cy-semigrupo {T(t)}1>0 en X . Si
g € D(A) y f : [to, T) x X — X es continuamente diferenciable, entonces la solucidn
moderada de (1.10) es una solucién cldsica.

Teorema 1.19 Sea A como en el Teorema anterior. St X es un espacio de Banach Re-
flexivo , f : [to,T] x X — X es Lipschitz en ambas variables y zo € D(A), entonces la
solucidn moderada de (1.10) es una solucidn cldsica.

Regularidad de Soluciones Moderadas para Semigrupos Analiticos.

Se considera nuevamente el problema

0 _ Ase)+ ft,a), ¢t
dt (1.12)
z(0) = =,

suponiendo que A genera un semigrupo analitico {T'(t)}:>0 en X, se define el espacio de
potencias fraccionarias X® = D(A%) 0 < a < 1;y se supone ademés que U C IRt x X% es
abierto y que la funcién f : U — X es tal que existe un entorno V C U y constantes
L>0, 0<wv<1talesque

I (t1y 1) = f(2s 22)ll < L(l[tr = tall” + |21 — z2l|x=)  V(tiz:) € V. (1.13)
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Teorema 1.20 Sea A el generador infinitesimal de un semigrupo analitico {T(t)}i0, €l
cual satisface |T(t)|| < M, asuma ademds que 0 € p(A). Si se satisface (1.13), entonces
para cualquier (to,zo) € U el P.V.I (1.12), tiene una unica solucion local

T € C([t(),tl);X)ﬂcl((to,tl);X), t = tl(to,.’L'o) > tp.

Teorema 1.21 Sea 0 € p(A) y A el generador infinitesimal de un semigrupo analitico
{T(t)}is0 tal que |T(®)|| < M, Vt > 0. Sea f : [to, +00) X X, — X que satisface (1.13).
S% existe una funcion continua no decreciente k : [tp, +00) — IR tal que

7@ 2 < k@A + llzlle) VE2to, € Xa,

entonces para cualquier o € X,, el problema de valor inicial (1.6) tiene una unica solu-
cion z(t) definida en [tg, +00).

1.3. Ecuaciéon de Evolucion .

Sea X un espacio de Banach. Para ¢t € [0,T] sean A(t) : D(A(t)) — X, un operador
lineal en X y sea f : [0,T] — X. Consideremos el siguiente problema de valores iniciales:

O AWe)+ (1), 0<s<t<T
4 (1.14)
z(s) =y

El P.V.I (1.14) es llamado Problema de Evolucién .

Definicion 1.11 Una funcion z : [s,T) — X es una solucion cldsica del problema (1.14),
si z es continua en [s,T); continuamente diferenciable y z(t) € D(A(t)) en (s,T); y
ademds la ecuacion (1.14) se satisface en [s,T).
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Definicion 1.12 Una famila bi-paramétrica de operadores U(t,s) 0 < s <t < T en X,
es llamado un Operador de Evolucion si se satisfacen las siguientes condiciones:

1. U(t,s) € L(X) el espacio de Operadores Lineales y Acotados en X con
0<s<t<t yparatodo x € X la aplicacion (t,s) — U(t,s)z es continua.

2. Ul,n)U(r,8) =U(t,s), 0<s<t<t.
3. U(t,t) = I es el Operador Identidad en X.

4. M= SupOSsStST ”U(t7 3)“ < 00.

En la seccion anterior estudiamos el caso en que A(t) = A

Se considera, ahora, el sistema homogéneo asociado a (1.14)

el _ Abet), 0<s<t<T
dat (1.15)
z(s) =y

donde A(t), 0 <t < T es un operador lineal acotado en X y la aplicacién ¢t — A(t) es
continua en la topologia de operador uniforme.

Para sistemas del tipo (1.15), se tiene el siguiente resultado.

Teorema 1.22 Sea X un espacio de Banach y A(t) un operador lineal acotado para
cualquier t € [0,T). Si la funcion t — A(t) es continua en la topologia de operador
uniforme, entonces para cualquier y € X el problema de valor inicial (1.15) tiene una
dnica solucion en el sentido cldsico.

Demostracion. Ver [35].

Teorema 1.23 Sea X un espacio de Banach, A(t) un operador lineal acotado, t € [0,T)
y la funcion t — A(t) continua en la topologia uniforme; sea z(t) la solucion del problema
de valor inicial (1.15)garantizada por el teorema 1.22, entonces z(t) estd dada por z(t) =
U(t,s)y para 0 < s <t < T, y € X, donde el operador U(t,s) es un Operador de
Evolucion.

Demostracion. Ver [35]. .

De la unicidad de la solucién del problema de valores iniciales (1.14), se sigue que para
el caso auténomo ( A = A(t)), se tiene que U(t,s) = T(t — s) y el operador solucién
corresponde al semigrupo generado por el operador A
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1.4. Controlabilidad de Sistemas Lineales de Dimen-
sion Infinita.

Sean X y U espacios de Banach de dimensi6n infinita. Se considera a continuacion el

sistema. de control
z = Az(t) + Bu(t), te J=10,0], (1.16)

donde A es el generador infinitesimal del semigrupo fuertemente continuo {T'(¢)}:>0 en
X,
BeLWU,X),y ue L,(J,U).

De acuerdo al teorema 1.12 y a la definicién 1.9, para todo dato inicial zy € X y cada
control u € L,(J,U), existe una tnica solucién moderada del sistema (1.16) dada por

z,(t) =T (t)zo + /Ot T(t — s)B(s)u(s)ds.

En el resto de esta seccién se supondra que el espacio de Banach X es Reflexivo.
Los resultados que aparecen en esta seccion asi como las demostraciones correspondi-
entes se pueden encontrar en [12], [13], [14], [10].

1.4.1. Controlabilidad Exacta

Definicién 1.13 Sean zo y z1 dos puntos en X. Se dice que el sistema (1.16) es ex-
actamente controlable o controlable sobre J = [0,b], si existe un control w € L,[J;U],
1 < p < oo, tal que se satisfagan las siguientes condiciones de frontera

.’Eu(O) = X, .’Eu(T) =T

Definimos el siguiente operador lineal y continuo,

Gy: »(J;U) — X,

v — / "T(b - $)B(u(s))ds. (1.17)
0
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Teorema 1.24 Sea u € L,[J;U],1 < p < 00, X,U espacios de Banach Reflezivos; las
siguientes proposiciones son equivalentes

i.- El sistema (1.16) es Ezactamente Controlable sobre [0, b].
ii.- Rang(G,) = X.
.- Existe v > 0 tal que:
B OT (Ve g 2 1a*lxs o* € X7,

1 1 __
donde;-l-a—l

Definicién 1.14 Sea W: X — X el operador dado por

W(z) = /0 "T(b - $)BB"T*(b  s)ads. (1.18)

Teorema 1.25 Sea u € L*(J,U) con U,X espacios de Hilbert. El sistema (1.16) es
exactamente controlable en [0, b], si y sdlo si, el operador W, dado por (1.18), es invertible;
ademds, el control uw € L?(J,U) que lleva el estado inicial zo hasta el estado final z1, en
tiempo b > 0, estd dado por

u(t) = B*T*(b — s)W(z; — T(b)zo).

1.4.2. Controlabilidad Aproximada

Definicién 1.15 (Controlabilidad Aproximada sobre [0,b]) Se dice que el sistema
(1.16) es aprozimadamente controlable sobre [0,b] si para cualgquier o,z € X, € > 0,
eriste un control u € L,[J; U] tal que

z,(0)=20 y |lzu(b) —7llx <€
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Teorema 1.26 Sean U, X Espacios de Banach reflezivos y u € L,[J;U],1 < p < oo .El
sistema (1.16) es e-controlable sobre (0,b], si y sdlo si

BT*z* =0, 0<t<b = z*=0.

Teorema 1.27 El sistema (1.16) es e-controlable sobre [0,b], si existe un entero n tal

que,
Span{A"BU:n=0,1,...} =X

1.4.3. Resultados Varios

Definiciéon 1.16 Una funcion f de variable real t, se dice casi periddica, si para todo
€ > 0 existe L > 0 tal que, para todo intervalo I de longitud mayor o igual ¢ L existe
x € I que satisface:

[1£(t) = FE+ )l <e
Teorema 1.28 [Cayley-Hamilton] Sea A une matrizn X n y consideremos
f) =det(A\ — A) = X"+ Cprt A" L. + CLA + G,
el polinomio caracteristico de A. Entonces f(A) = 0. Es decir A satisface la ecuacion :

A"+ Cp AV L+ CLA+ Cy = 0.



Capitulo 2

Existencia, Estabilidad y Suavidad de
Soluciones Acotadas para Ecuaciones
de Evolucion

En el presente capitulo se estudiaran Ecuaciones de Evolucién de la forma
' = Az + F(t,z) , (2.1)

y se probaré la existencia de una Solucién Acotada que es Exponencialmente Estable .
En primer lugar se prueba la existencia de una Soluciéon Moderada Acotada la cual est4
definida Local o Globalmente, dependiendo del tipo de lipschicidad del término no- lineal,
para hacer esto, se usa el teorema del punto fijo de Banach; también se probard que
dicha solucion es exponencialmente estable , ademas la solucién del sistema heredara las
propiedades de periodicidad o casi periodicidad del término no-lineal. En segundo lugar se
prueba la suavidad de la solucién Moderada Acotada. Finalmente se aplican los resultados
obtenidos para realizar el estudio de la Ecuacién de Termoelasticidad no-lineal en
una placa.

El aporte del presente trabajo, consiste en establecer resultados que permitiran garan-
tizar la Existencia de Soluciones Acotadas en el sentido Clasico para Ecuaciones del
tipo 2.1, ademaés se daran condiciones para que estas soluciones sean periédicas o casi-
periédicas, dependiendo del comportamiento del término no-lineal.

2.1. Existencia de Soluciones Moderadas Acotadas.

Se considera el siguiente problema de valor inicial:

z’ = Az + F(t,z), t>tg
(2.2)

x(to) = o,

19
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Sujeto a las siguientes condiciones:
1. A genera un Cy-semigrupo, en el espacio de Banach X.

2. F:R x X — X es continua y localmente Lipschitz en X. Es decir, para cualquier
bola B, en X, de radio p > 0 existe una constante L, tal que

|F(@tz) — Fit, Yl < Lyllz —yll, t€R, z,y € B,. (2.3)
3. Existen constantes M y 8 > 0 tales que

IT@)) < Me™™ ¢ >0.

4. Existe una constante L tal que

IF(t,0)| <Ly teR. (2.4)

De las condiciones (1) y (2) y del Teorema 1.16, se concluye la existencia de una
solucién moderada de ( 2.2) dada por:

z(t) = T(t — to)zo + /tT(t — 8)F(s,z(s))ds, Vt=>tg. (2.5)

to

Sea X, = Cp(IR,X) , el espacio de Banach de las funciones continuas y acotadas
definidas en IR, tomando valores en X con la norma

lzlls = sup{[lz®)llx, t € R}.

Una bola de radio p > 0 y centro = 0 en este espacio esta dada por
B/l; = {LL‘ € Xy : “IE”b < ,0}

Lema 2.1 Sea z € X;. z es una solucidn moderada de (2.2) si y sdlo si, x estd dada por

z(t) = /_t T(t — s)F(s,z(s))ds, te€ R. (2.6)

o

Demostracion. . Sea z(t) una solucién moderada. Entonces

z(t) = T(t — to)zo + /t T(t — s)F(s,z(s))ds, Vt > t.

to
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Se tiene que
IT(t ~ to)z(to)l| < Me™?=*)|lz(to)]|.

Entonces
Jm [T~ to)a(to)] = 0.

Tomando limite cuando t; — —oo en la ecuacién (2.5) se tiene que

lim x(t):/ T(t — s)F(s,z(s))ds

tg——o0 —00

<) Para probar el reciproco se supone que z(t) es solucién de la ec. integral (2.6).
Entonces

z(t) = /_ T(t —s)F(s,z(s))ds

o0

= /to T(t— s)F(s,z(s))ds + /t T(t - s)F(s,z(s))ds

—00 to

Dado que

IN

/0 1T = sl F (s, z(s))l|ds

—00

“ /_t:o Tt - S)F(s,m(s))ds“
M/—t:o o~ Bt=5) [”F(s,x(s)) — F(s,0)|| + | F(s, O)||] ds

IN

IN

t
M / &2 [Llla(s)1x + Le|ds
—_0

IN

to
M(L|z]ls + L#] / ePt=0) g
MLzl + MLy
B

<

to

Entonces, / T(t — s)F(s,z(s))ds converge.
-0

De las propiedades de semigrupo, se tiene que T'(t — s) = T'(t — ¢t + to — ), entonces

to

/_ ° Tt - s)F(s, (s))ds = T(t — to) / T(to — s)F (s, 2(s))ds.

oo —00

z(ty) = /to T(to — s)F (s, z(s))ds,

-0



22 CAPITULO 2. EXISTENCIA DE SOLUCIONES ACOTADAS

entonces

/ T(t — s)F(s,z(s))ds = T(t — to)x(tg) + /t T(t — s)F(s,z(s))ds

—00 to

Teorema 2.1 Si F' es Localmente Lipschitz y p > 0 tal que
O0<MLp<(B—ML,)p , (2.7)

donde L, es la constante de Lipschitz de F' en la bola B’z’p; entonces, el sistema dado por
la ecuacidn (2.2) tiene una y solo una, solucidn moderada z,(.) la cual pertenece a BS.
Ademds, estd solucion es exponencialmente estable.

Demostracién. Para garantizar la existencia de una soluciéon moderada, se probara que
el operador T : BY — B!, dado por

(Tz)(t) = / T(t— s)F(s,z(s))ds, t€R,

—00
tiene un unico punto fijo en la bola Bf;. En efecto, para z € Bf, se tiene que

t Bti—s ML,p+ ML
ITz()|| < / Me= P {L,)lz(s)|| + Lr} < ___,,_[i__F.

La condicién (2.7) implica que

Mpr-FMLF-'. <

MpL,+ MLp < Bp <> 7

Por lo tanto, Tz € B para todo = € B},
Para probar que 7" es una contraccion, se toman z;,z; € Bf, y se obtiene la siguiente

estimacion:

ML
p”:L'I — 372“b, t e R.

IT2:(t) - Toa(t)]) < / Me8E9L, oy (s) = aa(e)ds < =

Asi,

ML
”Tl‘l — T(L'Q”b < 3 p”Cb'l — II)2”b, T, Tg € Bz

La condicién (2.7) implica que

0<B-ML, < ML, <f < Mﬂ[’p<1.
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Por lo tanto, T" es una contraccién.Del Teorema del punto fijo de Banach (teorema 1.3),
se sigue que T tiene un tunico punto fijo z;, en Bg, el cual satisface
i
zp(t) = (Txp)(t) = / T(t — s)F(s,zp(s))ds, te€R,
Luego, del Lema 2.1, z; es una solucién moderada acotada de la ecuacion (2.2).

Para probar que z(*) es exponencialmente estable. Se considera cualquier otra solucién
moderada z(-) dada por la ecuacién (2.5), tal que [|z(0) — z5(0)|| < 557 - Entonces,
lz(0)]| < 2p . Sea t; =sup{t >0: |z(t)|| <2p Vte[0,t1)}.

Se tiene la siguiente estimacién :

lz(@) — =@l < (1T(E)(2(0) — z(0)) + /OtT(t — 5) {F(s,z(s)) — F(s, zu(s)) } ds||
< Me™?)|(2(0) — 2(0))Il + /Ot Me P9 L, ||z(s) — zb(s)[|ds. Ve € [0,1)
Entonces,
elz(t) — zo(t)ll < M|(2(0) — (O]l + /Ot Me” Ly||z(s) — zy(s)l|ds.
Aplicando ahora la desigualdad de Gronwall’s se obtiene
lz(t) — 2Bl < MeME=D(2(0) — 2O, ¢ € [0, 1)
De la hipétesis dada en la ecuacién (2.7) tenemos ML, — B < 0. Por lo tanto

llz(t) — zp(t)]| < p/2. (2.8)

Dado que ||z(t)]| < 2p sobre [0,t;) , entonces, t; = 0o 6 ||z(t1)|| = 2p. Pero la segunda
alternativa contradice la ecuacion (2.8), asi la solucién z(t) permanece en la bola ng para
todo t > 0.

Luego,
l2() — zo(t)]| < MeMEr=P2|(2(0) — 24(0))]|, ¢ > 0.
0
Teorema 2.2 Si F' es globalmente Lipschitz con constante de Lipschitz L > 0 y
B8>ML. (2.9)

Entonces, la ecuacion (2.2) tiene una y solo una, solucion moderada acotada zy(t) en R.
Ademds, esta solucion es la inica solucion acotada de la ecuacion (2.5) y es exponen-
ctalmente estable.
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Demostracion. La Condicién (2.9) implica, que para p > 0 suficientemente grande, se
tiene la siguiente estimacion

0< MLp < (8- ML)p, (2.10)

El teorema anterior permite garantizar que el operador T : BY — B! dado por
t
(Tz)(t) = / T(t—s)F(s,z(s))ds, t€R,
es una contraccioén; por lo tanto, 7" tiene un unico punto fijo z, en Bg dado por
t
y(t) = (Tz) () = / T(t — $)F(s, za(s))ds, t€ R,

Usando el lema 2.1, se concluye que z; es una solucién moderada acotada de la ecuacién
(2.5). Dado que la condici6én (2.10) ocurre para cualquier p > 0 suficientemente grande,
entonces z es la tnica solucién de la ecuacion (2.5) en Xj.

Con el fin de probar que z,(t) es exponencialmente estable para ¢ > 0, se considera
cualquier otra solucion z(t) de (2.5) y se realiza el siguiente calculo

l=(t) —ze@ll < T () (2(0) — 2:(0)) + /0 t T(t — s) {F(s,z(s)) — F(s,z(s))} ds||
< Me™||(z(0) — z,(0))[| + /0 t Me™#479) L||z(s) — ay(s)||ds.
Entonces,
e*llz(t) — ()| < MII(z(0) — z(0)] + /0 t MLe*||z(s) — zs(s)|lds.

Se aplica ahora la desigualdad de Gronwall’s para obtener
l2(t) — z(t)| < MeME=PX||(2(0) — 2(0))|I, ¢ >O.

De la ecuacion (2.10) se tiene que ML — 3 < 0 y por lo tanto z,(t) es exponencialmente
estable para todo t > 0. 0

Corolario 2.1 Si F es periddica ent de periodo 7, es decir, F'(t+71,€) = F(t,£), entonces,
la 1inica solucion acotada dada por los teoremas 2.1 y 2.2 es también periddica de periodo
T.



2.1. EXISTENCIA DE SOLUCIONES MODERADAS ACOTADAS. 25

Demostracion. Sea z; la tinica solucién de (2.5) en la bola B. Se quiere probar que,
z(t) = zp(t + 7) es también una solucion de la ecuacion (2.5) en la bola Bj.
En efecto, dado zg = 2,(0) y

.’L'b(t + ’T')

I

T(t+ T)zo + /OHT T(t+ 7 — s)F(s,zs(s))ds

= THT(r)zo + /OT T(t+7 — 8)F(s,1p(s))ds

t+r

+ / T(t + 7 — 5)F(s, z4(s))ds

= T(¢) {T(T).’Eo + /OT T(r ~ s)F(s, :cb(s))ds}

+ /0 Tt = $)F(s, (s + 7))ds

= T(t)zp(1) + /Ot T(t — s)F(s,zp(s+ 7))ds.
Por lo tanto,

oot + 1) = 3(t) = T(E)ze(r) + /0 Tt — 5)F (s, 2(s))ds,

y por la unicidad del punto fijo de la aplicacién contractil 7 en esta bola, se concluye

que 7p(t) = zp(t +7), tE€R.

Observacion 2.1 Bajo algunas condiciones, la solucion acotada dada por los teoremas
2.1 y 2.2 es casi periddica; por ejemplo, se puede estudiar el caso cuando la funcion F
tiene la siguiente forma:

F(t,z) = g(z) + P(t), t€R, (2.11)

donde P € Cy(R,X) y g: X — X es una funcion localmente Lipschitz .

Corolario 2.2 Supongase F tiene la forma (2.11) y que g es una funcidn globalmente
Lipschitz con constante de Lipschitz L > 0; entonces, la solucion acotada zp(-, P) dada
por el teorema 2.2 depende continuamente de P € Cy(R, Z).

Demostracion. Sean Pi, P> € Cy(R, Z,) y (-, P1), zs(-, P2) las funciones acotadas dadas
por el teorema 2.2. Entonces

t

z(t,, PY) — alt, -, Py) = / T(t - 5)lg(zs(s, Pr)) — g(as(s, P2))lds

—00

+ /t T(t — s)[Pi(s) — Pa(s)]ds.

-0
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Asi,
ML
lzo(-, P1) — (-, Po)lls < TH% Pr) = zo(-, P2)lle
M
+ F“Pl — Bls.
Por lo tanto,
llzo(-, P1) — z(-, Po)|ls < 5= ML”PI - Pyl

0

Lema 2.2 Si F tiene la forma dada en (2.11)y si P(t) es casi perid dica , entonces la
inica solucidn acotada del sistema (2.5) dada por los teoremas 2.1 y 2.2 es también casi
periddica.

Demostracion. Para probar este lema,se usa un resultado que se debe a S. Bohr [19),el
cual establece que una funciéon h € C(R; X) es casi-periddica (a.p), si y solo si, el Hull de
h, denotado por H(h) , es compacto en la topologia de la convergencia uniforme, donde
H(h) es la clausura del conjunto de trasladados de h bajo la topologia de la convergencia
uniforme

Hh)={h,:T€R}, h(t)=h(t+7),teR.

Dado que el limite de una sucesiéon uniformemente convergente de funciones casi -
peri6dicas es una funcién casi -periddica, entonces el conjunto A, de funciones a.p, en la
bola B}, es cerrado, donde p est4 dado por el teorema (2.1)

Afirmacion. La contraccion T' dada por los Teoremas 2.1 y 2.2 deja invariante al conjunto
A, .

En efecto; si z € A,, entonces h(t) = g(z(t)) + P(t) es también una funcién a.p. Se

considera a continuacién la funcién

Foy=(o0 = [ 76~ {oleo) + P} ds
= /t T(t — s)h(s)ds, te€R.

Para demostrar la afirmacién es suficiente probar que H(F) es compacto en la topologia
de la convergencia uniforme. Sea {F; } una sucesion en H(F). Debido a que h es a.p,
dada una sucesién {h.,} € H(h) podemos seleccionar una subsucesién convergente {h,, }.
Se tiene que: ’

t+7'kj
Fo () = Flt+1) = / Tt + 74, — 8)h(s)ds

-

= /t T(t — s)h(s + 7x,)ds.

—0o0
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Asi,

t
1P, () = Fu O < [ e8I (s 4 72,) = s+ 7 s

—00

t
Y 1
S ”h“"kj e h‘rkl.“b/ e A S)ds = B”hfkj — thci”b'

oo

Por lo tanto, {.Frkj} es una sucesion de cauchy; lo cual prueba que H(F) es compacto en
la topologia de la convergencia uniforme, y por lo tanto, 7 es a.p. y TA, C A,.

Ahora, el unico punto fijo de T en la bola Bz permanece en A,, lo cual garantiza que
la unica solucién acotada z,(t) de la ecuacion (2.5), dada por el Teorema 2.1, es también
una funcién casi periédica.

0

2.2.  Suavidad de la Solucion Moderada Acotada.

En esta secciéon se probara que la solucion Moderada Acotada de la ecuacion (2.5),
dada por los teoremas 2.1 y 2.2, es también una solucion de la ecuacion (2.2) en el sentido
clasico. Para la realizacion de esta prueba, se usa el siguiente teorema que aparece en [23].

Teorema 2.3 Sea A un operador lineal y cerrado definido en D(A) € X y sea
z € C([a,b); X) con b < oco; se supone ademds que z(t) € D(A), Az(t) es continua en
[a,b) y que las siguientes integrales impropias

b b
/x(s)ds Yy /Aac(s)ds
eristen. Entonces

/ab z(s)ds € D(A) y A/ab:c(s)ds = /bAz(s)ds_

a

Teorema 2.4 Sea z(t) la solucion moderada acotada de la ecuacion (2.2), dada por los
teoremas 2.1 y 2.2. Sipara todo t >0, ne€ Ny s € (—oo,t— %], se cumple lo siguiente:

1. T(t—s)F(s,zp(s)) € D(A).
2. AT(t — s)F(s,zy(s)) es continua
3. f_tj AT(t — s)F (s, zy(s))ds eziste.
FEntonces, xp(t) es una solucion cldsica de la ecuacion (2.2) en RY; es decir ,

o (t) = Azp(t) + F(t, z(t)), t€RT.
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Demostracion. Sea z;(t) la tnica solucién moderada acotada de la ecuacién (2.2) dada
por los teoremas 2.1 y 2.2. Por lo visto en la seccién anterior se puede garantizar que

zp(t) = /_ T(t — s)g(s)ds = /O+oo T(s)g(t — s)ds, t€R,

donde g(s) = F(s,zy(s)). Luego g € Co(R, X) v Hlg(s)l] < llglls, s € R.
Sea y(s) = T(t — s)g(s), s € (—oo,t). Entonces que y(s) es una funcién continua que
satisface las hipo tesis del teorema 2.3 en (—o00,t — £]; por lo tanto se tiene que:

/t_% y(s)ds € D(A), y A/_:% y(s)ds = /t_% Ay(s)ds.

ie.,
/___ T(t—s)g(s)ds € D(A), y A/ o T(t — s)g(s)ds = /——; AT (t — s)g(s)ds

A continuacién se prueba que:

1. ffooy(s)ds € D(A)
2. Af' _y(s)ds = [ Ay(s)

. . . t—1
Para verificar las afirmaciones anteriores, sea I, = [~_" y(s)ds. Entonces:

i
lim I, =/ y(s)ds (2.12)
y
t-—
— AL =A / ws)ds= [ " ays)as. (2.13)

Dado que (yn)se; €s una sucesion de Cauchy en el espacio de Banach X, existe yp € X
tal que yn—yo
De la definicion de integral impropia y de las ecuaciones (2.12) y (2.13) se tiene que:
ffoo Ay(s) = lim,_ e ff;j Ay(s)ds
_1
= iy A 17 y(s)ds (2.14)

= lim, o Al,



2.3. ECUACION DE TERMOELASTICIDAD. 29

Se prob6 que :
I, — fioo y(S)dS
(2.15)

Al, — fjooAy(s)ds

Dado que el operador A es cerrado, por ser el generador de un Cy-semigrupo, se obtiene
que:

» [ u(s)ds € D(A),

o [ Ay(s)=AS_y(s)ds.

Esto es:
s [ T(t—s)g(s)ds € D(A)
s AfL T(t—s)g(s)ds = [ AT(t— s)g(s)ds

Con lo cual se han demostrado las afirmaciones 1y 2 .
A continuacién se probara que, z;(t) es una solucién de (2.2); para lo cual se considera,

i A'A t+h ¢
b(t + h})l ot) %Lw T(t+h — s)g(s)ds — %/_w T(t — s)g(s)ds

(&h)h;i) /_:o T(t— s)g(s)ds + % /tHh T(t+ h — s)g(s)ds.

Se usa la definicion de generador infinitesimal de semigrupo, el teorema 1.6 y se toma
el limite cuando A — 0% para obtener que

zp(t) = A/_t T(t — s)g(s)ds + T(0)g(t).

Asi,
z,(t) = Azy(t) + F(t,zp(t)), tE€R.

2.3. Existencia, Estabilidad y Suavidad de Soluciones
Acotadas para la Ecuaciéon de Termoelasticidad en
una placa .

En esta seccion se estudiar la existencia, estabilidad y suavidad de soluciones acotadas
para la ecuacioén de termoelasticidad en una placa, con condiciones de borde del Tipo
Dirichlet homogéneas
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uy + A%u + a8 = fi(t,u,0) t>0, T€Q,
6, — BAB — alu; = folt, u, ), t>0, zEQ, (2.16)
d=u=Au=0, t>0, z €09,

donde Q es un dominio acotado en RV(N > 1) suficientemente regular, o # 0, 3 > 0;

u, 6 denotan la defleccidon vertical y la temperatura de la placa, respectivamente. Se
consideran las siguientes hipétesis:

H1) fg, f£: Rt x LY(Q)* — L%(Q) definida por fe(t,u,0)(z) = f(t,u(z),8(z)), z € Q
son funciones continuas y localmente Lipschitz en la segunda y tercera variable, esto es,
para cualquier bola de radio p > 0, B, en L2()?, existen constantes Ly(p), Lao(p) > 0
tales que para todo (u, 8), (v,n) € B, se tiene

£ (8w, 0) = fi (8 v |z < Li(p){llw — vll2 + 16 = nll2}, teRT.i=1,2 (217)
H2) Existe Ly > 0 tal que
1£i£,0,0) < Ly, VteR*, i=1,2. (2.18)

Observacion 2.2 La hipdtesis H1) se satisface en el caso en que fi, fo : R x R?2 - R
son funciones continuas y globalmente Lipschitz, con constantes de Lipschitz Ly, Ly > 0
respectivamente. Es decir,

|fi(t,u,0) = fit,v,m)| < Liflu — ol + |0 - n*}, t,u,0,0,n€R, i=1,2.  (219)

En el trabajo realizado por J. Lagnese [24], sobre la Ecuacion de Termoelasticidad en una
placa sin perturbacion, (fi =0,i=1,2)

wy + A%w+alAd =0, t>0, z€,
0; — BAO —alAw; =0, t>0, z€Q, (2.20)
O=w=Aw=0, t>0, €99,

el autor estudia la estabilidad de sistemas del tipo (2.20).
J.U. Kim [21](1992) estudi¢ el sistema (2.20) sujeto a la siguiente condicién de borde
homogénea, mixta,

y probé que la energia del sistema decae exponencialmente.De igual modo, la ecuaciéon de
termoelasticidad lineal en una placa ha sido estudiada por otros autores, como podemos
apreciar en [3], [4], [5], [31], [36), ¥ [34], los cuales constituyen una buena referencia a este
problema.

En esta parte del trabajo se estudiara la ecuacion no lineal de termoelasticidad y se
obtendran resultados que permitan garantizar la de existencia de una solucién moderada
acotada para esta ecuacién y la suavidad de dicha solucién.
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En primer lugar, se probara que el sistema lineal, (f; = fo = 0), genera un semigrupo
analitico, el cual decae exponencialmente a cero,luego, se obtendra, bajo algunas condi-
ciones adicionales, una solucién moderada acotada, la cual es exponencialmente estable;
mas atn, para una clase grande de funciones , esta solucién es casi-periédica . Final-
mente se usara la analiticidad del semigrupo generado por el sistema lineal, para probar
la suavidad de la solucion acotada.

2.3.1. Formulacién Abstracta del Problema

En esta seccién se plantea el problema (2.16),como una Ecuacién Diferencial Ordinaria
Abstracta, para lo cual es necesario seleccionar el espacio en el cual el problema sera

planteado .
Sea X = L?(2) = L>(Q,R) , A : D(A) C X — X , el operador lineal no acotado
definido por A¢ = —A¢, donde

D(A) = H*(Q,R) N H}(Q, R). (2.21)
Es conocido que el operador A posee las siguientes propiedades, ver [12], [14]:
1. El espectro de A consiste solo de autovalores
D<A <A< <A, — 00,

cada uno con multiplicidad finita =, igual a la dimensién del espacio propio corres-
pondiente.

2. Existe un conjunto ortonormal completo {¢,x} de autovectores del operador A.

3. Para todo z € D(A) tenemos

o0 Tn oo
AT ="M > (T, 00 )b, = D AnFnz, (2.22)
=1 k=1 n=1
donde < -,- > es el producto interno de X y
In
Enz = (z,0n,)n, (2.23)
k=1

Asi, {E,} es una familia de proyectores ortogonales completos en X y
[ o]
z=3Y . E.xz, ze€X.

4. —A genera un semigrupo analitico {e~“!} dado por

etz =) eE,z. (2.24)
n=1
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5. El espacio de potencias fraccionarias X" estd dado por:

X"=D(A) ={z€X:Y (M\)|Eaz|® < o0}, 720,

n=1

con la norma

. 1/2
Izl = | A" = {ZAE{HE,@“?} , T€X,
n=1

Ag =) MNE,.z. (2.25)
n=1

Se considera el Espacio de Hilberth Z, = X" x X x X, r >> 0, con la norma y producto
interno dados respectivamente por :

w 2
v = llwlf? + [loll* +{o11*.
0

Zr

(w1, v1,61), (w2, v2,02)) = (A"wy, A"wa) x + (v1,v2) x + (61,02) x

Asi, la ecuacion (2.16) se puede escribir como un sistema de Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias de primer orden, de la siguiente manera:

v =v
v =—A%+ oAl + fi(t,u,0) (2.26)
0 = —BA0 — aAv + fo(t,u,b).

Finalmente, el sistema anterior puede escribirse como una Ecuacién Diferencial Ordinaria
de Primer Orden de la forma (2.2), en el Espacio de Hilbert Z; = X' x X x X,

Z=Az+F(t,z) z€ Z,, t>0, (2.27)
donde F : Rt x Z; — Z;,
U 0
z=|v |, F@uv0) =] ftu,0)
0 f5(t,u,0)

A:

0 Ix 0
—A2 0  aA |, (2.28)
0 -—-aA —-BA
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es un operador lineal no acotado, con dominio
D(A) = {u € H*Q) : u = Au = 0} x D(A) x D(A).

De la hipétesis H1, se tiene que F' es una funcién localmente Lipschitz en la segunda
variable. Asi F satisface la siguiente condicién: para toda bola B, en Z;, de radio p > 0,
existe una constante L, tal que

IF(t,2) — F&,»)ll < Lollz— yl, t€ R, z,y € B, (2.29)
y de la hipétesis H2) se obtiene la siguiente estimacion

|F(¢,0)|l < Lr = vV2u(Q)Ly, t€RT, (2.30)
donde () es la medida de Lebesgue de Q.

2.3.2. Ecuacién Lineal de Termoelasticidad en una Placa

En esta parte del trabajo, se prueba que el operador .4 dado por la ecuaciéon (2.28)
genera un semigrupo fuertemente continuo, el cual decae exponencialmente a cero, para
lo cual se usa €l lema 1.1 que aparece en los preliminares.

Teorema 2.5 El operador A, dado por (2.28), es el generador infinitesimal del semigrupo
analitico {T(t)},5, dado por

T(t)z=) e*'Pz, z€2), t>0. (2.31)

=1

donde {P;} >0 €5 una familia completa de proyectores ortogonales en el espacio de Hilbert
Z, dado por

E; 0 0
P={0 E 0|, ,j=12,...,00, (2.32)
0 0 E
y
0 1 0
Aj=BjP;, Bij=|-X 0 a\ |,j21 (2.33)
0 —O[)\j —,6/\3‘.

Ademds, los autovalores 01(3), 02(j), 03(j) de la matriz B; son simples y estdn dados
por:

01(7) = =Ajp1, 02(j) = —Ajp2, 03(J) = —Ajps
donde p; > 0, ©=1,2,3 son las raices de la ecuacion caracteristica

P’ =B+ (1+a*)p—-B=0,
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y este semigrupo decae exponencialmente a cero
IT@®)| < Me™, t2>0, (2.34)

donde
p= min{Re(p): p*—pBp*+(1+a*)p--p=0}

Demostracién. De la ecuacion (2.28), es conocido que Az tiene la siguiente repre-

sentacion:
[0 I 0 w
Az = -A?2 0 aA v

0 —aA —pA 0

—

[ v
= —A%w + aAf
—aAv — BA8

2321 Ejv
= — L NEw+ Y7 \E;0
—a) 2 NEv =B N E6

oo Ej’U
= Y| —MEjw+a)\E;f
=1 | ——a)\jEjv — ,BAJEJG

[ 0 1 0 E, 0 0 w
= Z —)\? 0 a)\j 0 Ej 0 v
j=1 L 0 —aX —p) 0 0 E; 0

Trivialmente A;P; = P;A;. Con el fin de aplicar el lema 1.1, es necesario chequear la
condicion (1.3) de este lema; para hacer esto, se calcula el espectro de la matriz B;, cuya
ecuacion caracteristica estd dada por:

A2+ BAXE+ A2 (L + )X+ BAT = 0.

(5\’\;)3+ﬂ<%)2+(1+a2) (/\—/\,) +p=0.

Haciendo /\—); = —p , se obtiene :

Entonces,

P =B+ (1+a®)p—-pg=0. (2.35)



2.3. ECUACION DE TERMOELASTICIDAD. 35

Usando el teorema de Routh Hurwitz, se puede garantizar que la parte real de las raices
p1, P2, p3 de la ecuacién (2.35) son positivas. Por lo tanto, los autovalores a1(7), o2(3),
o3(j) de B; estan dados por:

01(j) = —)\jpl, Uz(j) = —/\jpz, Us(j) = _)‘jp3- (2-36)

Dado que los autovalores de B; son simples, existe una familia completa de proyectores
complementarios {g;(j)}>_, en R3 tales que

B = a(i)al) +220)al) + 0:()u0)
Bt = ehlgy(j) + e ign(5) + e el (s),

Del teorema de Cayley-Hamilton (1.28), se desprende que ¢;(j), @ = 1,2, 3 estan dados
por:

1 p2p3 — 1 ‘02—;”—3 N
a(7) (p1— p2)(pr — p3) Aj(ps — p2) paps—1— a? a(ps + ps — B)
L Ao —a(py +p3 — B) (ps—B)? — 2, |
" p1ps -1 eLtos w ]
1 Aj Aj
@ () = — — Ailps—p)  pps—1—a®  alpr+ps—P)
(p2 — p1)(p2 — p3) I A —a(p1+p3—B) (o3 —B)? —a?, |
P1p2 — 1 Mp_z = )
1 Aj Aj
6() = —— = Ailpz—p1)  pp2—1—0*  alp+p2— )
(p3 — p1)(p3 — p2) e —alpr+pa—B) (p2— ) —a?.
Por lo tanto,
{ A;j = 01(5) Py + 02(4) P2 + 03(4) Pj3
‘ eAjt — e—Ajplt‘FTil +e—)\jp2tﬂ2 +e—)\jp3tpj3,
y
Az = " {01(§) Pz + 02(j) Pjaz + 03(4) Pjs2} , (2.37)
j=1

siendo Pj; = ¢;(j)P; una familia completa de proyectores en Z;.

Para probar que e#"'P, : Z; — Z, satisface la condition (1.3) del lema 1.1, es necesario
probar que para cada n, e **itg;(n)P,, satisface dicha condicién , n € N, i =1,2,3;
para lo cual es suficiente probar que e~**itq;(n)P, satisface esta condicién para algin
n € N, i€ 1,2,3. En efecto, sin pérdida de generalidad se considera que i=2, y z =
(21,22, 23)T € Z; tal que ||z = 1. Entonces,

[ o] o0 o
laallf = D XIEzl* <1, llely = Y IB=l® <1 and |lzlly = ) 1Bz < 1.
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Por lo tanto, Aj||Ejz1ll <1, ||Ejz|l <1, ||E;z)l <1 j=1,2,.... Entonces,
le=%52tqy (n) Pazl|, =
(p1ps — V) Epzy + TR F, 29 + 2 B2

Moz — p1)Enzy + (p1p3 — 1 — 0®)Epzo + ap1 + p3 — B) Enzs
MaE,z + —a(pr + p3 — B)Enze + [(p3 — B)? — &?|Ep2s

e—2Ap2t

(p2 — p1)%(p2 — p3)?

Z

1 —2Anpat 2 ( prL+ p3 a > 2
= ™ NNE; | (pr1p3 — 1) Enzy + Enzo + —Enz
(p2 — p1)*(p2 — P3)2[ JX; ” (16 = 1) n Aj ’ Aj )

+ 7P Z IE; (Anlps — p1) Enzi + (prp3 — 1 — o) Ezz + a(py + p3 — ) Enzs) |2

+ e—QAnpth | E; (/\nOtEnZ1 + —alp1 + p3 — B)Enze + [(pz — B)* — a2]EnZ3) 1)

1 _2\npaty 2 p1tps
e ImPRENS —1)E,z +
pl) (p2 )2[ “(p1p3 ) 1 An )\

- 2E 23|
e\ (ps — p1) Enz1 + (p1ps — 1 — @) Enza + a(py + p3 — B) Enzsl|?

e

e

~Enzo +

TP | NaEn21 + ~a(py + p3 — B)Enzz + [(p3 — B)* — 0*] Enzs||’]
“ne2t{|p1ps — 1| + p1 + p3 + af
~ 2
e~ 2Hnp2t [|p3 —p|+lo1ps —1— 2| +alpy + p3 — ﬂ‘]

B 2
g~ 2Anp2t [a + alpy + p3 — B + |(p3 — 5)2 - 0‘2”
M26—2AnP2t.

AN+ + N+ +

donde M = M(e, ) > 1. Asi se obtiene que
le™*"? gy (n) Pyllz, < M(a,B)e ™2, t>0 n=1,2,....
Del mismo modo se prueba que

le*qu(m)Pallz, < M(a, )™, t20 n=1,2,...,

<
e Pl < M{eB)e™, 30 n=12,....
Por lo tanto,
”eAntPn”Z1 S M(aaﬁ)e-uta t Z 0 n= 1’ 2’ Tt

donde
p=Amin{Re(p) : p* - B>+ (1 +a®)p—F =0}
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Aplicando ahora el lema 1.1, se garantiza que A genera un semigrupo fuertemente con-
tinuo, el cual est4 dado por (2.31). A continuacién se probara que este semigrupo decae
exponencialmente a cero. En efecto,

IT®=? = > lle* Pz|l?
j=1

IA

o0
>l 7Pz
=1

A

M*(a, B)e™®* Y " || Pyz)*

J=1
= M*(a, e |2,

Por lo tanto,
IT@)|| < M(c, B)e™, t>0.

Para probar la analiticidad de {T'(%)}:>0, usaremos el teorema 1.3.4 de [15]. Para lo
cual, debemos garantizar, que el operador —.A es sectorial,(definicién 1.4). Con la finalidad
de construir el sector, se consideran las siguientes matrices 3 x 3

1 1 1
Fn = _)‘npl _)‘np2 _)‘np3 y (238)
—ap; —apy —ap
-8 An p2—8 An ps—; An
0 1 app  —ai2 13
K = —_— —asi (157) —ag3 y (239)
n An 2
al@ A)(An) a1 —az2 0433
donde
a1y = aPst(Pz—Paz)\z o = —afB(p2—p3) A
17 (os—B)p2—B) "' 7127 (p3—B)(p2—B) "™
a13 = (p2 = p3)An, Gz = %&_—fgg)\i,
agy = %An’ az3 = (p1 = P3)An, (2.40)
_ op1pa(p1—p2) y2 — —oBlp1—p2)
31 = (o B)pf) M 932 = (o p)(pr—B)
azz = (p1 — p2)An,
Qp3p2 apP3 ap2p1 ap1p2 apsp ap203
ala,B) = + + - - — (241
@O = B B B =B =B m-p) M
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Entonces o
B,=K,_, J,K,, n=1,23, ..., (2.42)
Con
_)‘npl 0
Tn = 0 A2 O
0 0 _)\np3

Se definen a continuacién los siguientes operadores lineales acotados:
Kp: X xXxX->X'xXxX, K!I''X'xXxX-—>XxXxX, (2.43)

de la siguiente manera:
K1'=EK.'P, Kn=FK.P.

Y se prueba que || K|l v || K., son acotados. Para lo cual se toma
z=(z1,2,2)T € Z; = X! x X x X, tales que ||z||z, = 1. Entonces,

o0 o0 [0 o]
Izl =D MIE2* <1, ll2lk =) IB=l? <1y sk = IEzl* <1
j=1 j=1 j=1

Por lo tanto \;||Ejzi1|| <1, ||Ejze|| €1, ||Ejz| €1, j=1,2,.... Entonces,

\ 1 a11En21 — a1pEn2zy + a13En 23
“KEIzHXxXxX = _—_a(a B)xz —an Enz) + a2Enz — agsEpzs
W az1Enz1 — a32E,20 + assBnzs |||y,
1
= —— WNanE.z1 — a1 E, 13 B, z||2
a(a,ﬁ))\%” 11E8n21 12En 20 + a3 B 23|
1
|| — a1 Ep21 + G20 Ep 20 — a93Ey 23|12
+ a(a,ﬂ)/\% || 21 L 21 20 i 22 23Lin, 3||
1
+ m”aleﬂzl -_ (J,32En22 + 1233EnZ3H2
— A2 M
n

De este modo,

1-‘I(O" B)
R (2.44)

n

1K Hloxxxxx, xxxxx) <
Para probar que, || Kn|lL(xxxxx, x1xxxx) es acotado, se considera

z=(21,22,23)T € Z =X x X x X, con ||z||z = 1. Entonces,

oo
lz:ll> =Y IEzl* <1, i=1,2,3.

j=1
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Por lo tanto, ||E;z|| <1, i=1,2,3, j=1,2,..., lo cual implica

B,z + Epzo + Ep23

Kzl %ixxxx = —Anp1Enz1 — Anp2Enzy — Anp3Enzs

_—’f"l’%Enzl — %%EnQ — %%En%
M ||Enzy + Epzy + Epzs)|?
IAno1Enz1 + Anp2Enzy + AnpaEnzs||?
I ap1An ap2n apz,
p—p p2—f ps — B
T3(a, B)X;.

N+ +

Asi
| KnllLxxxxx,xixxxx) < Ta(a, B)An.

Ahora, la matriz —J, puede escribirse de la siguente manera:

—Jn = dlag [)‘nply /\np2a /\np3}
1. 00 000 0
= )\npl 000 + Anpg 010 + )‘np3 0
0 00 0 0O 0

= Aap1q1 + Anp2g2 + Anp1ga.
Se define el sector Sy de la siguiente manera:
Se={Ae€C:0< |arg(\)| <m, A#O0},
donde
il
5
Sea A € Sp, luego, A es distinto de A,p; ,¢ = 1,2,3 .Entonces

max;=1,2,3{larg(p:)|} < 0 <

- 1
IA+7a) 9P = ——=llayl®
( ) ()‘ - /\np1)2
1
+ ——lleyl®
()‘ - )‘np2)2
1
+ ——llayl®
()‘ - )‘np3)2

Haciendo

Al :
=3 : >1; 1=1,2
N up{l)‘—)‘npil AESyy, n>1; 4 ,2,3 0,

Enzl + —E'nz2 + ——En23”2

0
0
0

2

X1xXxX

0
0
1

39

(2.45)

(2.46)

~~

2.47)

(2.48)

(2.49)
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se obtiene )
— -1 N
1O+ 7)™ ol < (50) Dl + ol + s
Asi,
- N
I+ 7)< o A€ S
Ahora, si A € Sy, entonces
RO =A)z = Y (A +A4,)7 Pz
n=1
= Y K.\ +7.) 7 K Pz
n=1

Lo cual implica

00 L R
IR, —A)2l* < D IEKlPIE PN (A + Ta) ™ 12| Pazlf?
n=1

< (e, A)T%a,B)) (%) Izl

Por lo tanto,

R
IR, Al < np A €S

Lo cual permite concluir que —.4 es sectorial; lo cual completa la prueba del teorema.

2.3.3. Existencia de una Soluciéon Moderada Acotada

En esta seccion se prueba la existencia y estabilidad de una tinica solucién moderada
acotada para la ecuacion (2.27); para lo cual se usan los resultados obtenidos en la Seccién
2.1 de este capitulo.

Teorema 2.6 Si existe p > 0 tal que
0< MLp < (u—ML,)p, (2.50)

donde L, es la constante de Lipschitz de F' en la bola ng. Entonces, la ecuacion (2.27)
tiene una y solo una solucién moderada 2z,(t) la cual pertenece a Bg.
Ademds estd solucion es exponencialmente estable.

Demostracion. Dado que |T(t)]| < M(a,B)e™*, t > 0; la demostraciéon se sigue
directamente de aplicar el teorema 2.1, para f = py M = M(a, B)
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Teorema 2.7 Si F' es globalmente Lipschitz con constante de Lipschitz L >0 y
u>ML. (2.51)

Entonces,la ecuacion (2.27) tiene una y solo una solucién moderada acotada z,(t) en R*.
Ademds, esta solucion moderada acotada es exponencialmente estable.

Demostracion. Se sigue del teorema 2.2 de la seccién anterior.

Corolario 2.3 Si F es periddica en t de periodo T, esto es: F(t+71,€) = F(t,£), entonces,
la dnica solucion acotada dada por los teoremas 2.6 y 2.7 es también periddica de periodo
T.

2.3.4. Suavidad de la Solucién Acotada

En esta seccién se prueba que la solucién moderada acotada dada por los teoremas
2.6 y 2.7 es una solucion de la ecuacion (2.27), en el sentido clésico .

Teorema 2.8 La Solucion Moderada Acotada z(t) de la ecuacion (2.27) dada por los
teoremas 2.6 and 2.7 es una solucion cldsica de esta ecuacion en RY. es decir:

z,(t) = Azy(t) + F(t, 2(t)), t€R™.

Demostracion. Sea z,(t) la nica solucién moderada acotada de (2.27) . Entonces
t o0
zp(t) = / T(t — s)g(s)ds = / T(s)g(t —s)ds, teR
—00 0

donde g(s) = F(s, z,(s)). Por lo tanto, g € Co(R, Z1) v |lg(s)|| < llglls, s € (—o00,1).

Sea z(s) = T(t — s)g(s), s € (—o0,t). Con el fin de aplicar el teorema 2.4
se considera el intervalo (—oo,t — 7] ,n > 0 lo suficientemente pequefio y se prueban las
siguientes afirmaciones:

1. x(s) e D(A), s € (—o0,t—1).
2. Ax(s) es una funci6n continua en (—oo,t—n]y [*." Ax(s)ds existe.

Afirmacién 1 z(s) € D(A) . Se sigue de observar que z(s) = T(t — s)g(s); y de la
analiticidad el semigrupo {7'(¢) }:>o-

Afirmacion 2
Para probar esta afirmacion es suficiente observar que g € Cy(R, Z;) y :
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Ax(s) = iAnPna:(s) = iAnPnT(t - 5)g(s)
donde:

A; = 01(j)a )P + 02(7)a(5) P + 03(5)as(5) Py
efit = e NPilg (§) P + e NP2 qy(5) Py + e M3 (4) Py,

o
T(t)z =Y {e NPz + e M7 Pz + e PPy}

=1
siendo {¢;(j)};_; una familia completa de proyectores en R® y P;; = ¢;(j) P; es una familia

completa de proyectores en Z;.
Por lo tanto:

Am(s) = Zf:l AnPnT(t—S)g(s)
= Yo AnPu (X, e AN Prg(s))
= Yooty ApPreet=P g(s)
= Yoo AnBulem it Pryg(s) + e 229 Pag(s) + e M=) Pyg(s))

(2.52)
Sea

fals) = Z AkPk[e_’\’“pl(t_s)ng(S) + e‘)\kl’2(t—3)Pk2g(8) + e-z\kps(t—s)kag(s)]

k=1

Entonces:

As(s) = lm fu(s)

Dado que:
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f(s) = =D Mprqu(k) Pee™ g (k) Peg(s) + Akprgn (k) Pe ™2~ gy (k) Peg(s)+
k=1

Akp1q1 (k) Pee=P3(=) gy (K) Prg(s) + Arpaga(k) Pee P (=9) gy (k) Peog(s)+
M p2ga (k) Pre02(=9) gy (k) Pog(s) + Arpaga(k) Pre +P3¢=5)gs(k) Prg(s)
+\kpaqs (k) Pee=2#1E=9)g, (k) Pog(s) + Aepags(k) Pee=*+#2(=9) gy (k) Prg(s)+
Aep3gs(k) Pre P (t=9)ga(k) Prg(s)
(2.53)
Entonces:

[£2(s)l < 3Ry Madae ?m20=9ig(s)]],

donde My =9Maz{p;}}.,, M, = min{pi}?zl'

(2.54)
Es conocido que

o0
Z My e M09 g(s)||, s € (—o0,t — 7]
k=1

converge uniformemente.Entonces

Z A PT(t — s)g(s) — Ax(s)
k=1
Uniformemente, para todo s € (—oo,t —n] y Vn > 0. Luego, la continuidad de .Az(s)
se sigue de la continuidad de f,(s) para cada n.
La integrabilidad de .Az(s), se obtiene al observar que paracadai=1,2,3yj=1,2..,
la siguiente integral existe,

| 5> —dspie 5o Prag(t = s)dsl| < [ Mgloile R0 | Prg(t - s)|ds

el

(2.55)
m”g”b-

Por lo tanto || f.(s)|| es integrable para cada n, y por la convergencia uniforme de la
siguiente serie,

Y Midae M g(s)|| s € (—o0,t — 1),
k=1
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se obtiene que Axz(s) es integrable en (—oo,t — 7|, con lo cual finalizamos la prueba de la
afirmacion 2.

Aplicando ahora el resultado obtenido en el Teorema 2.4 para n = %, n €N, se

obtiene la suavidad de la solucién moderada acotada, esto es:

Z(t) = Az(t) + F(t, 2(t)), t€R".



Capitulo 3

Ecuaciones de Evolucién que no son
Exactamente Controlables

En el presente capitulo se mostrard una clase grande de Ecuaciones de Evolucién que
no puede ser Exactamente Controlables, esta clase es representada por el siguiente sistema
de control no-auténomo :

2 = A(t)z + B(t)u(t), 2(t)€ Z, u(t) €U, t>0, (3.1)

donde Z, U son espacios de Banach de dimensi6n infinita, la funcion de control u pertenece
a LP(0,£1;U),t; > 0,1 < p < 00, B € L®(0,t,; L(U, Z)), t — B(t) € L(U, Z) es continua
en la topologia fuerte de Operadores de L(U,Z) y A(t) genera un Operador de Evolu-
cion Fuertemente Continuo U (¢, s), de acuerdo a la Definicién 1.12 que aparece en los
preliminares, |35].

El siguiente sistema es un caso particular de (3.1) y ha sido estudiado por varios
autores, particularmente en [12],[13]

2= Az+ Bu(t), 2(t)€ Z, u(t)eU, t>0, (3.2)

donde B € L(U, Z) y A es el Generador Infinitesimal del Semigrupo Fuertemente Continuo
{T(t)}t>0- El principal resultado de este capitulo fué motivado por la proposicién 3.2 de
[12] pp. 51, la cual establece:

Proposicion 3.1 Si B es el limite en la topologia uniforme de una familia de opera-
dores {By} con rango de dimension finita, entonces el sistema (3.2) no es exactamente
controlable en [0,t].

Se probaré. el siguiente resultado: Si U(t,s) es compacto para 0 < s < t < ¢y,
entonces el sistema (3.1) nunca puede ser exactamente controlable en [0,¢,] .
En particular,si T'(¢t) es compacto para ¢t > 0, entonces el sistema auténomo (3.2) nunca
puede ser exactamente controlable en [0, ¢;].

45
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El sistema general (3.1) modela ecuaciones de difusion, ecuaciones de amortiguamiento

de una viga flexible, algunas ecuaciones de termoelasticidad, ecuaciones de onda fuerte-
mente amortiguadas, etc.
El resultado aqui obtenido,es incompatible con los presentados en la seccion 5 de [6] y los
resultados principales de [7],[8], dado que en ellos se asume que el Operador de Evolucion
es compacto y que el sistema lineal es Exactamente Controlable, lo cual es contradictorio,
en vista de lo probado en el Teorema, 3.4.

3.1. Notacion y Preliminares.

Para Sistemas Auténomos gobernados por Semigrupos Fuertemente Continuos, las
definiciones de Solucién Moderada, Controlabilidad Exacta y Controlabilidad Aproxima-
da, se encuentran en los preliminares del presente trabajo,(Def 1.9),(Def 1.13),

(Def 1.15). Para el caso de Sistemas de Evolucion, estas definiciones toman la siguiente
forma:

Definicién 3.1 Sea A(t) el generador de un Operador de Evolucion fuertemente continuo
U(t,s) 0< s <t <ti;20€ Z, Be L*®(0,t,; L(U, Z)), u pertenece a LP(0,t1;U), t; > 0,
1 <p< o .Entonces, la funcion z € C([0,T}, Z) dada por

z(t, zo,u) = U(t,0)z0 + /Ot Ul(t,s)B(s)u(s)ds, 0<t<t, (3.3)

es una Solucion Moderada del sistema (3.1)

Proposicion 3.2 Para todo 29 € Z y cada control u € LP(0,t;U),1 < p < o0, la
ecuacion (8.1) admite una dnica solucion Moderada dada por la ecuacidn (3.3)

Definicién 3.2 (Controlabilidad Exacta) El sistema (3.1) es ezactamente controlable
en [0,t1], t1 > 0, si para todo zy,2z1 € Z existe un control u € LP(0,t1;U) tal que la
solucion z(t) de(3.3) correspondiente a u, verifica: z(t1) = 2.

Sea G : LP(0,t,;U) — Z, el siguiente operador lineal acotado

t1
Gu =/ U(t1, s)B(s)u(s)ds. (3.4)
0
Entonces,la siguiente proposicién caracteriza la controlabilidad exacta del sistema (3.1).

Proposicién 3.3 El sistema (3.1) es exactamente controlable en [0,t1] si y solo si, el
operador G es sobreyectivo; es decir:

G(LP(0,T;U)) = GL? = Range(G) = Z.
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Definicién 3.3 (Controlabilidad Aproximada) Se dice que el sistema (3.1) es aproz-
imadamente controlable en [0,t1], si para todo 29, 21 € Z y € > 0, eriste un control
u € LP(0,t1;U) tal que la solucion z(t) dada por(3.3) satisface

l2(t1) — &l < e

Proposicion 3.4 El sistema (3.1) es aprozimadamente controlable en [0,t,] si y solo si,

Range(G) = Z.
El siguiente teorema se aplica a sistemas del tipo(3.2) y puede ser encontrado en [12].

Teorema 3.1 Sean X y U Espacios de Banach Reflexivos; u € LP(0,t;U) 1< p < o0.
El sistema (3.2) es aprozimadamente controlable en [0,t] si y solo si,

B*T*(t)z* =0, Vi€ [0,t1], = 2" =0. (3.5)

3.2. Resultado Principal

En esta seccién se probari el resultado principal de este capitulo, para lo cual se usaran
dos importantes resultados de la Teoria de Operadores, los cuales aparecen en [14] y [22]
respectivamente.

Teorema 3.2 Sea W y Z espacios lineales normados y G : W — Z un operador lineal.
Entonces, las siguientes proposiciones son ciertas:

a) St {Gn} es una sucesidn de operadores compactos de W en el espacio de Banach
Z, la cual converge uniformemente a G, entonces G es un operador compacto.

b) Si W y Z son espacios de Banach de dimensidn infinita y G € L(W,Z) es un
operador compacto, entonces G no puede ser sobreyectivo

Teorema 3.3 Sea W y Z espacios de Banach y G € L(W, Z) con Range(G) = Z. En-
tonces, existe @ > 0 tal que para todo S € L(W,Z) con |G — S|| < a tenemos que
Range(S) = Z.

El resultado principal de este capitulo es el siguiente:

Teorema 3.4 Si U(t,s) es compacto para 0 < s < t < t;, entonces el sistema (8.1) no
puede ser ezactamente controlable en [0, t;]

Prueba. De la proposicion 3.3, es suficiente probar que el operador

(31
G: LP0,t;;U) — Z, Gu= / U(ty, s)B(s)u(s)ds.
0
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satisface
Range(G) # Z. (3.6)

Con la finalidad de verificar (3.6) se probara primero que el operador G es compacto. En
efecto, tenemos que para todo 0 < ¢ < t; el operador G puede ser escrito de la siguiente

manera.:
G =Gs + Ss, Gs, Ss EL(LP(O,tl;U),Z),

donde ‘s ¢
Gou= [ Ut s)BEus)ds ¥ Ssu= [ U, 9B)uls)ds.
0 ty —4

Afirmacioén 1. El operador Gs es compacto. En efecto,

t1—06
Gsu = /0 U(t1,t1 — 8)U(t1 — 6, s) B(s)u(s)ds

t1—6
Uty — 6) / Uty — 6,5) B(s)u(s)ds
0
= U(tl, tl — 6)H5u,

donde . s
Hsu = / U(t, — 9, s)B(s)u(s)ds.
0

Dado que U(t1,t; — 6) es compacto y Hs € L(L*(0,t1;U), Z), entonces G5 es compacto.

Afirmacion 2. Para € > 0 existe § > 0 tal que ||Ss]| < €. Para probar esta afirmacion
se aplica la desigualdad de Holder para obtener,

t
[[Ssull < /t5IIU(tl,S)HIIB(S)IIIIU(S)IIdS
< M||Bllwblulzs,

Donde
M= sup |U(t,s)|

0<s<t<ty

Por lo tanto, ||Ss|| < e if 6 < IV

Luego, para todo nimero Natural n, existe un 4, > 0 tal que

1
G = Ga,ll = IS5, Il < 5, m=1,2,3,....
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De esta manera se ha probado que, la sucesién de operadores compactos {Gs,} converge
uniformemente a G. Entonces, aplicando la parte a) del Teorema 3.2 se obtiene que G es
compacto y por la parte b) del Teorema 3.2, concluimos que Range(G) # Z.

o

Observaciéon 3.1 Una seguda Prueba del Teorema 3.4. Se puede probar el Teorema
3.4 aplicando el Teorema 3.3. En efecto, si se supone por contradiccion, que el sistema
(8.1) es ezactamente controlable en [0,t1]. Entonces, de la proposicion 8.8 se deduce que

Rango(G) = Z.
Por otra parte, para todo € > 0 eziste § > 0 tal que el operador G puede ser escrito como
G =Gs+ S5, Gs5,S85 € L(L*(0,t;U), Z),

con Gs compacto y ||Ss|| < e.
Luego, si o > 0 viene dado por el Teorema 3.3, existe 6 > 0 tal que

IG = Gsll = [[Ssl| < e

Por lo tanto, G5 es compacto y sobreyectivo, lo cual contradice la parte b) del Teorema
3.2. 0

Corolario 3.1 Si {T(t)}:>0 es compacto para t > 0 , entonces el sistema (3.2), no es
Ezactamente Controlable.

Observacién 3.2 El Teorema 3.4 no puede ser aplicado a Fcuaciones Diferenciales Fun-
cionales ya que ellas generan un Semigrupo Fuertemente Continuo {T'(t)}1>0, €l cual es
compacto solo parat >r1 > 0.

3.3. Sistemas Aproximadamente Controlables

En esta secci6én se mostrard una clase de sistemas que son aproximadamente con-
trolables, pero nunca exactamente controlables, para lo cual se usara el lema (1.1) que
aparece en los preliminares. [27].

Se considera el sistema auténomo dado por
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2 = Az + Bu(t), 2(t) € Z, u(t) €U, t>0, (3.7)

donde Z es un Espacio de Hilbert, U un Espacios de Banach Reflexivo, B € L(U, Z)
el espacio de operadores lineales acotados de U a Z y A el generador infinitesimal del
semigrupo fuertemente continuo {7'(¢)}:>0.

Lema 3.1 Bajo las condiciones del Lema 1.1; si dim(R(P,)) = v < 00 y para t >0
lim, .o ||e4"t|| = 0, entonces el semigrupo dado por

T(t)z=) e*'P,z t>0 (3.8)
n=1
es compacto para t > 0.

Prueba. Sea {T,(t)z}32,, la sucesién de operadores compactos dada por,

T.(t)z = ZeA’“thz, t>0, z€ 2.
k=1

Por hipétesis se tiene que, dado € > 0 existe un ntmero natural N tal que |e?"!|| < ¢,
n > N. Debido a que T'(t) estd dado por la ecuacioén (3.8)se prueba que

IT®)z — Ta@)zl® = > lle*Pezl?

k=n+1

[e.e]
& Y IRzl
k

=n+1

A

IA

)
Y |1Pezl® = €| 2|
k=1

Luego,
IT(@®) — Tu(t)|| <€, m>N.
Por lo tanto, la sucesion de operadores compactos {T,(t)}, converge uniformemente a T'(t)
para todo t > 0. Luego, de la parte a) del Teorema 3.2 se concluye la compacidad de T'(¢).
O

Proposicion 3.5 Si A satisface las hipdtesis del Lema 1.1 y ademds se tiene que para
t >0, im,_ |le*]| = 0 y dim(R(P,)) = 1 < 00, entonces el sistema 3.7 no puede ser
Ezactamente Controlable
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Prueba Se sigue inmediatamente del Lema 3.1 y el Teorema 3.4. 0

Bajo las condiciones del Lema 1.1, se estudiard la controlabilidad aproximada del
sistema 3.7.

Teorema 3.5 Si el sistema (3.7) es aprozimadamente controlable en [0,t], entonces cada
uno de los siguientes sistemas es aprozimadamente controlable en [0, t1]

Y = APy +PBu, yeR(P); j=12,...,. (39)

Prueba Con el propésito de llegar a una contradiccion, se supone que el sistema (3.7)
es aproximadamente controlable en [0,%;] y que existe J tal que el sistema

yl = AJPJy + PJB’U,, y € R(PJ),

no es aproximadamente controlable en [0, t1]. Entonces, debe existir un V; € R(Pj) tal
que
(PyBY*'e7'V, =0, te€[0,t)] y Vs #0. (3.10)

Dado que el sistema (3.7) es aproximadamente controlable, del Teorema 3.1 se tiene
que:
B*T*(t)z=10, Vte[0,t;], = 2z=0.

Sea z = P;V; = V;. Entonces,
B*'T*(t)z = B* ZeA:‘tPnz,
n=1
= B*e*7'P;z = (P;B)*e*'V; = 0.

Por lo tanto V; = 0, lo cual contradice la suposicién hecha en (3.10).
O

Se considera ahora, una familia particular de operadores B, que permita asegurar la
controlabilidad aproximada del sistema (3.7). Para ello se define, para cualquier nimero
natural m, con 1 < m < 0o (m = 0o es posible) el espacio de Hilbert [5*

P={U={w}l: v eC, Y |yl <o},

Jj=1

donde el producto interno y la norma estan dadas de la siguiente manera:

(U,V) =D s, UG =D lul.
j=1 j=1
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Sea {b;}7-, una sucesion contenida en Z tal que Y 7, ||b;||> < co. Entonces el operador
B : I — Z definido por

BU = u; bj, (3.11)
j=1
es un operador lineal y acotado.

Teorema 3.6 Supongase que dim(R(P,)) = v, < 00, que el espectro de A, es tal que
o(An) = {pj(n)}]2; con {{Re(p;(n))}]2,}n>1 una sucesion estrictamente decreciente y B
estd dado por (8.11). Entonces, (3.7) es aprozimadamente controlable en [0,t;] si y solo
si, los siguientes sistemas son controlables en [0, t1]

y' = AjPjy+ PjBu, yeR(F); j=1,2,...,00, (3.12)
Ademds, si m < oo, entonces (3.12) es aprorimadamente controlable en [0,t,] si y solo

s,

Rank P,-BEAJ-PjBSAﬁgBE---A}j‘IPjB] =5 j=1,2,...,00. (3.13)

Con el fin de facilitar la lectura, se presentan a continuaciéon dos resultados que son
utilizados para la demostracion del Teorema 3.6 y que aparecen en [26] y [13], respectiva-
mente.

Proposicién 3.6 Bajo las condiciones del Teorema 3.6, st m < oo,entonces las siguientes
proposiciones son equivalentes:

(a) El sistema (8.12) es controlable en [0, 1],

(b) B*Prefity =0, Vte[0,ti), =y=0.

(c) Rank [PjBEAijBEA]?PjBE - AYT'BB| = ;.

Lema 3.2 Sea {0;};>1 y {Bi; :1=1,2,...,m};>1 dos sucesiones de nimeros complejos,
tales que: Re(ay) > Re(as) > Re(as) - - -
Entonces

o0
Y ey =0, Ve 0], i=12-,m
=1
sii
/Bi,jzoa i=1,2,~--,m; j=1,2,”',00.
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Prueba del Teorema 3.6. Se supone que para cada j = 1,2, ..., 00 el sistema (3.12)
es controlable en [0,¢] y se calcula B* : Z — I7*:

(BU, Z)z,z = Z ;b Z)z,z
j=1

= ZUj(bj;z>Z,Z
= (U, {{bj, 2)}7=1)igpipe-

Por lo tanto,

m

B*z = {(bj,Z>};n=1 = Z (bj’z)e]"

=1

donde {e;}7., es la base canénica de I5*. Dado que
[0 ¢]
T*(t)z = ZeA;'tsz, z€Z, t>0. (3.14)
j=1

Entonces,
B'T*(t)z=»_ (b;,T"(t)2)e;.
J=1

De acuerdo al Teorema 3.1 y por la ecuacién anterior, para probar que el sistema (3.7) es
aproximadamente controlable en [0,;] es necesario verificar que se satisface la siguiente
condicié6n :

Si <b,T*(t)z>=0, Vte[0,t)], i=12---,m, =z=0. (3.15)
Con el fin de verificar (3.15), se considera la ecuaci6n (3.14) y se obtiene que :

<b,T*(t)z>=0 sii 372, <b,e!i'Pz>=0, i=1,2,---,m; t€l0,t]

Dado que el espectro de A; esta formado por autovalores simples, 0(4;) = {ps(j)}iL;,
existe una familia completa de proyectores complementarios {g:(j)} 2, en R(P;), tal que:

Yi
At = D ),
s=1
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Por lo tanto,

M8

[e's) Y5
A%t s ()t
<b,T*(t)z> = <b,ei'Prz>=> <b,y Pz >
j=1 s=1

[
It
—

n

e < b, Prz>=0 i=1,2---,m; te[0,t],

I
NE
M2

1 1

.
Il

@
il

donde P;; = q5(j)P;.
Aplicando ahora el Lema 3.2, se concluye que

<b,Pl;z>=014i=12,---,m; j=12,---,00, t€0,t]
Entonces,
<b,e’i'Piz>=0 i=12--,m; j=1,2,--,00, te€0t].
Por lo tanto,
B*e%i'Prz =0, j=1,2,--,00, t€[0,t].
Dado que P} = P; y (P;)* = P}, entonces

(P;B)*e%'Pjz =0; j=1,2,---,00, t€[0,t]

Por hipétesis se tiene que el sistema (3.12) es controlable, entonces Pjz = 0,
j=1,2,---,00. Dado que {P;};>: es una familia completa de proyectores ortogonales en
Z, se concluye que z = 0 y la condicién 3.15 se satisface.

La demostracion en el otro sentido se sigue directamente del Teorema 3.5.

3.4. Aplicaciones

En esa seccién se muestran algunos ejemplos de Sistemas de Control de dimension
infinita, gobernados por Ecuaciones Diferenciales Parciales, los cuales son Aproximada-
mente Controlables, pero no pueden se Exactamente Controlables.

Ejemplo 3.1 Sistemas de Ecuaciones Parabdlicas con condiciones de borde del tipo Dirich-
let

{ z =DAz+b(z)ur +... +bn(2)um, 1220, z€R", (3.16)

z =0, on 09,

donde Q es un dominio suficientemente suave en RY, b; € L2(Q; R™), los controles
u; € L%(0,t1; R); i=1,2,...,m y D es una matriz n X n no-diagonal cuyos autovalores
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son semi-simples con parte real positiva . Un caso particular es, la ecuacion parabélica
escalar:

{Lof T Ty zn oo a1»
El siguiente ejemplo aparece en [13]
Ejemplo 3.2 La ecuacion que modela una viga flexible amortiguada:
2t = —Zpgzr + 2024, +b(x)u t >0, 0<z<1
{ At,1) = 2(8,0) =0 = 2,,(0,8) = zea(l, ), (3.18)

donde a >0, a # 1, b(z) = £1zo — €, 0 + €.

Ejemplo 3.3 La Ecuacidn de Onda fuertemente amortiguada con condicidn de borde tipo
Dirichlet:

wy + N(—A)Pw + Y(=A)w = di(z)ug + ... + d(T) Uy, t>0, TEQ, (3.19)
w(t,z) =0, t>0, ze€dfN. )
Ejemplo 3.4 La Fcuacion de Termoelasticidad en una placa con condicion de borde tipo
Dirichlet:

Wi + A%w + alb = ay(2)ug + ... + A (T)Umm, >0, z€Q,
0 — BAO — alAwy = dy(z)us + . .. + d(2)uy, t>0, z€Q, (3.20)
b=w=Aw=0, t>0, =€l
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Capitulo 4

Controlabilidad Exacta para un
Sistema de Ecuaciones Funcionales
Semilineales Integrodiferenciales

En el presente capitulo se estudiard la Controlabilidad Exacta del siguiente sistema
de ecuaciones funcionales semilineal integrodiferencial en el Espacio de Banach X

z(t) = Az(t)+ Bu(t) + /Otf(s,a:s)ds teJ=1[0,b wn

g = ¢ en [-n0], ult)eU

donde U es un espacio de Banach, la funcién de control u pertenece al espacio L?(J,U),
A genera un semigrupo fuertemente continuo {T'(t)}:>0 en X y B € L(U, X); el término
no lineal f: J x C — X es un operador continuo en J, uniformemente lipschitz en

C = C([-r,0], X) el espacio de las funciones continuas ¢ : [-r,00 — X con la norma

gl = sup{|¢(6)| : —r < 6 < 0}
Es decir, existe un L > 0 tal que
£t &) — f(t, d)ll < Li|gy — alle, t € J, 1,2 €C

El sistema (4.1) fué estudiado por Balachandran [6] asumiendo, entre otras hip6tesis,
la compacidad del semigrupo generado por el operador A y la controlabilidad exacta
del sistema lineal asociado. En el capitulo anterior se probé que estas hipétesis no son
compatibles.

Con el fin de obtener la controlabilidad exacta del sistema (4.1)se suprime la com-
pacidad del semigrupo, se dan condiciones adicionales al término no-lineal y se prueba el

o7
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siguiente resultado: si el sistema lineal

(t) = Az(t)+ Bu(t), teJ=][0,b|

es exactamente controlable, y
MLy
<1
2 ) _ )
entonces, el sistema ( 4.1) es Exactamente Controlable.

- b
WML BIP S exp

Donde W: X — X es el operador acotado dado por:

b
Wz = / T(b— s)BB*T™*(b — s)zds.
0

4.1. Notacién y Preliminares.

En esta seccion se presentan algunos resultados basicos, que junto a los que aparecen
en la seccién 1.4 de los preliminares, permiten formular y obtener el resultado principal
de este capitulo.

Se considera el siguiente sistema de control en el espacio de Banach X

(4.2)
z(0) = zo.

donde U es un espacio de Banach, A es el generador de un semigrupo fuertemente con-
tinuo {T'(t)}:>0 ; el operador B € L(U, X) y la funcién de control u pertenece al espacio
L*(J,U).

{ # = Az(t)+ Bu(t), t€ J=10,b], b>0

Se definen los siguientes operadores acotados:
A . b
G:L*(JU)—»X Gu= / T(b— s)Bu(s)ds. (4.3)
o .
b
W:X—-X Wz= / T(b— s)BB*T*(b — s)xds. (4.4)
0 .

Los resultados que aparecen a continuacién caracterizan la controlabilidad Exacta del
sistema (4.2)
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<Wz,zo >=0, Vz € X.

En particular, haciendo z = z obtenemos de la ecuacion (4.7) que
1
0=<Wzg,z9 > > ;5||a:0||§(

Entonces o = 0, lo cual es una contradiccién; de este modo se ha probado que W es una
biyeccion; el Teorema de la Aplicaciéon Abierta, permite concluir que W=! es un operador
lineal acotado.

Para probar el reciproco se supone que W es invertible v se prueba que dado z € X,
existe un control u € L? tal que Gu = z. En efecto, sea u definido de la siguiente manera:

u(t) = B*T*(b — t)W™'z.

Entonces
b b
Gu = / T(b— s)Bu(s)ds = / T(b—s)BB*T*(b— s)W lzds = WW™lz = 1.
0 0

De esta forma queda probado que el control u dado por (4.6) lleva el estado inicial zg
al estado final x; en tiempo b.

Se considera ahora el sistema semilineal:

z(t) = Az(t) + Bu(t) + /otf(s,xs)ds, teJ ws)

zg = ¢ en [-r0]
donde X y U son Espacios de Banach, la funcién de control u pertenece al espacio L*(J, U);
el operdor A genera un semigrupo fuertemente continuo {T'(¢) }s+>0 en X y B € L(U, X). El
término no-lineal f : J x C — X es un operador continuo en J; uniformemente lipschitz

en C siendo C = C([-r,0], X) el espacio de las funciones continuas ¢ : [-r,0] — X
con la norma

¢l = sup{|p(8)| : —r < 6 < 0}
Ademas, para
z € C([-r,b], X) (4.9)

se tiene que z; € C([—r,0], X) es el truncamiento de (4.9) el cual se define como:

(0) =z(t+0) VOe[-r0, tel0,b].
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Definicién 4.1 Sea A el generador del Co-semigrupo {T(¢) }+>0; ¢ € C([~7,0], X),
we L2(JU),Be L (UX), f:JxC — X continua en J y uniformemente lipschitz
en C; entonces el operador x € C([J,0],X) dado por

T(t)¢(0) + tT(t—s)[Bu( v+ [ frz)dlds,  ted
2(t) = /0 ’ /0 ( | (4.10)

¢(t)a —-r S t S 0,
es una solucidn moderada del problema (4.8).

Proposicién 4.2 Sew f: J x C — X continua en J y uniformemente Lipschitz en C.
Si A es el generador infinitesimal del semigrupo fuertemente continuo {T(t)}i>0 en X,
entonces para cualquier ¢ € C el problema (4.8) posee una unica solucién moderada dada

por (4.10)

Demostracién.
Sea ¢ € C = C([-r,0],X), y se define el operador,

F:C(-nb,X) — C(-rb],X)

como:
T(t)$(0) + / tT(t— s)[Bu(s) + / fred)ds ted,
Fz(t) = 0 0 (4.11)
(1) -r<t<O0.
Sean z,v € C([—r,b],X) y t € [0,].
Entonces:
172~ Fol = || [ 7= ) [ 17(r20) = fr,on)ldeas]
< /0 IT(t - s)]| /0 "Lz, — vl dpds (4.12)

. frtops
< ML / / lz, — v;l|dsds,
0J0

donde L es la constante de Lipschitzde Fy M = Mev; siendo M la contante que satisface
IT@)I < Me*t, ¢>0.



62CAPITULO 4. CONTROLABILIDAD EXACTA PARA ECUACIONES FUNCIONALES
Se tiene que:
lzr —vrl| = sup z(r +6) —v(r + )|

¢€[-r,0]

= sup__, _lla(e) - v(e)]

(4.13)
< SuPeel—ry ll2(€) — v(€)l
= llz = vllerax)-
Asi, de (4.12) se obtiene que,
t2
|Fz(t) — Fu(t)|| < ML|jz - 1)||5, te J (4.14)

Site[-r0], entonces ||Fz(t)— Fu(t)|| =0. Luego la ecuacién (4.14) se satisface
para
t € [—rb).

Usando (4.12) se prueba que:

I(F22)(t) — (F)@®)| = |F(Fz(t)) — F(Fu@)|
< mrf t [ 1), = Fo)ldias .
Dado que:
I(F2), = (Fo)ell = sup,. ., |(F2)(7 +6) = (Fv)(r + )]
= sup__,  IIFa(e) - Fu(e)|
< sup,, I(Fo)(s) — (Fo)(s)l,
de (4.14) se tiene que:
I(Fz), — (Fv)ell < sup,en MLl|z —vl% )

= ML%|lz -l

Luego, de (4.15) se concluye que:
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Ee) - el < ML [ - ojdas

= MLz -],
De, este modose ha probado que
I(F22)(0) - (F)(@)] < M=, ¢ e ). (4.17)

Usando el método de induccion completa, se prueba que que:

IEm2)(®) - (Fro)(e)] < ML=, v € [-r, )

(2n)!
Por lo tanto,
21T
[(Fra) —(Fro)fl, < MEE |5 Ly (4.18)
Dado que para n suficientemente grande
(MLbK)"
2n! <1

se sigue del principio de Contracciéon que F tiene un tnico punto fijo z € C([-r,b], X).

Luego de la definicién 4.1 se obtiene el resultado. 0

4.2. Resultado Principal

En esta seccién se probara el resultado principal de este capitulo, el cual se refiere a
la, Controlabilidad Exacta del Sistema Semilineal,

z(t) = Az(t)+ Bu(t) + /tf(s,acs)ds teJ=10,b],
0 (4.19)
o = ¢ in [-n0)].

Definicion 4.2 Se dice que el sistema ({.19) es ezactamente controlable en J, si para
cualquier par ¢ € C y z; € X eziste un control u € L2(J,U), tal que la solucién z(t) de
(4.10) satisface z(b) = x;
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Sea
Gy : L¥([0,b],U) — X

el operador dado por
(4.20)

b s
Gju= /0 T(b— s)[Bu(s) +/0 f(r,z,)dr]ds,

donde z. es el truncamiento de la solucién moderada:
z(t) = z(t, $(0), u)
correspondiente al sistema (4.19)
Proposicion 4.3 El Sistema (4.19) es exactamente controlable en J si y solo si, el ope-
rador G5 dado por (4.20) es sobreyectivo, esto es:
Gr(L3(J,U) = X. (4.21)

Lema 4.1 Sean uj,us € L2(J,U); ¢ €Cy z; = z(t,¢(0),w); i=1,2, la solucion
moderada de (4.19). Entonces ocurre la siguiente estimacion:

—_— 2
22 — 21| < M||B||luz — w| Voe™3=, 0<t<b, (4.22)

L2(J,U)

donde L es la constante de Lipschitz de f, M = Me*b y Tt = (z;); es el truncamiento de
la solucion z;, i=1,2

Demostracién.
Sean z1,z» las soluciones moderadas de (4.19), correspondientes a u;, us respectiva-
mente, entonces:

llz2(t) — 2, (D) =

| /0 T(t — s)[Bug(s) — Buy(s)]ds +/0 T(t — s)[/0 \f(r,z2) — f(r,z;)||dr]ds, teJ
Por lo tanto

llz2(t) — 21 ()] <

M|B| / lua(s) - wi(s)|lds + M / / N ra2) - frah)ldrds , te J
(4.23)
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Se usa la desigualdad de Holder’s para obtener:

/ *luals) = ws(s)lds < (luz ~ wa]),, V5 (4.24)

Por otra parte:

t ps t ps
| [1saad - sabtaras < o [ [ 12 - Hlads =
0 Jo 0 Jo

t i i
= o[ [zt -atldsd, = L [ et -atlie - e (4.25)
0 Jr 0
Luego, de las ecuaciones (4.23),(4.24),(4.25), se tiene que:

t
llz2(t) —z: (O < M B||(luz — wll) \/5+ML/ =7 — zzlI(t — 7)dr, ¥ teJ
0

L2(J,U)
Dado que el lado derecho se esta desigualdad es una funcién creciente de ¢ y ademas
|z2(t) — 71(t)]| = 0,V¢ € [-r,0],

entonces

ll22(t+6)—2:1(t+0)]| < M| B||(l|luz—wa])

L2(JU)

i
\/5+ML/ 22 —zl||(t—7)dT, Yt € J,0 € [-,0].
0
Asf,
t
Iz — @l < MBIl (luz = wal]) 1,0 VB + ML/O 27 = z2li(t —7)dr, V teJ

Usando ahora la desigualdad de Gronwall ‘s se obtiene

MLy
Vi

2 — ;|| < M||Blllluz — will 25,01 bexp (—5—)-

Lo cual concluye la prueba del Lema 4.1. O

A continuacién se presenta el resultado principal de esta seccion.

Teorema 4.2 Sea X y U Espacios de Hilbert;se supone que el sistema lineal (4.2) es
exactamente controlable, que f : J x C — X es continua en J, uniformemente Lipschitz
en C y que

b2
M <1 (4.26)
Entonces el sistema (4.19) es exactamente controlable.

- b
IW=HIM>L]| Bl 5 exp (
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Demostracion.
Dado que el sistema lineal (4.2) es exactamente controlable, es conocido en virtud de
los Teoremas 4.1 y 1.24 que el operador

b
Wz = / T(b— s)BB*T*(b— s)xds, ze& X

0

es invertible y que el operador

Gu = /bT(b — s)Bu(s)ds.

0

es sobreyectivo.

Para demostrar la controlabilidad exacta del sistema no-lineal (4.19), es suficiente pro-
bar, de acuerdo a la proposicién 4.3, que el operador G, dado por (4.20), es sobreyectivo;
para ello se toman:

1 € X ,U1€L2(J,U), Y ¢€C([—T,O],X)

y se denota por
ml(t) = I(t, ¢(0)’ ul)

a la solucién moderada de (4.19) dada por (4.10)
Por lo tanto, la controlabilidad del sistema lineal (4.2) permite asegurar la existencia
de un control uy € L2(J,U) tal que:

b s
Guy = 21 — / T(b - s) / f(r,z2)d, ds.
0 0
Asi,
b s b
xy — / T(b— s)/ f(r,z})d.ds — / T'(b — s)Bus(s)ds = 0,
0 0 0

donde ,
ug(t) = B*T*(b — tyW ™ (x, —/0 T(b— s)‘/0 f(r,z)d.ds ).

Sea z2(t, ¢, u2) = T2, la solucién moderada de (4.19) dada por (4.10) y z2 su truncacién
. Dado que

b 3
T —/ T(b— s)/ f(r,2%)d,ds € X
0 0
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Existe un control uz € L?(J,U) y la correspondiente solucién moderada de (4.19) dada
por z3(t, ¢,u3) , la cual satisface

b S
Gus = z; — / T(b— s)/ f(r,z2)d, ds
0 0

b r] b
xl—/o Tk - s) /0 F(r,a?)drds — /0 T(b — ) Bus(s)ds = 0,

Donde , .
uz(t) = B*T*(b—t) W(z;, — /0 T(b— s)/0 f(r,22)d.ds ).

Continuando con este proceso, se construyen dos sucesiones:
{un}nZI C L2(‘]’ U) y {"L.n}?l,?:l - C([—T‘, b]7X)7 Tales que:

Ups1 = BT*(b— )Wz — /0 T(b— s)/osf('r, z7)d.ds ),
(4.27)

b s b
z — / T(b— s)/ f(r,z)d,ds — / T(b— s)Bupy1(s)ds = 0.
0 0 0
A continuacién se prueba que {u.},, es una sucesién de Cauchy en L?(J,U). En efecto:

Jimss(®) = wn(®l < IBNZ = DW= T(b- o) [ 1wz - smananas |
<IB TG - w1 | I - sl J 1) = £z ldr)ds
< IB T~ WML [ JAEEEE
= 1BIIT® - Ol 1ML [ K JRESETEY
= il [ ([ lar o iasga, |

b
= | Bl / a2 — 2| (b — 7)ds
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Aplicando ahora, el lema 4.1, se obtiene que:

5
bz mLv?
_e 2
2

[tn1(t) = un(®ll < MPLIBIPIW M llun — a1l g2g0)

Se eleva al cuadrado y luego se integra ambos miembros de la desigualdad anterior, para,
obtener:

b % ,
s (8) = Ot < AW NPIB Y — s 5 e [

Entonces:

_ b3 MLb2
[ttt = tnllz2@x) < MELIW B ||un — un—1||z,2[J,U]—2“e 2

Por lo tanto, si

2 b miw?

MLIWT B e ™ <1,

(un)oe; es una sucesion de Cauchy en L*(J, U)., Entonces, existe u € L*(J,U) tal que

lim u, =u .
n—00

Sea z(t) = z(t, ¢, u) la solucién moderada correspondiente a u, se prueba que:

b s b K]
lim ; T(b— s)/o f(r,z)d ds =/0 T(b— s)/0 f(r,z.)d,ds, (4.28)

n—o

donde z., es el truncamiento de la solucién moderada z(t, ¢, u).
En efecto,

b s b ps
| 7= rran) - frzadasl < ML [ or - o duds
0 0 0 JO
b pb b
= ML//I]mf—:v,HdsdT = ML/ =7 — z||(b — 7)d-
0o Jr 0

b
< MIb [ a2 - o ld,
0

Usando ahora el lema 4.1, se tiene que:

2

b s 5 MLb
u / T( - )] / £(r,22) = F(r,3)dJdsl| < MPLOH| B xp = [ =l
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Asi

b s
lim | / T(b - s)| / F(r,am) = £(r,z.)do)ds]| = 0,

n—o0

lo cual prueba {4.28).
Finalmente, tomando limite en (4.27), se obtiene que,

T — /ObT(b - S)/Osf(T, z,)d,ds — /ObT(b — 8)Bu(s)ds = 0.

Entonces,

/0 "T(b— )[Bus) + /0 fr, 2 do)ds = o,

lo cual prueba que G es sobreyectiva. Por lo tanto, de la proposicién 4.3, permite concluir
que el sistema (4.19) es exactamente controlable.

o
4.3. Ejemplo
Con el fin de ilustrar el resultado principal de este capitulo, se presenta a continuacién

el siguiente ejemplo, en el cual estudiamos la controlabilidad de la Ecuacién de la Onda
con retardo.

[ %w(t,z) O2w(t, x) t
= - < t < b
52 w2 T u(t,z) + /0 p(r,w(r —r,z))dr, 0<t<bh O0<z<l,
4 w(t,0) = w(t,1) =0, t>0,
| w(t,T) = ¢t,z) —r<t<0, 0<z<1.

(4.29)
Donde ¢ : [—r,0]x[0, 1] — R es una funci6én continua, el control u pertenece a L2([0, b]x[0,1]) =
L%(0,b; L[0,1]) ¥y p € LY([0,b]xR). ‘
El sistema (4.29) puede ser escrito como una ecuacién abstracta de segundo orden en
el Espacio de Hilbert X = L2[0,1], de la siguiente manera:

w(t) = —Aow + u(t) + /Ot’P('r, wy )dT. (4.30)
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Donde:
A = =22, D(Ag) = H2( H}
u € L2(J,L?[0, 1]), J=10,b]
P [0,b]xC — L?[0,1], C = C([-r,0],L%[0,1])

(4.31)
P, ¥)(z) = p(t,¥(-r)(z)) = p(t, ¢(-r,2)).

Asi

P(t,wr)(z) = p(t, w(r — 1, 7).
Es conocido que el espectro de Ag, o(Ap), esta formado por los autovalores simples
A, = n?n? de multiplicidad uno y autofunciones correspondientes ¢,, = sin(nwz), lo cual

permite garantizar la existencia de una familia completa de proyectores ortogonales E,
en L2[0,1] tales que :

E.x =z, ¢n)Pn, T = ZEnx

Usando el siguiente cambio de variables :

se puede escribir(4.29) como un sistema semilineal de primer orden en el Espacio de
1
Hilbert Zy = D(A§) x L?[0,1], de la siguiente manera:

1
Z= Az + Bu +/ F(r,z.)dr, te€J,
0 (4.32)

z(t) = $(t) te -0
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Donde
A= ( _‘340 ! ) D(A) = D(A0)xL2[0, 1]
0
B= I=1I,: L2[0,1] — L20,1]
( d ) o | (4.33)

0
F(t, %)= ( P(t, ) ) , 2 € C([—T,O],Z%), 7 =<zl 2>

t

) = ( ¢?t) ) |

Para probar que el operador A genera un semigrupo fuertemente continuo se usara el
lema 1.1, de la seccién de preliminares, [27).

Proposicion 4.4 El operador A dado en ({.83) , es el generador infinitesimal del grupo
fuertemente continuo {T(t)},s, ,dado por:

_ Ant
T(t)z = Z e" Pz, z €1y, (4.34)

n=1

donde {F,},,5, es una familia completa de proyectores ortogonales en el Espacio de Hilbert
Z 1 dado por

P, = diag(E,, E,) ,n>1, (4.35)
y
0 1
A, = B,P,, Bn=<_/\ 0),n21 (4.36)

Demostracion. Sea z =< w,v >T, 2 € D(A) = D(4p) x L*[0, 1], entonces

0 I w
A= (So)(V)

_ v
o —Ao’w
—_— ’;L.°=1 E"U
- =3  MmEw
_ i FEv
- — M Enw

n=1
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-2 0 (5 2) ()

= Z A P,z

n=1

Es claro que A, P, = P, A,. Se probara a continuacién que se satisface la condicién
(1.3) del Lema 1.1. Para hacer esto, se calcula el espectro de la matriz B,, el cual esta
dada por:

(Bn) = {V Dty =V i} n=1,2,....

Por lo tanto:

= \/1_/\_ (\/X:cos(\/—);t)I + sen(\/X;t)Bn))
Lo que es equivalente a:

eBnt — COS(\/—t) Sen\ix)
—VAnsen(v/Ant) cos( \/_)t

Sea z = (w,v)T € Z; tal que |2]z, = 1. Entonces,
2

o0

Z N Ewl? <1 and |olZepy = D 1Bl < 1.

j=1 j=1

Jwl?

D(Ao)?

Por lo tanto,
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Dado que et = eBrtP, | se tiene:

2
cos(v/Ant) nw«i—sen\(/‘/—xt)E

—VAnsen(vVAnt) Enw + cos(v/Ant) Env

Ant

2
lle Z”z1 =
z

2
— 1)E, sen(\/xt)E ’

cos(vAnt) Epw + e Env gy}
+ |-V sen(vVAnt) Eyw + cos(v/Aqt) ”UIIL2[0 .

. 2
= SElE sV B + =GB (438)
+ B - A sin(y/At) Eyw + cos(v/Ant) By |

2
= M|l cos(vAnt) Eqw + se"\(/‘/—’\_"t)E vl
+ || = Vo sin(v/Ant) Eaw + cos(v/Ant) Envl|”

< V2[| cos(v/Ant)| + | sin(v/Ant)]]
= 2sin(f + vAqt)

Luego de (4.37) se obtiene
lle*)1%, <2 (4.39)
z

Usando ahora el Lema 1.1, se concluye que el operador .4 genera un grupo fuertemente
continuo dado por (4.34) 0

Proposicién 4.5 Sea p : blxR — R continua en J, globalmente Lipschitz en la se-
gunda variable y que |[W~||L% exp (Lb < 1. Entonces el sistema (4.29) es ezactamente
controlable.

Demostracion. En primer lugar se prueba que si p(t,z) es globalmente Lipschitz en la
segunda variable, entonces: P : [0, b]xC — L2[0,1], dado por P(t, #)(z) = p(t, p(—r, ),
es uniformemente Lipschitz en la segunda variable.

En efecto, si ¢ y ¢ € C([-r,0], L2[0,1]), entonces:
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IP(t, ) = Pt D) g = /0IP(t,é)(S)—P(tﬂﬁ)(S)fds =

/0 p(t, $(—r, 5)) — p(t, P(-, s)’ds < l2/0 6(—r, 8) — (-, s)[ds = (4.40)

2
C»

= 2 ||g(=r,) = (=1, Mgy < Phd—

Donde [ es la constante de Lipschitz de p(t,x); demostrando asi, que P(t, ¥) es uni-
formemente Lipschitz en la segunda variable. A continuacién se prueba que el operador
F .0, b)xC ([, 0],2%) — Zy,

dada por
F(t,¢) = (< 0,P(t,¢") >)T

es uniformemente Lipschitz en la segunda variable, donde ¢ =< ¢!, ¢% >,

#6) € D(A3), (6) € L20,1], 0.€[-r,0]
En efecto, si ¢ 'y ¢ € C([~r,0],Z1), entonces:

17 8) = F& )z, = I1P(6") = P9 apu.

Dado que D(Ao)? est4 continuamente incluido en L?[0, 1], existe una contante M > 0

tal que
6" =¥l 2py < Mlig! — 97|

1.
D(AOZ)

Sean ¢',4%' € C([-r,0],L?[0,1]). Luego, de (4.40) tenemos que:
1P, ¢") — Py < P — ¥ legorooom-

Entonces,
NF(t, ¢) — 7:(@10)"2% < Uiet ~ Yl ogoroL2p.

<L supgeiorg 170) =¥ O)lpapy = IsuPperrg MIIG7(6) — 1/,1(9)||D(A0§ )

< IM supgei_rgp {116 (6) — (6] + 162(6) = ¥*(O)ll 2o}

DAd)

= L"d’ - 7»b||c([—r,0],z%)'
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Donde L = [M, lo cual prueba que F(¢,¢) es uniformemente Lipschitz en la segunda
variable. Trivialmente F(t, ¢) es continua en ¢.
Por otra parte es conocido que el sistema Lineal

2=Az+ Bu

es exactamente controlable, ver [12]; aplicando ahora el teorema (4.2) concluimos que la
ecuacion de Onda con retardo modelada por le ecuacién (4.29) es exactamente controlable.
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