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Resumen

En este trabajo estudiamos la Existencia y Estabilidad de Soluciones

Acotadas para el siguiente Sistema de Ecuaciones Diferenciales No Lineales
w+ A w=1"(1,w,1’) (1)

donde w € IR", A (n) es una matriz (n x 7)) continua en 7 y I es una funcién
continua no lineal. Luego se extiende el estudio al caso en que w € H, H
espacio de Banach, y A (n)es un operador acotado.

En el primer caso se obtienen condiciones que garantizan la existencia y
estabilidad de una solucion acotada de (1) mientras que en el segundo caso
se garantiza la existencia de una solucién moderada acotada de (1) y una
solucién clasica ”casi siempre”.

Luego se aplican estos resultados en ciertos modelos, como por ejemplo
la Ecuacién de Sine-Gordon, el Modelo del Puente de Lazer-McKenna y un

Modelo de Fotoconductividad.
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Introduccidn

Muchas leyes generales de la Fisica, Biologia e Ingenieria, encuentran su
expresién natural en una Ecuacién Diferencial Ordinaria. El objetivo de esta
tesis es estudiar la Existencia y Estabilidad de Soluciones Acotadas

de ecuaciones del tipo
W'+ A(n)w=F (t,u, P) (1)

Con este fin se ha dividido el trabajo en cuatro capitulos.

En los Capitulos 1 y 2, se desarrolla una sintesis de la Teoria de Ope-
radores y del Problema de Cauchy No Lineal; los cuales constituyen el marco
tedrico necesario para los capitulos posteriores.

En el Capitulo 3, se estudia la ecuacién (1) para w € IR" y se muestran
algunos ejemplos y simulaciones en los que se aplican los resultados obtenidos.

En el Capitulo 4, se buscan nuevamente soluciones acotadas de la ecuacién
(1), ahora para el caso en que w € H, H espacio de Banach.

Se logra establecer para w € IR™ condiciones necesarias que nos permitan
garantizar la Existencia, Estabilidad y Periodicidad de Soluciones Acotadas
de (1); mientras que en el caso en que w € H, H espacio de Banach, se de-
muestra la Existencia, Estabilidad y Periodicidad de una Solucién Moderada
Acotada, més aiin se establecen criterios para la suavidad de dicha solucién y
se presentan algunos ejemplos en los que si es posible garantizar la existencia

de una solucién cléasica acotada.



Capitulo 1
Semigrupos de Operadores

1.1 Introduccion

Una motivacién a la Teoria de Semigrupos de Operadores nos la proporciona
el siguiente problema:
Sea Z un espacio de Banach y A : Z — Z un operador lineal y acotado

(A € L(Z)). Consideremos el siguiente problema de valor inicial:

Zt)=Az(t)+f(@), z€Z, t>0
{ (1.1)
z

(0) = 20, 20 € VA
donde f € C ([0,00), Z).

Solucién: Definamos la siguiente familia de operadores lineales:

n=0

Se prueba que la familia de operadores lineales y acotados {T'(t)},,

satisface las siguientes propiedades:
i) T(0) = Id
ii) T(t+s)=T(t)T (s) para todo t,s > 0

iii) tl_i,%-l+ IT(®t)z—2]]=0 (z€ Z fijo)
T(t)z—z

t—0+ t

, VzeZ




Capitulo 1. Semigrupos de Operadores 2

v) Para todo z € Z tenemos que:

%{T(t)z}:AT(t)z=T(t)Az, t>0

Por lo tanto, el problema homogéneo:
Z(t)=Az(t), t>0
z(0) = 2o

tiene como solucién a la funcidn:
z2(t)=T(t)z, t=>0.

Supongamos que el problema (1.1) tiene una solucién z (t) definida en

[0,00). Ahora consideremos la siguiente funcién:

F(s)=T({t-s)z(s), se€]0,t].

Luego:
Ed;F(s) — —AT(t—5)z(s)+ T (t - )2 (s)
= —AT (t—s)z(s) + T (t — s) [Az (s) + f (5)]
= T(t—35) £ ()
Ast:
F)=F(0)= [ T(t~s)f(s)ds
Pero:
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Con lo cual:
z(t)=T(t)z0+/0tT(t——s)f(s)ds, t>0 (1.2)

" Por consiguiente, si el problema (1.1) tiene solucién, ella debe ser la

funcién z (t) dada por (1.2).

1.2 Semigrupo de Operadores Fuertemente Con-
tinuo

1.2.1. Definicién: Una familia {T (t)}c,co, de operadores lineales y aco-
tados del espacio de Banach X en si mismo, se dice que es un Semigrupo
Fuertemente Continuo o Cy-semigrupo, si se satisfacen las siguientes

condiciones:
1) T(0)=Id (Ide L(z))
i) T(t+s)=T({)oT(s), t,scR"
iii) Para cada z € X se tiene:
T+ At)z—T (t)z|| >0 cuando At —0, ¢t,t+AOt>0.

Si en i) se tiene que t,s € IR, entonces diremos que {T (t)} es un

Grupo Fuertemente Continuo.

o Si ademds de las tres condiciones anteriores tenemos que
T (t + At) — T (t)]| — 0, cuando At — 0, para t,t+ At > 0, en-
tonces la familia {T (t)};5, se dice que es un Semigrupo Uni-

formemente Continuo.
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o Si el semigrupo fuertemente continuo {T (t)},5, satisface la propie-
dad ||T (t)|] < 1 para t > 0, entonces se dice que es un Semi-

grupo de Contraccién en X.

1.2.2. Definicién: Una funcién w : [0,00) — R es llamada subaditiva si:

w(t1+t2)§w(t1)+w(t2), t1,ta > 0.

1.2.3. Ejemplo: Sea w (£) = log || (2)|], luego:
w(ty +12) =logl|T (t1+ t2)[| =log||T (t1) - T (t2)|| <
< log (IT )l - 1T (£2)II] = log (IIT" (¢2)II) + log (T (22)1I)
=w(t1) +w(ta).

Asi w (t) es subaditiva.

1.2.4. Lema: Sea w : [0,00) — IR una funcidn subaditiva y acotada supe-

w (t)
t

riormente en cada subintervalo finito. Entonces el numero wy =itn£ es
>

t
finito 6 —oo y wy =t1im %)—

. . wit , .
Demostracién: Sea wy =%n£ — Ya que w(t) estd acotada superior-
>
mente, wy es finito o menos infinito.

Supongamos que wqp es finito. Dado cualquier § > wy existe un ty tal

w(t
que w (to) < 6, sea t > t; entonces podemos escribir ¢ = n (t) o + r donde

to
n(t) € Zty 0<r <t,.
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Luego:
w (t) _ wn(t)to + 7] < w(n(t)to) + w(r)
4 t - t
w(n(t)te) , w(r) _n(t)w(te) w(r)
~ (n(t t0+0r) t = n(t)t0+r+ t
__wlto) | w)
to + nLt) t
Entonces:
i 2 () < w (to) <
t—o0 to

Por otra parte, de la definicién de wy se sigue que:

i 14
woStlifgloinfwt(t)— lim w()

t— oo t
1

Consideremos ahora 6 = wgy + —. Tenemos que:
n

lim w(¢) 1
< — L <Tm—2L <6§= - _
WoS ooy SR Soswt D (13)

Tomando limite cuando n — oo en la desigualdad anterior, obtenemos
que:

wo =lim ——.
t—oo t

1.2.5. Teorema: El limite:

o g (oEIT @)
t

t—o0

existe.
Para cada w > wg, existe una constante M, tal que:

IT (t)|| < Mye*t, t>0.
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El nimero wy es llamado el tipo del semigrupo.
Demostracién: Basta probar que existe § > 0 tal que ||T (t)|| estd acotada
en [0, 8].

Por el absurdo, supongamos que no existe tal 6 > 0, luego para n > 1
existe t, € [0, 71—1] tal que ||T (t,)|| > n; asi hemos construido una sucesién
{T (t2)},>, tal que:

lim t,=0 A |T(ta)ll —_oo.

n—00

Del principio de acotamiento uniforme se tiene que existe z € X tal que
pn: X—X
z—T(t,)z

no es acotada. En efecto, supongamos por el absurdo que ||T (t,) z|| <oo

Vz € X, entonces por el Principio de Acotamiento Uniforme, se tiene que
sup ||T (t,)|| < oo =T ()| <M, V{t.}, contradiccién,
n

luego debe exitir z € X tal que ||p, (z)|| > M ||z||, VM € IR. Entonces:
T (t)z|| —Mz]] >0 VM e R
= [Tzl -l >0
= ||T(tn)z —z| >0
= lim ||T(t,)z — 2| >0 contradiccién,
ya que
lim ||T (t,)z — z| = 0.

n—oo
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Luego existe un § > 0, M > 1tal que |[T(¢)|| < M, Vt€|[0,4].

Sea ahora t > 8, entonces:
t=mbé+71, 0<7<$6

= |7 (0)]) = IT (m6 + )| < IIT mé)|| 1T (D] < IT &)™ IT (r)]| < M™M.

Pero:
Lemtlome?
s-MTET M=%
Asi:
IT (t)]| < MM = Me*t
donde
i
eVt = MM = wt = ELnM
L .
= w= —‘;—M (1.4)

Hemos probado entonces que para todo t

IT @)l < Mue™

donde

Me™t sit<$§
M, =

M sit>é.
Luego:

Me™t siw<0
M, =

M siw > 0.
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1.3 El1 Generador Infinitesimal

Sea {T (t)},5, un semigrupo fuertemente continuo (SFC) en el espacio de

Banach X. Para h > 0 definamos el operador:

Thz-—z 1
Ah$=——};——E[T(h)"I]($)

Ap es un operador lineal y acotado; es decir, A, € L(z) VYh > 0.

1.3.1 Definicién: FEl generador infinitesimal de un semigrupo fuertemente
continuo {T (t)},5, es el operador:

A:D(A)CX - X

donde:

D(A) = {x € X\ lim

1.3.2. Teorema: Sea {T'(t)},t > 0 un semigrupo de operadores fuerte-
mente continuo en el espacio de Banach X, A su generador infinitesimal con

dominio D (A). Entonces se tiene:

a) D (A) es un subespacio vectorial de X y A es lineal.

b) Si z € D(A), entonces T (t)z € D(A),t >0yt — T (t)z es fuerte-
mente diferenciable. Mds aun:

%T(t)x:AT(t)x=T(t)Ax, vz € D(A), t>0.
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c) Si z € D(A), entonces:

T(t)a:—T(s)xzftT(u)Amdu, t,s> 0,

8

d) Si f:[0,400) — IR, continua, entonces:

1 gt
Jim, E/t F(8)T(s)zds=f(@)T (t)z Vz € X.

i
e) /OT(s)xdseD(A), Ve X, t>0

T(t)m=x+A/0tT(s)mds.

f) D(A) =z y A es un operador cerrado.
Demostracion:

a) Sean z,y € D(A) y @ € IR. Veamos que az +y € D(A) y que A es

lineal:
lim T (h)(cz +y) — (az +y) _ lim aT (h)z+T(h)y—az—y
h—ot h h—ot h
o o[-z . THy-y_ . .
=jim =t im T = i e Jlim, dw

(1.5)

Luego az +y € D (A) ya que los limites en (1.5) existen, por estar z e
y en D (A); ademds se tiene que:

T (h) (oz +y) — (az +y)
h

A(az + y) =h1iI(I)1+

=q li im Apy = aA :
a}}gg Apz+ hl_l_gl+ ny = aAz + Ay
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b) Sea y(t) = T (t)z, z € D(A), entonces y(t) € X, Vt > 0, quere-
mos ver que y (t) € D (A).

En efecto:

TRy -y
hl-}gl"' h h—o* h

h—ot h h—ot h

AT (t)z =T (t) Az. (1.6)
Probemos ahora que y (t) = 7' (t) z es diferenciable.

lim y({E+h)—y(t) — lim T(t+h):c—T(t):r.

h—ot+ h—ot h

Consideremos:

Tt+h)z-T(@)z

o, h =, h
s [T (h)z — 2] Thz—z
—hgr?+ T (¢) — e = T (t) hEI?+ : =T (t) Az

Por otra parte, sea t > 0 y consideremos:
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T{t+h)z—-T(t)x Tt—-hz-T(t)z

= lim

lim

h—so~ h h—vo~ —h

~lim Tt-h)z —_:l;l(t ~h+h)z ~lim Tt~ B (’:l’_(_h)hij)

=T (t) Az
ya que:

T(t—h) <:—F—@7§:—‘f) =T(t—h)Az+T(t—h) (T—(h)—}:"—'—‘f ——Ax)
y ademés:

“T(t — h) (w{”—x - Ax) <|IT (¢ — h)]| ”Z(—h—),f—’f ~ Az

< M,evt -T—(h)hL”f ~ Azl .
Entonces:
Jim T (¢ — h) (ﬂ’l)f’:—f”- - Ax) =0.

Lo que prueba que:

d
ET Yz =T (t) Az = AT (t) z.

c) Veamos que si z € D (A) entonces:

T(t)x-T(s)x=/3tT(u)Aa:du, t,s > 0.
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Sea y (t) = T (t) z, sabemos que y (t) es diferenciable, més atin y' (t) es
continua, entonces y () es una funcién abstracta continuamente dife-

renciable y se tiene que
¢ ¢
v —y() = [ v @du= [ T(u)Avdu
¢
=Tt z-T(s)z =/ T (u) Azdu

Para probar d) consideremos f : [0, 4+00) — IR continua y
y(t) = fO)T () x; asi y : [0,+00) — X es una funcién abstracta

continua.

Consideremos:

luego:

Fis)=f(t+s)T(t+s)z

por lo tanto:

FO) =0T (17)
Por otra parté:
F(0) = lim, F_(fi;_ﬁl‘?l ~ lim, % [ /t W T (w)zdu|  (1.8)

De (1.7) y (1.8) obtenemos:

lim %/t“hf(u):r(u)xdu=f(t)T(t)x.

h—0+
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En particular, si f (t) = 1, entonces:

Mis ain, si f(t) =1yt =0 se tiene:

z = lim l‘/OhT(u) zdu. (1.9)

h—0t

e) Probemos e), para ello observemos que:
Ah X - X

T(h)z—-=z
h

es un operador cerrado en el espacio de Banach X y:

T —

/OtT(s)a:ds e ¢, 0), X]
se tiene (ver [8]).

¢
Ah/OT s) zds / A (T (s)z)ds

=/t T(h)T(s)m~T(s)xd8
:%/;T(h—i-s)a:—T(s):cds

1 h+tT d ]_ tT d
=3/, T©@auds—5 [ T(s)ads

1 ft+h 1 gt

== [ 7T :z:ds——/ T (s) xds-E/OT(s)zds
1 t+h 1 h

=5/, T(s)xds—ﬁ/oT(s)zds.
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Tomando limite cuando A — 0% a ambos lados y usando la parte d) de

este teorema, tenemos:

t 1 stk 1 rh
lim Ah/ T (s)zds =lim E./ T (s) zds— lim —’;/ T (s) zds
t

h—0+t 0 h—0t h—0+ 0
=T(t)z—z
Entonces:
i
/0 T (s) zds € D (A)
y
¢
A/ T(s)zds=T () — =z
0
Ast:

T(t)a:=:c+A/0tT(s)a:ds (1.10)

En f), probemos primero que D (A) es denso en X; para ello conside-

remos € X y una sucesién (h,)>-, C R* tal que h, — 0.

n—oo

Sea:

hn
T, = —/ T (s) zds.
0

Por las partes a) y e) de este teorema tenemos que z, € D (4) Vn,y
por la parte d) se tiene que:

1 [

Jim =7}LI£1°E A T (s)zds = z.
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Asi hemos probado que Vz € X existe (z,) ., € D (A), tal que X,,—X.

n=1

Por lo tanto D (A) = X.
Probemos ahora que A es cerrado.

Sea z,, € D (A) tal que:

Tp — T, N — 00

Az, — 1y, cuando n — oo.

Entonces se tiene que:

n—eoo n—o0

t
Tt)z—z=I1lim T (t)z, —z, =lim A T (u) Az,du (1.11)
Por otra parte:
T (s) Az — T (s)yll = |IT (s) [Azn — 9]l
<NIT ()l | Azn — yll < M ||Azn — |-

Tomando limite a ambos lados, tenemos:

lim |17 () Az — T (s)yll < M Jim, | Azn — gl = 0

= T (s) Az, — T'(s)y uniformemente. (1.12)

De (1.11) y (1.12) tenemos que:

T(t)z —z =lim /OtT(u)Amndu=/0tT(u)y.

T—00
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Luego de la definicién de Ay y por d) se tiene:

lim Apz = lim z;(_l%)x_—x_
h—0+ h—0+ h h—0+

Asi hemos probado que:
;}g{ﬁ Az =1y

Es decir, z € D(A) y Az =y. |

Como una aplicacién del Teorema 1.3.3 probemos que el problema abs-

tracto de Cauchy

d_m =Az, t>0
dt (1.13)

z (0) =xg,  zo€ D(A)

tiene solucién tnica donde A es el generador infinitesimal de un SFC.

A continuacién presentaremos uno de los principales teoremas de este

capitulo.

1.3.3. Teorema: Sea A: D(A) C X — X el generador infinitesimal de
un semigrupo fuertemente continuo {T (t)},5,. Entonces el PVI (1.18) tiene

una unica solucidn, mds aiun, esa solucién es:
z(t) =T (t)zo (1.14)

Demostracién: Usando el Teorema 1.3.3 se verifica ficilmente que (1.14)

es solucién del PVI (1.13).
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Probemos la unicidad, para ello supongamos que y (t) es otra solucién de
(1.13), entonces y (t) € D (A).
Sea F'(s) =T (t — s)y (s), del Teorema 1.3.3, se sigue que:

F'(s)=—-AT(t—s)y(s)+T(t—s)Ay(s)=0, 0<s<t

Consideremos ahora el problema no homogéneo de Cauchy:

& Ao+ f(t), t20

% (1.15)
z(0) =z, xzo€ D(A)

1.3.4. Teorema: Sea A : D(A) C X — X el generador infinitesimal
del semigrupo fuertemente continuo {T (t)},5o- Sea f : [0,4+00) — X una
funcion continuamente diferenciable (fuertemente). Entonces el problema de

Cauchy (1.15) tiene como unica solucion:
¢
a:(t)=T(t)a:o+/ T(t—s)f(s)ds, t>0 (1.16)
0

Demostracién: Veamos la unicidad, supongamos que y (t) es solucién del

PVI (1.16) y consideremos:
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entonces:

d

ST (s)=—AT (t =)y (s) + T (¢ - 5) [Ay (s) + f (s)]

Luego:
F'(s)=T(t—s)f(s)

Integrando obtenemos:

= y a:o + / t - s
De (1.16) se sigue que y (t) = z (t).
Probemos ahora la existencia.

Sea
¢
= / T(t—s)f(s)ds (1.17)
0
Haciendo un cambio de variable, obtenemos:
g(t) = / T (u) f (t — u) (1.18)

F (t — s) f (s) es Riemann integrable. En efecto, de la continuidad de

T (t), f(t) y de la aplicacién t — T (t) z para z fijo se tiene que:
[T@E=s)f(s)=TE—-7)f(DI=ITE=s)f(s)—f(r)+f ()]

—T(t—-7)f ()l
<NT@E =) (f(s) = fF(ONI+NT (=) =Tt —7)) f (7
< Mue*® I ||f () = f (I + T (= 8) =T (¢t =) | f (D]
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Tomando limite cuando s tiende a 7 tenemos:
IT(t—s)f(s)=T({—7)f(r)|—0.

Por lo tanto t — T' (¢ — s) f (s) es continua y por lo tanto Riemann inte-
grable, de lo cual se deduce que g (t) estd bien definida.

Veamos ahora que g (t) es (fuertemente) diferenciable y que:

g (&) =Ag(t)+f(t);

es decir, g (¢) es una solucién particular de (1.15).

De (1.18) tenemos que:

g(t+h,)l—g(t) n }11 [/;MT(u)f(Hh““)d“"/t

0

T (u) f (£ w) duJ

=%[/;T(u)[f(t-l—h——u)—f(t—u)]du+/:+hT(u)f(t+h—-u)du}
As:
tim LEER =90 iy L @) (7 ¢4 =) £ (¢ )]t
ttim L [T W) F 4 h— ) du=
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lim =lim du+
h—0 h—0 0 h
t+h
+ lim h/ f(t+h—u)du=
t+h
_/ u) f (t —u) du+11m / wft+h—u)du
—/ u) f' (t —u)du+T(t) f(0).
Hemos probado que:
/ ¢ /
g () =/0 T (u) f' (t —u)du+T(t) £(0). (1.19)

Sea h > 0, de (1.17) tenemos:

0

g(t+hfi_g(t)=%{/HhT(t—f—h—-s)f(s)—/tT(t—s)f(s)ds]
1 [t t+h
— [ @E+h=9)F () -T@—9)f(s)ds+ [ T(t+h—s)f(s)ds]

=% i/;(T(t—S)T(h)f(S)—T(t—s)f(s))ds} +%/:+hT(t+h—s)f(s)ds

“alf @ -pre-s@aleg [Tresn-asoa

T s pds+ L [T T4 h-5) £ (s)ds
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De (1.19) se tiene que:

L glt+h) —g()
h—0 h

existe.

Por lo tanto:

lim {%/)t(T(t—s)f(s))ds-l—;ll—/tHhT(t—l—h—s)f(s)ds

existe; y como:

im L [T T+ h—s) f(s)ds =T (0) £ (2)

h—0 h Ji

Entonces debe existir:

;IE.I(I) %/;T(t—s)f(s)ds

lo cual dice que:

/OtT(t—s)f(s)dseD(A)

y
lim EEFAtT(t—s)f(s)ds=A/0tT(t——s)f(s)ds.
Luego:
()= A[ T(t—s)f(s)ds+f ()= Ag(t)~ F (2).
Asi g (t) es una solucién particular, con lo que queda demostrado el Teo-
rema. |

1.3.5. Teorema: Un operador A con dominio D (A) denso en el espacio de
Banach X puede ser el generador infinitesimal a lo sumo de un semigrupo

fuertemente continuo.
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Demostracién: Sea {T'(t)},5, y {S(t)};», dos semigrupos de operadores
fuertemente continuos, con generador infinitesimal A. Consideremos el pro-
blema de Cauchy (1.13):
o =Az, t>0
z(0) =z9, xzo€ D(A)
En vista del Teorema 1.3.3, z (t) = T (t) zo e y (t) = S (t) zo son soluciones
de PVI (1.13). Por unicidad se sigue que:

T(t)zo=S(t)ze; t>0, zo€ D(A).

De la densidad de D (A) y del hecho que T (¢) A S (t) son acotados se

sigue que:

1.4 Teorema de Hille-Yosida-Phillips

En esta seccidn vamos a exponer la condiciones para que un operador A con
dominio D (A) en el espacio de Banach X sea el generador de un semigrupo

fuertemente continuo {T" (%)},

1.4.1. Definicién: Sea A un operador lineal A : D(A) C X — X. El

conjunto resolvente de A denotado por p(A) estd dado por:

p(A)={A€C/(\ - A)" existe}
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p (A) es un conjunto abierto en C.

1.4.2. Definicién: Sea A: D(A) C X — X lineal. La funcién resolvente,
denotada por R (), A) esté dada por R()\, A) = (\I — A)™", es un operador

lineal, analitico y acotado, para cada X € p (A).

1.4.3. Teorema: Una condicién necesaria y suficiente para que un opera-
dor cerrado A con dominio denso D (A) en el espacio de Banach X sea
el generador infinitesimal de un semigrupo fuertemente continuo {T (t)},>,
es que existan numeros reales M y w tales que para cualquier nimero real

A>w:

M

A€ p(A)y v ARAA < P

n=12,...

Demostracién: Probemos primero la suficiencia. Definamos la familia de

operadores acotados:
By=AMR(NA) -1, A>w

Vamos a construir el operador 7" (t) como el limite fuerte cuando A — oo
del operador S, (t), donde Sy (t) = e'Pr. Por conveniencia dividiremos la

prueba en una serie de afirmaciones. [ |

Afirmacién 1: El operador S () = 2> es uniformemente acotado para A

suficientemente grande.
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En efecto, usando el producto de series de Cauchy, tenemos:

5 (6) = Z tB,\ —Z (A[AR AA) n"

n=0 n=0

[EAZR (), A) —t- A"

=5 n!
=§_°:O % i ( ;‘ ) (EA2R (A, A)") (=AY’

= (i = i _n (tA2R (), A)*) (—Aty')

n=0 nl j=0 (TL _J)']'

tAXZR (A A (=At)
(

n=05=0 - ])' -7'
2 )t & AN R” AA) 2"
=Z Z ) ( —At Z )‘ 2 Rn )\ A)
n=0 n=0 .
Asi:
(A%t
i) =3 E i g <
n=0
e~ - ()‘zt At A%t
— < [A—w
Z nl (A —w)” Me
— Me s
Aw .
Dado que oo tw cuando A — oo se sigue que para w; fijo, w; > w:

Sy (t) < Me*»

para A suficientemente grande.
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Afirmacién 2:

/\lim AMR(MNA)z=z ze€lX.

De la hipétesis tenemos que:

MI)\|
AR(XN A <
AR A < T2
y ademaés
lim M =M.
A—oo \ — W

Entonces, para A suficientemente grande, se tiene que:
AR (A A < 2M.
Por otra parte, para todo € D (A) se tiene que:
AR(X; Az —x = R () A) Ax.

Por lo tanto:

M)
A=)

AR (A A)z — zfl = | R (X; A) Az|| < || Az]

Luego:
/\lim AR(MA)z =2z Ve D(A).

Pero como D (A) es denso en z y AR (); A) es acotado Vz € X

=>/\1im AR(MA)z=z VzelX.

Afirmacion 3:

lim Byz = Az, Vz € D(A).

A—00
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En efecto:
,\1520 B)x 2,\1—1-{{.10 AAR(NA) - Dz =/\11_>n;1o AAR (N A)z —x) =/\1LI{.10 AR ()M A) Az
Luego, por la afirmacién anterior, tenemos que:
)‘ILIEO Bz = Ax

Afirmacién 4: Para cualquier ¢t > 0y z € X se tiene que ,\lim S (t) x existe
= OO

y define el operador acotado T (t).
> (tBy)"
n!

Tenemos que Ry = (A — A) ' para A € p(A) y S, = !B =

n=0

Probemos primero que R)R, = R, Rj:
M ~A (- =y o (w—A)T" =0 - Ay
& Id=(ul — A) (M — A)y e Id = (ul — A) (\y — Ay)
& Id=uly — Ay — uAy + A%y & Id = udy — My — udy + A%y
& Id=M-A @l -A)ye M-A)"=wl-Ay

& M-A)  '(wl-A'=yso RR =y
. RyRy, = R R, (1.20)

Dado que By = A[AR (XA, A) — I], A > w se tiene de (1.20) que:
B)\Bu = B, B,

Luego B,S) (t) = Si (t) B, para A\,u € p(A).



Capitulo 1. Semigrupos de Operadores 27

Por ser S, una funcién abstracta, se tiene que:

Sxa(t) —Su(t) =/ti(Su(t—s)S,\(s)m)ds

o ds

,/ (¢ = 8) BuSh (s) + Su (t — 5) Sx (5) By] zds

t
- / S.(t—5) 1 (s) (B — B.)ads,
Usando las Afirmaciones 1y 3 se tiene Vz € D (A) que:

I1Sx (£) @ — S (£) 2 H/ S (t — 8) S () (Bu — By) zds

t
< /O 18w (& = 9 11Sx ()l | Baz — Byl ds

</ MG M ||Baz — Byz|| ds.
Sea w; suficientemente grande, entonces si A, u — 0o tenemos:
1Sx () & — S (£) 2| < /Ot M2e™ || Bz — Byz| ds
pero ||Bxz — Byz|| — 0 si A,u — oo, por lo tanto:
|Sx(t)z — Sy (t)z|]] = 0 si A\, u— oo.

Mas aun, la convergencia es uniforme para cualquier intervalo finito de ¢;

de lo cual concluimos que existe un operador acotado 7' (¢) tal que:

lim Sy (t)z=T )z, z€X (1.21)

A—00

claramente ||T (t)|| < Me™1.

Afirmacién 5: La familia {T (t)},., es un semigrupo fuertemente continuo

en X.
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i) T(0) =lim S\ (0)z = z.

A—00

ii) T(t+s) =,\11_)r£1o Sy(t+s)z =,\11_)r{)1o Sy(@t)-Sx(8)z=T{(t)-T(s)x.
iii) Alitr_r}O IT({t+ At)z—T (t)z|| =0

En efecto, la convergencia en (1.21) es uniforme para cualquier intervalo
finito de ¢, por lo tanto T (t) z es fuertemente continuo en t Vx € X y por lo
tanto se cumple iii).

Para completar la prueba de suficiencia necesitamos demostrar que A es
el generador infinitesimal de {T" (%)},

Supongamos que B es el generador infinitesimal del semigrupo {T" (%)},
Debemos probar que A = B.

Encontremos primero una férmula para la resolvente R (A, B) del gene-

rador infinitesimal B de {T"(t)},5, donde ||T (t)|| < Me** Vt > 0.

Afirmacién 6: Cualquier A > w; estd en p (B) y.
R(\B)z =/0 e M () zdt, zE€X, A\>uwi. (1.22)
Consideremos el operador R (\) definido por:

R\ z = /0 eMT (t)zdt, z€X, A>uw. (1.23)

Dado que:

He"’\tT (t)” < e MMetvr = MelTAw)t

tenemos que la integral en (1.23) es absolutamente convergente para todo

A > w; y por lo tanto 1.23 esté bien definido.
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Observe que para h > 0,y z € X :
_T(Hh)RMNzx—-R(\)z

~ p-! [ / :° T (h) e T (t) adt - [ :° e~MT (1) a:dt]
-1 [T e a1 [ e
=h /0 eMT (h +t) zdt — h /0 e (t) zdt
= p1 / " NN (5) ads — b7 [ e MT () zdt
h 0
=h7! /:o e*e=2T (s) zds — h™! /:o e MT (t) zdt
= h~leth /Zo e T (s) zds — h™! /:o e MT (t) zdt
Mo_ 1T poo A ah
nj - [/0 e MT (t) zdt — %/0 e MT (t) xdt}
Asi:

lim BB R(A)z=AR(M\)z —=.

h—ot

29

Esto prueba que R(A\)z € D(B) y que B(R(A))z = AR (M) z — z; esto

es:

(M-B)R(A)z=z, z€X, A>uw.

(1.24)

Por otra parte, dado que B es un operador cerrado, que R(\)z € D (B)

y que la aplicacién t — e *T (t) z es una funcién abstracta se tiene por el

Teorema 1.3.3 que
BR(\)z =B [>e™T (t)zdt = [§° B (e™™T (t)z) dt

= [©e~MT(t) Bzdt = R(\) Bz Vz € D(B).
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De (1.24) tenemos que:

= R(A)[M-Blz=z, VzeD(B), A>uw,.

30

(1.25)

De (1.24) y (1.25) concluimos que R () es la inversa de Al — B y existe

para todo A > w;; asi:

R(\,B)z = /0 " e NT (8) dt

lo cual prueba la Afirmacién 6.

Afirmacién 7: D(A) C D(B) y Az = Bz paraz € D (A).

Para z € X, tenemos:

t d ¢
Sy(t)z —z = /0 — (S (s)a] ds = /O Sh (s) Bazds. (1.26)
Observemos que para z € D (A):
|Sx (s) Bax — T'(s) Az|| = ||Sx(s) (Baz — Az) + Sy (s) Az — T (s) Az|| <

< |1Sx ()l | Bxz — Az|| + (15 (s) — T'(s) | || Az||

Ast:
/\lin;lo IS (s) Baz — T (s) Az|| = 0.

Por lo tanto:
S (s) Byx — T (s) Az uniformemente en S

para cualquier intervalo cerrado [0, ¢].

(1.27)
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De (1.26) y (1.27) concluimos que Vz € D (A):

T(t)x—xz/OtT(s)Axds.

Ast:
_ t
Bz =lim T®z=z lim A~! [/ T (s) Amds] = Az (Por el Teorema 1.3.3)
t—0+ t t—0+ 0

Por lo tanto D (A) C D(B) y Az = Bz, Vz € D (A).

Afirmacién 8: D(B) C D (A).

Por hipétesis tenemos que si YA > w entonces A € p (A4).

Sea A > w; > w entonces por la Afirmacién 6, A € p(A) N p(B) por lo
tanto p (A) N p(B) # 0.

De la Afirmacién 7 tenemos que para Ag € p(A) N p (B):
(Mol — B) D (A) = (Aol — A) D (A) = X = (Aol — B) D (B).
Luego si X3 € D (B) existe un X, € D (A) tal que
(Aol — B) Xo = (Mo] — B) X;.

De la inyectividad de (Aol — B) se sigue que X, = Xg; por lo tanto
D (A) = D (B), con lo cual queda probada la suficiencia del teorema.

Probemos ahora el reciproco.

Veamos que si A es el generador de T (t), existen niimeros M y w tales

que para cualquier A > w,A € p(4) y |R* (), )| < =n=12 ..

_M
(A —w)
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De lo probado en la Afirmacién 6, tenemos que para cualquier A > w se

cumple que A € p(A) y ademaés:
RO\ A)z = /°° e NT () zdt, z € X. (1.28)

0

Por otra parte tenemos que:
R(MA)—R(u,A)=(u—-A)R(MNA)R(u,A), Iu>w. (1.29)

De la analicidad de R (A, A) para X € p(A) y de (1.29) se sigue que:

d . [R(\A)—R(u,A)] )
d)\R()\’A) —igr}\ D= =—R(MA)".
Luego por induccién se tiene que:
dTL
(3—)\7) R(M\A) = (—1)"nlR( A A>w. (1.30)

Ademis:

(RO + A A)h— EXA)z _ /0 T(eM 1) e T ()eds.  (1.31)

Dado que:

[e‘ht — 1] e MT (t)x e ()

lim, h

(e—hth_ 1) eMT (1) 2

Tomando limite en (1.31) tenemos que:

S Mte-—(k—'w—lhl)t

d _ [T
a—xR()\,A)x —-/0 —te™ T (t) zdt.
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Después de n pasos, tenemos:

% [R(M A)z] = (—1)" /oo t"eMT () zdt, z€X, A>w. (1.32)
™ 0

Comparando (1.30) y (1.32) tenemos:
(=1)"nlR (), A" = (=1)" / 7 e T (1) zdt
0

R\ A = ;ll—, / :° t"e~MT (t) xdt

n 1 ® el -
= R()\,A) zm/ot le '\tT(t).’L‘dt
M e M (=1
n < n—l,(=A+wlit 4t <
= |R*(\A4)| < (n_l)!/o e ] <(A_w)n>
M
n AL\ g
= IR A S | X3

y la prueba es completa.

1.4.4. Lema: Sea A con D (A) el generador infinitesimal de un semigrupo

de contraccion. Entonces para cada z € D (A):
|(I +eA)z| < |lz]| +0(e) cuando e — 07. (1.33)

Demostraciéon: En la Afirmacién 6, del Teorema 1.4.3 probamos que

VA>w,A€p(A)y

R(MA)= /oo e T (t)zdt donde w; > w,
0

1S3 ()] < Me™™.
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Del hecho que el semigrupo es de contraccién, se tiene que M = 1y

w = 0; por lo tanto:

R()\ A) = /0 T e NT () zdt VA € (0, +00)

1RO, Ayl < [T e T @)l ade < [z
0

~—

>

~ IR A <

Sea € = A~! > 0, entonces:

-1 _ -1
|7 )| = ”(1 - é) _ (”A A) — % -4 <1, e>o0
(1.34)
Observe que para z € D (A) y € > 0:

(I+eA)z =(I+eA)(I—-cA)(I-cA) 'z=
=((I—cA)+eA(I -cA) (I —cA) 'z =
=((I—cA)+eA+e?A) (I -eA) 'z =
=(I -4 (I —cA) 'z

= I+eA)s=I-cA) 'z -e?A2(T—cA) 'z (1.35)

Probemos que:

e?A% (I —eA) 'z = ¢B.Az, donde B, = eA(t — e A) ™ (1.36)
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En efecto:
A(I—cA)(I—eA)™' = Az
= (A-—eA)(I—cA) 'z= Az
= ([—cA)A(I -eA)'z=Az
= A(l-cA)'z=(I—-cA) " Az
= A’(I—-cA) 'z=AI—-cA) " Az
= 2A2(I —eA) "o =e?A(I —cA) ' Az = eB.Ax

Por otra parte:

(I—(I—cA))=¢cA
= (I—cA) ' =T=cA(l —cA)™ =B, (1.37)

Luego de (1.34) tenemos que:
1Bl <2 (1.38)
Por (1.36) tenemos:
Jim || Beyll =lim [leA (7 —eA) g <lim el Ayl =0 VyeD(A).
Dado que el dominio de A es denso en X, se tiene que:
lim [|Byl =0 Vye X;

entonces

liI(I)1+ B.y=0 VyeX. (1.39)
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Finalmente de lo mostrado en (1.34), (1.35), (1.36) y (1.39), tenemos que:
(I —eA)z| < ||lz|| + € ||B:Az|| = ||z|| + 8 (¢) cuando ¢ — 0*

y la prueba es completa. [ |

1.4.5. Teorema: Asuma que:

i) Para cada t € [a,b] el operador A(t) con dominio D[A(t)] genera un

semigrupo de contraccion en el espacio de Banach X.

ii) z € Clla,b],X],z(t) € D(A(t)), es fuertemente continua con derivada

lateral derecha ', (t) tal que:
z, () =A)z(t), a<t<b
entonces ||z (t)|| es no creciente en t para t € [a, b].

Demostracién: De la definicién de 2/, (t) se tiene que:

z(t+e)—z(t)

—z, (t)“ =) sie > 0F
por lo tanto:
lz(@+e)—z@)[I—cA®)]] =p(e) sie — 0T

Usando el Lema 1.4.4 obtenemos:

e +e)ll < +eA@)]z @) +¢(e)

<lz@®l +¢(e) -
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Lo cual implica que ||z (¢)||’, < 0 para a < ¢ < b. Este hecho unido a que

por hipétesis z (t) es continua permite concluir que ||z (¢)|| es no creciente. W

1.4.6. Corolario: Bajo la primera hipétesis del Teorema 1.4.5 el problema

abstracto de Cauchy:

@—=A(t):v; a<t<b
dt (1.40)

z(a) =z, X,€ D[A(a)]
tiene a lo sumo una solucion en [a,b].
Demostracién: Sea z; (t) y z2(t) dos soluciones del sistema (1.40). Sea
z(t) = 21 (t) — z2 (t). Entonces 2’ (t) = A(t)z (¢) y z (a) = 0. Del Teorema
1.4.5 se sigue que ||z (¢)|| es no creciente en ¢t. Dado que z (a) = 0 se sigue

que z (t) = 0 lo cual concluye la prueba. ]

Como aplicacién del Teorema 1.4.3, considere X = Cp (—00,+00) el es-
pacio de las funciones continuas a valores complejos, las cuales tienden a cero

en el infinito. Considere la ecuacién del calor:

2
%%‘:g;—; y u(0,z) =up(z), —oo0<z<+o00.

Sea:

d
D(A) = {y € Co(—00,+o0) talquey A 8% son continuamente diferen- .

d2
ciales A Zi;% e X }
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D(A) = {y € Co (—00,+0) [y (z), % € C! (—00, +00)

d?y
A @ € C() (—OO, +OO)}
Definamos el operador A con dominio D (A) por:
d?y

Ay =5

A:DACX—X

Claramente, D (A) es denso en X y A es un operador cerrado en D (A).

La solucién de:

d2
<AI—A>y=Ay—d—xZ=uo(m>

en D (A) puede ser obtenida por el método de Variacién de los pardmetros

comao:

y(z) = (Zﬁ)_l /+°° e~ VEE=9)y (s) ds.

Usando la representacién integral de R (X, A) se sigue que || R (A, A)|| < 1.

Por lo tanto A genera un semigrupo de contraccién en X.
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El Problema de Cauchy No-Lineal

Consideremos el problema:

d";gt) —Au(t)+ f[tu(t)], u(t)eX (2.1)
u(0) = uo (2.2)

donde A genera el semigrupo {7'(¢)},, en X y X es un espacio de Banach.

2.1. Teorema: (Del Punto Fijo de Picard-Banach). Sea M un espacio
métrico completo, con métrica d. Sea oo < 1 y sea S : M — M, satisfa-

ciendo:

d(8"z, 5"y) < ad(z,y)

para algun entero positivo n y para todo x,y € M. Entonces S tiene un
unico punto fijo en M; esto es, eziste un unico xo € M tal que Szg = xy.

Demostracidn:

a) Para n = 1, sea 29 € M arbitrario y consideremos (z,)>, € M, dada
por z, = 5™ (o).
Veamos que (z,,).. , es de Cauchy. En efecto, tenemos que d (z,,, 2p41) =

d(S™ (z9),S™ (z1)) < a™d (zg, ;). Asi:

A (Tn, Tnsp) < A(Tn, Tnt1) + & (Tnt1, Tnt2) + - - - & (Tntp-1, Tnip)
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< [a" +a™ 4+ a”+”_1] d(zo, 1) =

= o" [1+a+...+a”_1]d(m0,m1)

n

(07

<
- 11—«

d(anxl)

por lo tanto lim d(zn, Zn+p) = 0, lo que quiere decir que (zn),~; es de

Cauchy. Dado que M es completo, se tiene que existe z € M tal que:

lim z, = z.

Luegd

S(@) =8 (Jm o0 ) =Jimy 8 (o) =i 212 =
es decir, = es un punto fijo de S.
Probemos ahora que es unico; para ello supongamos que existe otro,
sea y = S (y), entonces d(z,y) = d(S(z),S(y)) < ad(z,y); por lo
tanto debe tenerse z = y.

Probemos ahora para n > 1.

Supongamos, por induccién que S* (z) = z para un tnico z; entonces
Sk+l(z) =S (S’c (x)) = S (z) = z. Para probar la unicidad considere-

mos que y = S™ (y), entonces:

d(z,y) =d(S"(z),5" (y)) < ad (z,y)



Capitulo 2. El Problema de Cauchy No-Lineal 41

Entonces:

Lo cual finaliza la prueba. [ |

2.2. Observacién: Toda solucién de (2.1) - (2.2) satisface la ecuacién

integral:
u(t)=T(t)u0+/0tT(t——s)f(s,u(s))ds, t>0. (2.3)

Dado que las soluciones de (2.3) en general no son diferenciables, no toda

solucién de (2.3) es solucién de (2.1) - (2.2).

2.3. Definicién: A las soluciones de (2.3) las llamaremos soluciones mo-

deradas de (2.1) - (2.2).

2.4. Teorema: (Existencia Local). Sea Q@ C X un abierto y up € .
Sea f: R" x Q — X una funcidn continua, la cual satisface la siguiente

condicion de Lipschitz:
VT € R, existe k =k (1),
tal que:
If ¢2) - F&yll <kllz—yll, para0<t<7, z,y€Q

Entonces para T suficientemente pequefio, existe una Unica solucion mo-

derada de (2.1) - (2.2) definida en [0, 7).
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Demostracién: Sea 7 > 0, consideremos el espacio de Banach Y = C ([0, 7], X).
Sea E = B (ug,p) C (2, la bola de centro ug y radio p > 0 contenida en .

Definamos el siguiente espacio métrico completo:

M = {vey\v(o)=u, v(t)eE, tel0,7]}

{vey\v(o)=u, [v@®<p tel0]}

I

Definamos el operador S : M — Y, mediante:
t
Su(t) = T(t)u0+/0 T(t—s)f(s,u(s))ds, tel0,7].
Sean M y W tales que ||T (¢)|| < Me“t,t > 0. Entonces:

HS’u—Sva = sup ||Su(t)— Sv(®)| =

o<t<T

<

= sup
0<t<r

/OtT (t - S) [f (S,’U, (3)) - f (S, v (S))] ds

< sup Me’”T/Otk(T) lu(s) — v (s)|lds

0<t<r

< Me”k(r)T|lu—2l, Yu,veM
Asumiendo que k (7) estd acotada, tenemos que:
lim Me*"k (r)T=0;

en particular Me*"k (1) 7 < 1 para 7 suficientemente pequeiio. .
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Asi §: M — Y es una contraccién. Veamos que SM C M. En efecto:

<

T(t)uo—i—/otT(t—s)f(s,u(s))ds—uo‘

[Su—uoll, = sup
o<t<r

< sup ||T(t) up — uo|| + sup
o<t<r o<t<r

t
/ T(t—s)f(s,u(s))ds
0
=Ji1 (1) + J2 (1) (2.4)
a) Dado que lir% T (t) uo = ug, existe §; > 0 tal que:

1T (£) wo — wol] < ’5’, site0,6).

b) Por otra parte:

/;T(t—-s)f(s,u(s))ds

Jo(T) = sup <

0<t<r

< [T @ =)l (s,u ()l ds <

< Mev sup ||f (s,u ()7 <
Sel0,7]

< TMe“’t{ sup || f (,uo)ll + & (7) sup |lu(t) - UO”}
0<t<r 0<t<r
Asi:

lim J(7) =0,

T—0t

por lo tanto existe 65 tal que:

I (7)|| < g si T < 6.
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De a) y b) se concluye que SM C M si 7 es suficientemente pequeno.
Por el Teorema 2.1 podemos asegurar que S tiene un dnico punto fijo, es

decir, existe u (t) € M tal que:

u (t) =T(t)uo+/0tT(t——s)f(s,u(s))ds.

2.5. Teorema: (Existencia Global). Sea vp € X y f: Ry x X — X
satisfaciendo la siguiente condicién de Lipschitz: para todo T > 0 existe una

constante k = k (1) tal que:
If tz) - FEl <kllz-yll YO<t<7 zyelX.

Entonces (2.1) - (2.2) tiene una unica solucién moderada en R™.
Demostracién: Sean S, M y W como en la prueba del teorema anterior.

Probemos primero la siguiente afirmacién:

[ME () e“ t]"
nl

5™ (u(t)) = S™ (v (NI < lu—vfl, t>0, w,veC([01],X)
(2.5)
Sin pérdida de generalidad podemos asumir que & (7) es no decreciente.

Para n =1 la ecuacién (2.5) es vélida, por la demostracién del Teorema

2.4. Supongamos que vale para n = k y probemos para n =k + 1:
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|55 w @) - 54 w @) = |5 (8* (@) = S ($* w 2)) ] =

_ HT (t) S* (uo) + | :T (t = 5) f (5, St (5)) ds — T (£) S*v (0) —

—/ (t—s)f sSkv(s))ds =

:T(t—s) [£ (5,S*u(s)) = f (s, 8%v(s))] ds

< MevT /: k(7) ”S’“u (s) — Skv (s)” ds <

t [Mk () e*" s]*
DI oy o) a5 =

t Gk
= Mk (M [ S5 llu— vl ds

< Me“k (7')/

Ast:

54+ w6~ 54 ()] = ek (I gy sl
E+1!

Sea 7 > 0 fijo y arbitrario. Entonces podemos elegir n suficientemente
grande, tal que:
Me* k(1)

o= —" <1.
nl

Por lo tanto, S posee un tnico punto fijo lo cual implica que el problema
(2.1) - (2.2) tiene una dnica solucién moderada definida en [0, 7]. Dado que

7 > 0 es arbitrario, el resultado es vélido en IR™. |
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2.6. Teorema: Supongamos que f : R, X X — X es continua y

satisface la siguiente condicidn: V¢ > 0 existe k (c) tal que:
If Gt z)—fEpl<k()llz—yll, 0<t<ec, [z|<c, [yl <e

Sea u € C([0,7], X) una solucion moderada de (2.1) - (2.2), con T < co.

Entonces:

a) (Unicidad). Para cada 7 > 0 existe una tnica solucion moderada

definida en [0, 7).

b) (Extensidn o Ezplotacion). Ocurre una de las siguientes alternativas:

b.1) Exziste una solucidn moderada sobre R, ¢

b.2) Eziste T > 0 tal que hay una solucién moderada u sobre [0, 7) tal
que:

lim ||lu(t)| = oo.

t—1—

Demostracion: Por el Teorema 2.4 sabemos que para cada uy € X existe
una Unica solucién moderada en [0, €) para algin € = € (ug) > 0 lo que prueba
a).

Sea 7 = sup {t \ existe una solucién moderada en [0,%)}.

Si 7 = oo la prueba es completa.

Supongamos que 7 < oo y sea u la solucién moderada en [0, 7) entonces u

no es solucién en [0, 7] pues si lo fuera, por la parte a) existirfa una solucién
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v (t) del problema:
v (t) = Av + f (¢,v ()

v(0) = u(7) para [0,&p)
y luego haciendo u (t + 7) = v (t) encontrariamos una solucién moderada de
(2.1) - (2.2) en [0, 7 + €p) contradiciendo la escogencia de 7.
Supongamos ahora que 7:1_1)121_ |lu(t)|| < oo, entonces existe una sucesién

{tn}o, que converge a 7 por la izquierda tal que:
¢ =sup |lu(t,)|| +1 < oo.
n

Dado que existe un k tal que ||f (¢t,z) — f (¢, v)|| < k|lz —y| si ||z,
lyll < D= Me“c+c,yt <7+1 (donde M y W son como antes) entonces:
If @2l <P+ I (0) = f (el <

< sup ||f(#0)]|+kD=L<oosi ||z|| < D.

To<t<r+1

Asi, como en la prueba del Teorema 2.4 se tiene:
tn+t .
Sov (t) = T () u (ta) +/ T (tn+t—s) f(s5,0(s))ds
tn
para0 <t< §,y v € M,, donde:
M, =C (tn,tn + 6] ,{z € X\ ||z|| < D}).

Por razonamiento andlogo al realizado en la demostracién del Teorema
2.4 tenemos que S(M,) C M, para § > 0 lo suficientemente pequefio,
independientemente de n. Se prueba ademds que S es una contraccién, por

lo tanto posee un punto fijo v, € M,,.
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Sea:
u(t) para0 <t <t,

v(t) =
vn () parat, <t <t,+0.

Entonces v (t) es una solucién moderada en [0,t, + 6] y t, + 6§ > 7 para n
suficientemente grande, por unicidad tenemos v (t) = u (¢t) para 0 < t < T;

lo cual contradice la escogencia del 7; por lo tanto debe ser:

lim [Ju (¢)]| = oo.

t—7—



Capitulo 3
Existencia y Estabilidad de Soluciones
Acotadas de la Ecuacién

w+A(m)w=F(t,w,P), teR, welR"
(3.1)

En este capitulo estudiaremos la existencia, estabilidad y periodicidad
de soluciones acotadas de la ecuacién (3.1), donde el término no lineal es
lo suficientemente "bueno” para garantizar la existencia de dicha solucién;
ademés probaremos que si P es tal que la aplicacién t — F (¢t,w (¢),P) es
casi-periddica para toda w (t) casi-periédica, entonces la solucién también lo
es. Al final del capitulo aplicaremos estos resultados para establecer condi-
ciones que nos permitan garantizar la existencia de una solucién acotada
de un modelo matemético de fotoconductividad no auténomo [11], el caso
auténomo ha sido estudiado en [12]; también estudiaremos ecuaciones del
tipo:

w" + cw' + dAw + kH (w) = P (t).

Ver [9], como por ejemplo el puente en suspensién de Lazer y McKenna o el

modelo de Sine-Gordon.
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3.1 Hipdtesis

Estudiaremos el sistema de ecuaciones (3.1) sujeto a las siguientes condi-

ciones:

a) n € (My,h1); P € (Ma,hy), donde M; es un espacio métrico para
1 = 1,2 con métrica h; .

b) A(n) es una matriz n X n continua en 7).

¢) F: R x IR" x M, — IR" es una funcién continua, tal que F (¢,0, P) es
acotada.

d) Existen:

i) B: My — (0,+00) continua.
ii) Proyectores {P (n)},cy, en R", tales que:
P(n) A(n) = A(n) P (n)

le=4@P (n)|| < Me—P, t>0, M>1

le=4@ (1 = P ()| < MefP, t<0, M>1.
3.2 Existencia de Soluciones Acotadas

3.2.1 Definicién: Sea Q (n) =1 — P (n). Definimos la funcio’h de Green:

e~ AME=sIp(n), sit>s

G, (t,s) = (3.2)
—e~AME=s)Q (n), sit<s.
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3.2.2. Proposicion:

oM
[3 B(n)

Il/ tsds

Demostracién:

“/ tsds

t
< ” / e~ Am(t=9) P (1) ds —emAM-9Q (1) ds

< / " Me P94 + / T MePm-9gs —
- t

-/ T Metmkgk 4 [© MePkgk =
0

||
Sea W, = C, (IR, IR") el espacio de las funciones continuas y acotadas

definidas en IR, tomando valores en IR", con la norma del supremo:

|lwll, =sup lw@®ll, weWs (3.4)
telR

Denotemos por B, y Bz las siguientes bolas en los espacios IR" y W, respec-

tivamente:

= {w e R"/|lw| < p} | (3.5)

= {w € Wi/ |[wl|, < p}. (3.6)
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3.2.3. Lema: Sea w € W, y consideremos p > 0 tal que p > |lw||,; supon-
gamos que en el entorno R x B, x {P} C R x IR" X My, F es Lipschitz en

la segunda variable con constante L,; entonces w es solucidn de (3.1) sii:

~+o00
w(t) = / G, (t,s) F (s, w(s), P)ds. (3.7)
Demostracion:

Si w (t) es solucién de (3.1), entonces, por la férmula de variacién de los

parametros tenemos que:

i
w () = e ANy (1) 4 [ e ADNIF (5,0 (s), P) ds.

to

Por hipétesis tenemos que
vl =PMwO+QMuwE, (8
Luego:
P()w(t) = 40P w(te) + [ eANIP (1) F (s, (s), P)ds.
(3.9)

Dado que
”e-A(n)(t—to)P (m) w (tO)“ < MePm)(t—to) lw (o)l

se tiene que:

lim “e‘A(”)(t—t°)P(n)w (to)” =0.

tg——00

Por otra parte tenemos:
IF (s,w(s), P)| < |F(s,w(s),P)—F(s,0,P)|| +|F (5,0, P)|| <

< L llw () + Ly < pL, + Ly
(3.10)
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donde L, es una constante tal que ||F (s,0,P)|| < L,. Luego la integral

t
impropia / e~ AME=) P (n) F (s,w (s), P) ds existe.

-—00

Tomando limite cuando ty — —oo en (3.9) tenemos que:

Pnw()= [ e ADCIP () F(s,w(s), P)ds.

Andlogamente se prueba que:
+o0
Qw(t)= [ —e A0EIQ (1) F (s,w(s), P)ds.
t
Asi, de (3.8) se sigue que:

w(t) = /t =AM P (1) F (s, w (s), P) ds +

—co

[T e A0 (n) F (s, (s) , P)ds.

Entonces

w(t)=/_+°°a,, (t,5) F (s,w (s) , P) ds.

o0

Reciprocamente supongamos que w es solucién de (3.7). Entonces:

w(t) = /t e AME=)p (n) F (s,w (s), P)ds +

—00

+ /t+oo —e~ A5 (n) F (s,w(s), P)ds

Por otra parte:

t
[ e AP () F (s,w(s), P)ds =

0 t
= / e~ AME=IP (n) F (s,w (s), P)ds + / e~ A=) P (n) F (s,w (s), P)ds
—oo 0
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Del mismo modo:

/+°° —e~AME=2)Q () F (s, w (s) ,P)ds =

t

+o0 t
= /0 —eANE=IQ () F (s, w (s), P) ds—/ —e~AME=IQ () F (s,w(s), P)ds
0
Por lo tanto
+o0
/ G, (t,5) F (s,w(s), P)ds
0 ¢
= / e~ AME=)P (n) F (s,w (s), P)ds + /0 e~ AME=)F (s, w (s), P) ds+
+oco
+ [ e ADEIQ (n) F (s, (s), P) ds

= [[* AP () F(s,u(s), Pds+ [T ~ADQ ) F (s,w(s), P)ds| +

t
+ / e~ AN F (5. (s), P) ds.
0
(3.11)

Dado que:

= /iw eAMsp (n) F (s,w(s),P)ds+ /:oo —eAmsQ) () F (s,w (s), P) ds.
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Se tiene de (3.7) y (3.11) que
t
w (t) = e~ AMiy (0) +/ e AME-F (s, (s), P) ds.
0

|
A continuacién presentaremos uno de los principales resultados de este

capitulo.

3.2.4. Teorema: Supongamos que para cierto p > 0 se tiene que:

i) En el entorno IR X By, x {P} C IR x IR" x M, F es Lipschitz en la

segunda variable con constante L,.

il) Dado P € M, existe n € M tal que

(8(n) ~2MLy)p

0 < L, =sup ||F(t,0,P)|| < i

te

(3.12)

Entonces la ecuacion (3.1) posee una inica solucion acotada wy (t).

Mds ain ||lwy (t)]| < p, t € R.

Demostracién: Para probar la existencia y unicidad veamos que el siguiente

operador posee un tnico punto fijo en B%. Sea T : B> — W, como sigue:
+oc0
Tw (t) = / G, (t,8) F (s,w(s), P) ds.
Entonces:

|Tw (£)]] = “/_:” G, (t,5) F (s,w (s), P) ds
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Sabemos por (3.10) que | (s,w (s), P)|| < L, ||w (s)|| 4+ Ly, luego usando

(3.12) se tiene:
ITew @ < Eollw @)+ L) [ 16 s)lds <

< (Lol ()] + Ly) [?T",f)

< (PLp‘*‘Lp)B'z—(A‘% <p.

Asi, Tw (t) € B%,Vw € Bt

Consideremos ahora w;, ws; € BS. Entonces:

Tw; () — Tws (8)]) = ” / ’:: G,y (t, ) [F (5,1 (), P) — F (s,wy (s), P)] ds

< 77 Ll (5) = wa ()G (5 5)] 05 <

2M
< 2= Lo |lwi — wyl|, .

~ B(n)

2ML,
B (n)

que T es una contracciéon. Usando ahora el Teorema del Punto Fijo de

La condicién (3.12) implica que < 1; lo cual nos permite concluir

Banach, podemos asegurar la existencia de un dnico punto fijo:
+00
wy (8) = T (wy (£)) = / G, (t,s)F(s,w(s),P)ds.  (3.13)

Luego por el Lema 3.2.3 concluimos que wj (t) es la tnica solucién acotada
de (3.1), tal que |Jws (2)|| < p. [ |

El siguiente teorema constituye el resultado principal de este capitulo.

<



Capitulo 3. Existencia y Estabilidad de Soluciones Acotadas... 57

3.2.5. Teorema: Supongamos que F' es globalmente Lipschitz en la seqgunda

variable con constante L y que para algin n € Mjy;
(B(n) —2ML)>0.

Entonces para cada P € M, existe una tnica solucién acotada de (3.1).

Demostracién: Para p; > 0 suficientemente grande se tiene que:

B (n) —2ML>
oM pr

0<L,< (
Por otra parte, la condicién #(n) — 2ML > 0 es independiente de p.
Entonces por el teorema anterior se tiene que para cada p > p; existe una

unica solucién de (3.1) en Bf,; como B, C B,, si px < p, se sigue que existe

una tnica solucién acotada de (3.1) definida en todo IR. ‘ |

3.2.6. Corolario: Supongamos que F (-,w(-), P) es globalmente Lipschitz
en la segunda y tercera variable, con constante de Lipschitz L, y que para
algin n € M, se tiene que B (n) —2ML > 0. Entonces la dnica solucién aco-
tada W, dada por el Teorema 3.2.5 depende continuamente de P € (M, hy).
Demostracion: Sean P, y P, en M; y w;,w; las respectivas soluciones

dadas por el Teorema 3.2.5. Entonces:

us ) = we @l = |7 Ga(t9) [P (5,01 (5), ) = F (5,05 (s), Po)} ds

+o0
< /_oo L {llw1 (8) — w (s)|| + he (P1, P2)} |Gy (¢, )| ds.

<
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Luego:
2ML 2ML
lwi (-, Pr) — wa (-, P)]| < B [lwy (- P1) — wa ('>P2)||+m (h2 (P1, P2)) .
Asi:
2ML
P — ws (- <8,
lwi (-, Pr) — wa (-, Po)|| < 3(n) —2ML 2 (P1, P2)
lo cual finaliza la demostracién. [ ]

3.2.7. Lema: Sea P € (My, hy) tal que la aplicacidn g (t) = F (t,w(t), P)
es casi-periddica para toda w (-) casi-periédica. Entonces la inica solucion
acotada de la ecuacién (3.1) dada por el Teorema 3.2.5 es también casi-
periddica.

Demostracién: En esta prueba vamos a usar un resultado que se debe a S.
Bohr, el cual establece que una funcién f € C (IR, IR") es casi-periddica sii el
Hull de f, (H (f)) es compacto en la topologia de la convergencia uniforme;
donde:

H(f)y={f-t€R}), f(t)=f(t+7), teR

Dado que el limite de una sucesién uniformemente convergente de fun-
ciones casi-periddicas es casi-periddica, entonces el conjunto A- P de funciones

casi-periédicas en B} es cerrado.

Afirmacién: La contraccion T, dada por el Teorema 3.2.4. deja invariante

al conjunto de las funciones A- P en B. En efecto, sea:
p

L) =T w() =/::oG,,(t,s)F(s,w(s),P)ds, w()e (A-PnBY).
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Vamos a probar que H (L) es compacto en la topologia de la convergencia
uniforme. Para ello consideremos:

LTk (t)=L(7k+t)‘_“/+°°G7)(Tk+t’3)g(3)ds

—O0

donde g (t) = F (¢t,w (t), P) . Entonces:

+o0

Gy (T +t,5+7)g(s+7)ds =/ Gy (T +t, 8+ Ti) g, () ds.

—00

L, () =/+

-0

Dado que g (t) es casi-peri6dica, el Hull de g es compacto, por lo tanto
existe { g }oo convergente la cual ”genera” una subsucesién {L }oo
ki Jj=1 ki Jj=1"

Consideremoa ahora:

+00
/_ Gy ('rkj +t, 7k + s) 9, (s)—

Lo, )= L, ®)] = |

+o0
— G, (Tkp + ¢, 7, + s) In, () ds|.
0

Observemos que:

G, (Tkj +t, Tk, + s) =G, (Tkp +t, 7%, + s) =G,(t,s).

Entonces:
+o0
|2, @) = Loy @ < 7 o, () = 9, ()] G 2, ) s <
< 2M
~ B 7, ™ Gy || -

Ast:

lim L., ()= L., &)=0.

Jp—r+00
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Por lo tanto, el Hull de L es compacto, lo que indica que L (t) es casi-
periédica; sabemos ademés que L (t) es una contraccidn, lo cual nos permite
asegurar que el unico punto fijo de L (t) en Bg pertenece al conjunto de las
funciones casi-periédicas. Asf, la tinica solucién acotada w, (t) de la ecuacién

(3.1) dada por el Teorema 3.2.5 es casi-periddica. [ |

3.2.8 Corolario: Si P(n) = Id entonces la solucién dada por el Teorema
3.2.4 es localmente asintéticamente estable, y la dada por el Teorema 3.2.5
es globalmente asintdticamente estable.

Demostracién: Probemos primero la estabilidad local bajo las hipétesis de
3.24.

Sea wj, € BY solucién de (3.1); luego:

t
wy (t) = e~ AMEt)y, (o) +/ e AME=) B (5w, (s), P)ds
0

P

y consideremos cualquier otra solucién w (t) de (3.1) tal que |w (0) — w; (0)]|< R

Entonces ||w (0)|| < 2p. Durante el tiempo en que ||w (t)|| es menor que 2p,

tenemos la siguiente estimacién:

lw (@) —ws O] < [Je= 4D - fJw () — ws (o) | +

+ /:) ||e—A(n)(t—3) [F (s,w(s),P)—F (s, wy (8) , P))| ds“
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lw (t) = ws (O] < Me~P fw (0) - w, (o) | +
t
+ [ MeTOEIL, [lw (s) - wy (5)]] ds =
= Me?™" |w (0) — wy (0)]| +

+Mep : B3 L, [lw (s) — wp ()] ds.

Por lo tanto:
0w (8) = wy ()] < M 1w (0) = ws (0)]| + [ MLpe®™* 0 (5) — wy ()] ds.

Luego, por la desigualdad de Gronwall’s tenemos:

S fu (&) — wy ()l < M Jlw (o) — wp (0)]] o 24502+
Lo cual nos permite obtener:
llw (£) = wy (1)]] < M Jlw (0) — wy (o) || Fe=P vt € [0, 8]
donde t; estd dada por:
t; = sup {tAG Rtq ||lw(t)]| <20 Vte [O,f)}.
De la ecuacién 3.12 tenemos que ML, — 3 (n) < 0; por la tanto
lw () = wy ()] < M ||w (0) — ws (0) | < &.

2

Tenemos que ||w (t1)]| =2p 6 t; = +o0.
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Si |jw (t1)|] = 2p entonces:
p
o ()l < £+,

lo cual no lleva a una contradiccién. Por lo tanto ¢; = +o00. Asi,

w(t) € By, Vt2>0. Luego:
lw (£) = wy (2)]| < eMEP |l (0) — wy ()|, £ 20,

lo cual prueba la estabilidad asintética local.

Para probar la estabilidad global, consideremos w;, € C (IR, IR™), entonces
existe p > 0 tal que w, € B; dado que ML — 3(n) < 0 independiente de p,
donde L es la constante de Lipschitz, se sigue, por razonamiento anélogo al

anterior que:

llw (£) = wy ()] < llw (0) — ws (o) MEPDE, vt > 0.

Luego:
Jim [ (8) = ws (&) = 0
lo cual prueba la estabilidad asintética global. |

3.3 Aplicaciones

3.3.1 Modelo de Fotoconductividad

En esta parte estudiaremos el siguiente modelo matemaético para procesos

de fotoconductividad no auténomo en semiconductores intrinsicos; el caso
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auténomo fue estudiado en [12]. Probaremos que bajo ciertas condiciones
existe una tnica solucién acotada local.
El modelo en cuestién es el siguiente:
¥ =G()—azx(R—y)—cx+vy.
Y =az(R—y)—6yz —vy. (3.14)
2 =G (t) — byz — dz.
Donde:

a) ¢y d son las velocidades de captacién de electrones y huecos.
b) R es el nimero total de trampas en el sistema.
c) y(t) es el nimero de trampas ocupadas en el tiempo %.

d) «a es la probabilidad de captura de electrones de las bandas de con-

duccién a las trampas.

e) v es la probabilidad de expulsar los electrones desde las trampas a las

bandas de conduccién por exitacién térmica.
f) 6 es la constante de recombinacién para la captura de electrones.

g) z (t) representa los electrones excedentes que contribuyen al proceso de

fotoconductividad.
h) z(t) son huecos excedentes que contribuyen al proceso.

i) G (t) es la velocidad de fotoexitacién de las cargas.
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El modelo presentado en el sistema (3.14) corresponde a una ecuacién del

tipo:
w=—-A(m)w+ F(w)+ P(t) (3.15)
para
—(aR+c¢c) v O
—A(n)=( aR -y 0 )
0 0 —-d

Y (G(t))
n=|c lem P@t)=| o

R G ()

d

F(w) = ( —axy — byz ) w(t) =(z(t),y(t),z(t).
donde (3.15) es una ecuacién del tipo (3.1) haciendo
F(t,w,P)=F(w)+P(t); P(t)eC(R,R
Existencia de Soluciones

Los autovalores de —.A (n) son:

(aR+c+’y):i:\/(aR+c+’y)2——4(c7)
2

A=—d, A=-

y se observa que el espectro de —A (n) tiene parte real negativa, por lo tanto

P (n) = Id,

| (@R+cH+7) —/(@R+c+7)* —4(cy)
ﬂ(n)=mm{d, . }
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y se cumple que

“e—A(n)t” < e=Pmt,
Tenemos ademés que:
F(t,w(t),P) = (azy + G (t), —azy — byz, —byz + G (t))

es localmente Lipschitz con constante L, = 4kp donde k = max {|/, |6]}.
Luego, el Teorema 3.2.4 nos permite asegurar que si dados
G(t) c C(R,R) y n € R®, se cample que

0 <sup d(0,G (t)) < (B (n) — 8kp) p
telR 2

entonces (3.14) tiene una tnica solucién acotada.

A continuacién se presentan dos simulaciones correspondientes al mo-
delo (3.14) para valores iniciales positivos; observamos que las dérbitas se
mantienen en el primer octante; lo cual nos permite ”intuir”’ que la solucién

acotada que garantizamos es positiva.
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e 1 o
Simulacion

Para la Primera Simulaciéon: Consideramos los sipuientes valores.

G(t)=(sent) - 10°®%  R=5x10" ¢=10x10% d=1,5x10"

a=2"5x10"° §=10 1% 5 =10,83
x10°
e o
1054 ... ..
10 ...
™
o5 .
9 ...l
8.5
15
x 10 "y 75 8 85 9 05 10
Y Figura 1 X x10°
4
x 10
14 T T T — T L T Y T
. \/ N . - ..
LT / , B
2 \\./ \/ \/ \\‘ 7 \,/ \ /\
8
S ) ]
]
08f () 1
1 L L] ) 1 1 1 1 i
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Figura 2 liempo

Figura 1. Orbita, Figira 2. Grilicas de X (1), Y () v Z (1)
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Para la Segunda Simulacion: Consideremos

G(1)=0,1

a=0,4x10"

0.5
0114

It -3 ~ 1on 0.° o — 0.8

¢

&= 0.6 v - 0.9

cond. iniciales [x, y, z)=(0.1, 0.1, 0.1)

-

005 . o

0.1
0.095

0.09.]

0.25

0.2
Figura 3

soluciones

x(t)

y()

o

0

Figura 3. Orbila,

Lo

10

30

40

50
Figura 4

60

20 70 100

tiempo

Fipura 4. Grifica de X (1), Y () y Z (1)
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3.3.2 Ecuacién de Segundo Orden con Difusion

En esta parte vamos a estudiar el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

con difusién:
v +cu +dAu+kH(u)=P(t); veR", teR (3.16)

donde ¢, d y k son constantes positivas; H : IR® — IR" es una funcién
localmente Lipschitz; P : IR — IR es una funcién continua y acotada; A es
una matriz n X n cuyos autovalores son positivos y semi-simples.

Para realizar este estudio, escribiremos la ecuacién (3.16) como un sistema

de ecuaciones diferenciales de primer orden
w+ A w+kH (w) =P (t) (3.17)

efectuando los siguientes cambios

u =, w=<z> H(w)z(H(zu)
40 (an ai) P0=(ry),, 1=

La ecuacién (3.17) corresponde a una ecuacién del tipo (3.1) haciendo
F(t,w,P) =P (t) — kH (w).
Probemos a continuacién que las hipétesis de la Seccién 3.1 se satisfacen:

1) n€ R, P e G, (R, R™).
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2) F(t,w, P) es una funcién continua debido a la continuidad de las fun-

ciones H y P, més aun, F (¢,0, P) es acotada ya que P es acotada.
3) A es una matriz 2n X 2n continua en 7.

4) Con el fin de verificar que se cumple la hipétesis (e), enunciaremos los

siguientes resultados cuyas pruebas se encuentran en [9].

3.3.2.1 Teorema: Supongamos que c # 24/dX;, j = 1,2,...,p; A; los au-
tovalores de la matriz A(n). Entonces la matriz exponencial e~ At de la

matriz A(n) de (3.17) puede ser escrita como:

P , ;
ey = Y {0, (j)w + 204Q, ()},
j=1

w € W=R"xIR", teRR

donde
—cE4/c? — 4d);
p(]): 2 ]7 j=1a2a"-7p) )‘JEU(A)
y

{Qil):i=1,2)",

es un sistema ortogonal de proyectores en W.

3.3.2.2 Corolario: El espectro o (—A(n)) de la matriz —A(n) estd dado

—ct,/c? —4d);
U(—A(n) = ! j=1)2)

- )

2

por:

ceey P
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3.3.2.3 Corolario: Bajo las hipdtesis del Teorema 3.3.2.1 tenemos que

“e—A(ﬂ)t” < e—ﬁ(n)t, t>0

donde
—c+y/c? — 4d);
—B(n)=maX{Re(pj)=Re< 5 ’), i=1,2,..p i=1,2}

De los resultados anteriores concluimos entonces que se cumple (e) para

P(n) = Id.

A continuacién enunciaremos dos teoremas que facilitan el estudio de

ecuaciones del tipo (3.16).

3.3.2.4 Teorema: Supongamos que H (w) es localmente Lipschitz con cons-
tante L, en B,. Entonces existen constantes c y d tales que (3.17) posee una
solucidn acotada asintéticamente estable en IR. Mds ain, |w (t)] < p,

te R.

Demostracion: Del Corolario 3.3.2.3 tenemos que

8.(n) =min{Re (Ci Ve _4‘“") /2 € a(A)};

2

por lo tanto, siempre es posible encontrar 7 = ( 2 ) tal que (8 (n) — 2L,)>0.

Asi, dado P € C, (R, Rzn) existen 7 € IR* y p > 0 tales que

B(n) — 2L, p.

sup || (¢))] < =

te
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Por lo tanto, el resultado se sigue del Teorema 3.2.4 y del Corolario 3.2.8.

3.3.2.5 Teorema: Supongamos que H (w) es globalmente Lipschitz. En-
tonces existen constantes ¢ y d tales que (3.17) posee una unica solucién
acotada asintéticamente estable.
Demostracion: Dado que 3 (1) es como en la demostracién anterior; existe
n € IR? tal que (B (n) — 2L) > 0, donde L es la constante de Lipschitz; luego
para p > 0 suficientemente grande se tiene que

sup [|P(t)|| < (B(n) —2L)p

te
y el resultado se sigue del Teorema 3.2.5 y del Corolario 3.2.8. [ |

Como aplicacién de los teoremas anteriores veamos dos ejemplos cuyo

estudio se hace a través de la ecuacién (3.16).

3.3.2.6 Ecuacién de Sine-Gordon: La ecuacién de Sine-Gordon con

condicién de Dirichlet, estudiada en [9] est4 dada por:

U + CUy — AUy, + ksenu = P(t,z), 0<z<L, t€RR
(3.18)
u(t,0) =wu(t,L) =0,

donde ¢, d, k son constantes positivas y P : IR x [0, L] — IR es una funci6én

continua y acotada.

Una discretizacién espacial de (3.18) es un sistema de N + 1 ecuaciones
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de la forma
ul +cul+d [2u: (8) = u;H — i) + ksenu; = P (t)
h (3.19)
up (1) = un+1(t) =0
donde u; = u(z:, ), Pi (t) = P (t,21), 7: = —=
T T 2y Y)y 42 - ,1,1—N+1-
Consideremos ahora @ = (u;,us, ..., un), entonces (3.17) puede escribirse

como (3.16). Es decir,

v+ cu' + dAu + kH (u) = P (t)

donde
2 -1 0 0 )
-1.2 -1 0 0
0 -1 2 -1 0 0
A=h? 0
-0
. . . . -1 -2 -1
\ 0 0 - - 0 -1 2
senu,
senug
H(u) =
senuy

Dado que H (u) es globalmente Lipschitz, por el Teorema 3.3.2.5 podemos
concluir que para cada discretizacién de (3.19) existe una tnica solucién

acotada asintéticamente estable.
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3.3.2.7 Modelo del Puente en Suspensiéon Propuesto por Lazer y

McKenna: La ecuacién que describe este modelo, el cual ha sido estudiado
en [7] y [9], es la siguiente:

utt+cut+dummz+ku+=P(t,x), O<IE<L, te R
(3.20)

u(t,0) =u(t,L) =tz (£,0) = upe ((,L) =0, t€R
donde ¢, d y k son constantes positivas, P : IR x [0,L] — IR es continua y
acotada.
Una discretizacién espacial para (3.20) serd un sistema de N+1 ecuaciones

de la forma;

[wima — 41 + 6u; — duiqy + Uis)
hA

(u;’-i—cu;—{—d

d
J u'1'+cu'1+EZ[“4U0+6U1—4u2+U3]+kH(“1)=P1(t)'

d
u?(, + cu'N + }1_4- [’LLN._2 —4uy_1 + 6uy — 4uN+1] + kH (uN) = Py (t) .

L u(t,0) =u(t,N + 1) = uzy (¢,0) = uye (¢, N+ 1) =0,

(3.21)
1L L
dond i = (Z4, 1), F;(t)=P ist) s = X7, 19 =% 1
nde u; = (z;,t) (t) (zs,t), = N+l h Nl
Haciendo @ = (u,,...,uy) obtenemos, como en el caso anterior, que

(3.21) puede ser escrita como (3.17). Es decir,

u'+cu +dAu+kH(u)=P(t), veR", teR

+kH (u) =P (t), i=2,..
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donde
uf
i P (t)
H@w)=1{ . P(t) = :
uﬁ Py ()
(5 -4 1 0 - 0
-4 6 -4 1 0 0
1 -4 6 -4 1 0 0
0 1 -4 6 -4 1 0 0
A=dn* Co :
. . . .0
1 -4 6 -4 1
Ce e 1 -4 6 —4
\ 0 - - - . 0 1 -4 5

Dado que H (u) es globalmente Lipschitz, por el Teorema 3.3.2.5, existe
para cada discretizacién de (3.20) una tinica solucién acotada asintéticamente

estable.



Capitulo 4
Existencia y Estabilidad de Soluciones
Acotadas de la Ecuacién Abstracta

w+An)w=F(@{,w P), teR, weW

(4.1)

En este capitulo, extenderemos los resultados del capitulo anterior, al
caso de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias en espacios de Banach de di-
mensién infinita. Especificamente, demostraremos que bajo ciertas condi-
ciones, la ecuacién abstracta (4.1) posee siempre una solucién moderada aco-
tada; también estudiaremos la suavidad de dicha solucién y presentaremos
algunos casos en que esta solucién es clasica. Donde n € My, P € My, W es
un espacio de Banach; M; y M, son como antes, espacios métricos, A (1) un
operador no acotado en W, el cual genera para n € M; un grupo fuertemente

continuo, y F': IR x W x M, — W una funcién continua.

4.1 Hipotesis

1) F es globalmente Lipschitz.

2) Existen constantes 3 (1) y a (n) tales que el grupo {T, (t)},50 generado
por —A (n) cumple:
2.1) ||IT,, ®)|| < e Pt ¢ > 0.

2.2) |IT, (t)|| < et ¢ < 0.



Capitulo 4. 76

3) Para P € M, la aplicacién t — F' (t,0, P) es acotada en IR.

4.2 Existencia de una Solucién Moderada Aco-
tada

En esta seccién probaremos la existencia y estabilidad de una tinica solucién

moderada acotada de (4.1).

4.2.1. Definicién: (Solucién Moderada). Por una solucién moderada de la
ecuacién (4.1) con condicién inicial w () = wy, wo € W, entendemos una

funcién dada por:
t
w(t) =T, (t — to) wo + j{ T, (t — s) F (s, w(s), P) ds. (4.2)
0

Consideremos el espacio W, = €}, (IR, W) el espacio de Banach de las
funciones continuas y acotadas definidas en IR, tomando valores en W, con

la norma:

W, = sup{llw@llw, teR}, weW.

Una bola de radio p > 0 y centro cero en este espacio estd dada por:

B, = {w e Wy/ |ws < p}

4.2.2. Lema: Sea w € W,,. Entonces w es una solucidn moderada de (4.1)

st y solo si w estd dada por:

w(t)=/_t T, (t— ) F (s,w(s),P)ds, te R. (4.3)
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Demostracion:
Supongamos primero que w () es una solucién moderada de (4.1). En-

tonces:
w(t) =T, (t — to) w(to) + /t: T, (t —s) F(s,w(s),P)ds. (4.4)
De la Hipétesis 2, tenemos que:
1T (¢ = to) w (to)ll < e™P¢7 ||w (o)l

entonces

Jlm 1T, (¢ = to) w (t0)]| = 0.

Tomando limite cuando ¢ty — —o0 en (4.4). tenemos:
¢
w(t) = / T, (t —s) F(s,w(s), P)ds.

Reciprocamente, supongamos que w (t) es solucién de la ecuacién integral

(4.3). Asi,

w(t) = /t T,,(t—s)F(s,w(s),P)ds=/_OooTn(t—s)F(s,w(s),P)ds+

—00

+ [Tyt~ 9)F(s,0(s), P)ds

Dado que
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0
< [ PP (s, (s),P)|ds <

|/ T Fsu P

< [0 eI IF (s,w(s), P) = F (5,0, P)]| + IF (5,0, Pl ds <

L “w”b + Lp) e P < L “w“b + Ly
B - B

0
Se tiene entonces, que la integral / T, (t — s) F (s,w(s),P)ds con-

0
<(Dlwly+ L] [ _ePe-nds <!

verge. Ademads:
0
wo = / T, (—s) F (s,w () , P) ds.

Por lo tanto:
t
w (t) =T,,(t)wo+/0 T, (t— s) F (s,w(s), P) ds.

4.2.3. Teorema: Supongamos que existe n € M; tal que 0 < (6, — L)
donde L es la constante de Lipschitz de F'. Entonces, la ecuacidn (4.1) tiene
una y solo una solucién moderada acotada wy, la cual pertenece a la bola
Bf; en W,. Ademds esta solucién acotada es la unica solucion acotada de la
ecuacidn (4.2) y es exponencialmente estable.

Demostracion: Sea p > 0 lo suficientemente grande tal que:

0 < L, =sup ||F(s,0,P)|| < (8, —L)p. (4.5)
Se

Consideremos para este p, la bola BZ y el operador:
t

Tw(t)=/ T,(t—s)F(s,w(s),P)ds

-0
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y probemos que 7' : Bz — W, tiene un dnico punto fijo. Para ello veamos

primero que T' (w) € B? para todo w (t) € B}. En efecto, si w € B?, entonces

L ”w”b + L, < L,+ L,
By - B

t
ITw @l < [P0 |F (s,0(s), Pllds <

L,+L,

B

Dado que la condicién (4.5) implica que

< p, tenemos que
T (w) € B VYw e BS.
Probemos ahora que T (w) es una contraccién. Para ello consideremos

wy,wp € B). Entonces:

ITwr () = Tws ()] < [ 6= |F (5,1 (s) , P) = F (5,2 (s) , P)l| ds

t
< / e Pnlt=9) [, l|lwi (s) — w2 ()|l ds

< Lllw —wal,

B

L
Nuevamente la condicién (4.5) implica que — < 1 lo cual prueba que T'
U
es una contraccién, por lo tanto T tiene un tinico punto fijo w; en Bz:

wp (8) = T (wy) (£) =/t T, (t — ) F (s, w (), P) ds.

Del Lema 4.2.2 w, es una solucién moderada de la ecuacién (4.1). Dado
que esta solucién existe para todo p > p > 0, entonces w (t) es la tnica

solucién acotada de la ecuacién (4.2).

Para probar que w (t) es globalmente exponencial estable, consideremos
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cualquier otra solucién w de (4.2) y hagamos la siguiente estimacién:

[w (&) — we ) < NIT (2) (w (0) — ws (0))] +

F]) T = F (0 6) P) = P (s (0, Pl s

t
< e Pt flw (0) — ws (0)|| + /0 e =) | F (s, w(s), P) —

—F (s,wy (8), P)ds||

Entonces:
& lw (8) — ws (O] < 1w (0) = ws @l + [ L fw (s) — ws ()l ds.
Por la desigualdad de Gronwall’s tenemos:
e lw (t) — wp ()| < [lw (0) — ws (0)]] €.
Entonces:
llw () ~ ws ()] < flw (0) = ws (0)[] X2,
De (4.5) L — 8 < 0. Entonces tﬁinoo lw (t) — ws (t)|| = 0, lo cual prueba

que w, es exponencialmente estable. |

A continuacién enunciaremos dos resultados cuyas pruebas son anélogas

a las dadas en el Corolario 3.2.6 y el Lema 3.2.7 de la seccién anterior.

4.2.4. Corolario: La solucidn moderada acotada de (4.1) dada por el Teo-

rema 4.2.3 depende continuamente de P € Ms.
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4.2.5. Lema: Sea P € M, tal que la aplicacién t — F (t,w (t), P) es casi
periddica para todo w (t) casi periddico. Entonces la dnica solucidn mode-
rada acotada de la ecuacidn (4.1) dada por el Teorema 4.2.3 es también casi

periddica.

4.3 Suavidad de la Solucion Moderada Aco-
tada

Sabemos que las soluciones de la ecuacién (4.2) no son necesariamente dife-
renciables, es por ello que no siempre podemos garantizar la existencia de
una solucién acotada ”cldsica” de la ecuacién (4.1) (ver Capitulo 2).

A continuacién, demostraremos un lema, que nos permite garantizar que
la tnica solucién moderada acotada w;, de (4.1), dada por el Teorema 4.2.3

satisface la ecuacién (4.1) casi siempre.

4.3.1. Lema: Sea W un espacio de Hilbert; supongamos que se satisfacen
las condiciones del Teorema 4.2.3 y que 0 € p(A(n)). Supongamos ademds
que f(t) = F(t,ws (t), P) es globalmente Lipschitz. Entonces, w, satisface
la ecuacidn (4.1) casi siempre.

Demostracién: Por comodidad, usaremos la siguiente notacidn:

T@)=T,0), B=Bm, Am=4 y W=W,.
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Del Teorema 4.2.3, sabemos que

w (t) =/t T(t—s)f(s,w(s),P)ds

(4.6)
+oo
= / t — s
Consideremos el cociente
w{t+h)—w(t
wy () = ( ) ( ) (4.7)

h

Dado que 0 € p(A), entonces A~2 = A~1o A~1 existe y es acotado. Luego

[T f k- s)ds
h

A2y (2)

A‘zwh (t) = A2 5

=%[A—Z/:T(S)f(t-l-h—s)ds—}-A—z/:”T(s)f(t_'_h_s)ds_A—zw(t)

-2 too -
=% : T(s)f(t+h—s)ds——%iw(t)-i—%A“z/:T(s)f(t)ds—l—

+£h_-2-/ZT(s)[f(t+h—s)-—f(t)]ds

=T_/+°°T(h+s)f(t—s)ds— A—Z;L”(t) +%A—2/:T(s)f(t)ds+

+A—h—/ZT(s) [f (t+h—s)—f(t)]ds
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A2, (t) = AT_QT () [T ) £ (¢~ ) ds - A_zz” ®) 4 Tz | :T(s) £(8) ds+

h
+5 [ [ T©)[f t+h—s) - ®)ds.
(4.8)

De las propiedades de grupo y del hecho que 0 € p(A), se tiene que

+o0

a1 (n) [ T(s)f(t—s)ds=T(h)A‘2/O+°°T(s)f(t——s)ds.

0

Por lo tanto, de (4.8) se tiene:
1

Ay (t) = 3T (WA [ :°°T(s) ft—s)ds— %A—%u ) +

+%A’2/ZT(s)f(t)ds+ %A‘z/ZT(s) [f (t+h— 5) — £ (£)] ds.

Entonces

1 h
A2w, (1) = = [(T (k) = I) A=2w ()] + 2 A2 / T (s)f(t)ds+

!
3 n

1 h
+EA‘2/OT(3) [f (t+h— 5) — f ()] ds.

Por ser f globalmente Lipschitz y A=? acotado, tenemos

— 0 cuando A — 0.

“%A‘zfohT(s) [f (t+h—s)— f(t)]ds

Asi

lim A2y (t) = —AA 2w (t) + A72f (2). (4.9)

Es facil probar que, si f es Lipschitz, entonces w (t) también es Lipschitz
y como W es Hilbert, se sigue que es derivable casi siempre (ver [5]), es decir,

lim w, (t) existe casi siempre.
—s|
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De la ecuacién (4.9) y del hecho de ser A=2 acotado, tenemos que en los

puntos donde el limite existe se tiene:
A2 (;Lir% wn (t)) — —AA~%w () + A2 (t)

= Alw((t)=-AAT'Aw(t)+ A2 f (F) C.S.

= AMA w () =Aw(t) + A72f () c.s.
= Alw(®)=-w(®)+Af () C.s.
= w(t)=—Aw(t)+ f(t) c.s.

4.4 Ejemplos

En la seccién anterior probamos la existencia de una solucién clésica acotada
”casi siempre” de la ecuacién (4.1). A continuacién presentaremos algunos
ejemplos en los que si es posible garantizar la existencia de una solucién
clésica acotada para todo t € IR; estos modelos han sido estudiados por H.

Leiva en [9],[10].

4.4.1 Ejemplo: Ecuacién de Sine-Gordon con condiciones de borde tipo

Dirichlet:

Ut + cuy — duy, + ksenu =p(t,z), 0<z <L, t€eR
(4.10)

u(t,0)=u(t,L)=0, teR
donde ¢, d y k son constantes positivas; p : R x [0,L] — IR es una apli-

cacién continua y acotada. En este caso tomemos H = L2 (0,L); Ap=—¢;;
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D(A)=H*NH}; G(u) =senuy P(t) =p(t,-). Asi 4.10 puede ser escrita
como:

v +cu —dAu+ kG (u) = P (t). (4.11)

Haciendo ahora el cambio

0 -—Id
u =, w=<u), A= )
v —dA cld |

() F(t,w(t),p)=P(t)—kGw), weW=HxH
(4.1

tenemos que 1) corresponde a una ecuacién de tipo (4.1) y por lo estu-

diado en [10] se garantiza la existencia de una solucién clasica acotada de

(4.10).

4.4.2 Ejemplo: Modelo del puente en suspensién propuesto por Lazer y

McKenna (ver [6], [7], [10]):

U + cup + dUpger + kut =P (t,z), 0<z<L, t€eR
(4.12)

u(t,0) =u(t,L) = up (£,0) = uye ((, L) =0, t€R

donde ¢, d y k son constantes positivas; P : IR x [0, L] — IR es una aplicacién

contina y acotada. En este caso tomemos H = L? (0,L) y Ap = @razs:

D(A)={¢ € H\ brzzc € H;$(0) = ¢ (L) = ¢z (0) = ¢z (L) = 0}
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Entonces (4.12) puede escribirse como:
u' +cu — dAu+ kG (u) = P (t). (4.13)

Realizando los mismos cambios a los efectuados en el ejemplo anterior
tenemos que (4.13) se puede escribir como (4.1); andlogamente en [10] se

prueba la existencia y estabilidad de una solucién clésica acotada de (4.12).
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