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Resumen

La imagen como estado coherente para el soliton topolégico de la teoria ¢* en un volumen infi-
nito, trabajada explicitamente por G. Dvali, C. Gomez, L. Gruending y T. Rug en la referencia [1], es
revisada y extendida al caso de volumen finito. A diferencia de su versién en volumen infinito, en la
cual el nimero medio de ocupacién diverge en el infrarrojo (garantizando asi que su carga topol6-
gica no recibe correcciones cudnticas), encontramos que en el caso de volumen finito dicho namero
de ocupacion es una cantidad finita. Por otro lado, mostramos que el estado del solitén cuantico en
volumen finito puede ser escrito como un producto tensorial de estados coherentes que llevan la in-
formacion de la carga topologica y de la energia como grados de libertad independientes, al igual que
en el caso de volumen infinito. Todos los resultados obtenidos reproducen los de la referencia [1] en el
limite de volumen infinito. Por ultimo, comentamos algunos de los problemas técnicos que aparecen
al intentar obtener la imagen como estado coherente del soliton topolégico sine-Gordon en volumen
finito, cuya version en el caso de volumen infinito fue obtenida y discutida en la referencia [5].
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Capitulo 1

Introduccion

La busqueda de soluciones a las ecuaciones de campo cldsicas, se basa en la creencia que un
enfoque semicldsico puede arrojar algo de luz sobre el mundo cudntico subyacente y que las configu-
raciones cldsicas de campos, que hacen estacionaria la accion, juegan un papel importante. Ademas,
si una teoria cldsica es una buena descripcion de la realidad a cierta escala, entonces es deseable que
las teorias posteriores coincidan con esta en ciertos limites. Por esto, es de interés que los resultados
cudnticos puedan tener alguna conexion con los clésicos, lo que generalmente se hace a través de los
valores medios, ya que son los adecuados para hacer comparaciones entre el mundo cuéntico y el
clasico. Una forma de lograr lo anterior, es hacer coincidir, si es posible, los valores medios de la teo-
ria cudntica con los resultados conocidos cldsicamente, haciendo necesario tener a nuestro alcance
estos ultimos.

Entre todas las posibles configuraciones, son especialmente interesantes las no disipativas con
energia finita, es decir, aquellas que su energia permanece localizada en una region del espacio finitay
no es irradiada fuera de esta; dichos objetos son candidatos para describir sistemas extendidos a nivel
cuantico como estados coherentes de los campos fundamentales, siempre y cuando sean estables
al decaimiento. La estabilidad puede derivarse de alguna ley de conservacion, tal vez de naturaleza
topolégica. Como es habitual en la literatura actual de fisica, estos sistemas se denominan solitones,
debido a que surgen de una expansiéon alrededor de un punto estacionario no trivial de la accién,
estos y sus excitaciones cudnticas exhiben caracteristicas que no podrian haber sido sospechadas a
partir de la expansion perturbativa ordinaria [16].

Los solitones topolégicos han sido estudiados desde los afnos setenta en la fisica de altas energias
(ver referencias [2, 3]). El interés sobre estos, se ha renovado continuamente en diferentes ramas de
la fisica ya que aparecen, entre otros defectos topoldgicos, en modelos de materia condensada [20,
21, 22] y en escenarios de mundos brana [23, 24]. No s6lo en fisica los solitones encuentran diversas
aplicaciones, también en el drea de las matemadticas son de interés, ya que por ejemplo, son soluciones
a ecuaciones diferenciales de onda no lineales con caracteristicas muy peculiares, que se asemejan a
las propiedades obtenidas de soluciones a ecuaciones lineales.

Como se ha mencionado anteriormente, un estado de soliton cudntico puede describirse como un
estado coherente en el que el valor esperado del operador de campo correspondiente, coincide con
el campo clésico asociado al solitén. En la referencia [1], el estado del solitén topolégico ¢?, en (1+1)
dimensiones, con una dimension espacial infinita, se construy6 como un estado coherente de un
numero infinito de constituyentes y se discutio el origen cuantico de su carga topologica. Siguiendo
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la misma referencia [1], el estado coherente del soliton topolégico del modelo sine-Gordon corrido
fue construido, en (1+1) dimensiones, e igualmente en volumen infinito, en la referencia [5].

En ambos trabajos [1, 5], la carga topolégica esta determinada por los constituyentes de longitud
de onda infinita y la divergencia en el nimero de ocupaciéon medio total garantiza que esta no recibe
correcciones cudnticas. Se debe tener en cuenta que la topologia se trata de las propiedades globales
de la configuracion, lo que significa que surge del comportamiento de largo alcance, el cual se captura
en los casos bajo consideracion por los constituyentes con momentos extremadamente pequenos.
Ademas de lo anterior es bastante sorprendente que los estados coherentes del soliton ¢* y del sine-
Gordon corrido se puedan descomponer en un estado de producto tensorial, en el cual la informacién
sobre la topologia se separa de la informacién correspondiente a la energia.

En este trabajo nos ocuparemos de los estados coherentes tedricos de campos asociados a solito-
nes topolégicos en volumen finito. En particular, estudiaremos las teorias cudnticas de los solitones
¢* y sine-Gordon corrido en (1+1) dimensiones, con la dimensién espacial compactada en un cilin-
dro de circunferencia 27 R [6, 7]. Construiremos los estados coherentes correspondientes para estas
dos teorias, y a partir de ellos encontraremos que muchas de las caracteristicas (pero no todas) en el
caso de volumen infinito se replican en volumen finito.

Se le dara especial atencién al solitén ¢*, ya que encontraremos que la construccién del estado
coherente para el soliton sine-Gordon corrido en volumen finito, plantea problemas técnicamente
desafiantes que estdn mas alla del alcance del presente trabajo. Aqui, s6lo se considerard el movi-
miento libre de estos objetos extendidos y, como era de esperar, en el limite R — oo, recuperaremos
los resultados obtenidos en las referencias [1, 5].

El presente trabajo estd organizado de la siguiente manera: en el capitulo 2, damos una breve
descripcion de la teoria clasica de solitones, en la cual mostramos la ecuaciéon de donde surgen y
las condiciones necesarias para que dichas soluciones tengan energia finita, localizada y estabilidad
topolégica. Luego, aplicamos los resultados obtenidos para encontrar los solitones, bien conocidos,
de las teorias cldsicas ¢* y sine-Gordon. Por tltimo, terminamos este capitulo con una discusién del
concepto de carga topolégica, en la que definimos esta cantidad y mencionamos algunas de sus pro-
piedades mds importantes.

En el tercer capitulo, se estudia como cuantizar campos cldsicos via estados coherentes para el
caso de volumen infinito. Para esto se mostrard como realizar la expansién de Fourier de dichos cam-
pos, y mediante el formalismo de operadores de creacion-aniquilacion, se encontraré el operador de
campo correspondiente a la teoria. Con esto, podremos construir el estado coherente en el que el
valor medio del operador de campo corresponde al solitén clasico deseado.

Inmediatamente, aplicaremos el formalismo de la parte anterior para encontrar los estados cohe-
rentes de los solitones ¢* y sine-Gordon, con lo que demostraremos que en ambos casos el niimero
de ocupacion medio total diverge, asegurando, como hemos dicho, la conservacién de la carga topo-
l6gica en la teoria cudntica de dichos solitones en volumen infinito. Seguidamente veremos que los
solitones clédsicos se pueden escribir como una convolucion de una parte asociada a la topologia y otra
a la energia, lo que implica a nivel cuantico una imagen en estados coherentes que se descomponen
en un producto tensorial de un estado asociado a la topologia y otro asociado a la energia.



Para el capitulo 4, en la primera seccion, se hara un tratamiento anélogo al del segundo capitulo,
mostrando las versiones en volumen finito de los solitones cldsicos. En especifico, veremos las solu-
ciones en un volumen 27 R para las teorias clésicas ¢* y sine-Gordon, donde se demostrard que para
R — oo recuperamos los campos obtenidos en el capitulo 2.

En la segunda seccién, se mostrard como cuantizar los campos cldsicos en el caso de volumen
finito, haciendo un tratamiento totalmente andlogo al capitulo 3, es decir, usaremos el formalismo de
operadores de creacién-aniquilaciéon para construir estados coherentes en los que el valor esperado
del operador de campo correspondiente a la teoria en volumen finito, coincida con el solitén clédsico
deseado. Luego, aplicaremos lo anterior en la construccion de la imagen como estados coherentes
de los solitones ¢* y sine-Gordon, dando especial importancia al primero de estos dos, debido a las
dificultades que se introducen para el otro. De esta manera estudiaremos la convergencia del nimero
de ocupacién medio total de la teoria cudntica ¢* en volumen finito, encontrando en esto la mayor
diferencia con el caso de volumen infinito. También, mostraremos como realizar la descomposicion
en una convolucioén de los solitones clasicos, para poder encontrar la imagen en estados coherentes
que separa la informacién topolégica de la energética.

En el quinto y dltimo capitulo, se dan las conclusiones obtenidas del presente trabajo, asi como
algunas posibles extensiones del mismo.



Capitulo 2

Solitones clasicos en volumen infinito

Los solitones surgen cldsicamente de ecuaciones de onda con términos no lineales. Estos no son
simples soluciones a dichas ecuaciones ya que cumplen con tener energia finita y estar localizados.
Debido a sus caracteristicas son buenos candidatos para describir sistemas cudnticos extendidos, lo
que no supone sorpresa, pues estos deberian ser entes localizados con energia finita. Por lo anterior-
mente mencionado, en este capitulo nos dedicaremos a revisar la teoria cldsica de solitones en el caso
de volumen infinito, para encontrar esas soluciones particulares que son requeridas generalmente en
la formulacién de una teoria cudntica de solitones. Ademds, cabe destacar que el desarrollo mostrado
a continuacion estd fundamentado principalmente en las referencias [2], [3], [5], [11], [12], [13] y [17].

2.1. Teoria clasica de solitones

Antes de avanzar especifiquemos nuestra notaciéon teniendo en cuenta que sélo trabajaremos
con solitones en (1+1) dimensiones. Sea M el espacio-tiempo 2-dimensional de Minkowski, es de-
Cir, ([R%Z,n) connyy =diag(-1,1) y x° = ¢, x! = x. Adicionalmente se ha fijado c =1.

Estudiaremos la teoria que viene dada por la accién

S:fdzx

donde ¢ es un campo escalar real y el potencial V(¢) es una funcion real no negativa (V(¢) = 0) y
suave de ¢.

1
_Enuvap(l)av(l) -Vip)|, (2.1.0.1)

Fécilmente de la accién obtenemos el lagrangiano (o densidad lagrangiana)
1
L= —anauq)aV(p - V(). (2.1.0.2)
Estamos interesados en las soluciones no triviales que hacen a la accion estacionaria. Mediante

las ecuaciones de Euler-Lagrange podemos obtener estas, consiguiendo asi la ecuacién dindmica del
campo ¢

av(y)
0,00+ 0,0, = d(p"’ 2.1.0.3)
y ademds este tiene asociada la densidad de energia
1 1
£= 5(at(p)2 - z(axq))z + V), (2.1.0.4)

8
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la cual es siempre positiva o cero por ser la suma de términos cuadraticos y un potencial no negativo,
lo que implica que las energias serdn de igual forma mayores o iguales a cero.

Por los momentos, se esta trabajando en volumen infinito. El funcional energia se obtiene inte-
grando la densidad anterior en todo el espacio

1 1
E(aﬂp)z + 5(6,C<p)2 +Vip)|, (2.1.0.5)

o0
Elp] = f dx
—0o0
de esta energia total se distinguen dos partes: la primera, asociada a la derivada temporal como ener-
gia cinética
1 [ 9
Kly]l == dx (0:¢) (2.1.0.6)
2J)-

y la segunda, que incluye al potencial en conjunto con la derivada espacial como energia potencial

Ulyl :f dx . (2.1.0.7)

1
E(Oxw)z +V(p)

Ahora nos concentraremos en encontrar soluciones a la ecuaciéon de onda no lineal (2.1.0.3). Para
esto nos limitaremos a aquellas que son estdticas, es decir, soluciones las cuales en algun sistema de
referencia no dependen del tiempo. Cabe destacar que debido a la invarianza bajo Lorentz, dada una
solucién estdatica podemos obtener otra que se mueva a velocidad constante aplicando un boost de
Lorentz. Sea Fel espacio de los campos estéticos

F={¢p/ 0.9 =0}, (2.1.0.8)

donde la ecuaciéon del campo (2.1.0.3) toma la forma

d*o dV(p)
—_— = 2.1.09
dx? do ( )
e integrandola una vez obtenemos
1(d(p)2—V( )+ C (2.1.0.10)
5lge) =V @ . .1.0.

C aparece como una constante de integracion, y para determinarla vemos que la energia en el
caso estatico,

l(@)ZJrV( )] (2.1.0.11)
. o\ dx Q)|, 1.0,

igualmente tiene que permanecer finita por lo que en volumen infinito C debe ser igual a cero.

No basta con lo anterior para mantener la energia finita. Ademds, debemos agregar algunas condi-
ciones adicionales, tanto para esto como para conseguir soluciones localizadas. Sea M, €l conjunto
de minima energia global o los estados de vacio clasicos. En una teoria invariante bajo Poincaré, los
estados de vacio son invariantes bajo este. También, estdn caracterizados por tener la energia mds ba-
ja posible, en este caso cero, lo que implica una densidad de energia nula. Esto significa que nuestras
soluciones de vacio deben ser constantes y puntos minimos del potencial [12]. Ya que V(¢) = 0, los
estados de vacio son ceros de V(¢),

Myae =V H0) = {p/ V(p) =0} (2.1.0.12)



CAPITULO 2. SOLITONES CLASICOS EN VOLUMEN INFINITO

y si ¢ pertenece a M ., entonces E[¢] = 0.

Si E[g] < ooy esté localizada implica [2, 3, 11, 12]:

d
1.—(p — 0 cuando x — oo, (2.1.0.13)
dx
2. lim ¢y lim ¢ deben pertenecer a V1(0), (2.1.0.14)
X——00 X—+00

lo que nos da las condiciones de contorno para nuestros campos.

Dentro del espacio Festd contenido el subesapacio FE de campos estéticos con energia finita
FE={¢@/ d:¢ =0y E[¢] < 0o} (2.1.0.15)
y a su vez este contiene al subesapacio M de las soluciones cldsicas, estdticas y con energia finita

d>p dV(p)
M:{(plﬁt(p:O, E[(p]<ooyd—x(§: d(p(p } (2.1.0.16)

La primera integral de la ecuacién de campos estdticos (2.1.0.10), puede ser resuelta formalmente

para un potencial dado
*X) de
x—xozif (2.1.0.17)

o(x0) 2V ()

con Xy igual a una constante de integracion. A pesar de esto, estamos interesados en potenciales que
pueden escribirse de la forma [3]

2
_ l(dW(_‘P)) , (2.1.0.18)

V(p) =
) 2\ do
donde W (¢p) es conocido como el superpotencial y admite al menos un punto critico. Derivando
(2.1.0.18), obtenemos
dV(p) dW () d*W ()
dg dp  d¢* '
es claro que V() tiene puntos criticos en los mismos que W (@) (dW (¢)/d¢ = 0) y en los de su pri-
mera derivada dW (@) /d¢ (d*W (p)/d?¢ = 0).

(2.1.0.19)

Combinando la expresion (2.1.0.18) con (2.1.0.10), llegamos a la ecuacion de Bogomol'nyi

d
@ _ + dW(g) (2.1.0.20)
dx do
y al integrar (2.1.0.20) obtenemos
) 4
x—xozif %, (2.1.0.21)
@(xo) dq(o(p)

con xp jugando el mismo papel ya mencionado. Es importante notar que la ecuaciéon de campo (2.1.0.9)
se obtiene al derivar la de Bogomol'nyi respecto a x, por lo que las soluciones ¢ de (2.1.0.20) perte-
necen a M.

10



2.1. TEORIA CLASICA DE SOLITONES

Hasta el momento conocemos una cota inferior de la energia, la cual es cero y es un minimo global
de esta, debido a que E[¢] = 0 gracias a la densidad positiva. Podemos encontrar una cota inferior
mayor reescribiendo el funcional energia (2.1.0.11) como [17]

@(+00)

) 2 @(+00)
Elp] = —f dx (@ F \/2V((p)) + f de \/2V(p) = + f de \/2V(p), (2.1.0.22)
)

2 —00 dx (p(—oo (p(—oo)

estas dos posibilidades se pueden condensar en la siguiente expresion [3]

@ (+00)
f de \/2V(<p)‘. (2.1.0.23)

¢(—00)

Elg] =

Usando la definicién del superpotencial (2.1.0.18), vemos que [3]
Elpl = |W(p(+00)) — W (p(—00))|, (2.1.0.24)

esta y las desigualdades anteriores nos dan un nueva cota inferior superior a la ya conocida siempre
que el campo no pertenezca a M.

Las soluciones a la ecuaciéon de Bogomol'nyi (2.1.0.20) saturan la energia y tienen valor minimo
de esta

Elpl = |W(@s(+00)) = W (pg(—00))| = = [W (g4 (+00)) = W (ps(—00))], (2.1.0.25)

notemos que en el caso estdtico la energia total del sistema coincide con la potencial (2.1.0.7), por lo
que estos campos también minimizan a la energia potencial.

Un solitén es una solucién clésicay estética de la ecuacién de campo no lineal (2.1.0.9), cuya ener-
gia no es un minimo global. En muchos casos, el espacio de los campos estaticos de energia finita no
es conexo, y un solitén topolégico es una configuracion de energia finita en una componente donde
el minimo global no es alcanzado. Si estos minimos locales existen, serdn soluciones topolégicamen-
te estables y degeneradas. Lo ultimo debido a que si un minimo ocurre en ¢¢(x), también ocurrird en
@s(x + a), porque el funcional energia (2.1.0.11) es invariante bajo traslaciones.

La existencia de solitones topolégicos depende de que el espacio My, posea mas de un elemento.
Si ¢ (+00) = p(—00), entonces ¢ puede ser deformado suavemente en una configuracién de vacio, la
cual es constante y tiene energia cero. Estos campos no topoldgicos son poco probables que existan
debido a lo anterior. En cambio, si ¢(+00) # ¢(—00), ¢ no puede ser deformado suavemente, mante-
niendo la energia finita, en una solucioén de vacio con energia cero, obteniéndose asi configuraciones
topolégicas estables. Mds detalles sobre esto pueden ser encontrados en las referencias [3, 12].

Las soluciones con signo positivo y de minima energia locamente, a la segunda integral, ya sea
(2.1.0.17) o (2.1.0.21), de la ecuacién de campo (2.1.0.9), son llamadas solitones. Mientras que las
soluciones con signo negativo y de minima energia locamente, son llamadas antisolitones. También,
dichas soluciones son llamadas generalmente kinks (la de signo +) y antikinks (la de signo -) cuando
son interpoladas entre diferentes vacios.

11
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2.2. Solitén ¢* clasico

Consideremos el superpotencial

21
W(go):g(p(%—g(pz), 0<m<oo, 0<g<oo, (2.2.0.1)
el cual da origen al potencial
Vip) = 2g? (m2 <p2)2 (2.2.0.2)
2 gz ) LU

donde el espacio de energia minima global (o los estados de vacio cldsicos) viene dado por

Myae =V H0)={-mlg, +mig}. (2.2.0.3)

Para este sistema, M es la unién de cuatro componentes
M: M++ U M+_ @] M_+ @] M__, (2.2.0.4)

donde M, ; contiene las configuraciones de campos ¢ pertenecientes a M, interpoladas entre los si-
guientes elementos de vacio
lim ¢p=+ml/g, HIP p=+mlg, (2.2.0.5)
X—+00

X——00
y M. _ contiene las configuraciones de campos ¢ pertenecientes a M, interpoladas entre los siguientes
elementos de vacio
li =+ml/g, li =-mlg, 2.2.0.6
im _@=+m/g, lm ¢=-mlig ( )

X——00
con M_, y M__ andlogos. Estos subespacios estdan topolégicamente desconectados, es decir, no es po-
sible deformar suavemente una solucién en uno de ellos a otra en un subespacio distinto. Los campos
pertenecientes a M, y M__ son configuraciones no topolégicas ya que pueden deformarse suave-
mente en las configuraciones de vacio. En cambio, las soluciones pertenecientes a M_, y M, _ son
topolégicamente estables y dan origen a minimos locales de energia (soliton y antisoliton, respecti-
vamente). Para més detalles ver la referencia [12].

Ahora, para el signo + de la integral (2.1.0.21), encontramos
m
Qr(x) = Etanh[m(x—x*)], —00 < X < 400, (2.2.0.7)
soluciéon que cumple las condiciones de contorno
lim @r(x)=-m/g, lim @r(x)=+ml/g, (2.2.0.8)
X——00 X—+00

por lo que pertenece a M_. Ademads, su derivada

2
d(pk(x) — ﬂsechz [m(x_ x*)] , (22.0.9)
dx g

se vuelve cero cuando x — +oo. Esta solucién es el bien conocido kink de la teoria (p4 2,3,11,12,13],
el cual cumple con los requisitos necesarios para tener energia finita, localizada y ser estable topol4gi-
camente. La constante de integracion x, es interpretada como la posicion del kink, y es un parametro

12



2.3. SOLITON SINE-GORDON CLASICO

libre correspondiente a la invarianza bajo traslaciones. También existe una solucién conocida como
antikink, la cual surge para el signo - de la integral (2.1.0.21). El antikink es justamente —¢(x) y per-
tenecea M, _.

La densidad de energia del kink viene dada por

1(dgy )2 m* 1
) =-|—| +V =—sech” [m(x—x.)], 2.2.0.10
K (x) 2( ix (pi) p [m( )] ( )
la cual alcanza su méaximo justamente en x., cosa que se asocia a la posicion del kink. La energia total

de i (x) es
3

i1m
Elprl =M =

=, (2.2.0.11)
3g?

esta también se asocia con la masa cldsica del kink, ya que en el sistema estudiado este esta quieto
y corresponde con su masa en reposo. Para la particula cudntica asociada al campo, la energia es
una aproximacion cldsica de su masa en reposo. El hecho de que exista divergencia cuando gZ — 0,
indica que la solucién no es perturbativa.

Aplicando un boost de Lorentz, obtenemos un solucién en movimiento

mx—uvt—x)
V1-12

donde v es la velocidad del kink. La densidad de energia en este caso movil viene dada por

, —l<v<l], (2.2.0.12)

Qr(t,x) mtanh
kX)) =—
g

1 m B ) . mt g mx—ve—x.)
Ex(t,x) = E(at(Pk) + 5(6x‘l’k) + Vipr) = 20— 07 sech Mg , (2.2.0.13)
con la cual se obtiene la nueva energia total
Elgy] = —2d! (2.2.0.14)
Vi- 2
que coincide con lo esperado para una particula de masa M,; que se mueve a velocidad v.
2.3. Soliton sine-Gordon clasico
Escojamos el superpotencial de la forma
1/2
Wi(p) = —40;5—2(:05('62—('0), 0<a<oo, 0<f<oo, (2.3.0.1)
el cual da origen al potencial
a
Vip) = 2 [1-cos(By)], (2.3.0.2)

donde el espacio de energia minima global (o los estados de vaci6 clasicos) viene dado por

Myae=V10) = {p =2nn/B,con ne z}. (2.3.0.3)
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CAPITULO 2. SOLITONES CLASICOS EN VOLUMEN INFINITO

Para este caso, M no se puede ver simplemente como la unién de un nimero finito de componen-
tes debido a que M, tiene infinitos elementos. Para obtener soluciones estables topolégicamente
impondremos las condiciones de contorno

xEIEl p(x)=0, xlir+n @(x) =21/, (2.3.0.4)

las cuales también nos garantizan energia finita y localizada. Notemos que esta eleccién es arbitraria,
ya que podemos elegir entre cualquier par de valores distintos en la configuracién de vacié. Sin em-
bargo, debido a que el Lagrangiano es invariante bajo traslaciones del campo en cualquier multiplo
entero de 27/ (¢ — ¢+ 2nn/ (), podemos hacer la eleccion anterior sin perder generalidad. Asi, el
resto de soluciones posibles que tienen la diferencia ¢(+00) — ¢ (—o0) igual a 27/, pueden obtenerse
con esta a través de dichas traslaciones en ¢.

Para el signo + de la integral (2.1.0.21), encontramos
4 112
Ps(x) = Barctan[exp{a (x—x)}], —oo< x < +o0, (2.3.0.5)

aqui se ha interpolado ¢;(x) entre los valores ya mencionados. La constante de integracion x. es
interpretada como la posicién del soliton, y es un pardmetro libre correspondiente a la invarianza
bajo traslaciones. Ademas, su derivada

dpg(x) _ 2q!/? 1/2

dx p

sech[a'?(x—x4)], (2.3.0.6)
se anula cuando x — *o0. Con esto hemos encontrado el conocido solitén de sine-Gordon [2, 3, 11,
12, 13]. También existe una solucién conocida como antisolitén, ¢,s(x), 1a cual surge para el signo -
de la integral (2.1.0.21),

4 12
@as(x) = =arctan|exp{-a''*(x—x.)}], —oo < x < +o0, (2.3.0.7)

p

y cumple las condiciones
xEr_n @(x) =2m1/p, xEI}_l @(x)=0. (2.3.0.8)

La densidad de energia del soliton sine-Gordon viene dada por

1 (dy;s
&s(x) = 2 ( dx

2
) +V(ps) = jlﬁ—asech2 [a'?(x—x.)], (2.3.0.9)

2

la cual alcanza su maximo justamente en x,, cosa que se asocia a la posicion del solitén. La energia
total de @;(x) es
8a1/2

p

e igualmente que exista divergencia cuando 2 — 0, indica que la solucién no es perturbativa.

Elps] = (2.3.0.10)

Aplicando un boost de Lorentz, obtenemos un solucién en movimiento

,—l<v<l], (2.3.0.11)

al’2(x - vt—x*)}

ex
p{ V1-12

4
@s(t,x) = Barctan
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2.3. SOLITON SINE-GORDON CLASICO

donde v es la velocidad del solitén. La densidad de energia en este caso mdvil viene dada por

£5(t,x) = %(at(ﬂs)z + %(ax(Ps)z +V(ps) = ﬁsechz al/z(:/cl___v;_ x-) , (2.3.0.12)
con la cual se obtiene la nueva energia total
8al/?
Elps] = m, (2.3.0.13)

que es la esperada para el caso de un solitén sine-Gordon en movimiento.

También estamos interesados en encontrar una version distinta a la convencional del solitén sine-
Gordon. Notemos que g, tanto en (2.3.0.1) como en (2.3.0.2), puede ser interpretado como un dngu-
lo, lo que nos permite considerar el campo corrido @; [5]

8 T_4 1/2 ”
Ps(x) = ps(x) — = = —arctanexp{a ' (x—x)}| - =, (2.3.0.14)
B b p
el cual puede ser reescrito mediante la definicién de la funcién de Gudermannian gd(x)
T
gd(x) =2arctan(e®) — > (2.3.0.15)
y la relacion funcional senh(x) = tan(gd(x)) [8], como
2
@s(x) = =arctan [senh{a'’?(x - x.)}], —oco< x <oo0. (2.3.0.16)

p

Se puede demostrar que (2.3.0.16) surge para el signo + de la integral (2.1.0.21), en la teoria que
viene dada por el superpotencial [5]

1/2
W(g) :4“ﬁ—2sen(%’)), 0<a<oo, 0<f<oo, (2.3.0.17)
que da origen al potencial
a
Vip) = 7 [1+cos(By)], (2.3.0.18)

donde para este caso los estados de vacio son

My =V H0)={p=@2n-1)r/B,connez}. (2.3.0.19)

El nuevo solitén sine-Gordon (2.3.0.16) cumple las condiciones de contorno
xlirpmcﬁs(x) =-7nl/p, xlirpm(ﬁs(x) =7/p, (2.3.0.20)
por lo que es topolégicamente estable. Ademads, su derivada

dps(x)  2a'’?
dx B

sech[a'?(x-x.)], (2.3.0.21)
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CAPITULO 2. SOLITONES CLASICOS EN VOLUMEN INFINITO

tiende a cero cuando x — o0, que en combinacién con (2.3.0.20) nos garantiza energia finita y
localizada. Ademds, existe una antisolitén corrido, ¢,s(x), el cual surge para el signo - de la integral
(2.1.0.21), y es justamente —¢(x). La relacion entre el antisolitén corrido y no corrido viene dada por

/2
Pas(x) = —@s(x) = Pas(x) - B (2.3.0.22)
donde ¢ ,45(x) cumple
xEr_n Pas(x)=m/p, xEI}_l Pas(x) =—-mlp. (2.3.0.23)
La densidad de energia para ¢;(x) es
1(dps) 4
(0 = ( d‘f:) +V(s) = ﬁ—gsechz [@2(x - x.)], (2.3.0.24)

e igualmente, alcanza su maximo justamente en x., cosa que se asocia a la posicion del solitén. La
energia total es nuevamente
8a1/2

g

lo cual, como era de esperarse, coincide con la energia del solitén sine-Gordon ¢; sin correr.

Elps] = (2.3.0.25)

Por ultimo, el solitén corrido que se mueve a velocidad v se obtiene de la expresion

,—l<v<l], (2.3.0.26)

al’?(x— vt—x*)}

V1-12

senh{

2
Qs(t,x) = Barcmn

el cual tiene asociada la densidad de energia

N 1, 1, _ 4a o [al?(x—vt-x.)
€s(t,x):§(0t(ps) +§(6x(ps) +V((ps):m890h \/1_—1}2 , (23027)
con energia total
8al/2
Elps] = —F——, (2.3.0.28)
TRV 2

que de nuevo coincide con el soliton sine-Gordon sin correr en movimiento.

2.4. Lacargatopologica

En esta seccién, mostraremos una revision del concepto de carga topolégica en la teoria clasica
de solitones en (1+1)-dimensiones, la cual estd basada principalmente en la referencia [12].

Hemos mencionado que la existencia de solitones topoldgicos depende del namero de elemen-
tos en el espacio de vacio clésico, es decir, depende de la degeneracion de este. Una consecuencia
de dicha degeneracion es que el espacio de soluciones clésicas, M, se divide en sectores diferentes
caracterizados por las distintas combinaciones posibles de ¢ (+00) y ¢ (—00). Por ejemplo, en la teoria
de <p4, M se dividi6 en los cuatro sectores: M, M._, M_, y M__. Para este caso, las soluciones de
vacio ¢ = —m/gy ¢ = m/ g pertenecen a M__y M, ., respectivamente. Por lo anterior, M__y M, son
llamados sectores de vacio.
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2.4. LA CARGA TOPOLOGICA

Ahora, para precisar que entendemos como deformacién suave, consideremos una configuracién
de energia finita ¢(x). Una deformacion suave de ¢(x) es una familia caracterizada por un parametro
p de configuraciones de energia finita, ¢z(x), las cuales cumplen: 1) ¢(x) depende suavemente de
B, 2) ¢p(x) sereduce a ¢(x) cuando f = 0, es decir, @g-o(x) = @(x) [12].

Una deformacién suave no puede modificar las condiciones de contorno, por lo que necesaria-
mente la familia ¢ (x) pertenece a un tnico sector del espacio M. Gracias a lo anterior, los limites

Jim @p(x) = p(=00), lim ¢p(x) = p(+00), (2.4.0.1)

deben ser independientes de f3, ya que los valores asintéticos ¢ (—o0) y ¢ (+00) estdn fijos en un mismo
sector. Esto quiere decir que, no es posible, mediante deformaciones suaves, transformar una solu-
cion clédsica de un sector de M a otra que viva en un sector diferente [12].

La evolucion temporal es un ejemplo de deformacién suave que mantiene la energia finita [3, 12].
El parametro relacionado a la deformacion en este caso es el tiempo t. Por esto, los limites

Jim (2, x) = p(-00), lim ¢(t,x) = ¢p(+00), (2.4.0.2)

son independientes del tiempo.

Si la teoria posee una simetria discreta que relacione elementos del vacio clasico, entonces esta
simetria también relacionar4 distintos sectores de M [12]. El Lagrangiano de ¢* es invariante bajo la
inversion ¢ — —¢, que intercambia a sus dos elementos de vacio un por otro. Esta inversion transfor-
maa M__ en M., y viceversa. Andlogamente, también intercambia a los sectores M_, y M, _ entre
si. Esta conexién, que surge de la simetria, nos indica que la estructura de los sectores relacionados es
completamente equivalente. Por lo tanto en el modelo (p4, tanto M__ y M, como M_, y M, _ tienen
estructuras equivales.

Para el caso del soliton sine-Gordon sin correr, el Lagrangiano es invariante bajo la traslacion
¢ — @ +2kn/p, con k perteneciente a los enteros. Esta traslacion relaciona a diferentes elementos
del espacio de vacio, por lo que también haréd que distintos sectores de M tengan una estructura equi-
valente. A diferencia de ¢*, el espacio de soluciones cldsicas estd compuesto por infinitos sectores, los
cuales se pueden etiquetar con dos indices enteros n'y m, tal que el sector M,, ,,, cumple las condicio-
nes de frontera

lim ¢(x)=2nn/B, lim @(x)=2mn/p. (2.4.0.3)
X——00 X—+00

La traslacion con un k dado transforma a M, ,,, en el sector M, i ;,+k, volviendo a estos completa-
mente equivalentes en su estructura. En realidad, en el modelo sine-Gordon sin correr, se tendrd toda
una familia de sectores equivalentes, los cuales poseen en comun el nimero g = m — n. El valor g =0
corresponde a la familia de sectores de vacio.

Ademads de la simetria bajo traslaciones, el Lagrangiano de la teoria sine-Gordon sin correr, de
igual forma, es invariante bajo la inversién ¢ — —¢. Esta inversion relaciona a estados de vacio y
cambia al sector M,, ,,, por M_,, ;. Con esto vemos que la familia de sectores con estructura equi-
valente es mas grande de lo encontrado anteriormente. De hecho, no s6lo son equivalentes entre si
todos lo sectores con igual g, también lo serdn todos aquellos con —qg o q.
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CAPITULO 2. SOLITONES CLASICOS EN VOLUMEN INFINITO

Es fécil ver que el solitén sine-Gordon corrido tiene las mismas simetrias en su Lagrangiano que
el no corrido. Esto nos permite hacer algo totalmente anédlogo con los sectores de su espacio de solu-
ciones clasicas M. Ahora, el sector M;, ,, cumple las condiciones de frontera

nglmw(x) =Q2n-1n/p, xErpw¢(x) =2m-1n/p. (2.4.0.4)

Al realizar una traslacion con k fijo, el sector Mn m se transforma a M, k,m+k» 10 que permite usar
nuevamente a ¢ = m — n, para etiquetar sectores equivalentes. Ademds, una inversién cambia al sec-
tor My, ;,, en M_,,.1 _;,m+1, y €sto hace que todos los sectores con —q o g sean también totalmente
equivalentes.

Debido ala gran importancia que tienen las condiciones de contorno, introduzcamos la diferencia
Q = p(+00) — p(-00), (2.4.0.5)

la cual es independiente del tiempo gracias a lo mencionado sobre la evolucién temporal. Esta can-
tidad Q, puede ser interpretada como una carga conservada, cuya densidad de carga asociada viene
dada por

o1 =22 (2.4.0.6)
plyl = I .4.0.
es decir,

Q:f plyl dx:f P dx = @(4+00) — p(—00). (2.4.0.7)

La conservacién de (2.4.0.5) no se debe a la dindmica del sistema en lo mas minimo, esta depende
Unicamente de las condiciones de frontera, por lo que a Q se le llama carga topolégica y su correspon-
diente ley de conservacion es conocida como ley de conservacién topoldgica [12]. Ademas, (2.4.0.6)
recibe el nombre de densidad de carga topolégica y es asociada a la corriente relativista

JE=eoyp, (2.4.0.8)
cuya conservacion se puede verificar ficilmente debido a la simetria de 4,0, y antisimetria de "":

0, J" = €00, = 0. (2.4.0.9)

Como la corriente (2.4.0.8) se conserva automdticamente, es llamada corriente topolédgica. Note-
mos que esta se conserva gracias a los requerimientos de energia finita, sin importar, en absoluto,
la dindmica de la teoria. Asi, la carga topolégica estard bien definida y se conservard para cualquier
teoria de campo escalar en un espacio-tiempo (1+1)-dimensional [12].

De (2.4.0.5) es sencillo ver que los sectores de vacio tienen carga topoldgica cero. Con esto pode-
mos establecer a Q como criterio para la existencia de solitones topolégicos, ya que ellos perteneceran
a sectores con Q distinto de cero. En el modelo ¢*, los posibles valores de Q son

Q=2mqlg, (2.4.0.10)
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con g = —1,0,1. Los sectores M__ y M., corresponden a q = 0 por ser de vacio, mientras que M, _y
M_, tienen q = -1y q = 1, respectivamente. Notemos que en este caso, Q y g son totalmente equi-
valentes, es decir, dar un valor de una fija automaticamente a la otra. Por lo anterior, es comtn que
cuando esto pase se suela definir como carga topologica a g en vez de Q.

Para el sector M,, ,,, de la teoria sine-Gordon sin correr, la carga topoldgica toma el valor
Q=2nqlp, (2.4.0.11)

con g = m—n, donde m y n pertenecen a los enteros. Para el caso corrido, el sector M,, ,,, tiene la
misma carga topolégica Q de la expresion (2.4.0.11). Igualmente, g es equivalente a Q en estos dos
modelos, por lo que no trae ningiin problema tomarla como carga topolégica.

Si observamos las tres teorias discutidas, notaremos que en todas su carga topolégica estd cuan-

tizada, ya que s6lo puede tomar valores discretos. Esta es una cuantizacion que ya aparece desde el
nivel clésico, y se le da el nombre de cuantizacién topolégica [12].
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Capitulo 3

Solitones cuanticos en volumen infinito como
estados coherentes

Ya que los solitones, como se mencioné en el capitulo anterior, son buenos candidatos para des-
cribir sistemas cudnticos extendidos, surge la necesidad de una teoria cuantica de estos. Desde los co-
mienzos de la fisica de solitones se ha pensado que su versién cudntica debe ser cierto tipo de estados
coherentes. Vistos como estados coherentes, los solitones cuanticos se conectan a través de valores
medios con sus versiones cldsicas, lo que permite usar los resultados previos en la construccion de
dichos estados y justifica el trabajo realizado en la revisién de la tedrica clasica. A continuacion, para
el caso en volumen infinito, haremos una revision de la imagen de solitones cudnticos como estados
coherentes presentada por G. Dvali, C. Gomez, L. Gruending y T. Rug [1].

3.1. Solitones cuanticos como estados coherentes

Una vez encontrado un solitén clasico, su transformacién de Fourier es algo que podemos tener
a nuestro alcance (ver apéndice B), al menos formalmente, ya que calcular esta puede ser bastante
complicado dependiendo del caso. Para construir la imagen en estados coherentes de nuestro soliton,
es necesario expresarlo como una expansion de Fourier de la siguiente forma

1 A
Px) = 4—fdk([<p]ge’kx+[cp]ﬁe‘”ﬂ, —00 < X <00, (3.1.0.1)
T

. —A . . .
donde [¢]7 es la transformada de Fourier de ¢ y [¢];. es el complejo conjugado de esta. La expansién
anterior, es simplemente, la reconstruccion del campo ¢ a través de su informacion de Fourier.

Ahora, para seguir avanzado en la construccién de los estados coherentes, escribiremos la siguien-
te relacion
w(k) A
a(k) =1\ — , 3.1.0.2
(k) A7R loly ( )
con 27 R como volumen regularizado del espacio. Hemos introducido una funcién genérica w(k), la
cual por los momentos no fijaremos, pero la supondremos real y positiva (E(k) =w(k) y w(k) = O).
Con esto, la expansion de ¢ toma la forma [1, 16]

p(x) = \/Efdk (a(k)e”“x+a(k)e‘””‘), (3.1.0.3)

1
vVarnw(k)
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y ademads pediremos que los coeficientes de las expansion (3.1.0.3) cumplan

a(k) = a(=k). (3.1.0.4)

En los casos que estudiaremos los campos son reales, y para estos, la transformada de Fourier
tiene la propiedad

Tl =l91", (3.1.0.5)

que, en combinacién con (3.1.0.2) y (3.1.0.4), nos lleva a
w(—k) = w(k), (3.1.0.6)

es decir, w(k) es una funcién par de k.

Para escribir la energia en funcién de los nuevos coeficientes, podemos usar la expresion

l(d(p

2
=V(p), .1.0.
> dx) (p) (3.1.0.7)

obtenida de (2.1.0.10) con la condicién para energia finita C = 0. Asi, el funcional energia puede escri-

birse de la siguiente forma
oo d(p 2
El¢] :f dx (—) . (3.1.0.8)
oo dx

Usando la identidad de Plancherel-Parseval (ver apéndice B) y la expresion (3.1.0.2), podemos
escribir la energia del sistema, finalmente, como

~ k> _
Elg] = 2Rfdk w(k)a(k)oc(k). (3.1.0.9)

Hasta el momento, solamente hemos escrito nuestros resultados clasicos en funcién de los coefi-
cientes a(k) y a(k). Es util notar que dichos coeficientes son adimensionales, lo que indica que pue-
den ser relacionados con el nimero de ocupaciéon de corptisculos de momento k a medida que nos
acercamos a la teoria cudntica. A pesar de que el trabajo hecho no parezca necesario desde el punto
de vista cldsico, lo anterior nos muestra que podemos construir nuestros estados coherentes a partir
de nuestra expansion de Fourier, usando el formalismo de operadores de creacion y aniquilacion.

El siguiente paso para nuestro objetivo es la construccién del operador de campo ¢. Dicho ope-
rador se puede obtener si los coeficientes a(k) y a(k) en la expansion (3.1.0.3), son reemplazados
por los operadores @(k) y &' (k), respectivamente. Estos nuevos operadores satisfacen el dlgebra de
creacion-aniquilacion

1
k), a(kh) =0=[a"(k), &’ (K], [ath), &' (k)] = -6k = k), (3.1.0.10)
que es la correspondiente al caso con momento continuo. Asi, nuestro operador de campo serd [1, 16]

P(x) = \/Ef dk (c%(k)eikx + d*(k)e—”“x) (3.1.0.11)

1
Vanw(k)

21



CAPITULO 3. SOLITONES CUANTICOS EN VOLUMEN INFINITO COMO ESTADOS COHERENTES

y, basado en el dlgebra (3.1.0.10), el operador momento canénico conjugado 7 se define como [1, 16]

#(x) = —iﬂ%fdk N (d(k)e”“x—&T(k)e"'kx), (3.1.0.12)

tal que
[@(x), (V] =0=[7(x),A(Y)], [@(x),7#(Y)] =i6(x—y). (3.1.0.13)

Facilmente, &(k) y @' (k) pueden ser interpretados como los operadores de aniquilacién y crea-
cién, respectivamente, de los cuantos constituyentes del estado ligado del solitén [1], [sol), para el
cual

(sollp(x)|sol) = ¢p(x), (3.1.0.14)

donde se ve claramente la conexion entre el valor medio del operador de campo ¢ en el estado |sol)
y el soliton clésico ¢. Notemos que el estado |sol) es justamente lo que se ha estado buscando. Desde
el comienzo, queremos representar al solitbn como un estado coherente cudntico, en el cual, el valor
medio del operador ¢(x) corresponda con el resultado clasico ¢.

Podemos construir a [sol) mediante el uso de los estados coherentes |a(k)), que segun el forma-
lismo de operadores de creacién-aniquilacién (ver apéndice A), vienen dados por

|(x(k)> _ e—%la(k)l%a(k)d*(k) |O> _ e—%la(k)lz i (a(k))nk

nk=0 AV nk!

| 1) (3.1.0.15)

y cumplen
a(k)la(k)y = alk) lak), (a)la’ k) = alak), (3.1.0.16)

donde |0) es el vacio de Minkowski y |nj) es el estado de ny corptsculos con momento k, tales que

@ (k) 10y =0, (0l a' (k) =0, (3.1.0.17)
a(k) Ing) = vaglne =1y, @' (k) |ng) = Ve +1ng +1). (3.1.0.18)

La ecuacion (3.1.0.14) pueden ser resuelta, de acuerdo a las propiedades generales de los estados
coherentes (ver apéndice A), mediante el producto tensorial

Isol) = la(k)), (3.1.0.19)
Qk

el cual, facilmente se puede ver que cumple

a(k)|sol) = a(k)|soly, (solla' (k) = (solla(k). (3.1.0.20)

Gracias a lo anterior, podemos introducir la cantidad N (k) definida por
N(k) = (soll &' (k)a(k) |sol) =a(k)a(k), (3.1.0.21)

la que, debido a los operadores de creacion y aniquilacidn, se espera que sea el niumero de ocupaciéon
medio de cuantos con momento k en el estado coherente |sol) [1, 16]. Lo anterior es consecuencia de
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la forma estandar de definir el operador ntimero de particulas para cada valor de k, N (k) = &' (k)& (k),
que deja claro el significado dado ala definicion (3.1.0.21). Correspondientemente, el nimero de ocu-
paciéon medio total N viene dado por la cantidad

NERfdk N(k) :Rfdkﬁ(k)a(k) :Rfdk (solla’(kya(k)|sol). (3.1.0.22)

Visto como estado coherente, la energia media total en el estado |sol) es dada por [1, 16]
E= Rfdk w(k)N (k) = Rfdk w(k)a(k)a(k) = Rfdk w(k) (soll &t (k)a(k)|soly, (3.1.0.23)

donde w(k) desempena el papel de relacion de dispersion. Acorde al interés de obtener valores medios
en la versién cudntica que coincidan con los resultados clésicos, (3.1.0.9) debe ser recuperada en la
expresion (3.1.0.23). Con lo mencionado es posible determinar la relacion de dispersién para nuestra
teoria de solitones cuanticos como estados coherentes, obteniéndose asi que

w(k) = V2 |kl (3.1.0.24)

Hasta aqui, ya se ha logrado construir la visién del soliton como estado coherente, pero ademads
de esto, seria de gran utilidad poder separar la informacion topolégica de la asociada con la energia.
Al nivel clésico, siguiendo la referencia [1], consideremos el caso en que ¢(x) puede ser escrito como
el producto de convolucién

p(x) = T(x) * pp(x), (3.1.0.25)

el cual separa la parte topologica de la energética, estando la primera contenida en 7' (x) y la segunda
en ¢g(x). Esta descomposicion se inspira en el teorema fundamental del producto de convolucién
(ver apéndice B), del cual sabemos que la transformada de Fourier de un producto de convoluciéon de
dos funciones es simplemente igual al producto ordinario entre las transformadas de Fourier de cada
funcion.

Es importante remarcar que aun si logramos escribir un campo segun (3.1.0.25), esto no implica
en general, que toda la informacion topolégica y energética estara separada en T'(x) y ¢pg(x), respecti-
vamente. Con lo anterior se quiere ser claro que nuestro objetivo es lograr dicha separacién, pero no
es obligatorio que al tener ¢(x) como una convolucion ya esté garantizada.

Al calcular la transformada de Fourier de (3.1.0.25) se obtiene (ver apéndice B)

[p(0]7 = (T [pr(0)] 7 (3.1.0.26)

y comparandola con (3.1.0.2), se sigue que el coeficiente a(k) para este caso admite la representacién
(1]
a(k) =tk k), (3.1.0.27)

donde

\A

(k) 1
() = —— [T}, E(k) = Voz [pe)]; - (3.1.0.28)
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CAPITULO 3. SOLITONES CUANTICOS EN VOLUMEN INFINITO COMO ESTADOS COHERENTES

La ecuacioén (3.1.0.26) nos otorga un criterio minimo necesario para que ¢(x) se pueda escribir de
la forma (3.1.0.25), debido a que si no podemos escribir su transformada de Fourier como un producto
ordinario, ¢ no puede ser un producto de convolucion.

Un ejemplo importante en el cual se logra la separaciéon mencionada ocurre cuando la parte to-
polégica viene dada por T'(x) = sgn(x). Entonces, ¢(x) tiene la descomposicion

@(x) =sgn(x) * pp(x), (3.1.0.29)

y los coeficientes #(k) y ¢ (k) vienen dados por
1 1
(k) =ivok Py, §0) =/ — ]} . (3.1.0.30)

Por otro lado, es facil verificar que la derivada de (3.1.0.29) toma el valor

do
— =20¢F, 3.1.0.31
dx ¢E ( )

haciendo que el funcional energia (3.1.0.8), para este caso, se pueda escribir como

Elg] :4[ dx (¢g)°, (3.1.0.32)
mostrando que la energia depende solamente de ¢5. Notemos que (3.1.0.32), mediante la identidad
de Plancherel-Parseval (ver apéndice B), también puede ser escrita en funcién de £(k) y su complejo
conjugado.

En el nivel cudntico la descomposicion (3.1.0.25) implica que el operador de campo @(x) tiene la
siguiente representacion [1]
@) =T(x) * pg(x), (3.1.0.33)

donde T'(x) y ¢ (x) definen las imagenes cuanticas de la topolégia y energia, respectivamente. Dichos
operadores de campo acttian en diferentes espacios de Fock y correspondientemente con la convolu-
cién (3.1.0.33), el solitén cuantico puede ser escrito como un estado coherente de la forma [1]

Isol) =1T)®|E), (3.1.0.34)

con |T) y|E) estados coherentes que poseen la informacién topolégica y energética, respectivamente.

Para construir los estados coherentes de la expresion (3.1.0.34), basados en la referencia [1], defini-
mos dos conjuntos de operadores £ (k), £(k), y ¢T(k), E(k), los cuales satisfacen el dlgebra de creacién-
aniquilacion estandar. Los estados coherentes de estos nuevos operadores de creacién y aniquilacion
son

t(k) [e(k)y = t(k) [£(k)y, ( t(k) (k) = (t(k)I t(k), (3.1.0.35)
EIIEUR) = ER)IEWRY, (EBIET (k) = (ER)IEK), (3.1.0.36)
donde #(k) y ¢(k) se obtienen de (3.1.0.28). Asi, | T) y |E) vendran dados por [1]
Ty =[]l |1E) =[] IE(K)), (3.1.0.37)
k k
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3.2. SOLITON ¢* CUANTICO

y es fécil ver que cumplen
t)T) =tk T), (TIT (k) = (T|t(k), (3.1.0.38)

E(k) |Ey = E(k) |EY, (EIEY (k) = (E1E(k). (3.1.0.39)

La energia del sistema también puede ser reescrita para este ultimo caso. Notemos que el fun-
cional energia (3.1.0.32) de la convolucién clésica (3.1.0.29), mediante la identidad de Plancherel-
Parseval (ver apéndice B), puede ser escrito como

Elp] = ZRf dk E(k)E(k), (3.1.0.40)

lo que nos lleva a que la energia para el caso cudntico de (3.1.0.29), visto como un estado coherente
del tipo (3.1.0.34), toma la forma

E= 2Rf dk (E|ET(k)ék) |E)y = 2Rf dk Ek)E(k). (3.1.0.41)

3.2. Solitén ¢* cuantico

La imagen como estado coherente del solitén cudntico ¢* fue trabajada explicitamente por G.
Dvali, C. Gomez, L. Gruending y T. Rug en [1].

Para la versién cudntica de la teoria ¢* usaremos el kink localizado en el origen, x, = 0, que fue
obtenido en el capitulo anterior. Este kink viene dado por

m
Qr(x) = Etanh(mx), —00 < X <00, (3.2.0.1)
y su transformada de Fourier es .
A_ LT Tp
(el = csch (—Zm) (3.2.0.2)

Si en vez de usar el kink en el origen quisiéramos usar uno localizado en cualquier x., no habria
gran problema, ya que este es simplemente una traslacion del (3.2.0.1). Segun la propiedad de trasla-
cion de las transformadas de Fourier (ver apéndice B), 1a transformada de este seria

imelPX- T
= csch(—p),

- A =
[pi(x = x:)], 5 (3.2.0.3)

por lo que simplemente en los célculos posteriores usariamos (3.2.0.3) en lugar de (3.2.0.2) y esa seria
toda la diferencia.

Usando (3.2.0.2) obtenemos de (3.1.0.2) y (3.1.0.24) que a(k) para este caso es

alk) =~/ venlkl (”—k) (3.2.0.4)
g 4R 2m

con lo cual se puede construir el estado coherente |kink), tal que, el valor medio del operador de
campo @ (x) de la teoria cuantica del kink ¢* corresponda con (3.2.0.1)

(kink|@y(x)|kink) = @i (x). (3.2.0.5)
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Para el nimero de ocupacién medio en el estado | kink), con momento k, se obtiene [1]

1 V2r|kl|
g% 4R

k
csch? (;—) . (3.2.0.6)
m

N(k) = (kink|la" (k) ak) | kink) =a(k)ak) =

El nimero de ocupacion medio total se calcula mediante (3.1.0.22), que en combinacién con
(3.2.0.6), nos da

o0 2m [ k
N:Rf dk N(k) = L;’f dk |k|csch2(”—), (3.2.0.7)
—0o 4g° J-x 2m
donde es fécil ver que el integrando es par, haciendo que (3.2.0.7) sea equivalente a
o 2 [° k
N= ZRf dk N(k) = Lff dk k csch? (ﬂ) (3.2.0.8)
0 2g< Jo 2m

y cortando la integral en k = k;,;,, encontramos

(] 2
van —ZMkcoth(n—k)+—4m ln(senh(n—k))

o0

2R dk N(k) = — 5
T 2m T 2m

, 3.2.0.9
27 (3.2.0.9)

kmin kmin

la cual exhibe una divergencia logaritmica para k pequefios. Cldsicamente, la carga topolégica del kink
estd conectada con las condiciones de frontera, y estos momentos con k muy pequefio son justamente
los que contienen informacion sobre dichas condiciones. Por otra parte, la divergencia en el nimero
de ocupacién medio total garantiza que la carga topolégica no estara sujeta a fluctuaciones cudnticas,
lo que asegura su conservacion en la teoria cudntica [1].

La energia media total, dada por (3.1.0.23), tiene el valor

3

E= \/ERf dk |k N(k) = 2™ (3.2.0.10)

3g2’
que es igual al resultado clésico.

Enlos cdlculos para E'y N los momentos k extremadamente pequefos que contribuyen a la diver-
gencia de N, no lo hacen en la energia E del kink, para la cual las contribuciones de los k pequefos
desaparecen [1].

Notemos que la transformada (3.2.0.2) puede ser escrita como

.. 1] [zp p
/\ o — — —
el = 2Py | |52 csch (Zm) : (3.2.0.11)
que al compararla con
1 m? k k
[sgn(0l} =2iPy, ;n—g[sechz(mx)];c\ = Z—gcsch (;—m) (3.2.0.12)
nos indica que el campo ¢ (x) puede ser escrito como la convolucién [1]
m? 2
Qr(x) = sgn(x) * gsech (mx). (3.2.0.13)
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3.3. SOLITON SINE-GORDON CUANTICO

La descomposicion (3.2.0.13) muestra que estamos en un caso del tipo (3.1.0.29). Se sigue que
nuestro solitén cuédntico ¢* puede ser escrito como un estado coherente segiin la forma planteada en
las ecuaciones (3.1.0.34, 3.1.0.35, 3.1.0.36, 3.1.0.37), con coeficientes z(k) y ¢ (k) dados por

nk

. 1 _ rk nk
r(k) =i \/EIkIPV%,(f(k)—\/gzgcsch(zm). (3.2.0.14)

Calculando de nuevo la energia con las ecuaciones (3.1.0.41) y (3.2.0.14) se obtiene

_ 3
E= 2Rf dk (E|ET(k)é(k) |E)y = ZRf dk E(k)E(k) = i%, (3.2.0.15)

lo cual coincide con todo lo previo.

3.3. Soliton sine-Gordon cuantico

La imagen como estado coherente del solitén cudntico sine-Gordon corrido ¢(x) fue trabajada
por B. Vargas en [5].

Para la versién cudntica del soliton sine-Gordon corrido usaremos este localizado en el origen,
x. =0, que por el capitulo anterior viene dado por

2
Ps(x) = parctan [senhia'?x}], —oo < x < oo, (3.3.0.1)
cuya transformada de Fourier es

(350010 = 2 sech (”—k) (3.3.0.2)
a

En el caso del solitén corrido localizado en cualquier x., la transformada de Fourier seria simple-

mente .
_ AL 2imelk* mk
[@s(x—x:)]} = Tse h a2 (3.3.0.3)
Con (3.3.0.2) obtenemos de (3.1.0.2) y (3.1.0.24) que a(k) es
3 2i [V2n|k| Tk
ack) = ﬁ iR sech (2051/2)’ (3.3.0.4)

con lo cual se puede construir el estado coherente |sf)l), tal que, el valor medio del operador de campo
(fo s(x) de la teoria cudntica del soliton sine-Gordon corrido corresponda con (3.3.0.1)

(sol| @s(x) |sol) = Ps(x). (3.3.0.5)
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Se obtiene que el nimero de ocupacién medio en el estado |35l>, con momento k, es [5]

1
V27| k| echz( wk )

N(k):(sal|&T(k)&(k)|sal):E(k)d(k) ﬁ2 RI2 212"

(3.3.0.6)

El nimero de ocupacién medio total se calcula mediante (3.1.0.22), que en combinacién con
(3.3.0.6), nos da

- 0 - k k
N= Rf dk N(k) = f dk = i chz( z ) (3.3.0.7)
oo 2a1/2
donde es fécil ver que el integrando es par, hac1endo que (3.3.0.7) sea equivalente a
- o0 - 2 k
N= ZRf dk N(k) = \/_” f dk —sech?|——|, (3.3.0.8)
0 2a1/2

y cortando la integral en k = ki Y kK = kjmax €ncontramos

kmax _ 2\/57'[ 2051/2 nk nk
ZRfmm dk N(k) = 2 s tanh(z 1/2)+632ln(2 1/2)+
(2211 )Bgn 7l'k 2 e kmax
, 1, 3.3.0.9
7[2k2 Z (271 2)(21’1)’ (al/Z) . al/Z < ( )

donde B, = 1/6, By = —1/30, Bg = 1/42, ..., son los ntimeros de Bernoulli. De (3.3.0.9) se ve que N exhi-
be una divergencia logaritmica para k pequefios. Clasicamente, la carga topoldgica del soliton viene
determinada por las condiciones de frontera, y los momentos con k muy pequefio son los que preci-
samente contienen informacion sobre esas condiciones. Por otra parte, la divergencia en el namero
de ocupacién medio total garantiza que la carga topolégica no estara sujeta a fluctuaciones cudnticas,
lo que asegura su conservacion en la teoria cudntica [1].

La energia media total, dada por (3.1.0.23), tiene el valor

1/2

g

(e,0)
E= \/ERf dk |k| N(k) = (3.3.0.10)
—0o0
que es igual al resultado clésico.
En los célculos para E y N los momentos k extremadamente pequefios que contribuyen ala diver-
gencia de N, no lo hacen en la energia E del solitén, para la cual las contribuciones de los k pequefios

desaparecen [1].

Por otro lado, podemos reescribir la transformada (3.3.0.2) como

b4 nk
[(ps(x)]k 21PVk Bsech 2a2 (3.3.0.11)
que al compararla con
1 1/2 k
[sgn(x)]} = ZiPVE' %[sech(a”zx)];c\ = %sech (m), (3.3.0.12)
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nos indica que el campo ¢(x) puede ser escrito como la convolucién [5]

1/2
1/2

(ZJS(X):sgn(x)*a sech(a ' x). (3.3.0.13)

La descomposicion (3.3.0.13) muestra que nuevamente estamos en un caso del tipo (3.1.0.29). Se
sigue que nuestro solitén sine-Gordon corrido cudntico puede ser escrito como un estado coherente
segln la forma planteada en las ecuaciones (3.1.0.34, 3.1.0.35, 3.1.0.36, 3.1.0.37), con coeficientes 7(k)

y &(k) dados por
- . 1 - Tl nk
i(k) =i/ \/§|k|PvE , E(k) =1/ EﬁseCh(Zal/z)' (3.3.0.14)

Calculando nuevamente la energia, pero con las ecuaciones (3.1.0.41) y (3.3.0.14), obtenemos

A A — 1/2
E= 23] dk (E|E'Ek) |E) = ZRf dk E(k)ék) = 8;—2 (3.3.0.15)

lo cual coincide con todo lo anterior.

Hasta aqui, s6lo hemos trabajado con el sine-Gordon corrido y seria l6gico pensar que ahora sigue
hacer el desarrollo de su versién convencional. Sin embargo, el sine-Gordon sin correr trae algunos
problemas en su imagen como estado coherente, por esto le dimos prioridad al corrido. Para ilustrar
lo anterior mejor, a continuacién haremos un desarrollo andlogo a los dos casos previos con el sine-
Gordon convencional ¢¢(x).

Para la version cudntica del soliton sine-Gordon sin correr usaremos igualmente este localizado
en el origen x. =0, que es dado por

4
@s(x) = Barctan [expia'’?x}], —oo < x <00, (3.3.0.16)

cuya transformada de Fourier es

[ps(0]1} = ?—Zsech(

2 2
2252) + %5(1@. (3.3.0.17)

En el caso del soliton localizado en cualquier x., la transformada de Fourier seria simplemente
2imel*x

Bk

( k ) 22 etk
sech

a2 + 5 o (k). (3.3.0.18)

[ps(x—x)]} =

De (3.3.0.17) podemos ver que el término proporcional a §(k) introduce ciertos problemas a la
hora de construir las expansiones (3.1.0.1) y (3.1.0.3). Al aparecer 6(k) en los coeficientes de estas,
surgen productos de distribuciones, que como es sabido, en general no estdn bien definidos [9, 10,
15]. Esto hace, por ejemplo, que al efectuar los calculos los resultados dependan del orden en que
se realizaron, lo que obviamente es bastante ambiguo y no deseable. Lo anterior es justamente la
razon por la que no se trabaj6 en encontrar la imagen como estado coherente del soliton sine-Gordon
convencional y en vez de esto se buscé la de su version corrida.
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Por otra parte, es interesante ver que el campo ¢(x) puede ser escrito como la convolucién

1/2
1/2

@s(x) =20(x) * ¢ sech(a'“x), (3.3.0.19)
que al usar
2i 1/2 k
20001} = ?l +276(k), %[sech(a”zx)]g - %sech (221/2), (3.3.0.20)
nos permite encontrar que su transformada de Fourier es
21 b4 mk
[(ps(x)];c\ = I+2n6(k) EseCh(Za”z)]' (3.3.0.21)

la cual al realizar el producto y usando las propiedades de la delta de Dirac, nos devuelve la expresion
(3.3.0.17).

Notemos que la descomposicion (3.3.0.19) no es del tipo (3.1.0.29). Sin embargo, aun en este caso
la energia puede ser separada de la topologia. Escribamos la descomposicion genérica

@p(x) =20(x) * Pg(x), (3.3.0.22)
cuya derivada es
e 2 (3.3.0.23)
0 ) ¢r, .3.0.

por lo que el funcional energia para este caso también se puede escribir como (3.1.0.32), dejando claro
que la energia depende solamente de ¢.

La energia que se obtiene para la descomposicion (3.3.0.19) mediante (3.1.0.32), con

1/2
¢p(x) = ——sech(a

12y (3.3.0.24)
B

es dada por
al’?

p

la cual, nuevamente, coincide con el valor ya conocido para el soliton sine-Gordon sin correr.

(3.3.0.25)

Elgs] = 4] dx (¢pg)” = ;—Zf_ dx sech®(a?x) =
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Capitulo 4

Solitones en volumen finito

Hasta el momento, para el caso de volumen infinito, hemos visto que en la imagen como estado
coherente de un soliton cudntico la carga topolégica aparece ligada a los momentos k extremada-
mente pequeios, los cuales a su vez son responsables de la divergencia del nimero de ocupacion
medio total. Dicha divergencia asegura que la carga topoléogica no estd sujeta a fluctuaciones cuanti-
cas. A pesar de lo anterior, la contribucién de estos modos pequefios k a la energia total se desvanece
y esta permanece finita.

Debido al importante papel que juegan los momentos k pequefos en el origen cudntico de la car-
ga topoloégica en volumen infinito, es deseable considerar también los efectos que aparecen al trabajar
en tamano finito. Esto puede darnos informacion adicional para comprender el significado cuédntico
de la carga topolégica. Ademads, entender las teorias cudnticas de campos en volumen finito es un
problema de gran importancia tanto para los intereses tedricos como para posibles aplicaciones. Un
ejemplo de esto es que para interpretar correctamente los resultados obtenidos en simulaciones nu-
meéricas, que obviamente son realizadas en volumen finito, es necesario entender bien desde el punto
de vista teorico los efectos debidos al tamafo finito. Por otra parte, puesto que los efectos de volu-
men finito aparecen al probar sistemas a distancias grandes en comparacion con el espaciamiento de
sus redes, son por tanto universales y suelen contener informacién relevante del sistema a volumen
infinito.

Todo lo mencionado nos muestra lo necesario que es comprender mejor los efectos de tamafio
finito y aumentar nuestra capacidad para tratar con ellos. Por esto a continuacién trabajaremos la
imagen como estados coherentes para solitones en volumen finito, dando especial importancia al
kink ¢*, para posteriormente realizar una comparacién con sus versiones, ya conocidas, en volumen
infinito.

4.1. Solitones clasicos en volumen finito

Ahora nuestro objetivo es encontrar el equivalente de los solitones cldsicos pero en volumen finito.
Para esto partiremos de la ecuacién de campo

d*p _dV(y)

dx? do '

(4.1.0.1)
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que fue encontrada en el capitulo 2 y tiene como primera integral

l(d_‘/’)z_v( e (4.1.0.2)
5\ 7] =V@+C.

Es fécil ver que seguimos trabajando en el caso estatico, pero la diferencia es que resolveremos
(4.1.0.2) en un volumen finito, lo que haré a la constante de integracion C distinta de cero. Lo anterior
debido a que el funcional energia tendra la forma

TR
Elyp] :f dx

() +veo)
=] +V(p], (4.1.0.3)
-nR

2\dx

con 27 R como volumen regularizado del espacio. Como se ve de (4.1.0.3), no es necesario para man-
tener la energia finita que C valga cero. Adicionalmente C estard relacionada al tamafo del sistema.

4.1.1. Solitén ¢* cldsico en volumen finito

Los resultados mostrados en esta parte del solitén ¢* en volumen finito fueron trabajados por G.
Mussardo, V. Riva 'y G. Sotkov en [6].

Para el potencial de la teoria ¢*,

1 2 3
V((p):igz(%—(pz) ,0<m<oo, 0<g<oo0, (4.1.1.1)

la solucién a la ecuacion (4.1.0.2) viene dada por [6]

m
Prink(X) = E‘I_)kink(x), —-TR<x< 7R, (4.1.1.2)
con
Prink(X) = \/2 - P2sn(@omx, k), (4.1.1.3)

donde sn(x, k?) esla funcién eliptica de Jacobi seno de la amplitud (ver apéndice C). Al pardmetro k se
le conoce como el médulo de las funciones elipticas y su cuadrado toma valoresentre 0y 1,0 < k? < 1.
Para (4.1.1.3) se tiene

2

k2:__
@5

-1, (4.1.1.4)

con 1 <@g < V2 (debido a los posibles valores de k?), pero el caso ¢y = v/2 nos lleva a una solucién
Qrink(x) nulay @o = 1 serd discutido como un caso particular mds adelante, por lo que limitaremos
(o al intervalo 1 < ¢ < v/2. Ademads @ es totalmente analogo a (4.1.1.2), ¢g = (g/ m) @, y mediante el
potencial, ¢q se relaciona con la constante C de (4.1.0.2) por la expresion

1 ,(m? 2
Vigpo) = Egz (? —(,0%) =-C, (4.1.1.5)

notemos que C debe ser menor o igual que cero, C <0, para que V(¢o) = 0.
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Al campo (4.1.1.3) le pediremos las condiciones de frontera

Prink(ETR) = /2 - @3, (4.1.1.6)

lo que se consigue con un periodo real de la funcion eliptica @,k (x) igual a 47 R, es decir,

Pkink (X +4TR) = Qrink(X), (4.1.1.7)
con
4K(k?)
4nR = —, (4.1.1.8)
meo

donde K(k?) es la integral eliptica completa de primera especie (ver apéndice C). La solucién @,k (x)

oscila entre los valores +/2 — gb(z) amedida que x — +m Ry posee la propiedad

Pkink(X+27R) = —Prink(X). (4.1.1.9)

Por otro lado, cuando k¢ — 1 la integral completa K(k?) tiende a infinito, lo que también hace
tender R a infinito. Todo lo anterior es equivalente y se obtiene de ¢y — 1, haciendo asi tender el
volumen del espacio a infinito en este caso. Cuando el pardmetro k? es lo suficientemente cercano a
la unidad los términos (1 — k?)? y de orden superior se vuelven despreciables, obteniéndose la aproxi-
macion [4]

1
sn(x, k%) ~ tanh(x) + Z(l — k%) (senh(x)cosh(x) — x) sech?®(x) + O (1- k2)2) , (4.1.1.10)
que para (4.1.1.2) toma la forma

Prink(x) = %\ /2= @2 [ tanh(@omx) + (1/4) (1 — k) (senh(Pomx)cosh(Pomx) — Pomx) sech® (Pomx) + ...

—+0 (-7, (4.1.1.11)

de donde se ve facilmente que en el limite ¢y — 1, o equivalentemente cuando R — oo, la solucién
@rink(x) tiende al kink localizado en el origen (x. = 0) de la teoria ¢* en volumen infinito. También
se puede verificar que —@;,x(x) es solucion de la ecuacion (4.1.0.2) para el potencial (4.1.1.1) con
constante (4.1.1.5), el cual igualmente tiende al antikink localizado en el origen de la teoria ¢* en
volumen infinito cuando R — oo.

La energia (4.1.0.3) para la solucion (4.1.1.2) es [6]

El@kink] = 2m’ —1¢4K(k2)+1q32 [2E(k%) - K(K%)] +1K(k2) (4.1.1.12)
in gz(po 6 0 3 0 2 y P I

donde E(k?) es la integral eliptica completa de segunda especie (ver apéndice C). Para k> — 1 las
expansiones de K(k?) y E(k?) en combinacion con (4.1.1.8), nos llevan a la expansion asint6tica de
El@kink] para valores de R grandes [6]

43
El@rink] = % (1-12e7%mE 4 @ (e74"™R)), (4.1.1.13)

la cual para R — oo nos da la energia del kink clasico ¢* en volumen infinito.
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CAPITULO 4. SOLITONES EN VOLUMEN FINITO

4.1.2. Soliton sine-Gordon clasico en volumen finito

Los resultados mostrados a continuacién del solitén sine-Gordon corrido en volumen finito estan
basados en el trabajo realizado por G. Mussardo, V. Riva y G. Sotkov en [7].

El potencial de la de la teoria sine-Gordon corrido,

a

V(¢):E[1+cos(ﬂ<p)], 0<a<oo, 0<f<oo, (4.1.2.1)

tiene como solucioén a la ecuacion (4.1.0.2) [7]

2 al/zx
Ps(x) = Eam( - ,kz), ~TR< x< 7R, (4.1.2.2)
con
LI (4.1.2.3)
2+ EC

Ta

donde am(x, k?) es la funcién amplitud eliptica de Jacobi (ver apéndice C). Como k? toma valores
entre 0y 1, 0 < k? < 1, C serd mayor o igual que cero, C = 0. El caso especial C = 0 se discutird mas
adelante, por lo que limitaremos al valor de C mayor a cero, C > 0.

Le pediremos a la solucién (4.1.2.2) que cumpla las condiciones de frontera

ps(+7R) = : 28 (4.1.2.4)
B
lo cual se logra cuando
 kK(k?)
R=—"7" (4.1.2.5)
y ademads ¢ ;(x) tendra la propiedad
_ 2w
@s(x+2nR) = B + @s(x). (4.1.2.6)

Igualmente, cuando k> — 1 la integral completa K(k?) y R tenderan a infinito, lo que es equi-
valente a C — 0 y nos lleva al caso de volumen infinito. Si el pardmetro k? es lo suficientemente
cercano ala unidad los términos (1 — k?)? y de orden superior se vuelven despreciables, obteniéndose
la aproximacion [4]

1
am(x, k?) = gd(x) + 70- k%) (senh(x)cosh(x) - x) sech(x) + @ ((1 - kH)?), (4.1.2.7)

que para (4.1.2.2) toma la forma

2
Ps(x) = 5 [gd(a'?x/k) + (1/4)(1 - k?) (senh(a?x/ k)cosh(a'?x/ k) — a'"?x/ k) sech(a'?x/ k) + ...

0 ((1-KH%)], (4.1.2.8)

de donde se ve facilmente que en limite R — oo la solucion @ (x) tiende al soliton sine-Gordon co-
rrido en volumen infinito localizado en el origen (x, = 0). También se puede verificar que —@(x) es
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solucién de la ecuacion (4.1.0.2) para el potencial (4.1.2.1) con constante (4.1.2.3), el cual tiende al
antisoliton sine-Gordon corrido en volumen infinito localizado en el origen para el limite anterior.

La energia (4.1.0.3) para la solucién (4.1.2.2) es [7]
1/2
B2
de la cual, mediante las expansiones de K(k?) y E(k%) para k2 —1 y en combinacion con (4.1.2.5), se
obtiene la expansion asintotica de la energia para valores grandes de R [7]

Elpy] = (%E(kz) L (1 - i)K(kz)), (4.1.2.9)

2 k?

8a1/2
E[(,bs] = ,32

que en R — oo nos da la energia del solitn clasico sine-Gordon corrido en volumen infinito.

(1 1 4o~ "R +@(e‘2“”2”3)), (4.1.2.10)

4.2. Solitones cuanticos en volumen finito como estados coheren-
tes

En el siguiente desarrollo encerraremos al campo en un volumen finito de 27 R con condiciones
periddicas de frontera en +7R, es decir, la variable espacial x es compactada en una circunferencia
de radio R. Gracias a lo anterior el vector de onda k se vuelve discreto,

n
k= R’ n=0,+1,+2,43,.., (4.2.0.1)

haciendo que las integrales sean reemplazadas por

1 1

— — > ..., 4.2.0.2

27 dk ZnR; ( 0.2)
1 TR

fdx...—» — dax..., (4.2.0.3)
RJ_zr

y la delta de Dirac cambie por una de Kronecker

1
E6(k— k,) _>6k,k" (4204)

Para encontrar la imagen en estados coherentes de nuestras soluciones en volumen finito es ne-
cesario construir la expansion en series de Fourier de estas. Lo anterior lo haremos en un volumen de
4nR, en vez de 21 R, con condiciones periddicas de frontera en +27R. Esto es conveniente y necesa-
rio, por ejemplo, en la teoria ¢* en volumen finito, ya que la solucién ¢y;,x(x) tiene periodo 47 R. El
vector de onda k para este caso sera

n

k=—,n=0,%£1,+2,43,.. (4.2.0.5)
2R
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CAPITULO 4. SOLITONES EN VOLUMEN FINITO

Asi la serie de Fourier del campo ¢(x) en volumen finito vendra dada por (ver apéndice B)

1 o
p(x) = > > (cpe’px + cpe_”’x), —2nR< x<27R, (4.2.0.6)
p

donde p = n/2R (n=0,%1,%+2,4£3,...) y ¢, es el complejo conjugado de cp, los cuales se obtienen de

2nR .
cp=cplep) = R o dx @(x)e 'P*, (4.2.0.7)
_ _ 1 2nR .
Cp=Cplyp) = -3 dx p(x)e'’*, (4.2.0.8)

y cumplen con la propiedad ¢, = ¢_p.

Mediante la relacién

ap=1\/7R|p|cy, (4.2.0.9)

(4.2.0.6) puede ser reescrita como

P \/4TR |p|
donde @, = a_ . El operador de campo para el caso de volumen finito se puede obtener de (4.2.0.10)

remplazando los coeficientes a ), y @, por los operadores &, y d‘;,, respectivamente, que satisfacen el
algebra de creacion-aniquilacion

( apeiPx +ape—"i”‘), (4.2.0.10)

[Gp, Gyl =0=[a},a0), [ap,d]1=5p,p, (4.2.0.11)
correspondiente para momentos discretos.

Gracias a lo anterior el operador de campo sera
1 1

Pw==3 4—||(&peipx+d;e‘i"x) (4.2.0.12)
n|p

y basado en el dlgebra (4.2.0.11) el operador momento canénico conjugado se define como

. —i s ipx _ st —ipx
n(x)z\/M_R;\/|p|(apeP —aheir), (4.2.0.13)
tal que
[@(x), (V] =0=[7(x),A(Y)], (@), (Y] =i6(x~y). (4.2.0.14)

Facilmente, @, y d;, son interpretados como los operadores de aniquilacion y creacion, respecti-
vamente, de los cuantos constituyentes del estado ligado del solitén, |sol), para el cual

(sollp(x)|sol) = p(x), (4.2.0.15)

donde se ve claramente la conexion entre el valor medio del operador de campo ¢ en el estado |sol)
y el soliton clasico ¢ en volumen finito.
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Podemos construir a |sol) mediante el uso de estados coherentes |a ), que segtn el formalismo
de operadores de creaci6n-aniquilacién (ver apéndice A), vienen dados por

7
) = e Hlonlranih gy = gHlapl 3 (ay) |7, (4.2.0.16)

np=0 1\ / I’lp!

y cumplen
dp|ap):ap|ap>, (ap|d2:(ap|ap, (4.2.0.17)

donde |0) es el vacio de Minkowski y |n p) es el estado de n, corpusculos con momento p, tales que

@,10) =0, (0la}, =0, (4.2.0.18)

aplny) = \/npy|np =1, &l |npy =\ /n,+1|n,+1). (4.2.0.19)

La ecuacion (4.2.0.15) pueden ser resuelta de acuerdo a las propiedades generales de los estados
coherentes (ver apéndice A), mediante el producto tensorial

Isol) =[] |ap), (4.2.0.20)
®p
para el cual es facil ver que cumple
@plsol)y = ayplsol), (sol| d;, =(sol| ap. (4.2.0.21)

Con lo anterior podemos introducir la cantidad N, definida por
Ny, = (soll @@y lsol) =Tpay, (4.2.0.22)

la cual, debido a los operadores de creacion y aniquilacion, se espera que sea el nimero de ocupaciéon
medio de cuantos con momento p en el estado coherente |sol). Lo anterior es consecuencia de la
forma estandar de definir el operador ntimero de particulas para cada valor de p, N p = d‘;& p» que deja
claro el significado dado a la definicion (4.2.0.22). Correspondientemente, el nimero de ocupacion
medio total N se obtiene de

N= ; Np = ; apap, = ; (soll@}aplsol). (4.2.0.23)

Ahora consideremos el caso en que ¢(x) puede ser escrito como el producto de convolucion
@(x) = T(x) * pp(x), (4.2.0.24)

para el cual, de forma andloga al capitulo anterior, se separa la parte topolégica de la energética,
estando la primera contenida en T'(x) y la segunda en ¢ (x).

Al calcular los coeficientes de la serie de Fourier de (4.2.0.24), gracias a las propiedades de la con-
volucién circular (ver apéndice B), se obtiene

cp(@) =4nRcy(T)cp(PE), (4.2.0.25)
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y comparandolos con (4.2.0.9), se sigue que el coeficiente a ), para este caso admite la representacion
ap = tpSp, (4.2.0.26)

donde
tp=4\/|p|ep(T), ép =TRVARC,(PE). (4.2.0.27)

Un ejemplo importante ocurre cuando la parte topolégica viene dada por T'(x) = sgn(x), es decir,
@(x) tiene la descomposicion

@ (x) = sgn(x) * pp(x), (4.2.0.28)
con coeficientes t, y ¢, dados por
th =0, (4.2.0.29)
201l (-1)"P —1) 4 -Dt-1
il QU NPTV w200
TR p m\ 2R n
¢p=mRVTIRCH(PE), (4.2.0.31)

donde n(p) = 2Rp.

Por otro lado, es fécil verificar que la derivada de (4.2.0.28) toma el valor

d
2P o, (4.2.0.32)
dx

haciendo que el funcional energia (4.1.0.3), para este caso, se pueda escribir como

7R
El¢p) :f dx [4(pr)’ -], (4.2.0.33)
-nR

lo cual muestra que la energia depende solamente de ¢r.

Al igual que antes, en el nivel cudntico la descomposicion (4.2.0.28) implica que el operador de
campo @(x) tiene la siguiente representacion

P(x) = T(x) * Ppp(x), (4.2.0.34)

donde T'(x) y ¢£(x) definen las imagenes cudnticas de la topolégia y energia, respectivamente. Dichos
operados de campo acttian en diferentes espacios de Fock y correspondientemente con la convolu-
cion (4.2.0.34), el solitén cudntico puede ser escrito como un estado coherente de la forma

Isol) =|T)®|E), (4.2.0.35)

con |T) y |E) estados coherentes que poseen la informacién topolégica y energética, respectivamente.

Para construir los estados de la expresion (4.2.0.35) definimos dos conjuntos de operadores i iy,

y¢ ;, ¢ p, los cuales satisfacen el dlgebra de creacion-aniquilacion estdndar. Los estados coherentes de
estos nuevos operadores de creacion y aniquilacion son

B tpY = tp|1p), C1p| B = (1| Tp, (4.2.0.36)
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Eplepy =Ep)Ep), (Epl &L =Ep|E), (4.2.0.37)
donde £, y ¢ se obtienen de (4.2.0.27). Asi, | T) y |E) vendran dados por
1T =]]|t»), 1E)=]]|¢p, (4.2.0.38)
P P
y es facil ver que cumplen
By I1T) =1, |T), (TIT) =TI, (4.2.0.39)
Ep|Ey =&y 1B, (EIEL = (EIE), (4.2.0.40)

4.2.1. Solitén ¢* cudntico en volumen finito

Para la solucién en volumen finito (4.1.1.2),

m\/2- @ ,
Prink(X) = Tsn(q‘)omx, k), (4.2.1.1)

podemos calcular los coeficientes cx (@) y Cr (@) Y con estos obtener o y @, para asi llegar a la serie
de Fourier de ¢;,i(x). Sin embargo, este procedimiento es bastante complicado debido a que las
integrales que surgen pueden ser dificiles de resolver. Por esto encontraremos la expansion en series
de Fourier de una forma alternativa, como mostraremos en lo siguiente.

La funcién eliptica sn(x, k%) es impar y tiene periodo 4K(k?), por lo que su serie de Fourier en el
intervalo (—2K(k%),2K (k%)) sélo tendra términos con funciones senos del tipo

sen( mr x) (4.2.1.2)
KDY 2.1,

donde m es un entero positivo y debido a la propiedad sn (x +2K(k?), kz) = —sn(x, k?), todos los valo-
res de m serdn impares. Lo anterior se puede ver de la serie [4, 8]

@n-n

(e, ) = i seninz—l(l()l:) : Nk R

n=1 senh WK (k )]

conK (k?) = K(1 - k?) (ver apéndice C).

Usando (4.2.1.3) en combinacion de (4.1.1.4) y (4.1.1.8) obtenemos

(x) = — i i W (4.2.1.4)
ink(X) = — 2.1,
PRmES ™SR = senn DK ()|

la cual es la serie de Fourier de @g;,r(x) para el intervalo (—27R,27nR). Esta puede ser escrita en la
forma (4.2.0.10) mediante la expresion en exponenciales complejas del sen(x), consiguiendo asi la
serie

1 (eipx_e—ipx)
Prink(X) = —

gR ; [K’(kZ) ]
P 2isenh mo P

(4.2.1.5)
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donde p = Z-1 (n=1,2,3,...).

Al comparar (4.2.1.5) con (4.2.0.10) encontramos que los coeficientes a ) y @, vienen dados por

\/7R|p|

ap= (4.2.1.6)
2gRisenh [K (k) ]

_ \7R|p|

ap=- (4.2.1.7)
Zngsenh[ K (k) ]

de donde se ve facilmente que @, = a—p,. Con lo anterior podemos construir el estado coherente
|kinky), tal que, el valor medio del operador de campo (x;,x(x) de la teoria cudntica ¢* en volumen
finito corresponda con (4.2.1.1)

(kink|@rink(x)|kink) = @ini(x). (4.2.1.8)

Para el nimero de ocupaciéon medio en el estado coherente |kink), con momento p, se obtiene

7 |p|

Np—(kznkla aplkink) =apa, = ok (4.2.1.9)
4g’Rsenh? [ K (k) ]
lo que nos lleva a un nimero de ocupacién medio total igual a
|| n p
N= = 4.2.1.10

2[Kw) 1 4g°R 2 [K (k)
P senh My p] &1y senh o p

notemos que p siempre es positivo debido a los valores posibles de n.

Estamos especialmente interesados en estudiar la convergencia de N, para esto empezaremos por
reescribir este de la forma

4.2.1.11)
con
fn)= P (4.2.1.12)
senh? [Km(z )p(n)]
y
p(n) = 2n—1 (4.2.1.13)
2R

Estudiaremos la convergencia de N usando el criterio de la integral. Para poder aplicarlo necesi-
tamos que f(x) sea positiva, continua y decreciente en el intervalo [1,00). Copiando f(x) de forma
explicita

flx) = (ex-1) , 4.2.1.14)

2Rsenh? | Jolld 2x—1)
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vemos que el dominio de esta funcién es (—oo,1/2) U (1/2,00), por lo que es continua en todo x, ex-
cepto en x = 1/2. Ademas, f(x) es positiva para x > 1/2 y negativa para x < 1/2. Gracias a lo anterior,
las dos primeras condiciones se cumplen en la region deseada y sol6 faltaria verificar la dltima. Para
ver si f(x) es decreciente analicemos su primera derivada

df(x) senh K (k%) 2x- 1)] -2 K (k%) 2x— l)cosh[ K (k) 2x-1)

7 Gl 2mf((,’5€2) el : (4.2.1.15)
x
Rsenh3 [W(Zx— 1)]
que con el cambio de variable
K (k)
y=s——72x-1), (4.2.1.16)
2m@oR
nos permite estudiar su signo a través de la funcién
senh(y)—2ycosh(y)
gy)= Yoy Y (4.2.1.17)

senh3(y)

la cual es negativa en todo su dominio, (—oo,0) U (0,00). Comparando g(y) con (4.2.1.15) es facil ver
que la derivada es simplemente una version traslada de esta en 1/2 hacia la derecha (obviamente tam-
bién sufre cierta compresion o alargamiento, tanto horizontal como vertical debido a las constantes).
Asi, se verifica que la derivada de f(x) es negativa en todo su dominio (los reales menos el 1/2), lo que
garantiza que f(x) es decreciente en el intervalo de interés y en combinacion con las otras condicio-
nes nos permite aplicar el criterio de la integral.

El criterio de la integral nos garantiza que Y 5>, f(n) converge, siy solo si, [{° dxf(x) converge.
Calculando dicha integral obtenemos

o0 m?@2R [ K (k2 K (k2 K (k?
f dxf(x) = ,(po (_ ) coth (_ V= 1| senn (_ "= 1ne : (4.2.1.18)
1 K (k?) |2m@oR 2m@oR 2m@oR
cuya convergencia dependera de los valores de K (k?). La integral eliptica completa
/ z d
K (k) :fz ? , (4.2.1.19)
0 /1-(1-k?sen?(a)

toma valores mayores o iguales a 7r/2, es decir, 5 < K (k%) < co. Esta integral converge cuando 0 < k? <

1, vale 7/2 si k? = 1y diverge para k? = 0. Pero desde el caso clédsico en volumen finito los valores
de k? estaban limitados a 0 < k? < 1, lo que es equivalente a 1 < ¢y < v/2. Lo anterior debido a que
@o — 1(k* — 1) nos devolvia a la teoria ¢* en volumen infinito y ¢y = v/2 (k? = 0) nos llevaba a una
solucién nula para el campo @, (x). Por esto la integral (4.2.1.18) converge para todos los valores de
k? de interés en volumen finito.

Debido a todo lo mencionado, el criterio de la integral garantiza que 5 ; f(n) converge. Notemos
también que

Y| fm| =) f, (4.2.1.20)
n=1 n=1

lo que implica que la serie es, en realidad, absolutamente convergente. Asi queda demostrado que
el nimero de ocupacién medio total N converge absolutamente y esto muestra la mayor diferencia
diferencia entre el caso de volumen finito e infinito.
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Por otro lado, podemos escribir la solucion ¢y, (x) como el producto de convoluciéon

d(pklnk(x)
= ) 4.2.1.21
Pkink(X) = sgn(x) * ~ 5 dx ( )
la cual mediante la derivada
dsn(x)
=cn(x)dn(x), (4.2.1.22)
dx
puede ser escrita como
m2¢’0\/ 2— @5 ) )
Qrink(x) = sgn(x) * cn(@omx, k“)dn(@pomx, k%), (4.2.1.23)

28

donde cn(x, k?) y dn(x, k?) son las funciones elipticas de Jacobi coseno de la amplitud y delta ampli-
tud (ver apéndice C), respectivamente.

Ahora, usando la expansion [14]

3 4 2 1 1 i ;
sgn(x) =y sen (( m- )x) ==Y ( P~ e"”x), —21R<Xx<2mR,  (4.2.1.24)
=17t2n-1) 2R 25 Rpl
obtenemos )
i
=R+ 4 42.1.25
cp(sgn) ZRp ( )

esto también se puede encontrar de (4.2.0.29) y (4.2.0.30) en combinacién con (4.2.0.27). Ademds, con

pri = 5 20D ] p(ePx 4 ¢-iP)
dx 25 ZgRsenh[K(k) ]

(4.2.1.26)

encontramos que
p

4gRsenh [K k )p]

cp(pp) = (4.2.1.27)

La descomposicién (4.2.1.23) implica que nuestro solitén cudntico ¢* en volumen finito puede
ser escrito como un estado coherente segtin la forma planteada en las ecuaciones (4.2.0.35, 4.2.0.36,
4.2.0.37, 4.2.0.38), con coeficientes t, y ¢, dados por

—4i\/|p|  —a4i —4i NET
lp = = \/ﬁ= : y Ep = TVETP (4.2.1.28)
TRp nRp  7mR\p 4gsenh[Km(£)p]

4.2.2. Soliton sine-Gordon cuantico en volumen finito

Con el fin de obtener la imagen como estado coherente del solitén sine-Gordon corrido en volu-
men finito (4.1.2.2),

3 (x)—gam(“l/zx kz) 4.2.2.1)
(Ps - ﬁ k » » Lolis

42



4.2. SOLITONES CUANTICOS EN VOLUMEN FINITO COMO ESTADOS COHERENTES

podriamos usar la serie de Fourier [8]

2 TIX , K (k%) ( nrx )
am(x, k°) = 2K(k2) +nX::1 —sech nn KD n K2’ (4.2.2.2)
con o
x n nTx
2K( k2) n; sen (K( kZ))’ (4.2.2.3)

pero no es de utilidad ya que el lado derecho de (4.2.2.3) no converge a las condiciones de frontera
deseadas +7/2 en x = +K(k?). Por otra parte, am(x, k?) dada por (4.2.2.2) no puede ser reescrita como
una convolucién con sgn(x), cuya serie de Fourier viene dada solamente en términos senos de orden
impar.

Podemos considerar prolongar la funcién am(x, k?) fuera del rango —K(k?) < x < +K(k?), para ha-
cer que su expansion en series de Fourier sea compatible con las condiciones de contorno. Como es
bien sabido, esta prolongacién debe ser continua en los puntos extremos para garantizar la conver-
gencia en ellos al valor requerido. En el caso presente, este requisito reduce la eleccion a una extension
periédica con periodo 4K(k?), lo cual también es sugerido por el estudio anterior de la imagen como
estado coherente del solitén ¢*.

Consideremos la prolongacion f(x) de am(x) definida por
am(x), si K<x<K
fx) =4 am(2K-x), si K<x<3K (4.2.2.4)

am(x—4K), si 3K<x<4K.

La extension de f(x) es dada por am(x) para —K < x < K. Esta se prolonga en K < x < 3K de tal
forma que sea simétrica respecto x = K. Por tltimo, la prolongacion (4.2.2.4) estd hecha para que f(x)
sea una funcion periédica de periodo 4K y posee la propiedad f(x + 2K) = —f(x), lo que hace a su
serie de Fourier tener s6lo términos senos impares.

La serie de Fourier de f(x) viene dada por

2 1
fx) = an (%) (4.2.2.5)
donde K
fn:lf du am(u)sen(w) =
KJ_x 2K
-npn 22 © . @2n-1? maK
S PR 1+2mZ:1(—1) (Zn_1)2_4mzsech | (4.2.2.6)
de la cual obtenemos
x 2n-1Dnx
am(x)=)Y_ fn sen(T), -K<x<K (4.2.2.7)
n=1
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CAPITULO 4. SOLITONES EN VOLUMEN FINITO

Usando (4.2.2.7) en combinacién con (4.1.2.5) encontramos que

2n—-1x

) —nR< x<nR, (4.2.2.8)
2R

Ps(x) = an Sen(

donde f;, viene dado por (4.2.2.6). Nuevamente, usando la expresion en exponenciales complejas del
sen(x) ytomando p = 2” 1 (n=1,2,3,..), llegamos a

fP ipx -ipx
- ) 4.2.2.9
D)= ; - (e e ) ( )
con o) ,
(G D | o R?p? mnK
fr= R 1 +2mzzl(—1)mmsech < | (4.2.2.10)
donde n(p) = Rp + 1/2. Es facil demostrar que f;,, cumple con f_, = — f5,.
Ahora, comparando (4.2.2.9) con (4.2.0.10) obtenemos
VIRIpIf,
ap=—77"1"-"-, (4.2.2.11)
pi
— VIR
a,= —%'fp, (4.2.2.12)
i

de donde se ve que Ep = @—p. Con lo anterior podemos construir el estado coherente |55l>, tal que, el
valor medio del operador de campo ¢,(x) de la teoria cuantica del sine-Gordon corrido en volumen
finito coincida con (4.2.2.1)

(sol| @s(x)|sol) = Ps(x). (4.2.2.13)

Para el nimero de ocupacién medio en el estado coherente |sol>, con momento p, se obtiene

e - = nRIplf;
Ny = (sol| @}y |sol) = apa, = T” (4.2.2.14)
lo que nos lleva a un nimero de ocupacién medio total igual a
_ - TR TR
N=Y Ny=—YIplfi===Y pf5, 4.2.2.15)
P B~ % B %

notemos que p siempre es positivo debido a los valores posibles de 7.

En el caso del soliton sine-Gordon corrido en volumen finito no estudiaremos la convergencia
de su ntimero de ocupacién medio total N, ya que plantea problemas técnicamente desafiantes que
estdn mds alla del alcance de este trabajo. Lo anterior se puede ver de la expresién (4.2.2.15), la cual
es una serie que a su vez tiene términos que en si mismos son proporcionales a series al cuadrado,
como se ve de (4.2.2.10).

Por otro lado, se puede escribir la solucién ¢;(x) como la convolucién

1dps(x)
d )

@s(x) =sgn(x) * - > (4.2.2.16)
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4.2. SOLITONES CUANTICOS EN VOLUMEN FINITO COMO ESTADOS COHERENTES

la cual mediante la derivada

d
“Z‘(X) - dn(x), 4.2.2.17)
X
puede ser escrita como
al’? al?x
Ps(x) = sgn(x) * dn ( , kz) . (4.2.2.18)
Bk k
Podemos ver que
1dp 1 . .
Pr() =7 (’;;x) =32 pr” (eiPx+e7ipx), (4.2.2.19)
p
de donde se obtiene f
cppp) = Z—; (4.2.2.20)
y de (4.2.1.25) ya se habian encontrado los coeficientes
cp(sgn) = —ﬁ. 4.2.2.21)

La descomposicion (4.2.2.18) implica que nuestro solitén cudntico sine-Gordon corrido en volu-
men finito puede ser escrito como un estado coherente segiin la forma planteada en las ecuaciones
(4.2.0.35, 4.2.0.36, 4.2.0.37, 4.2.0.38), con coeficientes 7, y ¢, dados por

i AL e Y ¢ L TRVTRDS,
P~ mRp ~ #Rp #Ryp " 26

(4.2.2.22)
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Capitulo 5

Conclusiones

A continuacién, antes de pasar a enunciar las conclusiones del presente trabajo, creemos conve-
niente resumir muy brevemente los antecedentes.

La imagen de un solitén cudntico como un estado ligado coherente de ntimero infinito de cons-
tituyentes no es nueva, la misma fue adelantada hace ya algin tiempo por J. G. Taylor [25], quien
muestra que la existencia de un numero cudntico topologico conservado corresponde a un namero
de constituyentes infinito.

Como ha sido comentado con anterioridad, cldsicamente la carga topolégica proviene de la dife-
rencia de los valores que toma el campo en la frontera y de aqui que en la teoria cudntica se espere
que dicha carga venga determinada por los constituyentes de longitudes de onda muy largas, que
son los que capturan el comportamiento a gran escala. Asi, los constituyentes del soliton cudntico
que contribuyen a la energia de la configuracion solitonica llevan también informacién de la carga
topologica.

Enlareferencia [1] G. Dvali, C. Gomez, L. Gruendingy T. Rug construyen el estado del soliton topo-
l6gico de la teoria (p4 (en (1+1) dimensiones con la dimensién espacial infinita) como un estado ligado
coherente de un nimero infinito de constituyentes. En dicho trabajo se muestran explicitamente que
el nimero medio de ocupacion es una cantidad divergente (en el infrarrojo) y que por lo tanto la car-
ga topoldgica del solitén no recibe correcciones cudnticas. Adicionalmente los autores muestran que
dicho estado puede ser descompuesto como un estado producto tensorial en el cual una parte lleva
la informacién sobre la topologia y otra lleva la informacién de la energia del soliton.

En el presente trabajo, interesados en el origen cudntico de la carga topolégica de los solitones y
con miras a profundizar sobre el papel determinante que juegan los cuantos constituyentes de longi-
tud de onda infinita en el mismo, consideramos el caso de solitones definidos en un volumen finito.
Asi, luego de unarevisién de la descripcion via estados ligados coherentes tanto del solitén topolégico
(p4 [1] como del solitén sine-Gordon [5], en (1+1) dimensiones con la dimensién espacial infinita, nos
avocamos al caso de dimension espacial finita. Siguiendo la referencia [1], proponemos que el esta-
do del solitén topolégico cudntico definido en un volumen finito para el caso particular de la teoria
¢*, estara descrito por el estado coherente en el cual el valor esperado del correspondiente operador
de campo coincide con el campo cldsico asociado al solitén. Para el solitén topolégico clasico ¢* to-
mamos el encontrado en la referencia [6], definido sobre la circunferencia 2z R de un cilindro y por
lo tanto con una energia finita, el cual es obtenido imponiendo condiciones de contorno orientadas
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solo a encontrar una solucion a la ecuacién de campo con el perfil apropiado [6]. Esta configuracién
clasica reproduce en el limite R — oo las propiedades del solitén topolégico clésico de la teoria ¢*
en volumen infinito.

Encontramos que los operadores asociados con el estado del solitdn como objeto extendido, para
el soliton topolégico de la teoria ¢* en volumen finito, aparecen en la teoria cudntica de manera na-
tural, sustituidas las transformadas de Fourier para volumen infinito por series de Fourier en el caso
de volumen finito. En forma andloga al caso de volumen infinito, construimos el estado del solitén
topologico como un estado ligado coherente de un numero infinito de constituyentes. Encontramos
aqui que el nimero medio de ocupacion es una cantidad finita que solo diverge en el limite R — oo,
esto es para volumen infinito, recuperando solo en este limite el resultado obtenido en la referencia

[1].

También encontramos que el estado coherente del solitén topolégico de la teoria ¢ en volumen
finito, es descomponible como un estado producto tensorial en el cual una parte contiene informa-
cién sobre la topologia y la otra lleva la informaciéon de la energia, tal y como ocurre también en
volumen infinito.

Ahora bien, el niimero de ocupacién finito obtenido para el solitén ¢* definido sobre una dimen-
sion espacial acotada, nos dice que la carga topologica en este caso puede llegar a admitir correccio-
nes cudnticas (si se incluyen interacciones). En este punto es conveniente sefialar:

= En lo que concierne al estado cudntico de un solitén en volumen finito, se deberd tener en
cuenta que en general la superficie borde de un sistema finito, cuando no esta soportada por
una fuerza externa, tendrd que mantenerse de manera auto-consistente. De aqui que la esta-
bilidad de un sistema finito implica que su superficie borde debe ser mantenida por ciertas
correlaciones de largo alcance o modos colectivos.

n F] solitén cuantico (p4 definido sobre un cilindro de circunferencia 27 R, también podria ser
interpretado como un cristal de solitones y antisolitones en la teoria ¢* en volumen infinito
(para un cristal de solitones y antisolitones sine-Gordon véase la referencia [26]). Es claro que
en un volumen finito con condiciones de contorno periédicas, el solitén interactuara con sus
propias copias y/o con el antisolitén y sus copias.

= En general, en las teorias cudnticas de campo con sectores topoldgicos, considerar la restric-
cién a solo un sector topolégico conlleva tipicamente a fuertes efectos de volumen finito, los
cuales estan suprimidos por potencias del inverso del volumen. Comtinmente se acepta que los
resultados con significado fisico corresponden a volumen infinito y/o topologia sin fijar.

Dichas cuestiones son sumamente interesantes y profundas, de las que no sabe mucho y que
requieren mads investigacion.

En el corto plazo, entre las posibles extensiones del presente trabajo esta la construccion del es-
tado ligado coherente para el solitén topolégico sine-Gordon definido en un volumen finito, el cual
planteo serios problemas técnicos cuya soluciéon estaba mds alld del alcance pretendido en esta tesis.
Adicionalmente, seria deseable profundizar sobre el significado cudntico de la interaccién solitén-
antisoliton usando el lenguaje de estados coherentes [1] y estudiar la misma en el caso de volumen
finito.
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CAPITULO 5. CONCLUSIONES

Nos gustarfa concluir con un par de comentarios': Aiin se desconoce dénde descansa la frontera
entre objetos macroscopicos y objetos microscopicos. De hecho, como teoria para objetos macroscopicos
la Teoria Cudntica de Campos se encuentra todavia en un temprano estado de desarrollo.

1Tomado del libro Thermo Field Dynamics and Condensed States de H. Umezawa, H. Matsumoto y M. Tachiki (North-
Holland, Amsterdam, 1982).
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Apéndice A

Representacion en estados coherentes de los
espacios de Hilbert

A continuacién recopilamos algunos resultados importantes de la representacién en estados cohe-
rentes de un espacio de Hilbert (ver la referencia [19]).

En las siguientes expresiones los operadores de creacion y aniquilacion, ézz y dg, respectivamen-
te, con k = 1,2,3,...,, K, aparecerdn en orden normal. Para una expresion ordenada normal todos los
operadores de creacion estdn a la izquierda de todos los operadores de aniquilaciéon. Esto también es
conocido como el orden de Wick y es denotado por el simbolo de doble punto

Lo ot of -
:E(akak+akak):s a, dk. (A.0.0.1)

Dado el dlgebra de creacion-aniquilacion

[ak, ax) = 0 = [ay, a},), lag, ap) = 6x, kK =1,2,3,..,K, (A.0.0.2)

los elementos diagonales de una funciéon ordenada normal, en la representacion en estados coheren-
tes del espacio de Hilbert, vienen dados por

F=:F; <{ak}|F({ﬁz},{51k}) Harh) = Fagh {ak)), (A.0.0.3)
donde ©
fHahy = [1 law), arlar) = axlap, (aplal = (apla, (A.0.0.4)
®k=1

con los autovectores |a) del operador de aniquilaciéon a; dados por

o0 a nj A
jag) = ezl ) %mw = e 2l +ardy gy (A.0.0.5)
nk:() I’lk.
Los estados |{a}) satisfacen la relacion de cierre
fdzal{ak}ﬂ{ak}l =1, (A.0.0.6)

con
d(Reap)d(Im ay)

T

(A.0.0.7)

d*a = ﬁ
k=1
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Una forma equivalente de |{a}) es dada por
K
Harh) = Ux(@, @) |0), Uk(a,a) = exp{ > (akﬁz - &kﬁk) } (A.0.0.8)
k=1

donde Uk es unitario. Este ultimo resultado se mantiene para K — oo siempre que Y 37, la kl? < oo,

lo cual implica que el espacio de representacion expandido por el conjunto de estados {Hgkzl lag)}
es unitariamente equivalente al correspondiente espacio de Fock F.
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Apéndice B

Distribuciones atemperadas, productos de
convolucion, transformadas de Fourier y series
de Fourier

Nos limitaremos a simplemente citar una breve lista de resultados aqui, cuyas referencias estandar
son los libros de L. Schwartz [9, 10].

1. Denotamos por S(R) y S ([®) alos espacios de las funciones ¢(x) clase C *°(R) de decrecimiento
rapido en ooy de las distribuciones atemperadas T, definidas sobre S(R), respectivamente.

(a) Se puede demostrar que toda distribucién T € S®) puede ser escrita como

+00 k

(T, X)) = Y, dx Fy(x)

wa), (B.0.0.1)
0<ks<sd—00

donde las Fj son funciones continuas acotadas de la siguiente manera

|Fe(x)] < Ck(1+ |x|f), (B.0.0.2)

para algun Ci y j dependientes de k.

(b) La convolucién de dos elementos ¢ (x) y ¢2(x) de S(R) esta definida por

+00
b1 (x) * P2 (x) :f dy ¢1(x—y)pa(y). (B.0.0.3)

Se tiene:
L ¢1(x) * Pa(x) € S(R).
II. 1 (x) * P2 (x) = Ppa(x) * Pp1(x).

III. La operacién * puede ser extendidaa ¢+ T para¢pe SR)y T € S (R), siendo el resultado una
funcién infinitamente diferenciable. En este caso ¢ * T es llamada la regularizacion de T provista por

.
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APENDICE B. DISTRIBUCIONES ATEMPERADAS, PRODUCTOS DE CONVOLUCION,
TRANSFORMADAS DE FOURIER Y SERIES DE FOURIER

(c) Sea [(p(x)]l/; la transformada de Fourier de ¢(x) € S(R), la cual viene dada por

+00 X
[p0] = f dx e'P (). (B.0.0.4)

La transformada de Fourier de Ty € S (R) estd definida por
(Tl ¢(p)) =T, [p(p)]2) ., Vp(x) € S(R), (B.0.0.5)

donde la normalizacién se elige de modo que [0 (x)]g = 1, siendo 1 la unidad multiplicativa en el
sistema de nimeros complejos y 6 (x) la unidad multiplicativa en el dlgebra de convolucién.

I. Para ¢1, ¢» € S(R) se tiene

(1) * 2], = [pr (0] [p2(0)] .- (B.0.0.6)

I1. Para ¢(x) € S(R) y Ty € S (R) se tiene

(P00 * T] ) = [p(0)] ) [Tx] - (B.0.0.7)

I11. Propiedad de traslacion. Para ¢(x) e SR) y Ty € s (R) se tiene

[pc—a], =P (¢, [Ta-alpy = €'P [Tl (B.0.0.8)

IV. Una funcién f € L?(R) define una distribucién atemperada y por lo tanto tiene transformada
de Fourier [ f (x)]; en el sentido de distribuciones.

Teorema de Plancherel-Parseval: Si f(x) € L%(R), entonces [ f (x)]g € [2(R) y

+00 2 1 +oo A 2
f dx |f(x)] :ﬂf dp“f(x)]p . (B.0.0.9)

2. Sea I la circunferencia de radio R centrada en el origen. Denotamos por D(I') y D,(l") a los es-
pacios de las funciones ¢(x) clase C *°(I') (-nR < x < mR) y de las distribuciones T, definidas sobre
D(I'), respectivamente.

(a) La serie de Fourier para Ty € D (D) es

+00 ikx 1 ikx
Y. c(DeE, cp(T) = ——=(Tyx,e k). (B.0.0.10)
oo 2nR
La serie de Fourier para ¢(x) € D(I') es
too ikx 1 R ikx
= ", =— d R, B.0.0.11
P(x) k:Z_oo @e®, @) =52 | dxge ( )
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(b) El producto de convolucién de dos elementos Ty S de D (I') esté definido por
(T * S,y =(Te ® Sy, p(& +1)), (B.0.0.12)
el cual siempre existe ya que cualquier distribucién en I' tiene soporte acotado. En particular se tiene:
L.6(x)*T=T,conTeD ().
IL6(x)*T=T,conTeD ().

HI. D(T*S)=DT+«S=T=+«DS,conTyS € D () y D un operador diferencial con coeficientes
constantesen I'.

Los coeficientes ¢ (T * S) vienen dados por

k(T x S) =2nRei(T) ci (S). (B.0.0.13)

El producto de convoluciéon de dos elementos ¢ (x) y ¢p»(x) de D(I') es dado por la ecuacion

TR

$h1(x) * pa(x) = . dy gr(x—=y)p2(y). (B.0.0.14)
Los coeficientes ci(¢; * ¢p2) son dados por
(1 * p2) = 2 Rek (1) cr(P2). (B.0.0.15)
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Apéndice C

Integrales elipticas y funciones elipticas de
Jacobi

A continuacién, mostramos algunas definiciones y resultados importantes acerca de las integrales
elipticas y las funciones elipticas de Jacobi (ver las referencias [4, 6, 7, 8, 14]).

1. Denotamos por F(¢, k?) y E(¢, k?) a las integrales elipticas de primera y segunda especie, res-
pectivamente. El pardmetro k es conocido como el médulo de las integrales elipticas, el cual se asu-
mir4d como un ntimero real y sin perder generalidad podemos suponer que 0 < k? < 1. Ademds, intro-
ducimos el pardmetro k', conocido como médulo complementario de las integrales elipticas y dado
por la ecuacién k? + k2=1.

L. Integral eliptica de primera especie:

) 4 da sen(@) dx
F(p, k%) = f = f . (C.0.0.1)
0 V1-k%sen?(a) Jo V(1= x2)(1 - k2x2)
II. Integral eliptica de segunda especie:
(7] sen(y) ,/1 _ k2 2
E(p, k?) = f da v/1- k2sen?(a) = f dx L2 (C.0.0.2)
0 0 V1-—x?
III. Integral eliptica completa de primera especie:
) T, 3 da
K = F (5, k) = . (C.0.0.3)
2 0 1-k%sen?(a)

IV. Integral eliptica completa de segunda especie:

E(kY) =E (g k2) - F da V1-k2sen?(a). (C.0.0.4)
0

V. Integral eliptica complementaria completa de primera especie:

K (k*) =F

(C.0.0.5)

(z’klz) :f% da .
2 0 v1-k'2sen?(a)
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VL. Integral eliptica complementaria completa de segunda especie:

E () =E (g k'z) - fo P da/1-K2sen2(a) . (C.0.0.6)

Es facil ver que se cumplen las relaciones: K(k?) = K (k'2),K (k) = K(k2),E(k?) = E (k2 yE (k) =
E(k?2).

2. Consideremos el limite superior ¢ de la integral

¥ da
u :f ) (C.0.0.7)
0 1-k2sen?(a)
como una funcién de u. Usando la notacion
@ = am(u) = am(u, k%), (C.0.0.8)

llamaremos a este limite superior la amplitud eliptica de Jacobi. La cantidad u es llamada el argumen-
to eliptico de Jacobi y su dependencia en ¢ se escribe como

u=arg(p) =arg(y, k). (C.0.0.9)

Las siguientes funciones
sn(u) = sn(u, kz) = sen(p) = sen(am(u)), (C.0.0.10)
cn(u) =cn(u, kz) =cos(p) = cos(am(u)), (C.0.0.11)

dn(u) = dn(u, k?) = \/1 - k?sen?(p) = V1 - k?sen?(am(w)), (C.0.0.12)

son conocidas como las funciones elipticas de Jacobi seno-amplitud, coseno-amplitud y delta-amplitud,
respectivamente. Estas satisfacen:

I. snz(u) + cnz(u) =1.

IL. dn®(u) + k*sn?(u) = 1.

1. dn®(u) — k*cn®(u) = 1 - k2.

IV. Lo = dn(u).

V. %sn(u) =cn(u)dn(u).

VI %cn(u) =—-sn(uwydn(u).

VII. %dn(u) =—k?sn(wcn(u).
VIIL. sn (u+4mK+ 2nK'i) =sn(u).
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IX. cn(u+4mK+2n(K+ K'i)) =cn(u).
X. dn(u+2mK+4nK,i) =dn(u).

XI. sn(u+2K+2K/i) =—sn(u).

XIL enu+ 2K+ 2K i) = en(u).

XIIL dn (u+2K+2K i) = ~dn(w).

Otras propiedades de posible interés son:
I. sn(u+2K) = —sn(u).

II. sn (u+2K'i) =sn(u).

III. cn(u+ 2K) = —cn(u).

IV. cn(u+2K,i) =—cn(u).

V.dn(u+2K) =dn(u).

VL dn(u+2K'i) = ~dn().

VII. sn(—u) = —sn(u).

VIIL. cn(—u) = cn(u).

IX. dn(—u) =dn(u).

X. am(—u) = —am(u).

XI. am(u+2nK+ 2mK'i) = nn+am(u).

En las expresiones anteriores se ha supuesto K = K(k?) y K = K,(kz). Ademds, m y n son nimeros
enteros.
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