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Symmetry, as wide or as narrow as you may define its
meaning, 1S one idea by which man through the ages has

tried to comprehend and create order, beauty, and perfection

H. Weyl
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Introduccion

Desde los inicios de la teoria de relatividad general han surgido un gran nimero
de escenarios fisicamente interesantes donde la estructura del espaciotiempo es de
alguna manera singular, esto es, espaciotiempos en los que las curvaturas tienen
saltos abruptos o cuya métrica presenta un comportamiento patolégico en alguna
regién. Convencionalmente, dichas singularidades se consideran esenciales si no pueden
ser removidas por medio de transformaciones de coordenadas, ain en el caso en
el que las mismas no estén bien definidas en la region singular. Adicionalmente,
los espaciotiempos singulares han sido objeto de estudio ya que se cree que estas
singularidades senalan la ruptura de la relatividad general clésica y la emergencia de
fenémenos cuanticos gravitacionales [1].

Recurriendo a las geodésicas del espaciotiempo es posible tener nocién de la
existencia de una singularidad a pesar de que estas no se vean reflejadas en los tensores
de curvatura asociados. En lo que sigue nos gustaria reflejar estas singularidades
en la falta de suavidad del tensor de curvatura utilizando el marco matematico de
distribuciones donde el manejo de estas singularidades es matematicamente riguroso.
Sin embargo nos encontramos con un conflicto inmediato dada la no linealidad de
las ecuaciones de Einstein, ya que estas involucran productos de la métrica con sus
derivadas, productos que en general no estan definidos en la teoria de distribuciones.
En este sentido, Geroch y Traschen [2] establecen las condiciones bajo las cuales los
tensores de curvatura asociados a un tensor métrico singular tienen sentido como
distribucién, manifestandose de manera directa las singularidades del espaciotiempo
en los tensores de curvatura. Por otro lado, Garfinkle [3] relajando algunas de estas
condiciones expande la familia de métricas cuyos tensores de curvatura asociados estan

bien definidos como distribuciones.



Siguiendo dentro del marco provisto por la teoria de distribuciones nos gustaria
continuar el estudio de las geometrias que dan lugar a singularidades y en particular
como extender el concepto de simetria a los tensores métricos singulares y sus tensores
de curvatura distribucionales. La importancia de este concepto en relatividad general es
fundamental, toda vez que nos permite entender mejor la relaciéon entre la geometria y
la materia que esta implicita en las ecuaciones de Einstein. Adicionalmente, dichas
simetrias pueden dar lugar a cargas conservadas a lo largo de las geodésicas del
espaciotiempo. Para ello se propone en [4] el estudio de las simetrias de geometrias
distribucionales a través de una definiciéon rigurosa de la derivada de Lie en el sentido
de las distribuciones.

En el presente trabajo se trataran las simetrias de Killing y de las curvaturas de
espaciotiempos tipo ondas gravitacionales, motivados por el actual interés que se tiene
sobre las soluciones tipo ondas gravitacionales planas de las ecuaciones no linealizadas
de Einstein. En particular se estudiaran, la onda PP impulsiva cuya curvatura se
encuentra confinada a una hipersuperficie plana [5], asi como también el caso de una
onda gravitacional que se propaga en un background magnético [6]. Por otro lado se
realizara el estudio de las simetrias de Killing y de la curvatura de Ricci del agujero
negro BTZ para el caso sin rotacién [7]. La estructura de este trabajo es como sigue.
En el primer capitulo se presenta una revisién de la estructura matematica que se
empleara para el andlisis de las geometrias distribucionales de los espaciotiempo que
seran objeto de estudio. Los siguientes tres capitulos se dedicaran al estudio de dichos
espaciotiempos, en los que se presenta una breve revision de la geometria clasica (esto
es, no distribucional) del espaciotiempo seguidamente de una revisién de la geometria
distribucional, para luego realizar el estudio de las simetrias de los tensores de curvatura
distribucionales asociados a cada espaciotiempo. Por tltimo se presenta una discusion

de los resultados obtenidos en esta tesis.



Capitulo 1

Simetrias y curvaturas

distribucionales

En este capitulo se realizara una revision de los conceptos generales y propiedades
sobre las cuales descansa este trabajo. En lo que sigue, introduciremos el concepto de
distribuciones tensoriales y definiremos el tipo de métrica cuyo tensor de curvatura
asociado acepta una interpretacién distribucional. Posteriormente, revisaremos la
definicion de derivada de Lie y otros conceptos relacionados con simetrias, para luego

revisar la extension de la derivada de Lie en el sentido de las distribuciones.

1.1 Distribuciones tensoriales. Métricas regulares

y semi-regulares

Siguiendo el enfoque de [8], se define una distribucién regular como un funcional lineal
que surge de la integral generada por una funcién localmente integrable con una funcién

de prueba ¢ a través de,
6= [ soun (1)
M

Donde w;, es el elemento de volumen asociado a un tensor métrico C* endosado a
la variedad M.
La extensiéon a distribuciones tensoriales es directa. Sea UJ'"Ji; ., un campo

tensorial de prueba suave con soporte compacto sobre M. Un campo tensorial
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T se identifica con una distribucién via,
ity [rrd. ] = GRS S § ¥ SR N
Tt G O ] = / Tt U wp (1.2)
M

se dice que el campo tensorial 7%, . esta localmente acotado siempre que la

expresion T %, . U0, ., este acotada para todo campo tensorial de prueba
Ui

La derivada covariante compatible con la métrica 7,, de un tensor distribucional

Tk oes el tensor definido por
VT g U ) = =T g VU0 ] (1.3)

para cualquier campo tensorial de prueba U7t .
Por 1ltimo, se define la derivada débil de un campo tensorial localmente integrable

T, . como el campo tensorial localmente integrable Wi . . tal que
W”mzkjjln-jl[U]h"']lil-..z‘k] = VjT“mzkjl“'jz [U”lmjlir"ik] (14>

para todo campo tensorial de prueba U7t t;

En particular estamos interesados en asignar significado distribucional a la
curvatura de una métrica distribucional. Sea V. el operador derivada compatible con
cualquier métrica suave 7, , entonces el tensor de Riemann de una métrica suave gg

puede ser escrito en la forma,

Rabcd = Rabcd + Qv[bod + 2Ci[bcgfc (15>

ale

donde }?abcd es el tensor de curvatura de 1, y CS, viene dado por,

1

Cap = é(gfl)Cd(Vagbd + Vigad — Vagab) (1.6)

Dado que (1.5) requiere operaciones no lineales de la métrica y sus derivadas, que en
general no estan definidas en teoria de distribuciones, no es posible en general asignarle
significado distribucional a esta expresion. Sin embargo, exigiendo condiciones sobre el
tensor métrico se puede asegurar que el lado derecho de Ry.? admita una interpretacion
distribucional. Siguiendo a [2] un campo tensorial simétrico g, definido sobre una
variedad M puede ser definido como una distribuciéon, que llamaremos tensores

métricos regulares, si cumple:
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1. g v (g71)% existan en todas partes y sean localmente acotados.

2. La derivada débil de g, en alguna métrica suave 7,, exista y sea localmente de

cuadrado integrable.

Esto es, el primer término en (1.5) por ser el tensor de curvatura de una métrica
suave su interpretacion distribucional es directa. El segundo término se interpreta
como la derivada de una distribucion que resulta ser una distribucion. Y por ultimo
el tercer término es localmente integrable y por ende una distribucién si C, es de
cuadrado localmente integrable. Asi Rg,.? define una distribucién tnicamente si cs
es localmente integrable y de cuadrado localmente integrable. Dado que los productos
directos de la métrica y su inversa con el tensor de Riemann tienen sentido como
distribucion para métricas regulares, tiene sentido escribir las ecuaciones de campo de
Einstein.

Ademas es posible extender la familia de tensores métricos para los cuales los
tensores de curvatura admiten significado distribucional, llamados tensores métricos
semi-regular [3], exigiendo condiciones minimas para que Rg.? sea definible como
distribucién. Un campo tensorial simétrico g, es semi-regular siempre que:

b

1. g v (g71)% existan en todas partes y sean localmente acotados.

2. La primera derivada débil de g, en alguna métrica suave 7, exista y los tensores

cey Offl[b o sean localmente integrables.

Puesto que la contraccién de una distribuciéon es una distribucién, se sigue que
el tensor de Ricci, R,. = Ra’, tiene sentido como distribucién tanto para métricas
regulares como para métricas semi-regulares. Sin embargo, una métrica semi-regular
puede no tener tensor de Einstein distribucional debido al hecho de que contracciones

de la métrica con el tensor de curvatura pueden no tener sentido como distribuciones.

1.2 Derivada de Lie

En lo que sigue revisaremos algunos resultados fundamentales sobre la derivada de Lie

y las simetrias que surgen a partir de esta. Para los detalles remitimos a las referencias

[9] v [10].
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Sea 2" coordenadas n-dimensionales cartesianas y sea £ un campo vectorial

definido sobre la variedad M, tal que, se le asocian el siguiente sistema de ecuaciones

diferenciales:
i o= ¢ (xl(t), ,x"(t)) , i1=1,...,n (1.7)
. da’
.5 . 1.
T = por (1.8)

cuya soluciones son llamadas las curvas integrales del campo vectorial &', y que
denotaremos

Fl(x),.xy) = a' = 2'(t, 35, ..., 23) (1.9)
que satisfacen z} = z' |;—;, condiciones iniciales sobre las coordenadas. Usando el
teorema de Taylor para t pequeno se encuentra la forma maés explicita de este mapeo,
encontrandose:

Tt 2y, s ) = Tl + tE (], . ) + 0(1) (1.10)
Dado un grupo local uniparamétrico de difeomorfismos F; = (F}, ..., F]"), se define un

campo vectorial tangente como,
¢ (dFi) =1 (1.11)
= | =4 , 1=1,..,n .
dt t=0

Sea T, ., un campo tensorial. Entonces F} induce una transformacién sobre

las componentes del campo tensorial como sigue,

oo Ozt Ozt O} oxlk
(FT) 7 gy = TPy g T S 220 220 (1.12)
oxlt Ozl Ozt OxPr
a partir de la cual se define la derivada de Lie de un campo tensorial 7% %, . con
respecto al campo vectorial £ a través del tensor
LT gy = | (BT i (1.13)

t=0
esta derivada nos da el ”cambio infinitesimal del campo tensorial 7% %, . a lo largo
del campo vectorial .

A continuacién obtendremos una formula més explicita para la derivada de Lie. En

particular considérese la derivada de Lie de un campo tensorial 7, de rango 2,

d d Oz Oxb
b | & b _ | @& (5a02 0%
Lelu’ = th (FT), ] th <Tc o a:cﬂ (L14)
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usando (1.10) en (1.12) se desprende,

e o¢P
FD), =T (6 +t=—=— ) (6 —t—— 1.1
=T (54t ) (01 t759) —
se sigue,
d b oge
LTl = | — (TP — T —= +¢T? 0(t 1.16
con lo que se encuentra,
LT, =€V T,0 — T,V + TV £ (1.17)

donde V, es el operador derivada compatible con una métrica suave g,;,. La derivada

de Lie satisface las siguientes propiedades basicas:

e Es lineal sobre los objetos geométricos;

£eNYy + 1Z,) = NEeYy + p£eZ, (1.18)

e Es lineal en los campos vectoriales;

fj()\y_huz)P: )\£YP+,u£ZP (119)

e Sigue la regla de Leibniz;

Le(YZy) =Y (Lelpe) + (£eY ) 2 (1.20)
Un caso particular de (1.13) ocurre cuando,

LT, 5 =0 (1.21)

Jig

asi, el campo tensorial 7™, ., es invariante en forma o simétrico bajo la
transformacién generada por el campo vectorial £ y se dice que £ es una simetria
del campo tensorial 7" . .

Consideremos ahora las simetrias que posee un tensor métrico g, asociado a una

variedad M a lo largo de un campo vectorial £%, esto implica,

££gab = gcvcgab + gcavbgc + gcbvagc =0
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dado que el operador derivada V. es el compatible con la métrica g, se sigue V. g = 0
y obtenemos

Voo + V&, =0 (1.22)

que se conoce como las ecuaciones de Killing y cualquier campo vectorial £ solucion a
ésta se denomina campo vectorial de Killing o isometria de la métrica gq.

Un resultado importante de las ecuaciones de Killing, relaciona la segunda derivada
de un campo vectorial de Killing con el tensor de curvatura de Riemann. Por definicion

el tensor de Riemann viene dado por
Vavbgc - vbvafc = _Rabcdfd (123)

utilizando las ecuaciones de Killing, escribiendo la misma ecuacién con permutaciones

ciclicas en los indices y sumando éstas, se obtiene
Vavbgc = _Rbcadgd (124>

esto implica que un campo vectorial de Killing £%, esta completamente determinando
por los valores de £* vy V,& en un punto p € M. Ademds, para una variedad
n dimensional, el nimero méaximo de campos vectoriales de Killing linealmente

independientes es de
n(n+1)
2
correspondiente a n vectores de Killing asociados a traslaciones como consecuencia de

n(n—1)
2

(1.25)

la homogeneidad del espaciotiempo, vectores de Killing asociados a rotaciones
especiales y boost de Lorentz como consecuencia de la isotropia del espaciotiempo. En
particular un espaciotiempo n-dimensional que acepte el niimero méximo permitido de

campos vectoriales de Killing se conoce como un espacio maximamente simétrico.

1.3 La derivada de Lie en el sentido de las

distribuciones

En esta seccion se revisara la generalizacion del concepto de derivada de Lie para
campos tensoriales en el sentido de distribuciones presentada en [4], lo que nos permitird

extender la nocion de simetrias para distribuciones tensoriales.
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Sea T,” un campo tensorial localmente integrable y £* un campo vectorial O
definido sobre una variedad M. La derivada de Lie del campo tensorial 7,° viene dada

por (1.17) que se puede escribir como,
LT, = Vo(T,€°) = T(VeE) + TV — T,V € (1.26)

La extension de la derivada de Lie a distribuciones tensoriales es directa. Sea U%,

un campo tensorial de prueba suave con soporte compacto sobre M, se tiene
LU = / (~ TP U — T (VYU + TV (U, — T, U oy (1.27)
Um

donde Uy es el dominio coordenado correspondiente a M y w,, el elemento de volumen

asociado a una métrica suave 7,,. Dado que,
LeU%% =V U+ UV — UGV LY
podemos reescribir (1.27) como sigue,
LTl U) = — /M (Tl £eU% + T.0V LU )w, (1.28)

A partir de este resultado se define en general la derivada de Lie para un tensor
distribucional 7%, . a lo largo de un campo vectorial £* suave definido sobre la

variedad M, a través de
£€Tilmikj1"'jl [Ujlmjlir“ik] = _Tilmikjl“'jl[fojlmjlh“'ik + ngjUjlmjlir“ik] (1'29)

el cual admite una interpretacion distribucional bien definida ya que ambos términos
del lado derecho de (1.29) son tensores distribucionales bien definidos siempre que el

campo vectorial £ sea suave.



Capitulo 2

Agujero negro en dimension

reducida

El modelo de agujero negro en dimensién reducida, (2 + 1)—dimensional, descrito por
Banados, Teitelboim, y Zanelli (BTZ) [11] [7], comparte muchas de las propiedades
clasicas y cudnticas del agujero negro de Kerr (3 + 1)—dimensional [12]. A pesar de
que difiere de la solucion de Kerr, al ser asintéticamente anti-de Sitter en vez de ser
asintoticamente plano, éste representa un agujero negro en gravedad reducida. Mas
aun, para el caso sin rotaciéon, esta geometria describe una singularidad en el origen
escondida por un horizonte de evento en r. = y/ml [7]. Por consiguiente este tipo
de solucién plantea un estudio interesante en el marco de la teoria de distribuciones
tensoriales. En lo que sigue se realizard una revisiéon de la geometria distribucional
del agujero negro BTZ para el caso sin rotacién, para luego realizar un estudio
distribucional de las simetrias de este espaciotiempo. Asi, se estaran dando los primeros

resultados obtenidos en esta tesis.

2.1 Agujero negro BTZ

Revisaremos en lo que sigue la geometria del agujero negro BTZ para el caso sin
rotacién en el sentido no distribucional [7] [12].

Considérese la solucién agujero negro BTZ AdS;3 para el caso sin rotacién, cuya
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geometria viene descrita por el tensor métrico en la forma de Kerr-Schild,

Jab = Nab + [kaks (2.1)

con 1y, la métrica de Minkowski en R? y

2
1
f= (1 +m — %) , ke =dt,+ ;(:cdxa + ydy,) (2.2)

donde r = /22 4+ y2. Nétese que el punto con energia igual a cero se ha ajustado de
tal manera que el término de masa sea cero cuando el tamano del horizonte tienda a

cero, siendo el horizonte r = y/ml.

El tensor métrico (2.1,2.2) es solucién al sistema de ecuaciones de campo de
Einstein, (2 4+ 1)—dimensional, en el vacio,

1
Rab - EgabR + Agab =0 (23>

con constate cosmoldgica A = —1/1?. Asi, el tensor de Ricci asociado a la geometria

provista por (2.1) viene dado por,

Ry, = —l%gab (2.4)

Dado que la curvatura de esta geometria esta definida en todo el espaciotiempo y

es constante, se ha afirmado [7] que el tipo de "singularidad” que se encuentra en r = 0

no es en la curvatura. Cabe destacar que esta declaracién significa que r = 0 no es una

singularidad cénica. Una singularidad cénica se obtiene al tomar un espaciotiempo
plano, cortar una regiéon con forma de cuna e identificar los bordes del corte.

Las simetrias de esta geometria, vienen descritas por los campos vectoriales de

Killing,
K, =0, (2.5)

Ky =20, —y0, (2.6)

los cuales corresponden a un sistema estacionario y una simetria axial, debido a

invariancias bajo desplazamientos temporales y bajo rotaciones respectivamente.
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2.2 Agujero negro BTZ y distribuciones

A continuacién se realizard una revisién de la geometria distribucional provista por el
tensor métrico (2.1). De acuerdo a [3] y siguiendo el procedimiento en [13], se puede
demostrar que la solucién agujero negro BTZ, para el caso sin rotacién en coordenadas
de Kerr-Schild, es una métrica semi-regular Vm. Por consiguiente, el estudio de esta
geometria en el sentido de las distribuciones esté garantizado.

Se encuentra que el tensor de Christoffel (1.6) asociado a la geometria descrita por

(2.1) viene dado por,

r
C = l—Q[dra(dtb + dry) + dry(dt, + drg)| (0] — 05)
1 7,2 2 C C r c
- 14+m— )T dpadpy(0; — 05) + l—2(dta + dry) (dty, + dry,)Ox
r r? . .
+ B 1+m— 7 (dt, + drg)(dty + dry) (0 — OF) (2.7)

que es localmente integrable Vm y se sobrentiende que todas las componentes del
tensor son cartesianas como funciones de coordenadas cartesianas. Notamos ademéds
que C®, = 0.
Partiendo del tensor de Riemman(1.5), se encuentra la siguiente expresién para el
tensor de Ricci distribucional,
Ro [U*] = — / Ct VU™ w, — / C 1 C™ U wyy (2.8)
R3—B, R3—B,
con w,, el elemento de volumen asociado a la métrica de Minkowski en R? y B, el circulo

alrededor del origen con € — 0. Asi,

ac ac C 27.2 ac
R..[U ]:/ C® gedryU wa+/7333 (VcCab—lTkakc)U Wy (2.9)

donde se uso el teorema de la divergencia, siendo w, es el elemento volumen inducido
sobre la superficie r = constante por la métrica de Minkowski y —dr, la normal externa

a esta superficie. Resolviendo para la primera integral, se obtiene

T T 7"2
. ClacdryU*w, = / {—Z—Q(dradrc) - l_2(1 +m — l—Z)dmdra
1 r? 2 ac
+ ;(1 +m— l—Q)T dp.de. | U edpdt (2.10)
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Es claro con r = ¢, ¢ — 0, entonces
/ CloedryU%w, = /(1 +m)(sen?pU™™ — senpcosp(U™ + UY™)
- +  cos*pU%)dpdt
= w(1+m) / 0to) (dzada, + dyady.) U dt (2.11)

Con este resultado y resolviendo la segunda integral en (2.9) se encuentra para el
tensor de Ricci,
Roe=m(1+ m)5ég))(dfcadxc + dyady.) — l%gac (2.12)
Notamos que la geometria distribucional del agujero negro BTZ estatico, para Vm >
—1, es una singularidad de curvatura proporcional a una distribucién ¢ con soporte en
el origen. Como es de esperarse, para m = —1, la singularidad desaparece debido a que
el espaciotiempo es AdSs. Puesto que no hay horizonte de eventos, para —1 < m < 0,
tenemos una singularidad desnuda en r = 0. Para m > 0 tenemos una singularidad en

el origen escondida por un horizonte de evento en r, = /ml.

2.3 Simetrias del agujero negro BTZ distribucional

En esta seccion obtendremos la derivada de Lie en el sentido de las distribuciones del
tensor de curvatura distribucional (2.12) a lo largo de los campos vectoriales de Killing
(2.5,2.6), obtenidos en el analisis no distribucional, a fin de determinar si estos son
simetrias del tensor de curvatura distribucional.
Consideremos la derivada de Lie distribucional, para el tensor de Ricci
distribucional,
£KRae[U*] = =Rao[£U + (V,K*) U] (2.13)

donde en la evaluacion del miembro derecho se emplea el elemento de volumen asociado

a la métrica de Minkowski en R3, con £ U dado por
LU = K(VU™) — (VKU — (V, K)U™ (2.14)
Calculemos para K1 = 0y,

L1, Rugl U] = — / R {8Y(V,U) — (V402) U — (V48U + (V000" } w,
R3
(2.15)
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dado que K; es constante en todo el espaciotiempo tanto sus derivadas como su

divergencia son cero, nuestro problema se resume a calcular
L, Rae[U] = —/ Racaf(VbU“)dtdxdy (2.16)
Rf’)

Es claro que el término proporcional a la métrica en el tensor de curvatura (2.12) es

cero por definicién de K7, esto es Lx, gac[U%] = 0. Asi, nos interesa calcular
L1, Rog[U] = — / 71+ m)o@) (dode, + dyady.) U dtdzdy (2.17)
R3
de donde se deprende

L ReU%] = —7(14+m) /(dazad;z:c + dyady.)0,U(t, 0)dt

~ a1+ m) / DU (1,5) + U™ (L, 3)dt =0 (2.18)

donde se usé el hecho que U es de soporte acotado.

Calculemos a continuacion la derivada de Lie de R, a lo largo de Ky = 29, — y0,.

Se tiene
L, Roe[lU%] = — /R e {(x8, — y8,)"(VsU™) — (Vy(28, — y8,)")U™
= (Vb(28y — y8,) VU™ + (Vy(28, — y8,)" U } wy, (2.19)
dado que la divergencia de K3 es cero y sabiendo que £, g..[U%] = 0. Se desprende

L, RaelU™] = —7(14+m) | 60T {(28, — yBa)" (VsU™) (2.20)

R3
— (V@0 — y8,)") U™ — (Vi (20, — y8,) ) U™ } w,

siendo Ty, = (dz.dz. + dy,dy.), la estructura tensorial de la parte proporcional a delta
en R,.. Por simplicidad calculemos término a término. Para el primero término de la
integral tenemos,

2 ac 2 ac ac

-/, 01 Tac(20y — yBa)' (VU™ ), = — . 0t0) Tac @0, U — 40, U )y = 0 (2.21)

para el segundo,

2 a C 2 xTc (&

" (Sgo))Tac(Vb(xay — 50,))U° w, = " (5((0))(Ty08$xU — T50,yUY¢)dtdxdy

~ [ws) - v aa (222
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por ultimo,
/R 3 0(0) Toc( V(28 — y8,) ) U w, = /R 3 010} (Tuy 0 U™ — T,u0,yU™ ) dtddy
_ / (U (1, 5) — U™ (t, 5))dt (2.23)
Juntando todos estos resultados obtenemos,
L, RaelU] = (1 4+ m) /(U”y(t, 0) — UY(t,0) + UY*(t,0) — U™ (t,0))dt =0 (2.24)

A partir de estos resultados (2.18, 2.24) hemos encontrado entonces que las simetrias
clasicas de la geometria del agujero negro BTZ son también simetrias de la descripcién
distribucional del mismo. De lo anterior se desprende que, en este caso, la inclusion de

la singularidad de curvatura no destruye las invariancias clésicas.



Capitulo 3
Onda PP impulsiva

Una clase muy conocida de soluciones a las ecuaciones de campo de Einstein son las
llamadas ondas gravitacionales planas. Un caso particular de estas, es la onda PP
impulsiva, la cual se define como una solucién cuya curvatura se encuentra confinada
en una hipersuperficie plana donde fuera de esta regiéon acotada la solucién es cero.
Fisicamente este tipo de espaciotiempo describe un impulso gravitacional localizado
sobre la hipersuperficie nula © = 0 producida por una particula sin masa, moviéndose
a la velocidad de la luz. Geometrias de este tipo, se cree que son relevantes en la
descripcién de procesos de dispersién a la escala de Planck [14]. Clasicamente en
relatividad general, este tipo de idealizacion no es permisible debido a que su curvatura
no es proporcional a una funcién suave, si no que resulta ser proporcional a una
distribucion delta. Por consiguiente el estudio de este tipo de solucién en el sentido de

las distribuciones plantea un problema interesante.

3.1 Onda de choque

Las ondas PP u ondas gravitacionales plano-frontales con rayos paralelos, son soluciones
tipo onda plana de las ecuaciones no linealizadas de Einstein [15]. El tensor métrico

de las ondas PP puede ser escrito como,

Gab = H(U, X,Y)dU,dU, — dU,dVy — dV,dU, + dX.dXy + dY,dYy, — (3.1)
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que es conocida como la forma de Brinkmann, donde H (U, X,Y') es el perfil de la onda,
siendo R* la variedad del espaciotiempo, con U = T — Z, V = T + Z coordenadas
nulas y X, Y coordenadas cartesianas transversas.

En particular con H = p(U)f(X,Y) la onda se denomina onda PP sdndwich si
p # 0 en alguna regién finita Uy < U < U; del espaciotiempo. Penrose introduce
las ondas PP impulsivas como una idealizaciéon cuando p(U) = §(U) [16], con lo que

obtenemos el siguiente tensor métrico
duw = 0(U) f(X,Y)dU,dU, — dU,dV, — dV,dU, + dX,dX, + dY,dY, (3.2)

A pesar de que esta métrica posee una componente tipo delta, es posible relacionar
(3.2) con una métrica continua a través de una transformaciéon de coordenadas [16],

que claramente debe ser discontinua y que de manera general viene dada por [17],

U = u
1
vV = v+@a)f(a:,y)+u®2'u)z(8f)2
1
_ 1
Y = y+ u@a)%ﬁf (3.3)

con @a) la funcion escalon de Heaviside definida en la regién positiva de wu.

Encontrandose para el tensor métrico de la onda PP
1 2
Gab = —duadvb — dvadub + (513 + §u@a)8,8]f> dx;dl‘i (34)
con 1,7 = x,y. En particular estamos interesados en el perfil,
en cuyo caso la métrica (3.4) toma la forma,
Gar = (1 + u@a))deada:b +(1- u@@)ydyadyb — dugdvy — dvgduy (3.6)
tomando la llamada forma de Rosen,

Gap = —dugdvy, — dvgduy + P (u)dzdry, + Q* (u)dy.dy, (3.7)
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con,

Plu)=1+u0f, ; Qu)=1-ub, (3.8)

la cual es llamada onda PP impulsiva u onda de choque. A pesar de que el tensor
métrico (3.6) tiene componentes que no son funciones ordinarias, es continuo en todo
el espaciotiempo y es posible calcular el tensor de curvatura sin teoria de distribuciones.
Partiendo de la forma de Rosen (3.7) podemos calcular las componentes del tensor de

Riemman y del tensor de Ricci, cuyas componentes no nulas resultan ser [18],

P// Q//
U /! v 1 €T

R Tur — PP > R yuy — QQ ) R uuxr — ?7 Ryuuy = 5 (39>

P/I Q//
Ry=—+— 3.10
710 (3.10)

Usando (3.9) con (3.8) se encuentra

vaux = 5(“)7 Rvyuy = —5(U), quux - 5(”)7 Ryuuy - —(S(U) (311>

por lo que la geometria que describe (3.6), es plana en casi todas partes con curvatura
que solo tiene soporte sobre el hiperplano v = 0. De (3.10,3.8) se desprende que el
tensor de Ricci es cero, en consecuencia el tensor de Einstein resulta ser cero y de aqui
que el tensor de Riemman es equivalente al tensor de Weyl.

Las simetrias de la geometria descrita por (3.6), vienen dadas por los campos

vectoriales de Killing

K = @, (3.12)
Ky, = 0, (3.13)
K; = 9, (3.14)

los cuales corresponden a simetrias traslacionales en las direcciones transversas a la
onda y traslaciones en la coordenada nula v, ya que (3.6) representa un impulso
moviéndose en la direccion z. Adicionalmente, la existencia de vectores de Killing

no suaves, dados por

1
Ky =2, +ud, — u*0}, <1 - u) a, (3.15)
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1
K5 = y8, +ud, +u*0(, (1 — u) 9, (3.16)

ha sido adelantada en [17], obtenidos al resolver las ecuaciones de Killing para (3.2),
tal que sean solucién para el perfil (3.5) y aplicando la transformacién (3.3).

Todas las métricas planas en la forma de Brinkmann (3.1) poseen una simetria
traslacional a lo largo de la coordenada nula v, debido a la independencia de esta en la
métrica tipo onda PP [19]. Ademads todas las ondas PP impulsivas posen n simetrias
traslacionales a lo largo de las n coordenadas transversas a la onda, hecho que se hace
explicito en la forma de Rosen (3.6). Se sabe que el grupo de simetrias generado por
estos campos vectoriales de Killing corresponde al dlgebra de traslaciones abeliana,
el cual actia transitivamente sobre la hipersuperficie de u constante, exponiendo la
existencia de campos vectoriales de Killing que dependen exclusivamente del perfil de

la onda. Todos los Killing son generadores de la denominada algebra de Heisenberg.

3.2 Onda de choque y distribuciones

En lo que sigue se realizard una revision de la geometria distribucional descrita por
la onda PP impulsiva. Siguiendo [2] y [5], se puede demostrar que el tensor métrico
(3.6) pertenece a la familia de métricas regulares, y podemos asegurar que el tensor de
curvatura tendra sentido como distribucién.

Siguiendo el procedimiento en [5], y usando (1.6), se sigue que el tensor de Christoffel

viene dado por

+ @+
Cou = - J(ruL(a;dmadub + 0°dugdry) — ﬁ(&;d%dub + 8 duadys)
+ (1+ u)@a)@‘jdxadxb —(1— u)@a)@‘jdyadyb (3.17)

Asi, podemos calcular el tensor de Riemman (1.5) asociado a la geometria provista por

(3.6), en el sentido de las distribuciones , el cual viene dado por,
1
R U] = — / du / dvdzdy(Ve(CU" ) — Vo (CHU™ )
0

1
+ /0 du / dvdzdy (2V,Co. + 2CapCae) U4 (3.18)
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para todo campo tensorial de prueba U%¢; con soporte compacto sobre —1 < u < 1,
donde se ha escogido el elemento de volumen w, = dudvdxdy asociado a la métrica

plana en coordenadas nulas
Nap = dxadxy + dy.dyy, — dugdvy, — dv,duy, (3.19)

Evaluando los términos de la segunda integral en (3.18) a partir de (3.17), se encuentra

dub

V,Ce = —m(agd%duc + Odugda,) — ( 1?’; E (O dy,du.
+ chduadyc) + 9%dx duydr,. + 0%dy,duydy. (3.20)
y un término semejante para V,C%,. Por otro lado se encuentra,
20,?1[,, e = —%(%daﬁbdua — 9%duydz,) — (1?;)2 (8Zdybdua
— Oduydy,) + Ofdu,(dzpdx, + dyydy,)
8gdub(dxadxc + dy.dy.) (3.21)
Al realizar la suma se encuentra
V(e = VaC% + 2CepCit. = 0 (3.22)
y de aqui que
R U] = / . dvdzdy(C?peduy, — Chedu, ) U™y (3.23)

donde se ha aplicado el teorema de la divergencia, siendo —duy la normal externa a la

superficie u = 0. Sustituyendo los C¢;;, y evaluando en u = 0 se encuentra,
Rt = 6(u) (dxadubducﬁg — dyadubducﬁ‘yi + da:adubdxcaff
—dyadubdyc(‘?g — duadxbducﬁg + duadybducag (3.24)
—dugdaydr, 0 + duadybdycaff)
Como es de esperarse el tensor de curvatura de Riemman es proporcional a una

distribucién 0. Ademds contrayendo el primer y tercer indice obtenemos el tensor de

Ricci

Rabcb = Rac =0 (325)

Con lo que se ha recuperado el resultado obtenido en la secciéon anterior para el

tensor de Riemann y Ricci pero ahora de forma mateméaticamente rigurosa.
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3.3 Simetrias de la onda PP de choque

distribucional

En lo que sigue calcularemos la derivada de Lie en el sentido de las distribuciones del
tensor de curvatura distribucional (3.24) a lo largo de los campos vectoriales de Killing
(3.12-3.16), con el fin de determinar si estos son simetrias del tensor de curvatura
distribucional.

Consideremos la derivada de Lie en el sentido de las distribuciones para el tensor

de curvatura (3.24),
£k Rap" (U] = —=Rape [ £xU™ 4 + (V;K)) U] (3.26)

donde en la evaluacion del miembro derecho se emplea el elemento de volumen asociado

a la métrica plana (3.19), con £xU%¢; dado por,

LUy = K9 (VU ) + (VKU — (VKU — (VKU — (VK U™

(3.27)
Evaluemos (3.26) para K; = 8,,
£, Ranc U] = —/ Rape {91(V;Uq) + (V4@ U5 — (V,;05)U7%
R4
(V;80) U4 = (V050U 4+ (V;8) U 1} w, (3.28)

Es claro que el campo vectorial de Killing es constante en toda la variedad, de tal
manera que sus derivadas son cero. Ademéds la divergencia de éste es cero (V87 = 0),
por lo que obtenemos

£K1 Rabcd[Uabcd] = — Rabcdaf)vj' Uabcdwn (329)

R4
Escribiendo Rgp? = 0(u)Typ.?, donde Ty ? es la estructura tensorial de (3.24), tenemos
L Rap'[U) = — [ 8w T (0,U" ) dzdydudv
R4

= - / O (T U™ ) daxdydv = 0 (3.30)
u=0

donde se usé el teorema de la divergencia y el hecho que U, es de soporte acotado.

Con un procedimiento analogo podemos calcular la derivada de Lie del tensor de
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Riemann distribucional a lo largo de Ky y K.

Para K, = 0, se encuentra,
L, R [UYy] = — /R ) & (u) Tope (9, U 3)dwdydudy
- _ / . Oy (Top U™ g)dzdydv = 0 (3.31)
y para K3 = 8,
L, R [Uy] = — () Tape (0, U g) daxdyduduv

R4

= - / Op (T U g)daxdydv = 0 (3.32)
u=0

De los resultados anteriores se desprende que los campos vectoriales de Killing
suaves (K7, Ko, K3) son también simetrias de la curvatura de Riemann distribucional.

Antes de continuar con nuestro calculo de las simetrias del Riemann nos podriamos
preguntar si los campos vectoriales de Killing no suaves (3.15, 3.16) son isometrias de la
métrica en el sentido de las distribuciones, a pesar de no ser campos vectoriales suaves,
para ello consideremos la derivada de Lie distribucional del tensor métrico (3.6) dada
por,

£xgap[U") = =g £xU” + (VKU (3.33)

de manera explicita,

ExgulU™) =~ [

R4

9 KV U, + / (2066Va) K¢ — gV K®) Uw,  (3.34)
R4

Calculemos para el campo vectorial de Killing no suave K, = 29,+u0, —@z;) (ﬁ—i) 0,
si este es una isometria en el sentido de las distribuciones. Para la primera integral
en (3.34), al igual que la divergencia de Ky, estos términos son cero y por lo tanto la

derivada de Lie distribucional se reduce a calcular,

2 c
Lr,9a[U”] = / 29:0Va) (x(‘)v +ud, — @a) ( ¢ ) .| Uw,
R4

u
2
— +
= /724 {gvbaax + b4 <u - @(u) (1 T u)

2
Uu
ava agpa _@+
+ /724{g X + g b(u (u)(1+u

> Uw, (3.35)
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y de aqui,
2
ab _ Tu + \2 + u uT
<>€K4gab[U ] = /7;4 {_U -+ (1 + U@(u)) 8u (u — @(“)H—u> U }wn
2
ux + \2 + u TUu
T K;{—U +ﬂ+ﬂ@w)&(u—®wl+u)U }mﬁ3%>

resolviendo para la primera integral,
2

I = /724{—Uw+(1+u®a))28u(u—@+ v )Uw”}w77 (3.37)

W1 +u

2
= —/ U™w, + / (14 u)?*0, (u S ) U w, + OyulU " wy,
R4 u>0 1 +u u<0

::_A}W%+/wm+mtmm+m+ﬁﬂww+/ U w,

u<0

=—L}%WJ?W%+/JW%5LFW”U%% (3.38)
u> u<

para la segunda integral se encuentra un término semejante y se sigue,

£M%Wﬂ:=/(%W+W%%+/(%W+Wﬂ%=o (3.39)
R4

R4
Hemos verificado entonces que el campo vectorial de Killing (3.15) es una isometria
en el tratamiento distribucional, a pesar de no ser un campo vectorial suave. Por otro
lado, siguiendo un procedimiento analogo al anterior se encuentra para la derivada de
Lie en el sentido de las distribuciones, dado en (3.34), del tensor métrico (3.6) a lo

2

largo del campo vectorial de Killing no suave K5 = y@, + ud, + @(Z) (%) 9,,

u
L. glU"] = / (U +U")w, +/ (-U"Y+U"")w, =0 (3.40)
R4 R4

se desprende de lo anterior que el campo vectorial de Killing (3.16) es también una
isometria de la métrica en el sentido de las distribuciones. Por lo tanto los campos
vectoriales no suaves (3.15,3.16) son campos vectoriales de Killing de la métrica

distribucional y por lo tanto isometrias del mismo en el sentido de las distribuciones.
A continuacién consideremos las derivadas de Lie del tensor de Riemann a lo largo

de los vectores (3.15) y (3.16). Nétese que la derivada de Lie de un tensor suave a lo
largo de vectores que no son suaves no es necesariamente un tensor suave. De aqui que
no haya garantia alguna de que la derivada de Lie de la curvatura de Riemann esté

bien definida como distribucion a lo largo de esos vectores.
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Calcularemos ahora para K, = 0, + u0, — @(Z) (ﬁ—l) 0, la derivada de Lie en el

sentido de las distribuciones dada en (3.26), y que por claridad calcularemos cada uno
de los términos del miembro derecho de manera explicita. Para el primer término se

tiene

. 2 J
- /724 Rabchz{ijabcdwn = = /724 Rabcd {xf)v + Uax - @EZ) <—1 Z u) 3$} ijabcdwn

esto es

— /R 4 Raup A KV ;U o =

aoc aoc uz aoc
— /R 5(u)Tabcd{x&,U "a+ud, U™y — O, (1 +u> O, U d}wn

2

- d abe dn+ U abe
— /u:o Tt 20, U ydvdxdy + /724 Rape @(u) (1 n u) 0, U™ gy,
2
= — | 0, (2T "U™y) dvdad / RO, | ) U
/u:O (m b d) varay + s be Oy | 7 Ty dWn
=0 (3.41)

donde se usé el hecho de que U, es de soporte acotado.

Para el segundo término, encontramos

A 2 J
_ /734 Rop’ (VdKi) Uabcjuﬂ] - _ /734 Rup?V (xav +ud, — @a) < ¢ ) 33[;) Uabcjwﬁ

1+u

- / (T U, dzdydv (3.42)
u=0

donde se us6 el hecho que Ry . =0 Va,b,c. El siguiente término arroja el resultado

2 a

(u+2)
(14 u)?

donde se usé el hecho que Ry =0 Vd,b,c. Para el cuarto término encontramos el

= /_O(Tmbchchd)dxdydv - /R4 Rxbchchd@a)u Wy (343)

resultado

Rabcd(ijZ)Uajcdwn = / T U ydadydu

R4 u=0

(u+2)
(14 u)?

— /R 4 Ry U™ 4O, u W (3.44)
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donde se usé el hecho que R,,.? =0 Vd,a,c. El siguiente término,

/ R (VK U™ qwn = / T U ydady v
R4 u=0

drrabu + (U+2)
_/734 Rabac U d@(u)Umwn (345)

donde se usé el hecho que Ry = 0 Vd,a,b. El dltimo término es cero dado que la
divergencia de Ky es cero, esto es (V;K 7 = 0). Uniendo los resultados anteriores, se

tiene

£K4 Rabcd[Uade] - / (_Tabc$ Uabcv + TxbchUde + Ta.tchaucd + Tab.thabud)dxdydv
u=0

. (u+2)

dr1rubc d1rauc drrabu
- / (Rxbc U d + Raxc U d + Rabx U d)@
R4
donde los tnicos términos diferentes de cero en la contraccién de los indices son,

£K4 Rabcd [Uabcd} =

/ (Uuzuv . Uzuuv + Uuuu$ + Uuumv B Uuuum - Uuumv + Uzuuv - U“z“v)dxdydv
u=0

uuY uuzT UUY uuT dyrabu + (u + 2)
_ /724(U z T U v U r U v Rab:p U d)@(u)Umwn (347)
cancelando términos semejantes se encuentra,
+2)
£, Rl [U ] = — / o+ (+2) b apa 3.48
Kqtlab [ d] i U ) (1 + u)g b dWn ( )

Este resultado muestra, de manera explicita, que los términos que aparecen en la
derivada de Lie de la curvatura de Riemann a lo largo del vector no suave K, y que
estdn mal definidos como distribucién no se cancelan entre si. Por lo tanto no es
posible, dentro del marco empleado, afirmar que dicho vector es una simetria del tensor
de Riemann.

Calculemos para K5 = y0, +ud, + @z;) (%) 9, , la derivada de Lie en el sentido
de las distribuciones dada por (3.26), con un procedimiento andlogo al anterior se

encuentran de manera explicita los siguientes términos del miembro derecho, para el
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primer término,

—/ R KIV, U gy = —/ e’ (Y0, + ud, +0, (
R4

= / Os (YT U™ y)dvdxdy

— | 8, RuO}
o (et

= 0

donde se usé el hecho de que U, es de soporte acotado.

Para el siguiente término,

—/ Rabcd(Vng)U“bcjwn = — / Tl U dxdydu
R4 u=0

donde se us6 el hecho que Ry . =0 Va, b, c. Para el siguiente término,

+

/R ) Raupc (VKUY = / Ty U™ ydxdydv

o

donde se usé el hecho que R,,.* =0 Vd, a,c. Para el siguiente término,

/724 Rape (V;K5)U™ qwn - =

+

) Uabcd> wn

b U™ ydxdydv

d ubc
/ ybc U

donde se usé el hecho que Ry.? =0 ¥d,b,c. Para el siguiente término,

(1 —u)2 "

d1rauc +
e U @ -
v (1—u)2 K

'S

/ TabydU b drdydv
u=0

dr1rabu
/724 Raby U d@z;)u

) 9,) VU™

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

donde se usé el hecho que Ry, =0 Vd,a,b. Y el dltimo resultado es cero dado que

la divergencia de K3 es cero, esto es (VK g = 0). Uniendo los resultados anteriores, se

tiene

£K5 Rabcd[U(zbcd] — / (_Tabcy Uabcv + Tybchubcd + Taychaucd + TabydUabud)dl’dydU
u=0

-2
+ / @z:],)u <u ) (Rybchchd + Raychaucd + RabydUabud)W7g3.54)
R4

(1 —u)?
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donde los 1inicos términos diferente de cero en la contraccién de los indices son,

£K5 Rabcd [Uabcd} =

/ (Uyuuv _ Uuyuv _ Uuuuy _ Uuuyv + Uuuuy + Uuuyv _ Uyuuv + UUyuv>dl»dyd/U
u=0

+ (u—2)
+ . @(u)u—(l )

cancelando términos semejantes se encuentra,

(_Uuuuy _ Uuuyv 4 Ummy + U““yv + RabydUabud)Wn (355)

drrrabc 1 __ + ('U, B 2)
£K5Rabc [U d] = /R4 U@(u)m

De lo anterior se desprende que los campos vectoriales de Killing (K4, K5) no son

R, U™ g, (3.56)

simetrias del tensor de curvatura distribucional, como se muestran en los resultados
(3.48, 3.56), encontrandose un producto distribucional que no esta definido en la teoria
de distribuciones. Por supuesto, de su expresion explicita se puede inferir que la
definicién de derivada de Lie que se adopté en este trabajo no permite considerar
campos vectoriales de Killing que no sean suaves, como se sigue del hecho de que
la derivada de Lie de un tensor de prueba a lo largo de un vector no suave no es
necesariamente un tensor de prueba. Sin embargo, los calculos anteriores muestran
claramente que no hay ademads ninguna cancelaciéon de términos mal definidos como
distribuciones que arroje un resultado que sea una distribucion. En cualquier caso,
dentro del marco empleado en este trabajo, no es posible demostrar que los campos
vectoriales no suaves (3.15) y (3.16) son simetrias de la curvatura de Riemann (3.24).

Por otro lado las partes suaves de los campos vectoriales de Killing (3.15) y (3.16),

esto es,
K, = 28, + ud, (3.57)
K5 = 38, + ud, (3.58)

son ahora simetrias del tensor de curvatura distribucional (3.24), este resultado se puede
observar directamente en los resultados (3.47, 3.55) dado que que la integral evaluada
en u = 0 corresponde a las partes suaves dadas por K, y K 5 que resultan ser cero para

ambos casos respectivamente. Por otro lado, los campos vectoriales (3.57 y 3.58) no
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son isometrias de la métrica ya que al calcular (3.33) para K, y K respectivamente se

encuentra,
£ 9alU™) = / Of ulu + 2) (U™ + U™)w, (3.59)
R4
£ gulU] = /R Oyl — 2T + U, (3.60)

y por lo tanto no son campos vectoriales de Killing. De aqui que éstos campos

vectoriales son simetrias propias del tensor de Riemman distribucional.



Capitulo 4

Ondas gravitacionales sobre un

universo magnético

Existen otros espaciotiempo tipo onda gravitacional cuyo tensor de curvatura asociado
resulta tener partes singulares proporcionales a una distribucion tipo delta de Dirac. En
este capitulo consideraremos un espaciotiempo que representa una onda gravitacional
que se propaga en un universo magnético [5][20]. Fisicamente este espaciotiempo
describe un impulso gravitacional localizado que posee una singularidad tipo delta
que se propaga sobre un background magnético. En lo que sigue, luego de una revisién
de la geometria distribucional del mismo realizaremos el estudio de sus simetrias en el

sentido de las distribuciones.

4.1 Ondas sobre universo magnético

Consideremos un espaciotiempo (R*, g), donde el tensor métrico es solucién a
las ecuaciones de Einstein-Maxwell y representa ondas viajeras cuyo fondo es el
denominado universo magnético cilindrico [20], que escrito en una base coordenada

particular viene dado por

Gab = Tap+2(H — 1) dugeduvy) + (H — 1) dpadpy, + (H™" — 1) p*df,db,
2 2

P dugduy (4.1)

+ H'f(u)ln
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donde H = (1+ %B2p2)2, B es un campo magnético constante y f(u) es alguna funcién

suave, que puede ser libremente especificada y que interpretaremos como el perfil de

la onda, tal que en la regién donde f = 0 el tensor métrico es solo el del universo

magnético. En (4.1), u = (z — t)/v2, v = (2 +t)/v2 son coordenadas nulas y
t, z, p, 0 coordenadas tiempo y cilindricas respectivamente.

El tensor de curvatura asociado a la geometria provista por (4.1) viene dado por el

tensor de Ricci de indices mixtos [5],
2
= i
65536 f (u) B2 (—4 — B 2 BE 2 o B2

83dub + aﬁdvb - 8deb - 63(191,)

- (4 + B2p?)® - >3ﬁdub (4.2)
p

El cual denotaremos como R% asociado a la parte suave del tensor de curvatura. Es
claro que el tensor de energia impulso asociado a esta geometria es proporcional al Ricci
dado que la traza de este es cero. El estudio de las geodésicas de este espaciotiempo
[20], muestra la existencia de una singularidad en la regiéon donde f # 0, de forma tal
que si f es de soporte compacto entonces el espaciotiempo es una onda viajera singular
con una singularidad de un ancho finito que se propaga con la onda.
Las simetrias asociadas a esta geometria vienen descritas por los campos vectoriales
de Killing
K, =9, (4.3)

Ky =20, —y0, (4.4)

correspondientes a traslaciones a lo largo de la coordenada nula y a rotaciones en el

plano transverso a la direccién de propagacién de la onda.

4.2 Ondas sobre universo magnético y

distribuciones

Siguiendo [3] y [6], se puede demostrar que el tensor métrico (4.1) pertenece a la
familia de métricas semi-regulares, con lo que se asegura que el tensor de curvatura

tendrd sentido como distribucién.
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De (1.6), el tensor de Christoffel en este caso viene dado por [6]

1
w = g+ BB (dpudus + duadp,)

+ 128(4 + B?*p*)* f'(u) In

BQPQ

4
2 BQ 2
+ 128(4 4 B*p*) " f(u) (;(4 + B?p*) — 8In TpBQp) 05(dBduy, + du,dby)

Oy dugduy

2 2\-5 2 2 2 B*p* ., c
— 128(4+ B°p") " f(u) | =(4+ B*p*) —4In TB p | Ondugduy,
P
2(4 + B*p*) ' B?p (95(dpadpy — dugdv, — dvgduy) — 95(d0adpy + dpadby))
2(4 4+ B?*p*) ' B?pdt (dpaduy + dvadpb) (4.5)

y de (1.5) se encuentra para el tensor de Ricci
Rab — (g—l)ac Rcb + QV[C (Ccd]b(g—l)ad) + 2ccb[0vd] (g—l)ad + 2(9—1)adocm[ccmd]b

A continuacion, usando el hecho de que I?Cb =0y 20%.Vy (g_l)“d = 0, se encuentra

para el tensor de curvatura distribucional

Rab[Uab] — _/ (Ccdb(g—l)adchab _ Cccb(g—l)advdUab) Wy
RA—B,
+ / 2(gil)adccm[00md}bUabwn (46)
R4
donde w, = pdudvdpdf es el elemento de volumen asociado a 74, U,” un campo

tensorial de prueba sobre R* y B, la esfera de radio € alrededor del origen con € — 0.

Usando el Teorema de la divergencia, se encuentra

Rab[Uab] — / (Ccdb(g—l)addpc _ Cccb(g—l)addpd) Uabwa

+ / (Ve (Ca(g™ )™ UL") — Vi (Coul(g™ ) UL")) wy
RA—B.

+ / Q(Q_I)Qdocm[ccmd]bUabwn (47)
R4

donde w, es el elemento de volumen inducido sobre la superficie p constante y —dp,

la normal externa a esta superficie. Para la primera integral del miembro derecho de
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(4.7) se tiene,

/ (Ccdb(g_1>addpc - Cccb(g_l)addpd) Uabwa ==

€

1096 (u)e (—4 — B2 + n B2 B2e? )
“ i 4.
/E dudvdf 15 By Uy“(u,v,ecos B, esin@) (4.8)
y para € — 0
/ (Ccdb(gfl)addpc o Cccb<gfl)addpd) Uabwg —
Ye
-2 7 / du/ dv f (1) 0% dup U, (u, v, 0,0) (4.9)

Por otro lado, los términos siguientes proporcionaran el tensor de Ricci ”tradicional”
que denotaremos por R% y que viene dado por (4.2). Asi el tensor de curvatura

distribucional viene dado por
Ry = =27 f (u)d{g) Oy + R (4.10)

de donde se desprende que la singularidad encontrada en este espaciotiempo es una en
la curvatura, s{ f(u) tiene soporte compacto, el espaciotiempo (R*, g) con g dado por
(4.1) se puede asociar a una onda viajera con una singularidad tipo d que se propaga

con la onda.

4.3 Simetrias de la onda gravitacional sobre

universo magnético distribucional

A continuaciéon calcularemos la derivada de Lie en el sentido de las distribuciones del
tensor de curvatura distribucional (4.10) a lo largo de los campos vectoriales de Killing
(4.3,4.4), con la finalidad de determinar si estos son simetrias del tensor de curvatura
distribucional.

Consideremos la derivada de Lie en el sentido de las distribuciones para el tensor de

curvatura distribucional (4.10)

£ RYW[U") = =R £Us" + (VKU (4.11)
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con

LU = KV.U—U,SV.K'+ UV, K° (4.12)

Para K; = 9, se tiene

L, R [US = — /R 4 R {KV.U, — UV K+ ULV K+ (Ve K)U, w, (4.13)

Dado que K, es constante sobre toda la variedad sus derivadas y divergencia son nulas,
L, RY[US = — / R KV, U, w,

R4
= 2m [ f(u)d)05dus@V Us + £, R[UL"] (4.14)

R4

y puesto que £k, R“b[Uab] =0,
L R%[UL = 2r / () 0,U, e,
R4

= 27r/ du/ dv 0y (f(w)U (wua) =0 (4.15)

de donde se desprende que K es una simetria del tensor distribucional.
Calculemos ahora a lo largo de Ky = 20, — y0, la derivada de Lie en el sentido de

las distribuciones del tensor distribucional (4.10). Se tiene

L, R%[US' = — /R ) R {KSV.U, — U,V K+ ULV K + (VoK) U, w, (4.16)

por simplicidad calcularemos cada término por separado, para el primer término del

miembro derecho de (4.16) se tiene,

- / RY KV Ubw, = 2m / F(u)d ) daduy (28, — yBa)* V. Us w, + £c, R [U,")
R4 RA
(4.17)

Dado que £ KQJ:E“b[Uab] = 0, se tiene entonces que
- / ROESV Uw,y = 2n [ fu)dly) (@0,U," —ydU ) w, =0 (4.18)
R4 R4
Para el segundo término se encuentra,

/ ROV Kwy = =21 | f(u)d(y) 0tduw UV o(28, — yd,)'w, =0 (4.19)
R4 R4
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donde hemos usado du, K% = 0.

A continuacién, para el tercer término, se encuentra
- / ROYUSY o Kswy =21 | f(u)d(y) 02dun UV o(28,, — yBs)w, =0 (4.20)
RA RA

dado que V,K5; = 0.
Por ultimo, dado que la divergencia de K5 es cero, el ultimo término del miembro

derecho de (4.16) es cero. Juntando estos resultados obtenemos
L, R%[UL] =0 (4.21)

y por lo tanto el campo vectorial de Killing K5 dado en (4.4) es una simetria del tensor

de curvatura de Ricci distribucional.



Conclusiones

Partiendo de la definicién de derivada de Lie en el sentido de las distribuciones adoptada
en [4] hemos estudiado de manera rigurosa las simetrias de los tensores de curvatura
distribucionales asociados a algunos espaciotiempos singulares fisicamente interesantes,
siendo estos, el agujero negro BTZ estatico [7], la onda gravitacional PP impulsiva [5]
y el espaciotiempo asociado a una onda gravitacional sobre un background magnético
[6].

Hemos demostrado que los campos vectoriales de Killing asociados a los
espaciotiempos agujero negro BTZ estatico y la onda gravitacional sobre el universo
magnético son simetrias de sus tensores de curvatura distribucionales respectivamente.
Para el caso de la onda PP impulsiva encontramos que los campos vectoriales de Killing
suaves, asociados a las simetrias traslacionales, son simetrias del tensor de curvatura
distribucional. Por otro lado, para este espaciotiempo, los campos vectoriales de Killing
no suaves, propuestos en [17], y que denotamos como K4y K5 ((3.15) y (3.16)), aunque
probamos son en efecto vectores de Killing, no se puede probar dentro del marco de
la teoria de distribuciones que sean simetrias del tensor de curvatura distribucional,
encontrandose resultados que involucran productos de distribuciones mal definidos.
Por supuesto, de la expresion explicita de derivada de Lie adoptada en este trabajo
es claro que considerar campos vectoriales de Killing que no sean suaves, puede dar
lugar a expresiones mal definidas como se sigue del hecho de la derivada de Lie de
un tensor de prueba a lo largo de un vector no suave no es necesariamente un tensor
de prueba. Sin embargo, cabe resaltar, en las expresiones que prueban que dichos
campos vectoriales no suaves son vectores de Killing no se encontraron productos mal
definidos. Lo anterior posiblemente sea una indicacién de que estamos en el borde de la

aplicacion de la teoria de distribuciones en una teoria no-lineal como lo es la gravitacion
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Einsteniana. Por otro lado , del andlisis de las simetrias de la curvatura de Riemann
distribucional del espaciotiempo onda PP, se desprende que que los campos vectoriales
suaves Ky, K5 ((3.57) y (3.58)), son simetrias de dicho tensor de curvatura. Estas
simetrias, al no ser isometrias de la métrica, no son campos vectoriales de Killing, lo
que significa que son simetrias propias del tensor de Riemann, afirmacion que es claro

imposible de sostener fuera del marco distribucional.
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