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Symmetry, as wide or as narrow as you may define its

meaning, is one idea by which man through the ages has

tried to comprehend and create order, beauty, and perfection

H. Weyl
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Conclusiones 34

Bibliograf́ıa 37

iv



www.bdigital.ula.ve

Introducción

Desde los inicios de la teoŕıa de relatividad general han surgido un gran número

de escenarios f́ısicamente interesantes donde la estructura del espaciotiempo es de

alguna manera singular, esto es, espaciotiempos en los que las curvaturas tienen

saltos abruptos o cuya métrica presenta un comportamiento patológico en alguna

región. Convencionalmente, dichas singularidades se consideran esenciales si no pueden

ser removidas por medio de transformaciones de coordenadas, aún en el caso en

el que las mismas no estén bien definidas en la región singular. Adicionalmente,

los espaciotiempos singulares han sido objeto de estudio ya que se cree que estas

singularidades señalan la ruptura de la relatividad general clásica y la emergencia de

fenómenos cuánticos gravitacionales [1].

Recurriendo a las geodésicas del espaciotiempo es posible tener noción de la

existencia de una singularidad a pesar de que estas no se vean reflejadas en los tensores

de curvatura asociados. En lo que sigue nos gustaŕıa reflejar estas singularidades

en la falta de suavidad del tensor de curvatura utilizando el marco matemático de

distribuciones donde el manejo de estas singularidades es matemáticamente riguroso.

Sin embargo nos encontramos con un conflicto inmediato dada la no linealidad de

las ecuaciones de Einstein, ya que estas involucran productos de la métrica con sus

derivadas, productos que en general no están definidos en la teoŕıa de distribuciones.

En este sentido, Geroch y Traschen [2] establecen las condiciones bajo las cuales los

tensores de curvatura asociados a un tensor métrico singular tienen sentido como

distribución, manifestándose de manera directa las singularidades del espaciotiempo

en los tensores de curvatura. Por otro lado, Garfinkle [3] relajando algunas de estas

condiciones expande la familia de métricas cuyos tensores de curvatura asociados están

bien definidos como distribuciones.
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Siguiendo dentro del marco provisto por la teoŕıa de distribuciones nos gustaŕıa

continuar el estudio de las geometŕıas que dan lugar a singularidades y en particular

como extender el concepto de simetŕıa a los tensores métricos singulares y sus tensores

de curvatura distribucionales. La importancia de este concepto en relatividad general es

fundamental, toda vez que nos permite entender mejor la relación entre la geometŕıa y

la materia que está impĺıcita en las ecuaciones de Einstein. Adicionalmente, dichas

simetŕıas pueden dar lugar a cargas conservadas a lo largo de las geodésicas del

espaciotiempo. Para ello se propone en [4] el estudio de las simetŕıas de geometŕıas

distribucionales a través de una definición rigurosa de la derivada de Lie en el sentido

de las distribuciones.

En el presente trabajo se trataran las simetŕıas de Killing y de las curvaturas de

espaciotiempos tipo ondas gravitacionales, motivados por el actual interés que se tiene

sobre las soluciones tipo ondas gravitacionales planas de las ecuaciones no linealizadas

de Einstein. En particular se estudiaran, la onda PP impulsiva cuya curvatura se

encuentra confinada a una hipersuperficie plana [5], aśı como también el caso de una

onda gravitacional que se propaga en un background magnético [6]. Por otro lado se

realizará el estudio de las simetŕıas de Killing y de la curvatura de Ricci del agujero

negro BTZ para el caso sin rotación [7]. La estructura de este trabajo es como sigue.

En el primer caṕıtulo se presenta una revisión de la estructura matemática que se

empleará para el análisis de las geometŕıas distribucionales de los espaciotiempo que

serán objeto de estudio. Los siguientes tres caṕıtulos se dedicarán al estudio de dichos

espaciotiempos, en los que se presenta una breve revisión de la geometŕıa clásica (esto

es, no distribucional) del espaciotiempo seguidamente de una revisión de la geometŕıa

distribucional, para luego realizar el estudio de las simetŕıas de los tensores de curvatura

distribucionales asociados a cada espaciotiempo. Por último se presenta una discusión

de los resultados obtenidos en esta tesis.



www.bdigital.ula.ve

Caṕıtulo 1

Simetŕıas y curvaturas

distribucionales

En este caṕıtulo se realizará una revisión de los conceptos generales y propiedades

sobre las cuales descansa este trabajo. En lo que sigue, introduciremos el concepto de

distribuciones tensoriales y definiremos el tipo de métrica cuyo tensor de curvatura

asociado acepta una interpretación distribucional. Posteriormente, revisaremos la

definición de derivada de Lie y otros conceptos relacionados con simetŕıas, para luego

revisar la extensión de la derivada de Lie en el sentido de las distribuciones.

1.1 Distribuciones tensoriales. Métricas regulares

y semi-regulares

Siguiendo el enfoque de [8], se define una distribución regular como un funcional lineal

que surge de la integral generada por una función localmente integrable con una función

de prueba φ a través de,

f [φ] =

∫
M
fφωη (1.1)

Donde ωη es el elemento de volumen asociado a un tensor métrico C∞ endosado a

la variedad M.

La extensión a distribuciones tensoriales es directa. Sea U j1···jl
i1···ik un campo

tensorial de prueba suave con soporte compacto sobre M. Un campo tensorial
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T i1···ik j1···jl se identifica con una distribución v́ıa,

T i1···ik j1···jl [U
j1···jl

i1···ik ] ≡
∫
M
T i1···ik j1···jlU

j1···jl
i1···ikωη (1.2)

se dice que el campo tensorial T i1···ik j1···jl esta localmente acotado siempre que la

expresión T i1···ik j1···jlU
j1···jl

i1···ik este acotada para todo campo tensorial de prueba

U j1···jl
i1···ik .

La derivada covariante compatible con la métrica ηab de un tensor distribucional

T i1···ik j1···jl es el tensor definido por

∇jT
i1···ik

j1···jl [U
jj1···jl

i1···ik ] ≡ −T i1···ik j1···jl [∇jU
jj1···jl

i1···ik ] (1.3)

para cualquier campo tensorial de prueba U jj1···jl
i1···ik .

Por último, se define la derivada débil de un campo tensorial localmente integrable

T i1···ik j1···jl , como el campo tensorial localmente integrable W i1···ik
jj1···jl tal que

W i1···ik
jj1···jl [U

jj1···jl
i1···ik ] = ∇jT

i1···ik
j1···jl [U

jj1···jl
i1···ik ] (1.4)

para todo campo tensorial de prueba U jj1···jl
i1···ik .

En particular estamos interesados en asignar significado distribucional a la

curvatura de una métrica distribucional. Sea ∇c el operador derivada compatible con

cualquier métrica suave ηab , entonces el tensor de Riemann de una métrica suave gab

puede ser escrito en la forma,

Rabc
d = R̃abc

d + 2∇[bC
d
a]c + 2Cd

m[bC
m
a]c (1.5)

donde R̃abc
d es el tensor de curvatura de ηab y Cc

ab viene dado por,

Cc
ab ≡

1

2
(g−1)cd(∇agbd +∇bgad −∇dgab) (1.6)

Dado que (1.5) requiere operaciones no lineales de la métrica y sus derivadas, que en

general no están definidas en teoŕıa de distribuciones, no es posible en general asignarle

significado distribucional a esta expresión. Sin embargo, exigiendo condiciones sobre el

tensor métrico se puede asegurar que el lado derecho de Rabc
d admita una interpretación

distribucional. Siguiendo a [2] un campo tensorial simétrico gab definido sobre una

variedad M puede ser definido como una distribución, que llamaremos tensores

métricos regulares, si cumple:
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1. gab y (g−1)ab existan en todas partes y sean localmente acotados.

2. La derivada débil de gab en alguna métrica suave ηab exista y sea localmente de

cuadrado integrable.

Esto es, el primer término en (1.5) por ser el tensor de curvatura de una métrica

suave su interpretación distribucional es directa. El segundo término se interpreta

como la derivada de una distribución que resulta ser una distribución. Y por último

el tercer término es localmente integrable y por ende una distribución si Cc
ab es de

cuadrado localmente integrable. Aśı Rabc
d define una distribución únicamente si Cc

ab

es localmente integrable y de cuadrado localmente integrable. Dado que los productos

directos de la métrica y su inversa con el tensor de Riemann tienen sentido como

distribución para métricas regulares, tiene sentido escribir las ecuaciones de campo de

Einstein.

Además es posible extender la familia de tensores métricos para los cuales los

tensores de curvatura admiten significado distribucional, llamados tensores métricos

semi-regular [3], exigiendo condiciones mı́nimas para que Rabc
d sea definible como

distribución. Un campo tensorial simétrico gab es semi-regular siempre que:

1. gab y (g−1)ab existan en todas partes y sean localmente acotados.

2. La primera derivada débil de gab en alguna métrica suave ηab exista y los tensores

Cc
ab y Cd

m[bC
m
a]c sean localmente integrables.

Puesto que la contracción de una distribución es una distribución, se sigue que

el tensor de Ricci, Rac = Rabc
b, tiene sentido como distribución tanto para métricas

regulares como para métricas semi-regulares. Sin embargo, una métrica semi-regular

puede no tener tensor de Einstein distribucional debido al hecho de que contracciones

de la métrica con el tensor de curvatura pueden no tener sentido como distribuciones.

1.2 Derivada de Lie

En lo que sigue revisaremos algunos resultados fundamentales sobre la derivada de Lie

y las simetŕıas que surgen a partir de esta. Para los detalles remitimos a las referencias

[9] y [10].
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Sea xn coordenadas n-dimensionales cartesianas y sea ξi un campo vectorial

definido sobre la variedad M, tal que, se le asocian el siguiente sistema de ecuaciones

diferenciales:

ẋi = ξi
(
x1(t), ..., xn(t)

)
, i = 1, ..., n (1.7)

ẋi =
dxi

xt
. (1.8)

cuya soluciones son llamadas las curvas integrales del campo vectorial ξi, y que

denotaremos

F i
t (x

1
0, ..., x

n
0 ) = xi = xi(t, x1

0, ..., x
n
0 ) (1.9)

que satisfacen xi0 = xi |t=t0 condiciones iniciales sobre las coordenadas. Usando el

teorema de Taylor para t pequeño se encuentra la forma más expĺıcita de este mapeo,

encontrándose:

xi(t, x1
0, ..., x

n
0 ) = xi0 + tξi(x1

0, ..., x
n
0 ) + 0(t) (1.10)

Dado un grupo local uniparamétrico de difeomorfismos Ft = (F 1
t , ..., F

n
t ), se define un

campo vectorial tangente como,

ξi =

(
d

dt
F i
t

)
t=0

, i = 1, ..., n (1.11)

Sea T i1···ik j1···jl un campo tensorial. Entonces Ft induce una transformación sobre

las componentes del campo tensorial como sigue,

(FtT )i1···ik j1···jl = T p1···pkq1···ql
∂xq1

∂xj10
· · · ∂x

ql

∂xjl0

∂xi10
∂xp1

· · · ∂x
ik
0

∂xpk
(1.12)

a partir de la cual se define la derivada de Lie de un campo tensorial T i1···ik j1···jl con

respecto al campo vectorial ξi a través del tensor

£ξT
i1···ik

j1···jl =

[
d

dt
(FtT )i1···ik j1···jl

]
t=0

(1.13)

esta derivada nos da el ”cambio infinitesimal del campo tensorial T i1···ik j1···jl a lo largo

del campo vectorial ξi”.

A continuación obtendremos una fórmula más expĺıcita para la derivada de Lie. En

particular considérese la derivada de Lie de un campo tensorial Ta
b de rango 2,

£ξTa
b =

[
d

dt
(FtT )a

b

]
t=0

=

[
d

dt

(
Tc
d ∂x

c

∂xa0

∂xb0
∂xd

)]
t=0

(1.14)
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usando (1.10) en (1.12) se desprende,

(FtT )a
b = Tc

d

(
δca + t

∂ξc

∂xa0

)(
δbd − t

∂ξb

∂xd0

)
(1.15)

se sigue,

£ξTa
b =

[
d

dt

(
T ba − tT da

∂ξb

∂xd0
+ tT bc

∂ξc

∂xa0
+ 0(t)

)]
t=0

(1.16)

con lo que se encuentra,

£ξTa
b = ξc∇cTa

b − Tac∇cξ
b + Tc

b∇aξ
c (1.17)

donde ∇a es el operador derivada compatible con una métrica suave gab. La derivada

de Lie satisface las siguientes propiedades básicas:

• Es lineal sobre los objetos geométricos;

£ξ(λYa + µZa) = λ£ξYa + µ£ξZa (1.18)

• Es lineal en los campos vectoriales;

£(λY +µZ)P = λ£Y P + µ£ZP (1.19)

• Sigue la regla de Leibniz;

£ξ(Y
aZbc) = Y a(£ξZbc) + (£ξY

a)Zbc (1.20)

Un caso particular de (1.13) ocurre cuando,

£ξT
i1···ik

j1···jl = 0 (1.21)

aśı, el campo tensorial T i1···ik j1···jl es invariante en forma o simétrico bajo la

transformación generada por el campo vectorial ξa y se dice que ξa es una simetŕıa

del campo tensorial T i1···ik j1···jl .

Consideremos ahora las simetŕıas que posee un tensor métrico gab asociado a una

variedad M a lo largo de un campo vectorial ξa, esto implica,

£ξgab = ξc∇cgab + gca∇bξ
c + gcb∇aξ

c = 0
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dado que el operador derivada∇c es el compatible con la métrica gab, se sigue∇cgab = 0

y obtenemos

∇aξb +∇bξa = 0 (1.22)

que se conoce como las ecuaciones de Killing y cualquier campo vectorial ξa solución a

ésta se denomina campo vectorial de Killing o isometŕıa de la métrica gab.

Un resultado importante de las ecuaciones de Killing, relaciona la segunda derivada

de un campo vectorial de Killing con el tensor de curvatura de Riemann. Por definición

el tensor de Riemann viene dado por

∇a∇bξc −∇b∇aξc = −Rabc
dξd (1.23)

utilizando las ecuaciones de Killing, escribiendo la misma ecuación con permutaciones

ćıclicas en los ı́ndices y sumando éstas, se obtiene

∇a∇bξc = −Rbca
dξd (1.24)

esto implica que un campo vectorial de Killing ξa, está completamente determinando

por los valores de ξa y ∇aξb en un punto p ∈ M. Además, para una variedad

n dimensional, el número máximo de campos vectoriales de Killing linealmente

independientes es de
n(n+ 1)

2
(1.25)

correspondiente a n vectores de Killing asociados a traslaciones como consecuencia de

la homogeneidad del espaciotiempo, n(n−1)
2

vectores de Killing asociados a rotaciones

especiales y boost de Lorentz como consecuencia de la isotroṕıa del espaciotiempo. En

particular un espaciotiempo n-dimensional que acepte el número máximo permitido de

campos vectoriales de Killing se conoce como un espacio máximamente simétrico.

1.3 La derivada de Lie en el sentido de las

distribuciones

En esta sección se revisará la generalización del concepto de derivada de Lie para

campos tensoriales en el sentido de distribuciones presentada en [4], lo que nos permitirá

extender la noción de simetŕıas para distribuciones tensoriales.
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Sea Ta
b un campo tensorial localmente integrable y ξa un campo vectorial C∞

definido sobre una variedadM. La derivada de Lie del campo tensorial Ta
b viene dada

por (1.17) que se puede escribir como,

£ξTa
b = ∇c(Ta

bξc)− Tab(∇cξ
c) + Tc

b∇aξ
c − Tac∇cξ

b (1.26)

La extensión de la derivada de Lie a distribuciones tensoriales es directa. Sea Ua
b

un campo tensorial de prueba suave con soporte compacto sobre M, se tiene

£ξTa
b[Ua

b] =

∫
UM

(−Tabξc∇cU
a
b−Tab(∇cξ

c)Ua
b+Tc

b∇aξ
cUa

b−Tac∇cξ
bUa

b)ωη (1.27)

donde UM es el dominio coordenado correspondiente aM y ωη el elemento de volumen

asociado a una métrica suave ηab. Dado que,

£ξU
a
b = ξc∇cU

a
b + Ua

c∇bξ
c − U c

b∇cξ
a

podemos reescribir (1.27) como sigue,

£ξTa
b[Ua

b] = −
∫
M

(Ta
b£ξU

a
b + Ta

b∇cξ
cUa

b)ωη (1.28)

A partir de este resultado se define en general la derivada de Lie para un tensor

distribucional T i1···ik j1···jl a lo largo de un campo vectorial ξa suave definido sobre la

variedad M, a través de

£ξT
i1···ik

j1···jl [U
j1···jl

i1···ik ] ≡ −T i1···ik j1···jl [£ξU
j1···jl

i1···ik +∇jξ
jU j1···jl

i1···ik ] (1.29)

el cual admite una interpretación distribucional bien definida ya que ambos términos

del lado derecho de (1.29) son tensores distribucionales bien definidos siempre que el

campo vectorial ξa sea suave.
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Caṕıtulo 2

Agujero negro en dimensión

reducida

El modelo de agujero negro en dimensión reducida, (2 + 1)−dimensional, descrito por

Bañados, Teitelboim, y Zanelli (BTZ) [11] [7], comparte muchas de las propiedades

clásicas y cuánticas del agujero negro de Kerr (3 + 1)−dimensional [12]. A pesar de

que difiere de la solución de Kerr, al ser asintóticamente anti-de Sitter en vez de ser

asintóticamente plano, éste representa un agujero negro en gravedad reducida. Más

aún, para el caso sin rotación, esta geometŕıa describe una singularidad en el origen

escondida por un horizonte de evento en r+ =
√
ml [7]. Por consiguiente este tipo

de solución plantea un estudio interesante en el marco de la teoŕıa de distribuciones

tensoriales. En lo que sigue se realizará una revisión de la geometŕıa distribucional

del agujero negro BTZ para el caso sin rotación, para luego realizar un estudio

distribucional de las simetŕıas de este espaciotiempo. Aśı, se estarán dando los primeros

resultados obtenidos en esta tesis.

2.1 Agujero negro BTZ

Revisaremos en lo que sigue la geometŕıa del agujero negro BTZ para el caso sin

rotación en el sentido no distribucional [7] [12].

Considérese la solución agujero negro BTZ AdS3 para el caso sin rotación, cuya
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geometŕıa viene descrita por el tensor métrico en la forma de Kerr-Schild,

gab = ηab + fkakb (2.1)

con ηab la métrica de Minkowski en R3 y

f =

(
1 +m− r2

l2

)
, ka = dta +

1

r
(xdxa + ydya) (2.2)

donde r =
√
x2 + y2. Nótese que el punto con enerǵıa igual a cero se ha ajustado de

tal manera que el término de masa sea cero cuando el tamaño del horizonte tienda a

cero, siendo el horizonte r =
√
ml.

El tensor métrico (2.1,2.2) es solución al sistema de ecuaciones de campo de

Einstein, (2 + 1)−dimensional, en el vaćıo,

Rab −
1

2
gabR + Λgab = 0 (2.3)

con constate cosmológica Λ = −1/l2. Aśı, el tensor de Ricci asociado a la geometŕıa

provista por (2.1) viene dado por,

Rab = − 2

l2
gab (2.4)

Dado que la curvatura de esta geometŕıa está definida en todo el espaciotiempo y

es constante, se ha afirmado [7] que el tipo de ”singularidad” que se encuentra en r = 0

no es en la curvatura. Cabe destacar que esta declaración significa que r = 0 no es una

singularidad cónica. Una singularidad cónica se obtiene al tomar un espaciotiempo

plano, cortar una región con forma de cuña e identificar los bordes del corte.

Las simetŕıas de esta geometŕıa, vienen descritas por los campos vectoriales de

Killing,

K1 = ∂t (2.5)

K2 = x∂y − y∂x (2.6)

los cuales corresponden a un sistema estacionario y una simetŕıa axial, debido a

invariancias bajo desplazamientos temporales y bajo rotaciones respectivamente.
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2.2 Agujero negro BTZ y distribuciones

A continuación se realizará una revisión de la geometŕıa distribucional provista por el

tensor métrico (2.1). De acuerdo a [3] y siguiendo el procedimiento en [13], se puede

demostrar que la solución agujero negro BTZ, para el caso sin rotación en coordenadas

de Kerr-Schild, es una métrica semi-regular ∀m. Por consiguiente, el estudio de esta

geometŕıa en el sentido de las distribuciones está garantizado.

Se encuentra que el tensor de Christoffel (1.6) asociado a la geometŕıa descrita por

(2.1) viene dado por,

Cc
ab =

r

l2
[dra(dtb + drb) + drb(dta + dra)](∂

c
t − ∂cr)

− 1

r

(
1 +m− r2

l2

)
r2dϕadϕb(∂

c
t − ∂cr) +

r

l2
(dta + dra)(dtb + drb)∂

c
r

+
r

l2

(
1 +m− r2

l2

)
(dta + dra)(dtb + drb)(∂

c
t − ∂cr) (2.7)

que es localmente integrable ∀m y se sobrentiende que todas las componentes del

tensor son cartesianas como funciones de coordenadas cartesianas. Notamos además

que Cb
ab = 0.

Partiendo del tensor de Riemman(1.5), se encuentra la siguiente expresión para el

tensor de Ricci distribucional,

Rac[U
ac] = −

∫
R3−Bε

Cb
ac∇bU

acωη −
∫
R3−Bε

Cb
maC

m
bcU

acωη (2.8)

con ωη el elemento de volumen asociado a la métrica de Minkowski enR3 y Bε el circulo

alrededor del origen con ε→ 0. Aśı,

Rac[U
ac] =

∫
Σε

Cb
acdrbU

acωσ +

∫
R3−Bε

(∇cC
c
ab −

2r2

l4
kakc)U

acωη (2.9)

donde se usó el teorema de la divergencia, siendo ωσ es el elemento volumen inducido

sobre la superficie r = constante por la métrica de Minkowski y −drb la normal externa

a esta superficie. Resolviendo para la primera integral, se obtiene∫
Σε

Cb
acdrbU

acωσ =

∫ [
− r
l2

(dradrc)−
r

l2
(1 +m− r2

l2
)dradrc

+
1

r
(1 +m− r2

l2
)r2dϕadϕc

]
Uacεdϕdt (2.10)
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Es claro con r = ε, ε→ 0, entonces∫
Σε

Cb
acdrbU

acωσ =

∫
(1 +m)(sen2ϕUxx − senϕcosϕ(Uxy + Uyx)

+ cos2ϕUyy)dϕdt

= π(1 +m)

∫
δ

(2)
(0)(dxadxc + dyadyc)U

acdt (2.11)

Con este resultado y resolviendo la segunda integral en (2.9) se encuentra para el

tensor de Ricci,

Rac = π(1 +m)δ
(2)
(0)(dxadxc + dyadyc)−

2

l2
gac (2.12)

Notamos que la geometŕıa distribucional del agujero negro BTZ estático, para ∀m >

−1, es una singularidad de curvatura proporcional a una distribución δ con soporte en

el origen. Como es de esperarse, para m = −1, la singularidad desaparece debido a que

el espaciotiempo es AdS3. Puesto que no hay horizonte de eventos, para −1 < m < 0,

tenemos una singularidad desnuda en r = 0. Para m > 0 tenemos una singularidad en

el origen escondida por un horizonte de evento en r+ =
√
ml.

2.3 Simetŕıas del agujero negro BTZ distribucional

En esta sección obtendremos la derivada de Lie en el sentido de las distribuciones del

tensor de curvatura distribucional (2.12) a lo largo de los campos vectoriales de Killing

(2.5,2.6), obtenidos en el análisis no distribucional, a fin de determinar si estos son

simetŕıas del tensor de curvatura distribucional.

Consideremos la derivada de Lie distribucional, para el tensor de Ricci

distribucional,

£KRac[U
ac] = −Rac[£KU

ac + (∇bK
b)Uac] (2.13)

donde en la evaluación del miembro derecho se emplea el elemento de volumen asociado

a la métrica de Minkowski en R3, con £KU
ac dado por

£KU
ac = Kb(∇bU

ac)− (∇bK
a)U bc − (∇bK

c)Uab (2.14)

Calculemos para K1 = ∂t,

£K1Rac[U
ac] = −

∫
R3

Rac

{
∂bt(∇bU

ac)− (∇b∂
a
t )U

bc − (∇b∂
c
t)U

ab + (∇b∂
b
t)U

ac
}
ωη

(2.15)
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dado que K1 es constante en todo el espaciotiempo tanto sus derivadas como su

divergencia son cero, nuestro problema se resume a calcular

£K1Rac[U
ac] = −

∫
R3

Rac∂
b
t(∇bU

ac)dtdxdy (2.16)

Es claro que el término proporcional a la métrica en el tensor de curvatura (2.12) es

cero por definición de K1, esto es £K1gac[U
ac] = 0. Aśı, nos interesa calcular

£K1Rac[U
ac] = −

∫
R3

π(1 +m)δ
(2)
(0)(dxadxc + dyadyc)∂tU

acdtdxdy (2.17)

de donde se deprende

£K1Rac[U
ac] = −π(1 +m)

∫
(dxadxc + dyadyc)∂tU

ac(t, ~o)dt

= −π(1 +m)

∫
∂t(U

xx(t, ~o) + Uyy(t, ~o))dt = 0 (2.18)

donde se usó el hecho que Uac es de soporte acotado.

Calculemos a continuación la derivada de Lie de Rac a lo largo de K2 = x∂y− y∂x.
Se tiene

£K2Rac[U
ac] = −

∫
R3

Rac

{
(x∂y − y∂x)b(∇bU

ac)− (∇b(x∂y − y∂x)a)U bc

− (∇b(x∂y − y∂x)c)Uab + (∇b(x∂y − y∂x)b)Uac
}
ωη (2.19)

dado que la divergencia de K2 es cero y sabiendo que £K2gac[U
ac] = 0. Se desprende

£K2Rac[U
ac] = −π(1 +m)

∫
R3

δ
(2)
(0)Tac

{
(x∂y − y∂x)b(∇bU

ac) (2.20)

− (∇b(x∂y − y∂x)a)U bc − (∇b(x∂y − y∂x)c)Uab
}
ωη

siendo Tac = (dxadxc + dyadyc), la estructura tensorial de la parte proporcional a delta

en Rac. Por simplicidad calculemos término a término. Para el primero término de la

integral tenemos,

−
∫
R3

δ
(2)
(0)Tac(x∂y − y∂x)

b(∇bU
ac)ωη = −

∫
R3

δ
(2)
(0)Tac(x∂yU

ac − y∂xUac)ωη = 0 (2.21)

para el segundo,∫
R3

δ
(2)
(0)Tac(∇b(x∂y − y∂x)a)U bcωη =

∫
R3

δ
(2)
(0)(Tyc∂xxU

xc − Txc∂yyUyc)dtdxdy

=

∫
(Uxy(t, ~o)− Uyx(t, ~o))dt (2.22)
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por último,∫
R3

δ
(2)
(0)Tac(∇b(x∂y − y∂x)c)Uabωη =

∫
R3

δ
(2)
(0)(Tay∂xxU

ax − Tax∂yyUay)dtdxdy

=

∫
(Uyx(t, ~o)− Uxy(t, ~o))dt (2.23)

Juntando todos estos resultados obtenemos,

£K2Rac[U
ac] = π(1 +m)

∫
(Uxy(t, ~o)− Uyx(t, ~o) + Uyx(t, ~o)− Uxy(t, ~o))dt = 0 (2.24)

A partir de estos resultados (2.18, 2.24) hemos encontrado entonces que las simetŕıas

clásicas de la geometŕıa del agujero negro BTZ son también simetŕıas de la descripción

distribucional del mismo. De lo anterior se desprende que, en este caso, la inclusión de

la singularidad de curvatura no destruye las invariancias clásicas.
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Caṕıtulo 3

Onda PP impulsiva

Una clase muy conocida de soluciones a las ecuaciones de campo de Einstein son las

llamadas ondas gravitacionales planas. Un caso particular de estas, es la onda PP

impulsiva, la cual se define como una solución cuya curvatura se encuentra confinada

en una hipersuperficie plana donde fuera de esta región acotada la solución es cero.

F́ısicamente este tipo de espaciotiempo describe un impulso gravitacional localizado

sobre la hipersuperficie nula u = 0 producida por una part́ıcula sin masa, moviéndose

a la velocidad de la luz. Geometŕıas de este tipo, se cree que son relevantes en la

descripción de procesos de dispersión a la escala de Planck [14]. Clásicamente en

relatividad general, este tipo de idealización no es permisible debido a que su curvatura

no es proporcional a una función suave, si no que resulta ser proporcional a una

distribución delta. Por consiguiente el estudio de este tipo de solución en el sentido de

las distribuciones plantea un problema interesante.

3.1 Onda de choque

Las ondas PP u ondas gravitacionales plano-frontales con rayos paralelos, son soluciones

tipo onda plana de las ecuaciones no linealizadas de Einstein [15]. El tensor métrico

de las ondas PP puede ser escrito como,

ḡab = H(U,X, Y )dUadUb − dUadVb − dVadUb + dXadXb + dYadYb (3.1)
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que es conocida como la forma de Brinkmann, donde H(U,X, Y ) es el perfil de la onda,

siendo R4 la variedad del espaciotiempo, con U = T − Z, V = T + Z coordenadas

nulas y X, Y coordenadas cartesianas transversas.

En particular con H = ρ(U)f(X, Y ) la onda se denomina onda PP sándwich si

ρ 6= 0 en alguna región finita U0 < U < U1 del espaciotiempo. Penrose introduce

las ondas PP impulsivas como una idealización cuando ρ(U) = δ(U) [16], con lo que

obtenemos el siguiente tensor métrico

ḡab = δ(U)f(X, Y )dUadUb − dUadVb − dVadUb + dXadXb + dYadYb (3.2)

A pesar de que esta métrica posee una componente tipo delta, es posible relacionar

(3.2) con una métrica continua a través de una transformación de coordenadas [16],

que claramente debe ser discontinua y que de manera general viene dada por [17],

U = u

V = v + Θ+
(u)f(x, y) + uΘ+

(u)

1

4
(∂f)2

X = x+ uΘ+
(u)

1

2
∂f

Y = y + uΘ+
(u)

1

2
∂f (3.3)

con Θ+
(u) la función escalón de Heaviside definida en la región positiva de u.

Encontrándose para el tensor métrico de la onda PP

gab = −duadvb − dvadub +

(
δij +

1

2
uΘ+

(u)∂i∂jf

)2

dxiadx
j
b (3.4)

con i, j = x, y. En particular estamos interesados en el perfil,

f = x2 − y2 (3.5)

en cuyo caso la métrica (3.4) toma la forma,

gab = (1 + uΘ+
(u))

2dxadxb + (1− uΘ+
(u))

2dyadyb − duadvb − dvadub (3.6)

tomando la llamada forma de Rosen,

gab = −duadvb − dvadub + P 2(u)dxadxb +Q2(u)dyadyb (3.7)
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con,

P (u) = 1 + uΘ+
(u) ; Q(u) = 1− uΘ+

(u) (3.8)

la cual es llamada onda PP impulsiva u onda de choque. A pesar de que el tensor

métrico (3.6) tiene componentes que no son funciones ordinarias, es continuo en todo

el espaciotiempo y es posible calcular el tensor de curvatura sin teoŕıa de distribuciones.

Partiendo de la forma de Rosen (3.7) podemos calcular las componentes del tensor de

Riemman y del tensor de Ricci, cuyas componentes no nulas resultan ser [18],

Rv
xux = PP ′′, Rv

yuy = QQ′′, Rx
uux =

P ′′

P
, Ry

uuy =
Q′′

Q
(3.9)

Ruu =
P ′′

P
+
Q′′

Q
(3.10)

Usando (3.9) con (3.8) se encuentra

Rv
xux = δ(u), Rv

yuy = −δ(u), Rx
uux = δ(u), Ry

uuy = −δ(u) (3.11)

por lo que la geometŕıa que describe (3.6), es plana en casi todas partes con curvatura

que solo tiene soporte sobre el hiperplano u = 0. De (3.10,3.8) se desprende que el

tensor de Ricci es cero, en consecuencia el tensor de Einstein resulta ser cero y de aqúı

que el tensor de Riemman es equivalente al tensor de Weyl.

Las simetŕıas de la geometŕıa descrita por (3.6), vienen dadas por los campos

vectoriales de Killing

K1 = ∂v (3.12)

K2 = ∂y (3.13)

K3 = ∂x (3.14)

los cuales corresponden a simetŕıas traslacionales en las direcciones transversas a la

onda y traslaciones en la coordenada nula v, ya que (3.6) representa un impulso

moviéndose en la dirección z. Adicionalmente, la existencia de vectores de Killing

no suaves, dados por

K4 = x∂v + u∂x − u2Θ+
(u)

(
1

1 + u

)
∂x (3.15)
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K5 = y∂v + u∂y + u2Θ+
(u)

(
1

1− u

)
∂y (3.16)

ha sido adelantada en [17], obtenidos al resolver las ecuaciones de Killing para (3.2),

tal que sean solución para el perfil (3.5) y aplicando la transformación (3.3).

Todas las métricas planas en la forma de Brinkmann (3.1) poseen una simetŕıa

traslacional a lo largo de la coordenada nula v, debido a la independencia de esta en la

métrica tipo onda PP [19]. Además todas las ondas PP impulsivas posen n simetŕıas

traslacionales a lo largo de las n coordenadas transversas a la onda, hecho que se hace

expĺıcito en la forma de Rosen (3.6). Se sabe que el grupo de simetŕıas generado por

estos campos vectoriales de Killing corresponde al álgebra de traslaciones abeliana,

el cual actúa transitivamente sobre la hipersuperficie de u constante, exponiendo la

existencia de campos vectoriales de Killing que dependen exclusivamente del perfil de

la onda. Todos los Killing son generadores de la denominada álgebra de Heisenberg.

3.2 Onda de choque y distribuciones

En lo que sigue se realizará una revisión de la geometŕıa distribucional descrita por

la onda PP impulsiva. Siguiendo [2] y [5], se puede demostrar que el tensor métrico

(3.6) pertenece a la familia de métricas regulares, y podemos asegurar que el tensor de

curvatura tendrá sentido como distribución.

Siguiendo el procedimiento en [5], y usando (1.6), se sigue que el tensor de Christoffel

viene dado por

Cc
ab =

Θ+
(u)

1 + u
(∂cxdxadub + ∂cxduadxb)−

Θ+
(u)

1− u
(∂cydyadub + ∂cyduadyb)

+ (1 + u)Θ+
(u)∂

c
vdxadxb − (1− u)Θ+

(u)∂
c
vdyadyb (3.17)

Aśı, podemos calcular el tensor de Riemman (1.5) asociado a la geometŕıa provista por

(3.6), en el sentido de las distribuciones , el cual viene dado por,

Rabc
d[Uabc

d] = −
∫ 1

0

du

∫
dvdxdy(∇b(C

d
acU

abc
d)−∇a(C

d
bcU

abc
d))

+

∫ 1

0

du

∫
dvdxdy

(
2∇[bC

d
a]c + 2Cd

m[bC
m
a]c

)
Uabc

d (3.18)
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para todo campo tensorial de prueba Uabc
d con soporte compacto sobre −1 < u < 1,

donde se ha escogido el elemento de volumen ωη = dudvdxdy asociado a la métrica

plana en coordenadas nulas

ηab = dxadxb + dyadyb − duadvb − dvadub (3.19)

Evaluando los términos de la segunda integral en (3.18) a partir de (3.17), se encuentra

∇bC
d
ac = − dub

(1 + u)2
(∂dxdxaduc + ∂dxduadxc)−

dub
(1− u)2

(∂dydyaduc

+ ∂dyduadyc) + ∂dvdxadubdxc + ∂dvdyadubdyc (3.20)

y un término semejante para ∇aC
d
bc. Por otro lado se encuentra,

2Cd
m[bC

m
a]c = − duc

(1 + u)2
(∂dxdxbdua − ∂dxdubdxa)−

duc
(1− u)2

(∂dydybdua

− ∂dydubdya) + ∂dvdua(dxbdxc + dybdyc)

− ∂dvdub(dxadxc + dyadyc) (3.21)

Al realizar la suma se encuentra

∇bC
d
ac −∇aC

d
bc + 2Cd

m[bC
m
a]c = 0 (3.22)

y de aqúı que

Rabc
d[Uabc

d] =

∫
u=0

dvdxdy(Cd
acdub − Cd

bcdua)U
abc

d (3.23)

donde se ha aplicado el teorema de la divergencia, siendo −dub la normal externa a la

superficie u = 0. Sustituyendo los Cc
ab y evaluando en u = 0 se encuentra,

Rabc
d = δ(u)

(
dxadubduc∂

d
x − dyadubduc∂dy + dxadubdxc∂

d
v

−dyadubdyc∂dv − duadxbduc∂dx + duadybduc∂
d
y (3.24)

−duadxbdxc∂dv + duadybdyc∂
d
v

)
Como es de esperarse el tensor de curvatura de Riemman es proporcional a una

distribución δ. Además contrayendo el primer y tercer ı́ndice obtenemos el tensor de

Ricci

Rabc
b ≡ Rac = 0 (3.25)

Con lo que se ha recuperado el resultado obtenido en la sección anterior para el

tensor de Riemann y Ricci pero ahora de forma matemáticamente rigurosa.
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3.3 Simetŕıas de la onda PP de choque

distribucional

En lo que sigue calcularemos la derivada de Lie en el sentido de las distribuciones del

tensor de curvatura distribucional (3.24) a lo largo de los campos vectoriales de Killing

(3.12-3.16), con el fin de determinar si estos son simetŕıas del tensor de curvatura

distribucional.

Consideremos la derivada de Lie en el sentido de las distribuciones para el tensor

de curvatura (3.24),

£KRabc
d[Uabc

d] = −Rabc
d[£KU

abc
d + (∇jK

j)Uabc
d] (3.26)

donde en la evaluación del miembro derecho se emplea el elemento de volumen asociado

a la métrica plana (3.19), con £KU
abc

d dado por,

£KU
abc

d = Kj(∇jU
abc

d) + (∇dK
j)Uabc

j − (∇jK
a)U jbc

d− (∇jK
b)Uajc

d− (∇jK
c)Uabj

d

(3.27)

Evaluemos (3.26) para K1 = ∂v,

£K1Rabc
d[Uabc

d] = −
∫
R4

Rabc
d
{
∂jv(∇jU

abc
d) + (∇d∂

j
v)U

abc
j − (∇j∂

a
v)U

jbc
d

− (∇j∂
b
v)U

ajc
d − (∇j∂

c
v)U

abj
d + (∇j∂

j
v)U

abc
d

}
ωη (3.28)

Es claro que el campo vectorial de Killing es constante en toda la variedad, de tal

manera que sus derivadas son cero. Además la divergencia de éste es cero (∇j∂
j
v = 0),

por lo que obtenemos

£K1Rabc
d[Uabc

d] = −
∫
R4

Rabc
d∂jv∇jU

abc
dωη (3.29)

Escribiendo Rabc
d = δ(u)Tabc

d, donde Tabc
d es la estructura tensorial de (3.24), tenemos

£K1Rabc
d[Uabc

d] = −
∫
R4

δ(u)Tabc
d(∂vU

abc
d)dxdydudv

= −
∫
u=0

∂v(Tabc
dUabc

d)dxdydv = 0 (3.30)

donde se usó el teorema de la divergencia y el hecho que Uabc
d es de soporte acotado.

Con un procedimiento análogo podemos calcular la derivada de Lie del tensor de
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Riemann distribucional a lo largo de K2 y K3.

Para K2 = ∂y se encuentra,

£K2Rabc
d[Uabc

d] = −
∫
R4

δ(u)Tabc
d(∂yU

abc
d)dxdydudv

= −
∫
u=0

∂y(Tabc
dUabc

d)dxdydv = 0 (3.31)

y para K3 = ∂x,

£K3Rabc
d[Uabc

d] = −
∫
R4

δ(u)Tabc
d(∂xU

abc
d)dxdydudv

= −
∫
u=0

∂x(Tabc
dUabc

d)dxdydv = 0 (3.32)

De los resultados anteriores se desprende que los campos vectoriales de Killing

suaves (K1, K2, K3) son también simetŕıas de la curvatura de Riemann distribucional.

Antes de continuar con nuestro cálculo de las simetŕıas del Riemann nos podŕıamos

preguntar si los campos vectoriales de Killing no suaves (3.15, 3.16) son isometŕıas de la

métrica en el sentido de las distribuciones, a pesar de no ser campos vectoriales suaves,

para ello consideremos la derivada de Lie distribucional del tensor métrico (3.6) dada

por,

£Kgab[U
ab] = −gab[£KU

ab + (∇cK
c)Uab] (3.33)

de manera expĺıcita,

£Kgab[U
ab] = −

∫
R4

gabK
c∇cU

abωη +

∫
R4

(
2gc(b∇a)K

c − gab∇cK
c
)
Uabωη (3.34)

Calculemos para el campo vectorial de Killing no suave K4 = x∂v+u∂x−Θ+
(u)

(
u2

1+u

)
∂x

si este es una isometŕıa en el sentido de las distribuciones. Para la primera integral

en (3.34), al igual que la divergencia de K4, estos términos son cero y por lo tanto la

derivada de Lie distribucional se reduce a calcular,

£K4gab[U
ab] =

∫
R4

2gc(b∇a)

(
x∂v + u∂x −Θ+

(u)

(
u2

1 + u

)
∂x

)c
Uabωη

=

∫
R4

{
gvb∂ax+ gxb∂a

(
u−Θ+

(u)

(
u2

1 + u

))}
Uabωη

+

∫
R4

{
gav∂bx+ gax∂b

(
u−Θ+

(u)

(
u2

1 + u

))}
Uabωη (3.35)
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y de aqúı,

£K4gab[U
ab] =

∫
R4

{
−Uxu + (1 + uΘ+

(u))
2∂u

(
u−Θ+

(u)

u2

1 + u

)
Uux

}
ωη

+

∫
R4

{
−Uux + (1 + uΘ+

(u))
2∂u

(
u−Θ+

(u)

u2

1 + u

)
Uxu

}
ωη (3.36)

resolviendo para la primera integral,

I =

∫
R4

{
−Uxu + (1 + uΘ+

(u))
2∂u

(
u−Θ+

(u)

u2

1 + u

)
Uux

}
ωη (3.37)

= −
∫
R4

Uxuωη +

∫
u>0

(1 + u)2∂u

(
u− u2

1 + u

)
Uuxωη +

∫
u<0

∂uuU
uxωη

= −
∫
R4

Uxuωη +

∫
u>0

(
(1 + u)2 − 2u(1 + u) + u2

)
Uuxωη +

∫
u<0

Uuxωη

= −
∫
R4

Uxuωη +

∫
u>0

Uuxωη +

∫
u<0

Uuxωη =

∫
R4

(−Uxu + Uux)ωη (3.38)

para la segunda integral se encuentra un término semejante y se sigue,

£K4gab[U
ab] =

∫
R4

(−Uxu + Uux)ωη +

∫
R4

(−Uux + Uxu)ωη = 0 (3.39)

Hemos verificado entonces que el campo vectorial de Killing (3.15) es una isometŕıa

en el tratamiento distribucional, a pesar de no ser un campo vectorial suave. Por otro

lado, siguiendo un procedimiento análogo al anterior se encuentra para la derivada de

Lie en el sentido de las distribuciones, dado en (3.34), del tensor métrico (3.6) a lo

largo del campo vectorial de Killing no suave K5 = y∂v + u∂y + Θ+
(u)

(
u2

1−u

)
∂y,

£K5gab[U
ab] =

∫
R4

(−Uyu + Uuy)ωη +

∫
R4

(−Uuy + Uyu)ωη = 0 (3.40)

se desprende de lo anterior que el campo vectorial de Killing (3.16) es también una

isometŕıa de la métrica en el sentido de las distribuciones. Por lo tanto los campos

vectoriales no suaves (3.15,3.16) son campos vectoriales de Killing de la métrica

distribucional y por lo tanto isometŕıas del mismo en el sentido de las distribuciones.

A continuación consideremos las derivadas de Lie del tensor de Riemann a lo largo

de los vectores (3.15) y (3.16). Nótese que la derivada de Lie de un tensor suave a lo

largo de vectores que no son suaves no es necesariamente un tensor suave. De aqúı que

no haya garant́ıa alguna de que la derivada de Lie de la curvatura de Riemann esté

bien definida como distribución a lo largo de esos vectores.
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Calcularemos ahora para K4 = x∂v + u∂x−Θ+
(u)

(
u2

1+u

)
∂x la derivada de Lie en el

sentido de las distribuciones dada en (3.26), y que por claridad calcularemos cada uno

de los términos del miembro derecho de manera expĺıcita. Para el primer término se

tiene

−
∫
R4

Rabc
dKj

4∇jU
abc

dωη = −
∫
R4

Rabc
d

{
x∂v + u∂x −Θ+

(u)

(
u2

1 + u

)
∂x

}j
∇jU

abc
dωη

esto es

−
∫
R4

Rabc
dKj

4∇jU
abc

dωη =

−
∫
R4

δ(u)Tabc
d

{
x∂vU

abc
d + u∂xU

abc
d −Θ+

(u)

(
u2

1 + u

)
∂xU

abc
d

}
ωη

= −
∫
u=0

Tabc
dx∂vU

abc
ddvdxdy +

∫
R4

Rabc
dΘ+

(u)

(
u2

1 + u

)
∂xU

abc
dωη

= −
∫
u=0

∂v
(
xTabc

dUabc
d

)
dvdxdy +

∫
R4

∂xRabc
dΘ+

(u)

(
u2

1 + u

)
Uabc

dωη

= 0 (3.41)

donde se usó el hecho de que Uabc
d es de soporte acotado.

Para el segundo término, encontramos

−
∫
R4

Rabc
d
(
∇dK

j
4

)
Uabc

jωη = −
∫
R4

Rabc
d∇d

(
x∂v + u∂x −Θ+

(u)

(
u2

1 + u

)
∂x

)j
Uabc

jωη

= −
∫
u=0

(
Tabc

xUabc
v

)
dxdydv (3.42)

donde se usó el hecho que Rabc
u = 0 ∀a, b, c. El siguiente término arroja el resultado∫

R4

Rabc
d(∇jK

a
4 )U jbc

dωη =

∫
R4

Rabc
d

{
∇j

(
x∂v + u∂x −Θ+

(u)

(
u2

1 + u

)
∂x

)a}
U jbc

dωη

=

∫
u=0

(Txbc
dUubc

d)dxdydv −
∫
R4

Rxbc
dUubc

dΘ
+
(u)u

(u+ 2)

(1 + u)2
ωη (3.43)

donde se usó el hecho que Rvbc
d = 0 ∀d, b, c. Para el cuarto término encontramos el

resultado ∫
R4

Rabc
d(∇jK

b
4)Uajc

dωη =

∫
u=0

Taxc
dUauc

ddxdydv

−
∫
R4

Raxc
dUauc

dΘ
+
(u)u

(u+ 2)

(1 + u)2
ωη (3.44)
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donde se usó el hecho que Ravc
d = 0 ∀d, a, c. El siguiente término,∫

R4

Rabc
d(∇jK

c
4)Uabj

dωη =

∫
u=0

Tabx
dUabu

ddxdydv

−
∫
R4

Rabx
dUabu

dΘ
+
(u)u

(u+ 2)

(1 + u)2
ωη (3.45)

donde se usó el hecho que Rabv
d = 0 ∀d, a, b. El último término es cero dado que la

divergencia de K4 es cero, esto es (∇jK
j
4 = 0). Uniendo los resultados anteriores, se

tiene

£K4Rabc
d[Uabc

d] =

∫
u=0

(−TabcxUabc
v + Txbc

dUubc
d + Taxc

dUauc
d + Tabx

dUabu
d)dxdydv

−
∫
R4

(Rxbc
dUubc

d +Raxc
dUauc

d +Rabx
dUabu

d)Θ
+
(u)u

(u+ 2)

(1 + u)2
ωη(3.46)

donde los únicos términos diferentes de cero en la contracción de los ı́ndices son,

£K4Rabc
d[Uabc

d] =

∫
u=0

(Uuxu
v − Uxuu

v + Uuuu
x + Uuux

v − Uuuu
x − Uuux

v + Uxuu
v − Uuxu

v)dxdydv

−
∫
R4

(Uuuu
x + Uuux

v − Uuuu
x − Uuux

v +Rabx
dUabu

d)Θ
+
(u)u

(u+ 2)

(1 + u)2
ωη (3.47)

cancelando términos semejantes se encuentra,

£K4Rabc
d[Uabc

d] = −
∫
R4

uΘ+
(u)

(u+ 2)

(1 + u)2
Rabx

dUabu
dωη (3.48)

Este resultado muestra, de manera expĺıcita, que los términos que aparecen en la

derivada de Lie de la curvatura de Riemann a lo largo del vector no suave K4 y que

están mal definidos como distribución no se cancelan entre śı. Por lo tanto no es

posible, dentro del marco empleado, afirmar que dicho vector es una simetŕıa del tensor

de Riemann.

Calculemos para K5 = y∂v +u∂y + Θ+
(u)

(
u2

1−u

)
∂y , la derivada de Lie en el sentido

de las distribuciones dada por (3.26), con un procedimiento análogo al anterior se

encuentran de manera expĺıcita los siguientes términos del miembro derecho, para el
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primer término,

−
∫
R4

Rabc
dKj

5∇jU
abc

dωη = −
∫
R4

Rabc
d(y∂v + u∂y + Θ+

(u)

(
u2

1− u

)
∂y)

j∇jU
abc

dωη

= −
∫
u=0

∂v(yT
d
abcU

abc
d)dvdxdy

−
∫
R4

∂y

(
Rabc

dΘ+
(u)

(
u2

1− u

)
Uabc

d

)
ωη

= 0 (3.49)

donde se usó el hecho de que Uabc
d es de soporte acotado.

Para el siguiente término,

−
∫
R4

Rabc
d(∇dK

j
5)Uabc

jωη = −
∫
u=0

Tabc
yUabc

vdxdydv (3.50)

donde se usó el hecho que Rabc
u = 0 ∀a, b, c. Para el siguiente término,∫

R4

Rabc
d(∇jK

a
5 )U jbc

dωη =

∫
u=0

Tybc
dUubc

ddxdydv

+

∫
R4

Rybc
dUubc

dΘ
+
(u)u

(u− 2)

(1− u)2
ωη (3.51)

donde se usó el hecho que Rvbc
d = 0 ∀d, b, c. Para el siguiente término,∫

R4

Rabc
d(∇jK

b
5)Uajc

dωη =

∫
u=0

Tayc
dUauc

ddxdydv

+

∫
R4

Rayc
dUauc

dΘ
+
(u)u

(u− 2)

(1− u)2
ωη (3.52)

donde se usó el hecho que Ravc
d = 0 ∀d, a, c. Para el siguiente término,∫

R4

Rabc
d(∇jK

c
5)Uabj

dωη =

∫
u=0

Taby
dUabu

ddxdydv

+

∫
R4

Raby
dUabu

dΘ
+
(u)u

(u− 2)

(1− u)2
ωη (3.53)

donde se usó el hecho que Rabv
d = 0 ∀d, a, b. Y el último resultado es cero dado que

la divergencia de K5 es cero, esto es (∇jK
j
5 = 0). Uniendo los resultados anteriores, se

tiene

£K5Rabc
d[Uabc

d] =

∫
u=0

(−TabcyUabc
v + Tybc

dUubc
d + Tayc

dUauc
d + Taby

dUabu
d)dxdydv

+

∫
R4

Θ+
(u)u

(u− 2)

(1− u)2
(Rybc

dUubc
d +Rayc

dUauc
d +Raby

dUabu
d)ωη(3.54)
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donde los únicos términos diferente de cero en la contracción de los ı́ndices son,

£K5Rabc
d[Uabc

d] =

∫
u=0

(Uyuu
v − Uuyu

v − Uuuu
y − Uuuy

v + Uuuu
y + Uuuy

v − Uyuu
v + Uuyu

v)dxdydv

+

∫
R4

Θ+
(u)u

(u− 2)

(1− u)2
(−Uuuu

y − Uuuy
v + Uuuu

y + Uuuy
v +Raby

dUabu
d)ωη (3.55)

cancelando términos semejantes se encuentra,

£K5Rabc
d[Uabc

d] =

∫
R4

uΘ+
(u)

(u− 2)

(1− u)2
Raby

dUabu
dωη (3.56)

De lo anterior se desprende que los campos vectoriales de Killing (K4, K5) no son

simetŕıas del tensor de curvatura distribucional, como se muestran en los resultados

(3.48, 3.56), encontrándose un producto distribucional que no esta definido en la teoŕıa

de distribuciones. Por supuesto, de su expresión expĺıcita se puede inferir que la

definición de derivada de Lie que se adoptó en este trabajo no permite considerar

campos vectoriales de Killing que no sean suaves, como se sigue del hecho de que

la derivada de Lie de un tensor de prueba a lo largo de un vector no suave no es

necesariamente un tensor de prueba. Sin embargo, los cálculos anteriores muestran

claramente que no hay además ninguna cancelación de términos mal definidos como

distribuciones que arroje un resultado que sea una distribución. En cualquier caso,

dentro del marco empleado en este trabajo, no es posible demostrar que los campos

vectoriales no suaves (3.15) y (3.16) son simetŕıas de la curvatura de Riemann (3.24).

Por otro lado las partes suaves de los campos vectoriales de Killing (3.15) y (3.16),

esto es,

K̂4 = x∂v + u∂x (3.57)

K̂5 = y∂v + u∂y (3.58)

son ahora simetŕıas del tensor de curvatura distribucional (3.24), este resultado se puede

observar directamente en los resultados (3.47, 3.55) dado que que la integral evaluada

en u = 0 corresponde a las partes suaves dadas por K̂4 y K̂5 que resultan ser cero para

ambos casos respectivamente. Por otro lado, los campos vectoriales (3.57 y 3.58) no
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son isometŕıas de la métrica ya que al calcular (3.33) para K̂4 y K̂5 respectivamente se

encuentra,

£K̂4
gab[U

ab] =

∫
R4

Θ+
(u)u(u+ 2)(Uux + Uxu)ωη (3.59)

£K̂5
gab[U

ab] =

∫
R4

Θ+
(u)u(u− 2)(Uuy + Uyu)ωη (3.60)

y por lo tanto no son campos vectoriales de Killing. De aqúı que éstos campos

vectoriales son simetŕıas propias del tensor de Riemman distribucional.
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Caṕıtulo 4

Ondas gravitacionales sobre un

universo magnético

Existen otros espaciotiempo tipo onda gravitacional cuyo tensor de curvatura asociado

resulta tener partes singulares proporcionales a una distribución tipo delta de Dirac. En

este caṕıtulo consideraremos un espaciotiempo que representa una onda gravitacional

que se propaga en un universo magnético [5][20]. F́ısicamente este espaciotiempo

describe un impulso gravitacional localizado que posee una singularidad tipo delta

que se propaga sobre un background magnético. En lo que sigue, luego de una revisión

de la geometŕıa distribucional del mismo realizaremos el estudio de sus simetŕıas en el

sentido de las distribuciones.

4.1 Ondas sobre universo magnético

Consideremos un espaciotiempo (R4, g), donde el tensor métrico es solución a

las ecuaciones de Einstein-Maxwell y representa ondas viajeras cuyo fondo es el

denominado universo magnético ciĺındrico [20], que escrito en una base coordenada

particular viene dado por

gab = ηab + 2 (H − 1) du(advb) + (H − 1) dρadρb +
(
H−1 − 1

)
ρ2dθadθb

+ H−1f(u) ln
B2ρ2

4
duadub (4.1)
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donde H = (1+ 1
4
B2ρ2)2, B es un campo magnético constante y f(u) es alguna función

suave, que puede ser libremente especificada y que interpretaremos como el perfil de

la onda, tal que en la región donde f = 0 el tensor métrico es solo el del universo

magnético. En (4.1), u = (z − t)/
√

2, v = (z + t)/
√

2 son coordenadas nulas y

t, z, ρ, θ coordenadas tiempo y ciĺındricas respectivamente.

El tensor de curvatura asociado a la geometŕıa provista por (4.1) viene dado por el

tensor de Ricci de ı́ndices mixtos [5],

R̂a
b = − 256B2

(4 +B2ρ2)4

(
∂audub + ∂avdvb − ∂aρdρb − ∂aθdθb

)
−

65536f(u)B2
(
−4−B2ρ2 + 2 ln B2ρ2

4
B2ρ2 − 2 ln B2ρ2

4

)
(4 +B2ρ2)8 ∂avdub (4.2)

El cual denotaremos como R̂a
b asociado a la parte suave del tensor de curvatura. Es

claro que el tensor de enerǵıa impulso asociado a esta geometŕıa es proporcional al Ricci

dado que la traza de este es cero. El estudio de las geodésicas de este espaciotiempo

[20], muestra la existencia de una singularidad en la región donde f 6= 0, de forma tal

que śı f es de soporte compacto entonces el espaciotiempo es una onda viajera singular

con una singularidad de un ancho finito que se propaga con la onda.

Las simetŕıas asociadas a esta geometŕıa vienen descritas por los campos vectoriales

de Killing

K1 = ∂v (4.3)

K2 = x∂y − y∂x (4.4)

correspondientes a traslaciones a lo largo de la coordenada nula y a rotaciones en el

plano transverso a la dirección de propagación de la onda.

4.2 Ondas sobre universo magnético y

distribuciones

Siguiendo [3] y [6], se puede demostrar que el tensor métrico (4.1) pertenece a la

familia de métricas semi-regulares, con lo que se asegura que el tensor de curvatura

tendrá sentido como distribución.
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De (1.6), el tensor de Christoffel en este caso viene dado por [6]

Cc
ab =

1

8
(4 +B2ρ2)B2ρ∂cu(dρadub + duadρb)

+ 128(4 +B2ρ2)−4f ′(u) ln
B2ρ2

4
∂cvduadub

+ 128(4 +B2ρ2)−5f(u)

(
2

ρ
(4 +B2ρ2)− 8 ln

B2ρ2

4
B2ρ

)
∂cv(dθadub + duadθb)

− 128(4 +B2ρ2)−5f(u)

(
2

ρ
(4 +B2ρ2)− 4 ln

B2ρ2

4
B2ρ

)
∂cvduadub

+ 2(4 +B2ρ2)−1B2ρ
(
∂cρ(dρadρb − duadvb − dvadub)− ∂cρ(dθadρb + dρadθb)

)
+ 2(4 +B2ρ2)−1B2ρ∂cv(dρadvb + dvadρb) (4.5)

y de (1.5) se encuentra para el tensor de Ricci

Ra
b =

(
g−1
)ac

R̃cb + 2∇[c

(
Cc

d]b(g
−1)ad

)
+ 2Cc

b[c∇d](g
−1)ad + 2(g−1)adCc

m[cC
m
d]b

A continuación, usando el hecho de que R̃cb = 0 y 2Cc
b[c∇d](g

−1)ad = 0, se encuentra

para el tensor de curvatura distribucional

Ra
b[Ua

b] = −
∫
R4−Bε

(
Cc

db(g
−1)ad∇cUa

b − Cc
cb(g

−1)ad∇dUa
b
)
ωη

+

∫
R4

2(g−1)adCc
m[cC

m
d]bUa

bωη (4.6)

donde ωη = ρdudvdρdθ es el elemento de volumen asociado a ηab, Ua
b un campo

tensorial de prueba sobre R4 y Bε la esfera de radio ε alrededor del origen con ε→ 0.

Usando el Teorema de la divergencia, se encuentra

Ra
b[Ua

b] =

∫
Σε

(
Cc

db(g
−1)addρc − Cc

cb(g
−1)addρd

)
Ua

bωσ

+

∫
R4−Bε

(
∇c

(
Cc

db(g
−1)adUa

b
)
−∇d

(
Cc

cb(g
−1)adUa

b
))
ωη

+

∫
R4

2(g−1)adCc
m[cC

m
d]bUa

bωη (4.7)

donde ωσ es el elemento de volumen inducido sobre la superficie ρ constante y −dρc
la normal externa a esta superficie. Para la primera integral del miembro derecho de
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(4.7) se tiene,∫
Σε

(
Cc

db(g
−1)addρc − Cc

cb(g
−1)addρd

)
Ua

bωσ =

∫
Σε

dudvdθ
4096f(u)ε

(
−4−B2ε2 + ln B2ε2

4
B2ε2

)
(4 +B2ε2)7ε

Uv
u(u, v, ε cos θ, ε sin θ) (4.8)

y para ε→ 0 ∫
Σε

(
Cc

db(g
−1)addρc − Cc

cb(g
−1)addρd

)
Ua

bωσ =

−2 π

∫ ∞
−∞

du

∫ ∞
−∞

dvf(u)∂avdubUa
b(u, v, 0, 0) (4.9)

Por otro lado, los términos siguientes proporcionarán el tensor de Ricci ”tradicional”

que denotaremos por R̂a
b y que viene dado por (4.2). Aśı el tensor de curvatura

distribucional viene dado por

Ra
b = −2πf(u)δ

(2)
(0)∂

a
vdub + R̂a

b (4.10)

de donde se desprende que la singularidad encontrada en este espaciotiempo es una en

la curvatura, śı f(u) tiene soporte compacto, el espaciotiempo (R4, g) con g dado por

(4.1) se puede asociar a una onda viajera con una singularidad tipo δ que se propaga

con la onda.

4.3 Simetŕıas de la onda gravitacional sobre

universo magnético distribucional

A continuación calcularemos la derivada de Lie en el sentido de las distribuciones del

tensor de curvatura distribucional (4.10) a lo largo de los campos vectoriales de Killing

(4.3,4.4), con la finalidad de determinar si estos son simetŕıas del tensor de curvatura

distribucional.

Consideremos la derivada de Lie en el sentido de las distribuciones para el tensor de

curvatura distribucional (4.10)

£KR
a
b[Ua

b] = −Ra
b[£KUa

b + (∇cK
c)Ua

b] (4.11)
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con

£KUa
b = Kc∇cUa

b − Uac∇cK
b + Uc

b∇aK
c (4.12)

Para K1 = ∂v, se tiene

£K1R
a
b[Ua

b] = −
∫
R4

Ra
b

{
Kc

1∇cUa
b − Uac∇cK

b
1 + Uc

b∇aK
c
1 + (∇cK

c
1)Ua

b
}
ωη (4.13)

Dado que K1 es constante sobre toda la variedad sus derivadas y divergencia son nulas,

£K1R
a
b[Ua

b] = −
∫
R4

Ra
bK

c∇cUa
bωη

= 2π

∫
R4

f(u)δ
(2)
(0)∂

a
vdub∂

c
v∇cUa

b + £K1R̂
a
b[Ua

b] (4.14)

y puesto que £K1R̂
a
b[Ua

b] = 0,

£K1R
a
b[Ua

b] = 2π

∫
R4

f(u)δ
(2)
(0)∂vUv

uωη

= 2π

∫ ∞
−∞

du

∫ ∞
−∞

dv ∂v
(
f(u)Uu

v (u,v,~o)

)
= 0 (4.15)

de donde se desprende que K1 es una simetŕıa del tensor distribucional.

Calculemos ahora a lo largo de K2 = x∂y − y∂x la derivada de Lie en el sentido de

las distribuciones del tensor distribucional (4.10). Se tiene

£K2R
a
b[Ua

b] = −
∫
R4

Ra
b

{
Kc

2∇cUa
b − Uac∇cK

b
2 + Uc

b∇aK
c
2 + (∇bK

b
2)Ua

b
}
ωη (4.16)

por simplicidad calcularemos cada término por separado, para el primer término del

miembro derecho de (4.16) se tiene,

−
∫
R4

Ra
bK

c
2∇cUa

bωη = 2π

∫
R4

f(u)δ
(2)
(0)∂

a
vdub (x∂y − y∂x)c∇cUa

bωη + £K2R̂
a
b[Ua

b]

(4.17)

Dado que £K2R̂
a
b[Ua

b] = 0, se tiene entonces que

−
∫
R4

Ra
bK

c
2∇cUa

bωη = 2π

∫
R4

f(u)δ
(2)
(0) (x∂yUv

u − y∂xUvu)ωη = 0 (4.18)

Para el segundo término se encuentra,∫
R4

Ra
bUa

c∇cK
b
2ωη = −2π

∫
R4

f(u)δ
(2)
(0)∂

a
vdubU

c
a∇c(x∂y − y∂x)bωη = 0 (4.19)
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donde hemos usado dubK
b
2 = 0.

A continuación, para el tercer término, se encuentra

−
∫
R4

Ra
bUc

b∇aK
c
2ωη = 2π

∫
R4

f(u)δ
(2)
(0)∂

a
vdubU

b
c∇a(x∂y − y∂x)cωη = 0 (4.20)

dado que ∇vK2 = 0.

Por último, dado que la divergencia de K2 es cero, el último término del miembro

derecho de (4.16) es cero. Juntando estos resultados obtenemos

£K2R
a
b[Ua

b] = 0 (4.21)

y por lo tanto el campo vectorial de Killing K2 dado en (4.4) es una simetŕıa del tensor

de curvatura de Ricci distribucional.
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Conclusiones

Partiendo de la definición de derivada de Lie en el sentido de las distribuciones adoptada

en [4] hemos estudiado de manera rigurosa las simetŕıas de los tensores de curvatura

distribucionales asociados a algunos espaciotiempos singulares f́ısicamente interesantes,

siendo estos, el agujero negro BTZ estático [7], la onda gravitacional PP impulsiva [5]

y el espaciotiempo asociado a una onda gravitacional sobre un background magnético

[6].

Hemos demostrado que los campos vectoriales de Killing asociados a los

espaciotiempos agujero negro BTZ estático y la onda gravitacional sobre el universo

magnético son simetŕıas de sus tensores de curvatura distribucionales respectivamente.

Para el caso de la onda PP impulsiva encontramos que los campos vectoriales de Killing

suaves, asociados a las simetŕıas traslacionales, son simetŕıas del tensor de curvatura

distribucional. Por otro lado, para este espaciotiempo, los campos vectoriales de Killing

no suaves, propuestos en [17], y que denotamos como K4 y K5 ((3.15) y (3.16)), aunque

probamos son en efecto vectores de Killing, no se puede probar dentro del marco de

la teoŕıa de distribuciones que sean simetŕıas del tensor de curvatura distribucional,

encontrándose resultados que involucran productos de distribuciones mal definidos.

Por supuesto, de la expresión expĺıcita de derivada de Lie adoptada en este trabajo

es claro que considerar campos vectoriales de Killing que no sean suaves, puede dar

lugar a expresiones mal definidas como se sigue del hecho de la derivada de Lie de

un tensor de prueba a lo largo de un vector no suave no es necesariamente un tensor

de prueba. Sin embargo, cabe resaltar, en las expresiones que prueban que dichos

campos vectoriales no suaves son vectores de Killing no se encontraron productos mal

definidos. Lo anterior posiblemente sea una indicación de que estamos en el borde de la

aplicación de la teoŕıa de distribuciones en una teoŕıa no-lineal como lo es la gravitación
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Einsteniana. Por otro lado , del análisis de las simetŕıas de la curvatura de Riemann

distribucional del espaciotiempo onda PP, se desprende que que los campos vectoriales

suaves K̂4, K̂5 ((3.57) y (3.58)), son simetŕıas de dicho tensor de curvatura. Estas

simetŕıas, al no ser isometŕıas de la métrica, no son campos vectoriales de Killing, lo

que significa que son simetŕıas propias del tensor de Riemann, afirmación que es claro

imposible de sostener fuera del marco distribucional.
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