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RESUMEN

Partiendo de la solución tipo pared de dominio autogravitante en
una simetría SU(5) × Z2, se realizó un análisis perturbativo análogo al
realizado en el caso de un campo escalar por Giovannini [19], encontrando
que uno de los dos modos escalares, específicamente el que se relaciona
con la fluctuación del campo φp, se encuentra localizado sobre la pared,
indicando esto que la pared como mundo brana tiene una fenomenología
interesante. La parte transversa y sin traza tiene asociado un modo de
masa 0 localizado, y, por tanto, se recupera la gravedad 4-dimensional
en la brana. Además, no es posible escribir el modo vectorial como una
ecuación tipo onda, lo cual descarta su confinamiento.
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Capítulo 1

Introducción

En los últimos tiempos han surgido diversas teorías físicas en las que se da
cabida a la idea de las dimeniones adicionales, pese a que estas dimensiones
no formen parte de nuestra percepción cotidiana. Desde comienzos del siglo
XX, estas teorías que incorporan en sus modelos a más de las tres dimensiones
espaciales que conocemos, han tratado también de explicar la razón por la cual
no es posible percibirlas. Esta imposibilidad puede ser explicada si se supone
que la invariancia traslacional de nuestro universo está parcialmente rota. Una
de las primeras explicaciones que se dan a esta suposición fue dada por Oscar
Klein [1], cuando propone que la dimensión adicional está compactificada en
un cŕculo muy pequeño (alrededor de 10−33cm), y a cada punto del espacio
le correpondería uno de estos círculos, ubicados a lo largo de la dimensión
adicional. Una dimensión tan pequeña es por supuesto imperceptible para
nuestros sentidos.

Sin embargo, surgió posteriormente la idea de que la dimensión adicional no
tenía que ser necesariamente tan pequeña. Es en 1983 donde Rubakov y Sha-
poshnikov [2] suponen que el universo es una pared de dominio generada por
un campo escalar y donde la materia está confinada a bajas energías en el
pozo de un potencial, bastante estrecho en las dimensiones adicionales. Sin
embargo, con esta nueva suposición es válido pensar que puede haber partícu-
las con suficiente energía como para escapar de dicho pozo, lo que ocasionaría
que algunos fenómenos violen la ley de conservación de la energía. Por otro
lado, este modelo no sugería cómo reproducir la gravitación 4-dimensional so-
bre la pared.

Los mundos brana tomaron importancia tiempo después, cuando en 1999 Ran-
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6 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

dall y Sumdrum consideran a nuestro universo como una 3-brana inmersa en
un espacio de mayor dimensionalidad y donde la gravedad se localiza utilizando
la curvatura del espacio circundante. El modo 0 del gravitón se encuentra ubi-
cado sobre la brana, y reproduce la gravitación newtoniana, mientras que los
modos masivos son correcciones a la misma. Existen dos escenarios distintos:
el RS1 donde la dimensión adicional está acotada [3], y el RS2 donde la dimen-
sión adicional es infinita [4]. Podría pensarse que este modelo es poco realista
ya que la pared es infinitamente delgada, es decir, es una singularidad, y en
este sentido una brana gruesa podría ser un modelo más acorde para describir
a nuestro universo. Estas branas gruesas son soluciones a sistemas acoplados
Einstein - campo escalar, que interpolan entre dos mínimos de un potencial
con rompimiento espontáneo de simetría. Algunas de estas paredes gruesas
tienen un límite de pared delgada bien definido en [5][6][7]

Además de la gravitación, los campos del modelo estandar también deben
poder ser localizados en estas branas. La localización de los fermiones y
campos vectoriales se realiza por mecanismos no gravitacionales. Uno de es-
tos mecanismos consiste en introducir un acoplamiento de Yukawa entre los
fermiones y el campo escalar que genera la pared [2] y esto conduce a la lo-
calización de fermiones [8][9][10]. La localización de los campos de calibre se
estudia en [11] en ausencia de gravedad y su análogo gravitacional se considera
en [12].

Otro aspecto importante que se puede considerar a estudiar estas branas grue-
sas generadas por un campo escalar, es su estabillidad perturbativa. Para ello,
la estrategia usual consiste en hacer pequeñas fluctuaciones a la métrica y al
campo que genera la pared. En última instancia, sólo el sector transverso y
sin traza (que representa al gravitón) debe estar localizado sobre la brana,
mientras que los sectores escalares y vectoriales no deben estar confinados,
para garantizar en parte su viabilidad como modelo del universo. En [13] se
demuestra que para los dos casos particulares de paredes de dominio grue-
sas consideradas en [14] y [15], los sectores escalares y vectoriales no están
localizados. Por otro lado, la parte trasversa y sin traza del sector tensorial
se encuentra localizado sobre la pared, al igual que en el escenario RS2 singular.

Las branas gruesas generadas por un campo escalar no poseen una simetría de
calibre interna. Generar una pared de dominio en una simetría no abeliana,
como SU(5) × Z2 puede resultar interesante ya que la brana, al tener una
simetría interna de forma natural, puede dar origen a un gran número de
posibles interacciones con los otros campos de la teoría. Sin embargo, no se
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ha hecho hasta ahora el análisis perturbativo de una pared de dominio en la
simetría ya mencionada en presencia de gravedad. Este aspecto será el punto
fundamental de este trabajo.

En el capítulo 2 se mostrará en detalle el proceso que se sigue para obtener las
ecuaciones linealizadas de las fluctuaciones en un sistema acoplado Einstein
- campo escalar, tomando como referencia lo expuesto en [16] y generalizado
en [7]. En el capítulo 3 se hace una revisión bibliográfica breve del trabajo
de Vachaspati [17], mostrando cómo se genera una pared de dominio en una
simetría SU(N) × Z2 y luego se muestra parte del trabajo de Vázquez [18],
donde se toma como inspiración el trabajo anterior para generar una pared
de dominio autogravitante en SU(5) × Z2. En el capítulo 4 y como aporte
del presente trabajo, se hace el análisis de fluctuaciones en la simetría no
abeliana anteriormente mencionada, mostrando cómo obtener ecuaciones tipo
onda para los modos de las fluctuaciones con el fin de hallar la forma de los
potenciales asociados a cada modo, y finalmente, en el capítulo 5 se establece
qué modos se localizan sobre la brana.
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Capítulo 2

Fluctuaciones en el sistema
acoplado Einstein - campo
escalar

En lo sucesivo, se mostrará el método general que se sigue para obtener la
ecuación linealizada de las perturbaciones hechas en torno a una solución ex-
acta cualquiera del sistema acoplado Einstein - campo escalar. Luego de pro-
poner una parametrización general de dichas fluctuaciones, establecer cómo
transforman dichas fluctuaciones bajo difeomorfismos para luego proponer
cambios de variable adecuados y hacer la transformación a coordenadas con-
formemente planas, se procederá a establecer la localización o no localización
de los diferentes sectores de las fluctuaciones sobre la pared.

2.1 Deducción de las ecuaciones para las
perturbaciones

La ecuación de las perturbaciones en el sistema acoplado Einstein - campo
escalar se obtiene partiendo del procedimiento usado para encontrar dicha
ecuación cuando la perturbación se hace sobre una solución exacta de las
ecuaciones de Einstein en el vacío.
Sean gab y φ soluciones exactas de las ecuaciones de Einstein:

Rab = Tab + 1
2gabR (2.1)

Tab = ∇aφ∇bφ− gab
(1

2g
cd∇cφ∇+ V (φ)

)
(2.2)

9
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EINSTEIN - CAMPO ESCALAR

gab∇a∇bφ = dV (φ)
dφ

(2.3)

donde la métrica es covariantemente constante, es decir, ∇cgab = 0. Puede
suponerse ahora que existe una familia de métricas y de campos escalares que
dependen diferencialmente de un parámetro λ y que además son solución a
las ecuaciones de Einstein mostradas anteriormente, de forma tal que:

g̃ab‖λ=0 = gab, φ̃(λ)‖λ=0 = φ

El parámetro λ se considera ahora infinitesimal, de forma que este produce
pequeñas desviaciones en gab y en φ, siendo posible hacer la siguiente aproxi-
mación:

g̃ab(λ) ≈ gab + λhab
dg̃ab
dλ
‖λ=0 = hab (2.4)

φ̃(λ) ≈ φ+ λψ
dφ̃

dλ
‖λ=0 = ψ (2.5)

donde hab y ϕ representan las desviaciones de la métrica y del campo escalar,
respectivamente. Al escribir las ecuaciones de Einstein en la forma de Ricci
utilizando la métrica perturbada, se tiene

R̃ab = T̃ab −
1
3 g̃abT̃ (2.6)

donde T̃ = g̃abT̃ab

T̃ab = ∇̃aφ̃− g̃ab
(1

2∇̃
cφ̃∇̃cφ̃+ V (φ̃)

)
(2.7)

g̃ab∇̃a∇̃bφ̃ = d

dφ̃
V (φ̃) (2.8)

En general, las ecuaciones de Einstein pueden resultar difíciles de resolver. En
principio, si la métrica g̃ab y el campo φ̃ son conocidos, se puede encontrar una
solución exacta para la perturbación hab y ϕ. Sin embargo, para simplificar los
cálculos se hará uso de una estrategia que consiste en diferenciar las ecuaciones
(2.6), (2.7) y (2.8) con respecto a λ y evaluarlas luego en λ = 0 (con esto se
garantiza que las ecuaciones sean lineales en λ). Pero antes, hay que establecer
cuál es la relación entre el tensor de Riemman de la métrica perturbada y el
de la métrica sin perturbar. Se puede demostrar que dicha relación es la
siguiente:

R̃abc
d = Rabc

d − 2∇[aC
d
b]c + 2Cec[aC

d
b]e (2.9)
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donde el tensor Ccab se define como la diferencia entre los operadores ∇̃a y ∇a:
Ccabωc = ∇̃aωb −∇aωb. Dicho tensor está dado por:

Ccab = 1
2 g̃

cd(∇ag̃bd +∇bg̃ad −∇dg̃ab) (2.10)

Introduciendo la métrica perturbada (2.4) en la ecuación anterior y despre-
ciando los término cuadráticos en λ, se obtiene

Ccab ≈
1
2λg

cd(∇ahbd +∇bhad −∇dhab) (2.11)

De aquí se observa que Ccab‖λ=0 = 0. Al contraer (2.9) se consigue el tensor
de Ricci para la métrica perturbada, que resulta ser

R̃ac = Rac − 2∇[aC
b
b]c + 2Cec[aC̃

b
b]e (2.12)

Ahora, podemos obtener el miembro izquierdo de la ecuación (2.6) derivando
(2.12) con respecto a λ y evaluando en λ = 0. Por lo cual

dR̃ab
dλ
|λ=0 = d

dλ

(
∇cC̃cab −∇aC̃ccb

)
|λ=0 (2.13)

Al sustituir la definición del tensor Ccab dada por (2.11) en la ecuación (2.13)
se obtiene que:

d

dλ
R̃ab|λ=0 = ∇c∇(ahb)c −

1
2∇

c∇chab −
1
2∇a∇b

(
gcdhcd

)
(2.14)

Es posible escribir el primer término del lado izquierdo de la ecuación anterior
en función del tensor de Riemann, utilizando

∇d∇(ahb)d = ∇(a∇dhb)d +Rd(ab)
chcd +R(a

dhb)d (2.15)

Así, la ecuación (2.14) se escribe como:

d

dλ
R̃ab|λ=0 = ∇(a∇dhb)d −

1
2∇

d∇dhab −
1
2∇a∇b

(
gcdhcd

)
+

Rd(ab)
chcd +Rc(ahb)c (2.16)

Ahora, debe verse cómo se escribe el lado derecho de la ecuación (2.6), ha-
ciendo uso de d

dλ g̃
cd = −hcd y las ecuaciones (2.4) y (2.5). Entonces, derivando

con respecto a λ y evaluando en λ = 0 se obtiene que:

d

dλ
T̃ab|λ=0 = 2∇(aϕ∇b)φ+ 1

2
(
gabh

cd − habgcd
)
∇cφ∇dφ

−gabgcd∇(cϕ∇d)φ− habV (φ)− gab
dV

dφ
ϕ (2.17)
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−1
3
d

dλ

(
g̃abg̃

cdT̃cd
)
|λ=0 = −1

3
(
habg

cd − gabhcd
)
Tcd

−1
3gabg

cd
(
d

dλ
T̃cd

)
|λ=0 (2.18)

Finalmente, al sumar (2.17) con (2.18) e igualando el resultado anterior con
(2.16) se obtiene la ecuación linealizada de las fluctuaciones. Dicha ecuación
es la siguiente:

∇(a∇dhb)d −
1
2∇

d∇dhab −
1
2∇a∇b

(
gcdhcd

)
+Rd(ab)

chcd +Rc(ahb)c

= 2∇(aϕ∇b)φ+ 2
3habV (φ) + 2

3gab
dV

dφ
ϕ (2.19)

En forma análoga, considerando esta vez la ecuación para el campo escalar
(2.8), se encuentra que:

−hab∇a∇bφ−
1
2g

abgcd (∇ahbd +∇bhad −∇dhab)∇cφ

+gab∇a∇bϕ−
d2V

dφ2 ϕ = 0 (2.20)

2.2 Parametrización de las fluctuaciones
Lo visto en la sección anterior es de completa generalidad, ya que no se ha
considerado ningún tensor métrico en particular, ni tampoco una forma ex-
plícita del tensor de perturbación hab. Debido a que es de interés considerar
soluciones que representen una pared de dominio, supondremos una métrica
de la siguiente forma

ds2 = e2Aηµνdx
µdxν + dr2 (2.21)

donde los índices espacio-temporales µ, ν toman los valores 0,1,2,3 y r denota
la coordenada de la dimensión adicional.
Con dicha métrica, las ecuaciones de Einstein que se obtienen son:

V (φ) = −
(

6A′2 + 3
2A
′′
)

(2.22)

φ′2 = −3A′′ (2.23)

Ahora bien, la fluctuación de la métrica, es decir, hab, contiene modos tenso-
riales, vectoriales y escalares. Estos modos pueden ser descompuestos, aten-
diendo a la invariancia de Poincaré en cuatro dimensiones [19], de la manera
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siguiente:

hab = e2A
(

2hTTµν + 2∂(µfν) + 2ηµνψ + 2∂µ∂νE e−A (Dµ + ∂µC)
e−A (Dµ + ∂µC) e−2A2ω

)

En esta parametrización tenemos un sector transverso y sin traza, hTTµν , esto
es

hTTµµ = 0 ∂µhTTµν = 0 (2.24)

y los vectores fµ y Dµ con divergencia 0,

∂µfµ = 0 ∂µDµ = 0 (2.25)

Al sustituir la métrica (2.21) y la parametrización del tensor hab propuesta
en (2.2) en la ecuación (2.19), se consiguen las tres ecuaciones siguientes,
que representan el sector tensorial, vectorial y escalar de las fluctuaciones,
respectivamente: (

−e2A∂β∂β − ∂2
r − 4A′∂r

)
hTTµν

+∂(µ
[
3e−ADν) − f ′′ν) − 4A′f ′ν) + e−AD′ν)

]
+ηµν

[
−e−2A∂β∂β

(
ψ + e2AA′E′ − eAA′C

)
− ψ′′ − 8A′ψ′

]
+ηµν

[
8A′2ω +A′ω′ + 2A′′ω

]
+∂µ∂ν

[
−e−2A(ω + 2ψ)− E′′ − 4A′E′ + e−AC ′ + 3A′e−AC

]
= 2

3
dV

dφ
ϕηµν (2.26)

−1
2e
−A∂β∂β

(
Dµ − eAf ′µ

)
+ ∂µ(3A′ω − 3ψ′ − φ′ϕ) = 0 (2.27)

−e−2A∂β∂β
(
ω + E′′ + 2e2AA′E′ − eAA′C − eAC ′

)
− 4ψ′′ − 8A′ψ′

+4A′ω′ + 2A′′ω + 8A′2ω − 2φ′ϕ′ − 2
3
dV

dφ
ϕ = 0 (2.28)

Por último, de (2.20) se obtiene la ecuación para el campo escalar y su respec-
tiva fluctuación:

e−2A∂β∂β
(
ϕ− eAφ′C + e2AE′φ′

)
− 2(φ′′ + 4A′φ′)ω − φ′ω′

+4φ′ψ′ + ϕ′′ + 4A′ϕ′ − d2V

dφ2 ϕ = 0 (2.29)
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2.3 Transformaciones de calibre
Como se ve claramente en las ecuaciones (2.26), (2.27), (2.28) y (2.29) existe
un acoplamiento entre las fluctuaciones de la métrica y las fluctuación asoci-
ada al campo que genera la pared. Con miras a establacer la localización o
no localización de los distintos modos sobre la brana, se debe definir, como
primer paso, una serie de variables que sean invariantes bajo transformaciones
infinitesimales de coordenadas, para luego escribir las ecuaciones de las fluc-
tuaciones de la métrica en función de dichas variables.

Ley de transformación de las fluctuaciones

En relatividad general existe una libertad de calibre asociada al grupo de
difeomorfismos. Esto implica que dos perturbaciones, hab y hab representan la
misma perturbación física si y sólo si difieren un "difeormorfismo infinitesimal"
de la métrica, que es generado por un campo vectorial εa [16], cumpliéndose
para la tranformación de cordenadas que

xa = xa + εa (2.30)

Por otro lado, el cambio en un campo tensorial, originado por el difeomorfismo
infinitesimal, define a la derivada de Lie, y por tanto la perturbación de la
métrica tiene la siguiente libertad de calibre:

hab = hab − 2∇(aεb) (2.31)

El campo vectorial εa puede ser expresado explícitamente si se considera la
métrica dada en este caso por la ecuación (2.21):

εa =
(
e2Aεµ, εr

)
(2.32)

El vector εµ puede ser expresado en función de la derivada de un escalar y de
un vector transverso, como sigue

εµ = ∂µε+ ζµ, ∂µζµ = 0 (2.33)

Ahora, al estudiar detalladamente cómo transforma el tensor hab de acuerdo
a (2.31), se podrá obtener las transformaciones de todos los campos involu-
crados en dicho tensor.
En primer lugar, se considera la parte cuadridimensional de hab, y para con-
seguir las transformaciones de los escalares E y ψ se calcula gµνhµν , obtenién-
dose que

ψ = ψ −A′εr (2.34)
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E = E − ε (2.35)

Para encontrar la transformación del campo vectorial fµ se calcula ∂µhµν :

fµ = fµ − ζµ (2.36)

En segundo lugar, se consideran las componentes a lo largo de la coordenada
adicional. Para encontrar la transformación de los campos C y Dµ se calcula
la divergencia de la parte vectorial de hab, esto es, ∂µhµr. De forma que:

C = C − eAε′ − e−Aεr (2.37)

Dµ = Dµ − eAζ ′µ (2.38)

Ahora, la transformación del campo escalar ω se encuentra calculando ∂µhrr.
Así,

ω = ω − ε′r (2.39)

Por último, la transformación de la perturbación del campo que genera la
pared, ϕ, es:

ϕ = ϕ− φ′εr (2.40)

Variables invariantes de calibre

En lo que sigue, se definirán unas variables invariantes de calibre partiendo de
las transformaciones hechas a los campos escalares y vectoriales involucrados
en la presente teoría y mostrados en las ecuaciones (2.34)-(2.40).
Los grados de libertad de la transformación de coordenadas determinan el
número de variables a definir [19]. De acuerdo con esto, la función de calibre
ζµ permite definir la variable vectorial V µ, dada por:

V µ = Dµ − eAf
′
µ (2.41)

Ahora, las transformaciones para las funciones escalares involucran a ε y εr,
por lo que se definen las dos variables siguientes:

Γ = ψ +A′
(
e2AE

′ − eAC
)

(2.42)

Θ = ω − eAC ′ + e2AE
′′ −A′eAC + 2A′e2AE

′ (2.43)

También se define una variable invariante de calibre asociada a las fluctua-
ciones del campo que genera la pared, es decir, ϕ. Entonces:

χ = ϕ+ e2Aφ′E
′ − eAφ′C (2.44)
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Es posible escribir las ecuaciones (2.42), (2.43) y (2.44) de una manera más
simple, si se establece que

Ω ≡ e2AE
′ − eAC (2.45)

Por lo tanto, se tiene que:
Γ = ψ +A′Ω (2.46)

Θ = ω + Ω′ (2.47)

χ = ϕ+ φ′Ω (2.48)

2.4 Desacoplamiento de los modos de las
fluctuaciones

Usando el hecho de que las nuevas variables son invariantes de calibre, es
decir, Γ = Γ, Θ = Θ y Vµ = Vµ, se escriben las ecuaciones correspondientes
a los distintos modos de las fluctuaciones, (2.26)-(2.29), en función de dichas
variables como sigue:

(−e−2A∂β∂β − ∂2
r − 4A′∂r)hTTµν + e−A∂(µ(∂r + 3A′)Vν)

+∂µ∂ν [−e−2A(Θ + 2Γ− 2A′Ω− Ω′)− 4A′E − E′′ + e−A(3A′C + C ′)]
+ηµν [−e−2A∂β∂βΓ− (Γ′′ − (A′Ω)′′)− 8A′(Γ′ − (A′Ω)′)]

+ηµν [(8A′2 + 2A′′)(Θ− Ω′) +A′(Θ′ − Ω′′)] = 2
3ηµν(χ− φ′Ω)dV

dφ
(2.49)

Para el modo vectorial:

−1
2e

A∂β∂βVµ + ∂µ
[
3A′(Θ− Ω′)− 3(Γ′ − (A′Ω)′)− φ′(χ− φ′Ω)

]
= 0 (2.50)

El modo escalar se escribe como:

−e−2A∂β∂βΘ + 4A′(Θ− Ω′′)− 8A′(Γ′ − (A′Ω)′)− 4(Γ′′ − (A′Ω)′′)

−2φ′(χ− (φ′Ω)′) + (8A′2 + 2A′′)(Θ− Ω′) = 2
3(χ− φ′Ω)dV

dφ
(2.51)

Por último, la ecuación para el campo escalar y su fluctuación en función de
las variables invariantes de calibre es:

∂β∂βχ− 2(φ′′ + 4A′φ′)(Θ− Ω′)− φ′(Θ′ − Ω′′) + 4φ′(Γ′ − (A′Ω)′)

+4A′(χ′ − (φ′Ω)′) + χ′′ − (φ′Ω)′′ = (χ+ φ′Ω)d
2V

dφ2 (2.52)
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La forma final de las ecuaciones para los distintos modos de las fluctua-
ciones dependerá de la fijación de calibre que se haga. Existe una escogencia
de calibre en particular con la que se logra eliminar los grados de libertad no
físicos (aquellos que no pueden ser escritos en función de las variables definidas
anteriormente) y en última instancia permite el estudio de la localización de
los distintos modos sobre la pared. Esta escogencia de calibre es una general-
ización del calibre longitudinal, donde todas las componentes escalares fuera
de la diagonal de la métrica perturbada son nulas [20]. De forma que:

E = 0, C = 0, fµ = 0 (2.53)

De esta forma, los parámetros de la transformación de calibre pueden ser
fijados por completo:

ε = E, εr = (E′ − C), ζµ = fµ (2.54)

Con lo impuesto en (2.53) es inmediato ver que la función Ω definida en
(2.45) es igual a 0, así como todas sus derivadas. Por lo tanto, los términos
dependientes de Ω que aparecen en las ecuaciones de ls distintos modos se
anulan. Eliminando entonces la tilde de las variables en las ecuaciones para
los distintos modos de las fluctuaciones, se tiene que:

(−e−2A∂β∂β − ∂2
r − 4A′∂r)hTTµν + e−A∂(µ(∂r + 3A′)Vν)

+ηµν [−e−2A∂β∂βΓ− Γ′′ − 8A′Γ′ + (8A′2 + 2A′′)Θ +A′Θ′]

+∂µ∂ν [−e−2A(Θ + 2Γ)] = 2
3ηµνχ

dV

dφ
(2.55)

−1
2e
−A∂β∂βVµ + ∂µ[3A′Θ− 3Γ′ − φ′χ] = 0 (2.56)

−e−2A∂β∂βΘ + 4A′Θ′ − 8A′Γ′ − 4Γ′′ − 2φ′χ′

+(8A′2 + 2A′′)Θ = 2
3χ

dV

dφ
(2.57)

e−2A∂β∂βχ− 2(φ′′ + 4A′φ′)Θ− φ′Θ′ + 4φ′Γ′ + 4A′χ′ + χ′′ = χ
d2V

dφ2 (2.58)

Es conveniente ahora reescribir las ecuaciones (2.55)-(2.58) en un sistema de
coordenadas conformemente planas, definidas por:

η =
∫
e−A(r)dr (2.59)
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Con este cambio de coordenadas la métrica (2.21) se escribe como:

ds2 = e2A(ηµνdxµdxν + dη2) (2.60)

La relación entre la coordenda r y η es:

dr = e−Adη (2.61)

Entonces, las ecuaciones de los modos de las fluctuaciones haciendo trasfor-
maciones a coordenadas conformes son:

(−∂β∂β − 3A′∂η − ∂2
η)hTTµν + ∂(µ(∂η + 3A′)Vν) − ∂µ∂ν(2Γ + Θ)

+ηµν [−∂β∂βΓ− 7A′Γ′ + (6A′2 + 2A′′)Θ +A′Θ′ − Γ′′]

= 2
3e

2Aχηµν
dV

dφ
(2.62)

−1
2∂

β∂βVµ + ∂µ[3A′Θ− 3Γ′ − φ′χ] = 0 (2.63)

−∂β∂βΘ + 4A′Θ′ − 4A′Γ′ − 4Γ′′ − 2φ′χ′

+(6A′2 + 2A′′)Θ = 2
3e

2Aχ
dV

dφ
(2.64)

∂β∂βχ− 2(φ′′ + 3A′φ′)Θ− φ′Θ′ + 4φ′Γ′ + 3A′χ′ + χ′′ = χe2Ad
2V

dφ2 (2.65)
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Capítulo 3

Branas con simetría no
abeliana

En este capítulo revisaremos un par de trabajos donde se consiguen de man-
era explícita soluciones tipo pared de dominio en simetrías no abelianas.
El primero de estos trabajos es el de Vachaspati [17], para una simetría
SU(N) × Z2 y el segundo, realizado por Vázquez [18], donde se trabaja con
la simetría de calibre SU(5)× Z2.

3.1 Pared de dominio en SU(N)× Z2 para el caso
gravitante

En primer lugar consideremos una teoría 1 + 1 dimensional sin gravitación

L = Tr[(∂µΦ)2]− V (Φ) (3.1)

V (Φ) = −m2Tr[Φ2] + h(Tr[Φ]2)2 + λTr[Φ4] + V0 (3.2)

donde el campo Φ puede ser representado como una matriz hermítica N ×N .
Entonces Φ, queda escrita en términos de sus componentes de la siguiente
manera

Φ =
N2−1∑
a=1

ΦaTa (3.3)

Los Ta son los generadores de SU(N) y cumplen con la normalización dada
por

Tr[TaTb] = 1
2δab (3.4)

19
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Es de interés considerar valores impares de N , ya que es en este caso cuando
el presente modelo admite soluciones tipo pared de dominio. Para N impar,
el modelo contiene la ruptura de una simetría Z2 y, por tanto, los valores
asintóticos de Φ son los mínimos del potencial conectados por dicha simetría.
Si Φk denota la solución pared de dominio, debe satisfacer

Φk(x = −∞) = −UΦk(+∞)U−1 (3.5)

con U ∈ SU(N).
Luego, se propone que Φk tenga la forma

Φk = f(x)M + g(x)P (3.6)

donde f(x) y g(x) son funciones y M y P son generadores de SU(N) que
satisfacen la condición de normalización mostrada en (3.4), es decir:

Tr(M2) = 1
2 = Tr(P2) (3.7)

Tr(MP) = 0 (3.8)

Además, se impone que

Tr(M3P) = Tr(MP3) = 0 (3.9)

Al introducir Φk en el potencial, se obtiene que:

V (Φk) = −m
2

2 (f2 + g2) + h

4 (f4 + g4) + λ[f4Tr(M4) + g4Tr(P4)]

+
[
h

2 + 6λTr(M2P2)
]
f2g2 − V0 (3.10)

Por simplicidad, se impone que h
2 + 6λTr(M2P2) = 0 y así, el campo f(x) se

desacopla del campo g(x) y por tanto la energía se puede expresar en términos
de dos campos independientes. Ahora, se debe determinar qué forma tienen
las funciones f y g y cuales son los generadores M y P. Dichas funciones
cumplen con las siguientes condiciones:

f(x =∞) = −f(−∞), g(x =∞) = g(−∞) (3.11)

De las ecuaciones de Euler-Lagrange se encuentra que f y g deben satisfacer

f ′′ +m2f + 4λ[3Tr(M2P2)− Tr(M4)]f3 = 0 (3.12)

g′′ +m2g + 4λ[3Tr(M2P2)− Tr(P4)]g3 = 0 (3.13)
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Con estas ecuaciones unidas a las condiciones de contorno mostradas en (3.11),
se obtiene que g puede ser escogido igual a una constante, tal que

g2 = −m
2

4λ
1

3Tr(M2P2)− Tr(P4)
(3.14)

y que f viene dado por

f(x) = f0 tanh
(
m√

2
x

)
(3.15)

con f0 dado por

f2
0 = −m

2

4λ
1

3Tr(M2P2)− Tr(M4)
(3.16)

Puede verse de las ecuaciones anteriores que para que la función f sea válida,
debe cumplirse que

Tr(M4) > 3Tr(M2P2) (3.17)

y la solución para g será válida siempre que

Tr(P4) > 3Tr(M2P2) (3.18)

Ahora bien, las matrices M y P se escogen de manera que los valores asintóticos
de Φk tengan la simetría dada por

SU(N)× Z2 −→
SU(n+ 1)× SU(n)× U(1)

Zn+1 × Zn
(3.19)

y además que el valor de expectación en el vacío de Φk sea de la forma

Φ0 = Rdiag(p1, p2, ..., pN ) (3.20)

donde R es un factor de normalización y los pi satisfacen

N∑
i=1

p2
i = 1

2 (3.21)

Esto, unido con las condiciones impuestas en (3.7), (3.9), (3.17) y (3.18),
permite determinar que la forma de los generadores M y P es

M = β

(
1N−1 0

0 −(N − 1)

)
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P =
√
Nβ

 1n 0 0
0 −1n 0
0 0 0


con β = 1√

2N(N−1)
Finalmente, la solución Φk tiene la forma

Φk(x) = m√
λ

√
N − 1
N − 3

[
tanh

(
m√

2
x

)
M +

√
NP

]
(3.22)

Por completitud, debe demostrarse que la solución mostrada en (3.22) es una
solución completa de la teoría, es decir, que es la solución con menor energía a
lo largo de los generadores M y P. En el trabajo de Vachaspati, esto logra ser
demostrado vía un análisis perturbativo. Sin embargo, puesto que los detalles
de dicha demostración no son de interés para este trabajo, no serán revisados
aquí.

3.2 Paredes de dominio en SU(5)× Z2

Ahora, se mostrará brevemente el proceso para conseguir una solución tipo
pared de dominio en un sistema acoplado Einstein - campo de SU(5), solución
que será de principal interés en este trabajo. Cabe destacar que, a diferencia
que en el caso de Vachaspati, la pared de dominio que se tratará a contin-
uación será considerada como una 3-variedad inmersa es un espacio tiempo
5-dimensional.
El modelo de esta teoría 4+1 dimensional está descrito por la siguiente acción

S =
∫
d4xdr

√
-|g|

[
R

2 − Tr(∂aΦ∂aΦ)− V (Φ)
]

(3.23)

El campo Φ puede ser representado como una matriz hermítica 5 × 5 y ser
escrita en término de los 24 generadores de SU(5) como

Φ =
24∑
a=1

φaTa (3.24)

Los generadores T a serán tomados con la normalización

Tr(TaTb) = 1
2δab (3.25)

Tomando como inspiración el potencial V de sexto orden derivado del su-
perpotencial W propuesto en [15], se propone que el potencial V (Φ) sea un
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polinomio de sexto orden. Tomando en cuenta la simetría de calibre consid-
erada, el potencial más general es

V (Φ) = −m2Tr[Φ2] + h(Tr[Φ2])2 + kTr[Φ4] + α(Tr[Φ2])3

+β(Tr[Φ3])2 + γ(TrΦ4)(TrΦ2) + V0 (3.26)

La constante V0 será fijada de manera que las ecuaciones de Einstein puedan
resolverse de manera analítica.

Solución pared de dominio

En este punto en bueno mencionar que en la simetría SU(5) × Z2 existen
dos rompimientos que originan soluciones tipo pared de dominio estables en
ausencia de gravitación [21]. Es conveniente entonces considerar estos dos
rompimientos en el caso gravitacional, aunque los resultados obtenidos para
cada caso serán muy similares, como veremos más adelante.

1. Rompimiento SU(5)× Z2 → SU(3)× SU(2)× U(1)/(Z3 × Z2)
Se propone que la solución pared de dominio Φk dependa sólamente de
la coordenada adicional r. Así:

Φk = φm(r)MA + φp(r)PA (3.27)

donde MA y PA son dos generadores diagonales de SU(5). Para este
primer caso, dichos generadores son:

MA = 1√
40

(
14×4 0

0 −4

)

PA = 1
2
√

2

 12×2 0 0
0 −12×2 0
0 0 0


Tomando como referencia el sistema acoplado Einstein - campo escalar,
la solución tipo pared de dominio satisface la condición de contorno

Φk(x = −∞) = −UΦk(+∞)U−1 (3.28)

con U ∈ SU(5). La solución Φk debe interpolar entre dos mínimos de
un potencial que esta vez no es de cuarto orden sino de sexto orden, tal
como se muestra en (3.65).
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Al sustituir la forma explícita de Φk dada por (3.27) en el potencial, se
obtiene que

V (Φk) = −1
2m

2φ2
m +

(
h

4 + 13
80k

)
φ4
m +

(
α

8 + 9
160β + 13

160γ
)
φ6
m

−1
2m

2φ2
p +

(
h

4 + k

16

)
φ4
p +

(
α

8 + γ

32

)
φ6
p(3

8α+ 9
160β + 11

160γ
)
φ2
mφ

4
p +

(3
8α−

9
80β + 19

160γ
)
φ4
mφ

2
p(

h

2 + 3
40k

)
φ2
mφ

2
p + V0(3.29)

Para encontrar una solución analítica, es necesario que el campo φm se
desacople de φp, y esto se logra si los parámetros satisfacen las siguientes
relaciones [22]:

h = −12Tr(P2M2)k

α = 4
3

[
2Tr(M3)Tr(P4)− 3Tr(P2M)Tr(M4)

3Tr(P2M)− 2Tr(M3)
− 6Tr(P2M2)

]
γ

β == 1
6

[
Tr(M4)− Tr(P4)

Tr(P2M)[3Tr(P2M)− 2Tr(M3)]

]
γ (3.30)

En este primer caso, sustituyendo M por MA y P por PA en (3.30), se
encuentra que:

h = − 3
20k

α = − 41
180γ

β = 8
27γ (3.31)

Al sustituir los valores de h, α y β mostrados en (3.31) en el potencial
V (Φk), este queda ahora en término de los parámetros m2, k y γ y de
dos potenciales independientes, VφM y VφP como:

V (Φk) = Vφm + Vφp + V0 (3.32)

con

Vφm = −1
2m

2φ2
m + k

8φ
4
m + 5

72γφ
6
m

Vφp = −1
2m

2φ2
p + k

40φ
4
p + γ

360φ
6
p (3.33)
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De esta forma, se han encontrado las relaciones que deben tener entre
sí los parámetros del potencial para que la solución pared de dominio
propuesta en (3.27) haga posible que V (Φk) se desacople y quede escrito
en función de dos potenciales independientes.
El sistema acoplado Einstein - campo de SU(5) queda descrito como

S =
∫
d4xdy

√g
[
R

2 − Tr(∂aΦ∂aΦ)− V (Φ)
]

(3.34)

Φ =
24∑
a=1

φaTa (3.35)

V (Φ) = −m2Tr[Φ2]− 3
20k(Tr[Φ2])2 + kTr[Φ4]− 41

180γ(Tr[Φ2])3

+ 8
27γ(Tr[Φ3])2 + γ(TrΦ4)(TrΦ2) + V0 (3.36)

gab = e2A(y)(−dtadtb + dxiadx
i
b) + dyadyb i = 1, 2, 3. (3.37)

Usando la forma explícita del campo Φk y la métrica gab, se obtienen las
ecuaciones de Einstein para este sistema:

3A′′ = −(φ′2
m + φ

′2
p ) (3.38)

3
2A
′′ + 6A′2 = −V (Φk) (3.39)

φ
′′
m + 4A′φ′

m = −m2φm + 1
2kφ

3
m + 5

12γφ
5
m (3.40)

φ
′′
p + 4A′φ′

p = −m2φp + 1
10kφ

3
p + 1

60γφ
5
p (3.41)

Al imponer las condiciones de contorno

φm(+∞) = −φm(−∞) (3.42)
φp(+∞) = φp(−∞) (3.43)

partiendo de la ecuación (3.41) se encuentra una solución no trivial para
el campo φP dada por

φ2
P0 = −3k ±

√
9k2 + 60γm2

γ
(3.44)
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Al introducir el valor obtenido de φP0 en (3.38) y (3.39), las ecuaciones
de Einstein quedan como:

3A′′ = −φ′2
m (3.45)

3
2A
′′ + 6A′2 = −(Vφm + Λφp + V0) (3.46)

φ
′′
m + 4A′φ′

m = −m2φm + 1
2kφ

3
m + 5

12γφ
5
m (3.47)

donde
Λφp = Vφp |φp0 (3.48)

Tomando como referencia la solución tipo pared de dominio encontrada
para el potencial "doble pozo" de sexto orden, y considerando que el
potencial VφM también es de sexto orden, se propone que φM y la función
A tengan la siguiente forma:

φm = a tanh(br) (3.49)

A(r) = −a
2

9 [2Ln(cosh(br)) + 1
2 tanh2(br)] (3.50)

Sustituyendo A(r) en la ecuación de Einstein (3.39), se obtiene la sigu-
iente expresión para V (Φk):

V (Φk) = b2

2a2 [(a2 − φ2
m)2 − 4

3φ
2
m(a2 − φ2

m

3 )2] (3.51)

= Vφm + Λφp + V0 (3.52)

Ahora, debe establecerse la relación entre los parámetros m, k y γ y las
constantes a y b que se encuentran en las soluciones propuestas para φm
y A(r). Para ello, se hace una identificación término a término entre las
ecuaciones (3.51) y (3.52), obteniéndose que:

Λφp + V0 = 1
2a

2b2 (3.53)
1
2m

2 = b2 + 2
3a

2b2 (3.54)

k

8 = b2

2a2 + 4b2

9 (3.55)

5
72γ = − 2

27
b2

a2 (3.56)

Las relaciones (3.53), (3.54), (3.55) y (3.56) son las condiciones que
deben cumplirse para que φm dado por (3.49) sea solución de las ecua-
ciones de Einstein (3.45), (3.46) y (3.47). Resta por verificar que φm
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es en efecto una solución tipo pared de dominio, es decir, que interpole
entre dos mínimos del potencial V (φm). El valor de φm que minimiza
dicho potencial tiene la forma:

φ2
mmin = 1

5
−3k ±

√
9k2 + 60γm2

γ
(3.57)

El valor de φp que minimiza a V (φp) es la solución para φp0 encontrada
anteriormente

φ2
P0 = −3k ±

√
9k2 + 60γm2

γ
(3.58)

Sustituyendo los valores de m2, k y γ en función de a y b, se encuentra
que

φ2
mmin = a2 (3.59)
φ2
p = 5a2 (3.60)

De esta forma, se ha comprobado que φM dado por (3.49) es una solución
pared de dominio al sistema acoplado Einstein - campo de SU(5).
El valor de Λφp , V0 y el potencial V (Φ) queda expresado en términos de
a y b de la siguiente manera:

Λφp = Vφp |φ0 = − 5
54a

2b2(27 + 16a2) (3.61)

V0 = 1
2a

2b2
[
1 + 5(1 + 16

27a
2)
]

(3.62)

V (Φ) = b2
[
−
(

2 + 4
3a

2
)

TrΦ2 −
( 3

5a2 + 8
15

)
(TrΦ2)2

]
+b2

[( 4
a2 + 32

9

)
TrΦ4 + 164

675
1
a2 (TrΦ2)3 − 128

405
1
a2 (TrΦ3)2

]
−16

15
b2

a2 (TrΦ4)(TrΦ2) + V0 (3.63)

En forma matricial, la solución pared de dominio tiene la forma

Φk = 1
2
√

10


S1 0 0 0 0
0 S1 0 0 0
0 0 S2 0 0
0 0 0 S2 0
0 0 0 0 S3
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donde

S1 = a tanh(br) + 5a S2 = a tanh(br)− 5a
S3 = −4a tanh(br) (3.64)

Estos resultados fueron obtenidos con anterioridad en [18]

2. Rompimiento SU(5)× Z2 → SU(4)× U(1)/Z4
En este caso, los generadores que expanden el campo Φ de SU(5) son

MB = 1√
60


−2 0 0 0 0
0 −2 0 0 0
0 0 −2 0 0
0 0 0 3 0
0 0 0 0 3

 PB = 1
2


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 −1


El potencial que se propone para este rompimiento es esencialmente el
mismo que se muestra en (3.65) pero los signos de los términos de cuarto
orden difieren, ya que existe la libertad de escogerlos convenientemente
para conseguir la solución tipo pared de dominio en este rompimiento
de simetría. El potencial V (Φ) debe ser el siguiente:

V (Φ) = −m2Tr[Φ2]− h(Tr[Φ2])2 − kTr[Φ4] + α(Tr[Φ2])3

+β(Tr[Φ3])2 + γ(TrΦ4)(TrΦ2) + V0 (3.65)

Utilizando la relaciones mostradas en (3.30) y sustituyendo M por MB

y P por PB, se encuentra que el potencial (3.65) se desacopla si los
parámetros h, α y β satisfacen:

h = − 9
10k

α = −137
210γ

β = − 8
63γ (3.66)

Así, el potencial se puede escribir como:

V (Φk) = Vφm + Vφp + V0 (3.67)

con

Vφm = −1
2m

2φ2
m + k

6φ
4
m −

10
189γφ

6
m

Vφp = −1
2m

2φ2
p + k

10φ
4
p −

2
105γφ

6
p (3.68)
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Las ecuaciones de Einstein pare este rompimiento de simetría son:

3A′′ = −(φ′2
m + φ

′2
p ) (3.69)

3
2A
′′ + 6A′2 = −V (Φk) (3.70)

φ
′′
m + 4A′φ′

m = −m2φm + 2
3kφ

3
m −

20
63γφ

5
m (3.71)

φ
′′
p + 4A′φ′

p = −m2φp + 2
5kφ

3
p −

4
35γφ

5
p (3.72)

Imponiendo la condición de contorno (3.43) y partiendo de la ecuación
(3.72), se halla una solución no trivial para φp dada por:

φ2
p0 = 7k ±

√
49k2 − 140γm2

4γ (3.73)

Con el valor obtenido de φp0 , las ecuaciones de Einstein se escriben como
sigue:

3A′′ = −φ′2
m (3.74)

3
2A
′′ + 6A′2 = −(Vφm + Λφp + V0) (3.75)

φ
′′
m + 4A′φ′

m = −m2φm + 2
3kφ

3
m −

20
63γφ

5
m (3.76)

donde Λφp = Vφp |φp0 .
Con φm y A(r) dados por (3.49) y (3.50), respectivamente, y susti-
tuyendo A(r) en la ecuación de Einstein (3.75), se obtiene la siguiente
expresión para V (Φk):

V (Φk) = b2

2a2

(a2 − φ2
m)2 − 4

3φ
2
m

(
a2 − φ2

m

3

)2
 (3.77)

= Vφm + Λφp + V0 (3.78)

Procediendo de la misma manera que en el primer rompimiento de
simetría, debe establecerse la relación entre h, k y γ y los factores a
y b, haciendo una identficación término a término entre (3.77) y (3.78).
Dichas relaciones son:

Λφp + V0 = 1
2a

2b2 (3.79)
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1
2m

2 = b2 + 2
3a

2b2 (3.80)

k

6 = b2

2a2 + 4b2

9 (3.81)

10
189γ = 2

27
b2

a2 (3.82)

Resta ahora verificar que φm es una solución tipo pared de dominio.
Para ello, se determina el valor de φm que minimiza V (φm), siendo este:

φ2
mmin = 3

20
7k ±

√
49k2 − 140γm2

γ
(3.83)

El valor de φp que minimiza V (φp) es justamente el que se muestra en
(3.73). Sustituyendo en ambos valores mínimos a k, γ y m2 en función
de los parámetros a y b, se tiene que:

φ2
mmin = a2

φ2
pmin = 5

3a
2 (3.84)

De esta forma se ha comprobado que con los generadores propuestos
para este rompimiento de simetría se llega a una solución tipo pared de
dominio que interpola entre dos mínimos del potencial.
El valor de Λφp , V0 y el potencial V (Φ) queda expresado en términos de
a y b de la siguiente manera:

Λφp = Vφp |φ0 = − 5
162a

2b2(27 + 16a2) (3.85)

V0 = 1
2a

2b2
[
1 + 5

3

(
1 + 16

27a
2
)]

(3.86)

V (Φ) = b2
[
−
(

2 + 4
3a

2
)

TrΦ2 +
( 27

10a2 + 12
5

)
(TrΦ2)2

]
+b2

[
−
( 3
a2 + 8

3

)
TrΦ4 − 137

150
1
a2 (TrΦ2)3 − 8

45
1
a2 (TrΦ3)2

]
+7

5
b2

a2 (TrΦ4)(TrΦ2) + V0 (3.87)

En forma matricial, la solución pared de dominio tiene la forma

Φk = 1
2
√

15


S1 0 0 0 0
0 S1 0 0 0
0 0 S1 0 0
0 0 0 S2 0
0 0 0 0 S3
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donde

S1 = −2a tanh(br) + 5a S2 = 3a tanh(br) + 5a
S3 = 3a tanh(br)− 5a (3.88)

Estos resultados fueron obtenidos con anterioridad en [22].
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Capítulo 4

Fluctuaciones en branas
gruesas con la simetría
SU(5)× Z2

En este capítulo, y como aporte del presente trabajo, se analizará la local-
ización de los modos de las perturbaciones en paredes de dominio con simetría
no abeliana, utilizando para ello buena parte de los resultados mostrados en
capítulos anteriores. Como primer paso se reescribirán las ecuaciones lineal-
izadas de las fluctuaciones tomando en cuenta que el campo que genera la
brana, llámesele Φ, transforma bajo la representación adjunta de SU(5) y que
el potencial es el más general posible en la simetría de calibre considerada.
Posteriormente se buscará escribir los distintos modos de las fluctuaciones
como ecuaciones tipo onda, apelando a los trabajos ya realizados en este sen-
tido para el caso de campo escalares con simetría abeliana, de modo que al
estudiar los potenciales mecánico - cuánticos asociados se puede determinar
la localización o no localización de los distintos modos.
Cabe destacar que aunque se han mostrado dos rompimientos de simetría
distintos que generan soluciones tipo pared de dominio, lo que sigue es com-
pletamente válido en ambos, por lo que no se hará ninguna distinción.

4.1 Ecuaciones de los distintos modos de las
perturbaciones

Al igual que en el caso de un sistema Einstein - campo escalar, en el contexto
de la simetría de calibre SU(5) × Z2 las ecuaciones de las perturbaciones se

33
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derivan de las ecuaciones de Einstein para una métrica perturbada arbitraria
g̃AB, y haciendo analogías con el caso abeliano, se tiene que:

R̃AB = T̃AB −
1
3 g̃ABT̃ (4.1)

y el tensor energía- impulso se escribe como:

T̃AB = 2Tr[∇AΦ̃∇BΦ̃]− g̃AB(Tr[∇CΦ̃∇CΦ̃] + V (Φ̃)) (4.2)

Dado que estamos interesados en soluciones tipo pared de dominio, Φ̃ será
una perturbación hecha en torno al campo Φk dado por la ecuación (3.27). El
campo pertubado más general que puede escribirse en la simetría considerada
tiene la forma:

Φ̃ = Φk + λ
24∑
a=1

ϕaTa (4.3)

donde λ es un parámetro infinitesimal y todos los ϕa dependen las coordenadas
espacio- temporales y de la coordenada adicional r. Hay que tener en cuenta
que los generadores de SU(5) pueden ser diagonales o no diagonales. Dado
que Φk puede ser escrito como una matriz diagonal y el producto de una
matriz diagonal por una no diagonal es siempre no diagonal, siendo la traza
de dicho producto nula, se tiene que las perturbaciones que están a lo largo
de los generadores no diagonales no tienen ninguna contribución (esto se ve
más claramente al notar que el tensor energía impulso y el potencial V (Φ) se
compone de trazas). Por lo tanto, la perturbación de Φk se escribirá como
una expansión a lo largo de los 4 generadores diagonales de SU(5). De una
forma más específica, la perturbación del campo se escribe como:

Φ̃ = Φk + λ(ϕmM + ϕpP + ϕ3T3 + ϕ4T4) (4.4)

donde MA y PA son los generadores que expanden a Φk y

T3 = 1
2


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0

 T4 = 1
2


1 0 0 0 0
0 −1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


Sustituyendo (4.4) en (4.2) se encuentra que el tensor energía-impulso per-
tubado es:

T̃AB = 2Tr[∇AΦk∇BΦk] + 2λ∇(Aφb∇B)ϕb

−g̃AB[g̃CD(Tr[∇CΦk∇DΦk] + λ∇(Cφb∇D)ϕb) + V (Φ̃)] (4.5)
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El subíndice b denota una suma sobre los dos campos que forman la solu-
ción Φk, a saber, φm y φp, definidos en (3.49) y (3.58) respectivamente, y
sus perturbaciones correspondientes (para evitar confusiones, el índice b, que
identifica los campos escalares de la teoría, se escribe en minúscula, mientras
que los índices espacio - temporales se escriben en mayúscula). Como se puede
observar, no aparecen en la ecuación fluctuaciones a lo largo de los generadores
diagonales T3 y T4.
El potencial V (Φ̃) es el potencial mostrado en (3.65) sustityendo Φ por Φ̃, es
decir:

V (Φ̃) = −m2Tr[Φ̃2] + h(Tr[Φ̃2])2 + kTr[Φ̃4] + α(Tr[Φ̃2])3

+β(Tr[Φ̃3])2 + γ(TrΦ̃4)(TrΦ̃2) + V0 (4.6)

Al introducir la forma explícita de Φ̃ en el potencial perturbado, y al hacer
uso de las condiciones mostradas en (3.31), se encuentra lo siguiente:

V (Φ̃) = V (Φk) + λ

(
−m2φm + 1

2kφ
3
m + 5

12γφ
5
m

)
ϕm

+λ
(
−m2φp + 1

10kφ
3
p + 1

60γφ
5
p

)
ϕp + V0 (4.7)

Es de notar que las fluctuaciones que están a lo largo de T3 y T4 no aportan
ninguna contribución al potencial pertubado. Por medio de un cálculo directo,
se puede demostrar que

Tr[M2Ti] = Tr[P2Ti] = Tr[PMTi] = 0
Tr[M3Ti] = Tr[P3Ti] = Tr[M2PTi] = Tr[P2MTi]

= Tr[MPMTi] = Tr[PMPTi] = 0 (4.8)

ocurriendo lo mismo con los términos que resultan de intercambiar M o po-
tencias superiores de M con P o potencias superiores de P. (4.8) es válida para
los generadores diagonales involucrados en ambos rompimientos de simetría
(por simplicidad, se evita escribir subíndices y para cada caso se sustituye M
y P con los generadores correspondientes). Esto hace que el potencial pertur-
bado también se desacople y se pueda escribir como la suma de dos funciones
independientes entre sí y que corresponden exactamente con las derivadas con
respecto al campo de los potenciales VφM y VφP definidos en (3.68). Por lo
tanto, V (Φ̃) puede escribirse como:

V (Φ̃) = V (Φk) + λ

(dV (φm)
dφm

ϕm + dV (φp)
dφP

ϕp

)
(4.9)
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Ahora, se puede escribir el tensor TAB sustituyendo (4.9) en (4.5), obtenién-
dose

T̃AB = 2Tr[∇AΦk∇BΦk]− g̃AB[g̃CD(Tr[∇CΦk∇DΦk] + λ∇(Cφb∇D)ϕb)]

+2λ∇(Aφb∇B)ϕb − g̃AB

[
V (Φk) + λ

(
dV (φm)

dφm
ϕm + dV (φp)

dφp
ϕp

)]
(4.10)

Siguiendo el mismo proceso mostrado en el capítulo 1, referente a la obtención
de la ecuación linealizada de las fluctuaciones, se deriva el lado derecho de (4.1)
con respecto a λ, es decir:

d
dλR̃AB = d

dλ

(
T̃AB −

1
3 g̃AB g̃

CDT̃CD

)
(4.11)

Realizando los cálculos correspondientes, se tiene que

d
dλR̃AB = 2∇(Aφb∇B)ϕb + 2

3gAB

(
dV (φm)

dφm
ϕm + dV (φp)

dφp
ϕp

)

+2
3hABV (Φk) (4.12)

El proceso para calcular el lado izquierdo de (4.1) ya se ha mostrado en detalle
en el capítulo 1, por lo que la ecuación linealizada de la fluctuaciones en la
simetría SU(5)× Z2 es

∇(A∇DhB)D −
1
2∇

D∇DhAB −
1
2∇A∇B

(
gCDhCD

)
+RD(AB)

ChCD

+RC (AhB)C = 2∇(Aφb∇B)ϕb + 2
3gAB

(
dV (φm)

dφm
ϕm + dV (φp)

dφp
ϕp

)

+2
3hABV (Φk) (4.13)

Para hallar la ecuación correspondiente a la fluctuación del campo de SU(5)
se hacen variaciones de la acción dada por (3.23), con respecto al campo, y
luego se sustituye Φ por Φ̃. El campo Φ̃ en función de sus componentes se
escribe como

Φ̃ = φ̃mM + φ̃pP (4.14)

donde

φ̃m = φm + λϕm

φ̃p = φp + λϕp (4.15)
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De este modo se encuentra que

g̃ABTr[∇̃A(φ̃mM + φ̃pP)∇̃B(φ̃mM + φ̃pP)] =
d

dφm

(dV (φm)
dφm

ϕm

)
+ d

dφp

(
dV (φp)

dφp
ϕp

)
(4.16)

donde el miembro derecho de (4.16) es la expresión de dV (Φ̃)
dφb como función de

dos potenciales desacoplados. Desarrollando las trazas, se tiene que

1
2 g̃

AB∇̃Aφ̃m∇̃Bφ̃m + 1
2 g̃

AB∇̃Aφ̃p∇̃Bφ̃p

= d2V (φm)
dφ2

m

ϕm + d2V (φp)
dφ2

p

ϕp (4.17)

Al hallar la ecuación de Euler - Lagrange para cada uno de los campos, se
consiguen dos ecuaciones de idéntica forma, y entonces por simplicidad se
escribe una única ecuación donde el subíndice b denota a m o a p según sea el
caso (esta vez no hay suma sobre b). Entonces, la ecuación que se obtiene de
hacer variaciones de la acción con respecto a Φ̃ queda como:

g̃AB∇̃A∇̃Bφ̃b = d2V (φb)
dφ2

b

ϕb (4.18)

Procediendo ahora a derivar el lado izquierdo de (4.18) con respecto a λ, se
obtiene:

−hAB∇A∇Bφb −
1
2g

ABgCD (∇AhBD +∇BhAD −∇DhAB)∇Cφb

+gAB∇A∇Bϕb −
d2V (φb)

dφ2
b

ϕb = 0 (4.19)

Una vez fijada la forma específica de gAB y del tensor de las perturbaciones de
la métrica hAB, pueden hallarse las ecuaciones de los distintos modos de las
fluctuaciones, al sustituir dichos tensores en (4.13) y (4.16). Tomando como
referencia lo mostrado en el capítulo 1, hAB es

hAB = e2A
(

2hTTMN + 2∂(MfN) + 2ηMNψ + 2∂M∂NE e−A (DM + ∂MC)
e−A (DM + ∂MC) 2e−2Aω

)

y gAB está dada por (3.37).
Haciendo uso de la ecuación de Einstein (3.39) en el miembro derecho de (4.13),
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las ecuaciones del modo tensorial, vectorial y escalar de las fluctuaciones son,
respectivamente: (

−e2A∂B∂B − ∂2
r − 4A′∂r

)
hTTMN

+∂(M
[
3e−ADN) − f ′′N) − 4A′f ′N) + e−AD′N)

]
+ηMN

[
−e−2A∂B∂B

(
ψ + e2AA′E′ − eAA′C

)
− ψ′′ − 8A′ψ′

]
+ηMN

[
8A′2ω +A′ω′ + 2A′′ω

]
+∂M∂N

[
−e−2A(ω + 2ψ)− E′′ − 4A′E′ + e−AC ′ + 3A′e−AC

]
= 2

3ηMN

(
dV (φm)

dφm
ϕm + dV (φp)

dφp
ϕp

)
(4.20)

−1
2e
−A∂B∂B

(
DM − eAf ′M

)
+ ∂M (3A′ω − 3ψ′ − φ′mϕm − φ′pϕp) = 0 (4.21)

−e−2A∂B∂B
(
ω + E′′ + 2e2AA′E′ − eAA′C − eAC ′

)
− 4ψ′′ − 8A′ψ′

+4A′ω′ + 2A′′ω + 8A′2ω − 2(φ′mϕ′m + φ′pϕ
′
p)

= 2
3

(
dV (φm)

dφm
ϕm + dV (φp)

dφp
ϕp

)
(4.22)

Análogamente, de (4.16) se obtiene que:

e−2A∂B∂B
(
ϕb − eAφ′bC + e2AE′φ′b

)
− 2(φ′′b + 4A′φ′b)ω − φ′bω′

+4φ′bψ′ + ϕ′′b + 4A′ϕ′b −
d2V (φb)

dφ2
b

ϕb = 0 (4.23)

4.2 Ecuaciones invariantes de calibre
De nuevo, es conveniente escribir las ecuaciones (4.20), (4.21), (4.22) y (4.23)
en función de variables que sean invariantes bajo transformaciones infinitesi-
males de coordenadas, ya que dichas variables representan grados de libertad
físicos. El tensor hAB transforma como

hAB = hAB − 2∇(AεB) (4.24)

donde
εA =

(
e2AεM , εr

)
(4.25)
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y la parte 4-dimensional de εA se puede escribir como la suma de la derivada
de una escalar y un vector transverso (sin divergencia):

εM = ∂M ε+ ζM , ∂MζM = 0 (4.26)

Calculando la traza de el sector cuadridimensional de hAB, es decir, gMNhMN ,
así como la divergencia del mismo, dada por ∂MhMr, se encuentran las sigu-
ientes transformaciones:

ψ = ψ −A′εr
E = E − ε

fM = fM − ζM (4.27)

Considerando ahora la divergencia de la parte vectorial de hAB, ∂MhMr, se
determina la forma en la que transforman el campo escalar C, y el vector DM :

C = C − eAε′ − e−Aεr
DM = DM − eAζ ′M (4.28)

Finalmente la transformación del campo ω se encuentra calculando grrhrr:

ω = ω − ε′r (4.29)

Dado que ya se ha visto que sólo las fluctuaciones a largo de los generadores MA

y PA son relevantes, se definen únicamente transformaciones de coordenadas
de ϕm y de ϕp, tomando como referencia lo mostrado en la ecuación (2.40).
Ambas transformaciones se identifican con el subńdice b, así:

ϕb = ϕb − φ′bεr (4.30)

Después de ver reflejadas todas las transformaciones infinitesimales de coor-
denadas de los campos escalares y vectoriales implicados en la teoría, deben
escribirse tres funciones invariantes de calibre correspondientes a los tres gra-
dos de libertad impuestos por las variables ζM , ε y εr, y una cuarta función
relacionada con las perturbaciones de los campos φm y φp. Las tres primeras
funciones , VM , Γ y Θ ya se han definido en (2.41), (2.42) y (2.43), respecti-
vamente. La cuarta función se escribe como:

χb = ϕb + e2Aφ′bE
′ − eAφ′bC = ϕb + φ′bΩ (4.31)

donde b puede ser igual a m ó a p. Al escribir las ecuaciones (4.20), (4.21),
(4.22) y (4.23) en función de las variables VM , Γ y Θ y χb , y al hacer la
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escogencia de calibre propuesta en (2.53), se obtiene lo siguiente:

(−e−2A∂B∂B − ∂2
r − 4A′∂r)hTTMN + e−A∂(M (∂r + 3A′)VN)

+ηMN [−e−2A∂B∂BΓ− Γ′′ − 8A′Γ′ + (8A′2 + 2A′′)Θ +A′Θ′]

+∂M∂N [−e−2A(Θ + 2Γ)] = 2
3ηMN

(
χm

dV (φm)
dφm

+ χp
dV (φp)
dφp

)
(4.32)

−1
2e
−A∂B∂BVM + ∂M [3A′Θ− 3Γ′ − φmχm − φpχp] = 0 (4.33)

−e−2A∂B∂BΘ + 4A′Θ′ − 8A′Γ′ − 4Γ′′ − 2φ′mχ′m − 2φ′pχ′p

+(8A′2 + 2A′′)Θ = 2
3

(
χm

dV (φm)
dφm

+ χp
dV (φp)
dφp

)
(4.34)

e−2A∂B∂Bχb − 2(φ′′b + 4A′φ′b)Θ− φ′bΘ′ + 4φ′bΓ′ + 4A′χ′b + χ′′b

= χb
d2V (φb)
dφ2

b

(4.35)

Finalmente, se escriben las ecuaciones (4.32), (4.33), (4.34) y (4.35) en un
sistema de coordenadas conformemente plano, donde la relación entre la coor-
denada adicional r y la nueva coordenada, η, está dada por (2.59). Entonces:

(−∂B∂B − 3A′∂η − ∂2
η)hTTMN + ∂(M (∂η + 3A′)VN) − ∂M∂N (2Γ + Θ)

+ηMN [−∂B∂BΓ− 7A′Γ′ + (6A′2 + 2A′′)Θ +A′Θ′ − Γ′′]

= 2
3e

2AηMN

(
χm

dV (φm)
dφm

+ χp
dV (φp)
dφp

)
(4.36)

−1
2∂

B∂BVM + ∂M [3A′Θ− 3Γ′ − φ′mχm − φ′pχp] = 0 (4.37)

−∂B∂BΘ + 4A′Θ′ − 4A′Γ′ − 4Γ′′ − 2(φ′mχ′m + φ′pχ
′
p)

+(6A′2 + 2A′′)Θ = 2
3e

2A
(
χm

dV (φm)
dφm

+ χp
dV (φp)
dφp

)
(4.38)

∂B∂Bχb − 2(φ′′b + 3A′φ′b)Θ− φ′bΘ′ + 4φ′bΓ′ + 3A′χ′b + χ′′b

= χbe
2Ad

2V (φb)
dφ2

b

(4.39)
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4.3 Desacoplamiento de los modos de las
fluctuaciones

En lo que sigue, se mostrará el procedimiento a través del cual se desacoplan
los modos tensoriales, vectoriales y escalares en el sistema acoplado Einstein
- campo de SU(5).

• Al considerar en primer lugar la parte no diagonal de la ecuación (4.36)
se tiene que:

(−∂B∂B − 3A′∂η − ∂2
η)hTTMN

+∂(M (∂η + 3A′)VN) − ∂M∂N (2Γ + Θ) = 0 (4.40)

Cada uno de los términos que aparecen en esta ecuación depende de
campos que satisfacen restricciones cinemáticas que los hacen indepen-
dientes. Por ejemplo, si se toma la divergencia de (4.40) , sólo queda
el tercer término igualado a 0, ya que el vector VM se compone de dos
vectores sin divergencia, como lo indica la ecuación (2.41). Se concluye
entonces que

(−∂B∂B − 3A′∂η − ∂2
η)hTTMN = 0 (4.41)

∂(M (∂η + 3A′)VN) = 0→ (∂η + 3A′)VN = 0 (4.42)
∂M∂N (2Γ + Θ) = 0→ 2Γ + Θ = 0 (4.43)

• Ahora, la parte diagonal de (4.36) está representada por los términos
proporcionales a ηMN :

−∂B∂BΓ− 7A′Γ′ + (6A′2 + 2A′′)Θ +A′Θ′ − Γ′′

= 2
3e

2A
(
χm

dV (φm)
dφm

+ χp
dV (φp)
dφp

)
(4.44)

Esta ecuación escalar se complementa con la ecuación (4.38) y con ellas
se podrá estudiar la localización de uno de los modos escalares de las
fluctuaciones.

• Tomando ahora la ecuación (4.37), y usando el hecho de que la diver-
gencia de VM es igual a 0, se tiene que

1
2∂

B∂BVM = 0 (4.45)

∂M [3A′Θ− 3Γ′ − φ′mχm − φ′pχp] = 0 (4.46)
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• Por último, con la ecuación (4.39) se estudiará la localización de otro de
los modos escalares.

4.4 Ecuaciones tipo onda de los modos
Buena parte del proceso por el cual las ecuaciones de los distintos modos de
las fluctuaciones pueden escribirse como ecuaciones de Schrödinger se muestra
en [13], y, aunque en la mencionada referencia el campo que genera la brana
es escalar, se puede establecer una analogía casi exacta con el sistema con
simetría SU(5)×Z2 que ya ha sido presentado, debido a que el potencial per-
turbado de sexto orden mostrado en (4.6) se desacopla y a que de la ecuación
(4.16) se obtienen dos ecuaciones no-acopladas, porque cada una depende de
un campo (φm ó φp) y su respectiva fluctuación.

Modo tensorial

La ecuación (4.41) puede escribirse como una ecuación de Schrödinger ha-
ciendo una separación de variables simple, esto es, escribiendo hTTMN como el
producto de una función de las coordenadas espacio-temporales y una función
de la coordenada adicional:

hTTMN = e−
3
2Aeip.xΨMN (η) (4.47)

Así, se elimina el término de primer orden en la derivada y se obtiene:

(−∂2
η + VQM )ΨMN = m2ΨMN (4.48)

donde m2 = pNpN y el potencial mecánico cuántico está dado por:

VQM = 9
4A
′2 + 3

2A
′′ (4.49)

Modo vectorial

Para estudiar la localización de este modo, asociado a la función VM , se parte
de las ecuaciones (4.42) y (4.45). Al restar ambas ecuaciones, se obtiene:

−1
2∂

B∂BVM + (∂η + 3A′)VM = 0 (4.50)

Se ve claramente que no es posible hacer ningún cambio de variable que per-
mita escribir (4.50) como una ecuación tipo onda, ya que no existe el término
de segunda derivada en η. Por tanto, no hay un potencial mecánico cuántico
asociado al modo vectorial, y este hecho descarta la localización de este modo
en la brana.
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Modos escalares

1. El primero de los modos escalares está asociado a las funciones Θ, Γ,
a los campos φm y φp y sus respectivas fluctuaciones. Eso indica un
acoplamiento entre las perturbaciones de la métrica y la perturbación
del campo que genera la pared. Como primer paso para escribir la
ecuación tipo onda de este primer modo escalar, se restan las ecuaciones
(4.44) y (4.38), obteniéndose:

∂B∂B(Θ− Γ)− 3A′Γ′ − 3A′Θ′ + 3Γ′′ + 2φ′mχ′m + 2φ′pχ′p = 0 (4.51)

Haciendo uso de (4.43) puede eliminarse Θ de (4.51), y la ecuación queda
ahora en función de Γ y las fluctuaciones del campo. Así:

−3∂B∂BΓ + 3A′Γ′ + 3Γ′′ + 2φ′mχ′m + 2φ′pχ′p = 0 (4.52)

Es en este punto donde podemos hacer uso del hecho de que φp es una
constante, tal como se muestra en (3.58), siendo entonces su derivada
igual a 0. Por lo tanto, se puede hacer uso de la condición (4.43) y (4.46)
para despejar a χm en función de Γ y sus derivadas:

χm = −6A′Γ− 3Γ′

φ′m
(4.53)

Al sustituir (4.53) en (4.52), se obtiene que:

−∂B∂BΓ +
(

3A′ − 2φ
′′
m

φ′m

)
Γ′ + 4

(
A′′ − φ′′m

φ′m
A′
)

Γ + Γ′′ = 0 (4.54)

Dado que la forma de la ecuación (4.54) es idéntica a lo que se muestra
en [13], se puede proponer también el siguiente cambio de variable:

Υ = e
3
2A

φ′m
Γ, Γ = eip.xΓ̃(η) (4.55)

Despejando Γ en función de Υ e introduciendo esto en (4.54), se llega a
una ecuación tipo onda

(−∂2
η + VQMΥ)Υ = m2Υ (4.56)

donde

VQMΥ =
(
−5

2A
′′ + 9

4A
′2 +A′

φ′′m
φ′m
− 2

(
φ′′m
φ′m

)2
+ φ′′′m
φ′m

)
(4.57)



www.bdigital.ula.ve

Reconocimiento-No comercial-Compartir igual

44
CAPÍTULO 4. FLUCTUACIONES EN BRANAS GRUESAS CON LA

SIMETRÍA SU(5)× Z2

2. El segundo modo escalar está relacionado con la ecuación (4.39), que se
deriva de la ecuación de Euler - Lagrange para el campo perturbado Φ̃.
El estudio de este modo escalar se divide en dos casos: b = m y b = p

a) Cuando b = m, la ecuación (4.39) tiene la forma

∂B∂Bχm − 2(φ′′m + 3A′φ′m)Θ− φ′mΘ′ + 4φ′mΓ′

+3A′χ′m + χ′′m = χme
2Ad

2V (φm)
dφ2

m

(4.58)

Tomando igualmente la referencia [19], se propone el siguiente cam-
bio de variable

Ξ = e
3
2A
(
χm −

φ′m
A′

)
Γ (4.59)

Para demostrar que este cambio de variable es válido, se sustituye
(4.59) en una ecuación de Schrödinger, y luego de hacer los cálculos
correspondientes, se debe llegar a la ecuación (4.39). Para ello, se
parte de que la ecuación tipo onda puede escribirse como:

(A+A− + ∂B∂B)Ξ = 0 (4.60)

donde
A± = ±∂η + Z ′

Z
, Z = e

3
2A
φ′m
A′

(4.61)

Desarrolando los operadores A+ y A− se tiene que:(
−∂2

η + ∂η

(
Z ′

Z

)
+
(
Z ′

Z

)2
+ ∂B∂B

)
Ξ = 0 (4.62)

Sustituyendo Ξ en (4.62), haciendo uso de (4.54) para despejar
∂B∂BΓ, sumando todos los términos y multiplicando ambos lados
por −1 se tiene que:

0 = χ′′m + 3A′χ′m + ∂B∂Bχm

−4φ′′m
A′

Γ′ + 2φ′mA′′

A′2
Γ′ − 4

(
φ′′m −

A′′

A′
φ′m

)
Γ

−
(

3A′φ
′′
m

φ′m
− 3A′′ +′ φ

′′′
m

φ′m
− 2φ′′mA′′

φ′mA
′ −

A′′′

A′
+ 2(A′′)2

A′2

)
χm (4.63)

De la ecuación (4.46) se despeja Γ′, quedando ésta en función de Γ
y de χm. Después de reordenar términos la ecuación parece com-
plicarse, pero al hacer uso de la ecuación de Einstein (3.45), que
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establece que φ′2m = −3A′′, y al reescribir de forma adecuada al-
gunos términos, (4.63) se simplifica notablemente, quedando como:

χ′′m + 3A′χ′m + ∂B∂Bχm + 4φ′′mΓ =
(

3A′φ
′′
m

φ′m
− 3A′′ + φ′′′m

φ′m

)
χm

(4.64)
Ahora, se toma la ecuación (4.58) y se calcula el lado izquierdo de
la misma haciendo uso de (3.45) y (3.46). En primer lugar, se tiene
que:

e2AdV (φm)
dφm

= −e2A(4A′φm + φ′′m) (4.65)

Luego, haciendo transformaciones a coordenadas conformes, se tiene
que:

e2AdV 2(φm)
dφ2

m

= −
(

3A′′ + 3A′φ
′′
m

φ′m
+ φ′′′m
φ′m

)
(4.66)

Sustituyendo (4.66) en (4.58) y usando la ecuación (4.46) para de-
spejar Γ′, se encuentra que

χ′′m + 3A′χ′m + ∂B∂Bχm + 4φ′′mΓ =
(

3A′φ
′′
m

φ′m
− 3A′′ + φ′′′m

φ′m

)
χm

(4.67)
Como se ve, (4.67) coincide exactamente con (4.64), por lo que
queda demostrado que con el cambio de variable propuesto en
(4.59), puede escribirse (4.58) como una ecuación de Schrödinger,
donde el potencial mecánico cuántico está dado por:

VQMΞ = 9
4A
′2 +3A′φ

′′
m

φ′m
− 3

2A
′′+ φ′′′m

φ′m
− 2φ′′mA′′

φ′mA
′ −

A′′′

A′
+ 2A′′2

A′2
(4.68)

b) Cuando b = p, todos los términos que dependen de las derivadas de
φp se anulan, ya que este campo es constante. La ecuación (4.39)
queda así:

∂B∂Bχp + 3A′χ′p + χ′′p = 0 (4.69)

Puede notarse que (4.69) tiene la misma forma que (4.41), y por lo
tanto será posible llevarla a una ecuación tipo Schrödinger haciendo
un cambio de variable muy similar. Se propone entonces que

χp = e−
3
2Aeip.xχ̃p(η) (4.70)

y de aquí se obtiene que

(−∂2
η + VQMχp

)χ̃p = m2χ̃p (4.71)
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Por supuesto, el potencial mecánico cuántico asociado las fluctua-
ciones de φp es idéntico al que se obtuvo para el sector transverso
y sin traza,

VQMχp
= 9

4A
′2 + 3

2A
′′ (4.72)
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Capítulo 5

Localización de los modos de
las fluctuaciones

En lo que sigue, serán considerados de manera explícita los potenciales mecánico
cuánticos asociados a las fluctuaciones que se obtienen en los dos rompimientos
de simetría estudiados anteriormente. De esta forma será posible establecer si
los modos se localizan o no en la pared de dominio.
Una inspección de los resultados obtenidos en ambos rompimientos indica que
el comportamiento de las fluctuaciones es esencialmente el mismo. Las pe-
queñas diferencias entre las constantes que aparecen en la definición de los
parámetros del potencial en cada caso, no genera diferencias sustanciales en-
tre ambos rompimientos. Dado que se proponen las mismas funciones A y φm,
el análisis del comportamiento se hará sólo una vez.

47
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5.1 Modo tensorial

El potencial VQM dado por (4.49) se muestra en la figura (5.1)

Figura 5.1: Potencial asociado al modo transverso y sin traza

Un potencial como el mostrado anteriormente puede dar lugar a estados lig-
ados. Dado que estamos haciendo analogías con la mecánica cuántica al es-
cribir ecuaciones tipo Schrödinger para este y los demás modos considerados,
es conveniente pensar en partículas. De esta manera, en la figura 5.1 se ob-
serva claramente que el modo de masa 0 se encuentra en una región donde
una partícula hipotética no podría escapar del pozo de potencial, quedando
entonces confinada allí. Como ya es sabido, el modo de masa 0 de la ecuación
asociada a la parte trasversa y sin traza de las fluctuaciones métricas es el
responsable de la localización de la gravedad en la brana.
Dada la forma particular de VQM , resulta fácil encontrar una expresión para
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este modo 0, que se obtiene partiendo de la ecuación (4.48) y haciendom2 = 0.
Así:

(−∂2
η + VQM )Ψ0 = 0 (5.1)

Usando el hecho de que VQM puede escribirse como

VQM =
(
e

3
2A(η)

)′′

e−
3
2A(η) (5.2)

y sustituyendo (5.2) en (5.1) se obtiene una expresión para el modo 0:

Ψ0(η) = N0e
3
2A(η) (5.3)

donde la constante N0 se obtiene al imponer que Ψ0 sea integrable:∫ ∞
−∞
|Ψ0|2 dz = 1 (5.4)

El gráfico de Ψ0 se muestra en la figura (5.2):

Figura 5.2: Modo 0 de las fluctuaciones tensoriales
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La figura 5.2 indica que el modo 0 tiene su máximo en el origen y es allí
donde se ubica la brana. Por lo tanto, y como se tenía predicho, la gravedad
está localizada sobre la pared de dominio.

5.2 Primer modo escalar

Este modo está asociado a la variable Υ definida en (4.55). La gráfica del
potencial VQMΥ mostrado en (4.57) es la figura 5.3:

Figura 5.3: Potencial VQMΥ

Al seguir haciendo analogías con la mecánica cuántica, un potencial como el
que se muestra en 5.3 no permite el confinamiento de partículas, aún cuando
se observa un pequeño pozo. Se concluye entonces que este modo escalar no
está localizado sobre la brana.



www.bdigital.ula.ve

Reconocimiento-No comercial-Compartir igual

5.3. SEGUNDO MODO ESCALAR 51

5.3 Segundo modo escalar
Como ya es sabido, de (4.39) se derivan dos casos distintos:

• b = m (variable Ξ)
La gráfica del potencial mecánico cuántico correspondiente a este caso
se muestra en la figura 5.4

Figura 5.4: Potencial VQMΞ

Este potencial tampoco puede dar lugar a estados ligados, por lo que
el campo Ξ asociado a la fluctuación del campo φm no se encuentra
localizado sobre la pared.
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• b = p (variable χp)
Como ya se ha mencionado, el potencial correspondiente a este caso tiene
idéntica forma que el potencial obtenido para la parte tensorial (sector
transverso y sin traza), y por tanto los gráficos son también idénticos,
como se evidencia en la figura 5.5:

Figura 5.5: Potencial VQMχp

Análogamente a lo expuesto para el caso de las fluctuaciones del sector
tensorial de la métrica, la perturbación del campo constante φp, χp, tiene
un modo 0 que permite establecer que dicha perturbación se localiza
sobre la pared de dominio:
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Figura 5.6: Modo 0 de la fluctuación χp

Es claro que la localización de esta fluctuación sobre la pared en realidad
implica la localización de un campo escalar no abeliano. La presencia de
este campo tiene efectos importantes sobre la fenomenología de la pared
considerada como mundo brana.
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Capítulo 6

Conclusiones

Con miras a completar el estudio de las soluciones tipo pared de dominio a
un sistema acoplado Einstein-campo de SU(5) con un potencial de sexto or-
den [18] se ha hecho el análisis perturbativo de dicho sistema tomando como
punto de partida las ecuaciones linealizadas de las fluctuaciones que se ob-
tienen del sistema Einstein-campo escalar, con simetría abeliana y a primer
orden. Pese que ambos sistemas son muy distintos, pueden usarse el hecho
de que las ecuaciones linealizadas de las fluctuaciones son muy generales, y se
pueden aplicar en la simetría no abeliana porque se impone que el potencial
se desacople. Además, en ambos se utiliza el mismo tensor métrico gab y se
propone el mismo tensor de perturbación hab. Por consiguiente, en la simetría
SU(5)×Z2 se proponen esencialmente las mismas variables invariantes de cal-
ibre para proseguir con el estudio de localización de las fluctuaciones, después
de haber especificado cuál es la escogencia de calibre adecuada y que en efecto
elimina los grados de libertad no físicos.

Como se ha podido observar, la forma de las ecuaciones de los modos tienen
básicamente la misma forma en el sistema escalar y en el sistema no abeliano,
salvo por el hecho de que en este último existe un índice de simetría interno
asociado a los dos campos escalares φm y φp, que bien denota suma sobre am-
bos campos, o etiqueta dos ecuaciones independientes, una para cada campo,
como las que se derivan de la ecuación de Einstein para el potencial per-
turbado. Estas dos ecuaciones separadas son el resultado de imponer que el
potencial debe desacoplarse, y de que sólo las fluctuaciones a lo largo de M y
P son relevantes.

Igualmente, pudieron escribirse los distintos modos como ecuaciones tipo onda,

55



www.bdigital.ula.ve

Reconocimiento-No comercial-Compartir igual

56 CAPÍTULO 6. CONCLUSIONES

utilizando los cambios de variable propuestos en el caso de un campo escalar.
De la forma de los potenciales mecánico cuánticos se pudo deducir si los cam-
pos asociados a las fluctuaciones se localizan o no sobre la brana, adjudicándole
a dichos campos las propiedades de una partícula en mecánica cuántica para
facilitar los análisis de los gráficos.

Como resultado principal de este trabajo, se demostró que una de las fluc-
tuaciones escalares, específicamente la que está relacionada con la fluctuación
del campo constante φp, llamado χp, se localiza sobre la pared, tal como se
muestra en la figura (5.6) donde se observa el modo cero de dicha fluctuación
con un máximo donde está ubicada la brana. Este resultado está en contra-
posición a lo que se deriva del estudio de perturbaciones donde el campo que
genera la pared tiene simetría abeliana, donde ninguno de los modos escalares
está confinado.
Sin embargo, hay que aclarar que la localización de un modo escalar sobre
la pared no abeliana no implica necesariamente su inestabilidad. Este hecho
sólo implica que el modelo, interpretado como mundo brana, puede tener una
fenomenología interesante, toda vez que el campo escalar confinado debe dar
lugar a una partícula compuesta sin color bajo SU(5). La imposibilidad de
observar estas partículas no indica necesariamente que no existan, sino que sus
masas podrían estar fuera del alcance de medición de los aceleradores moder-
nos, aunque esto no representa ninguna certeza.
Una forma mucho más precisa de definir la estabilidad o inestabilidad de la
brana es conseguir una carga topológica asociada, pero esto no ha sido posible
hasta ahora.

Una posible extensión a este trabajo consiste en justamente estudiar la posi-
bilidad de asociarle al campo de SU(5) una carga conservada. Otra posibili-
dad interesante es la de considerar una simetría de calibre distinta, tomando
por ejemplo un campo de SU(7), para realizar el análisis perturbativo cor-
respondiente, o inclusive intentar un análisis similar para un grupo SU(N)
cualquiera.
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