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Resumen: El algoritmo de control auto-ajustable basado en el criterio de minima
varianza generalizada es una linea de investigacién que se ha estado desarrollando desde
hace ya una década, basandose principalmente en la definiciéon de un teorema, y su
respectiva demostracion matematica, para garantizar la estabilidad global del esquema
de control auto-ajustable en lazo cerrado. Este novedoso algoritmo de control combina
las teorias de minima varianza generalizada, control por régimen deslizante y algoritmos
auto-ajustables, para lograr el seguimiento de referencias, en sistemas de control lineales
y algunas clases de sistemas no lineales. Este trabajo procura proporcionar una teoria
comprensiva, no sélo que especifique los pasos para aplicar algin algoritmo, sino que
también apunte las fallas y limitaciones de los mismos, haciendo uso de los recursos
bibliograficos disponibles hasta la fecha, para establecer los fundamentos teéricos de la
nueva clase de controladores auto-ajustables implicitos y, analizar el comportamiento
y desempeno de dichos algoritmos a través de simulaciones para diferentes casos. Cabe
destacar que este proyecto de grado no es un libro texto, ni pretende serlo. Sin mas, se
proyecta documentar la teoria para el disenio de la nueva clase de controladores auto-
ajustables implicitos basados en el concepto de minima varianza generalizada, para el

caso de modelos lineales a tiempo discreto.

Palabras clave: auto-ajustable, control, minima varianza generalizada, modo desli-
zante, tiempo discreto.

Este trabajo fue procesado en ETEX.
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Capitulo 1
Introduccion

En el area de sistemas de control, los investigadores buscan continuamente el desa-
rrollo de nuevos algoritmos de control que sean capaces de solventar los problemas,
limitaciones, y desventajas de los controladores propuestos en la literatura. Muchas
veces, el surgimiento de un nuevo algoritmo de control se basa en la combinacién de
las bondades que ofrecen otros disenos de control analizados por anos y de funda-
mentos tedricos definidos, como lo es en este caso de estudio, el algoritmo de control
auto-ajustable (Self-Tuning Control, STC) basado en el criterio de minima varianza
generalizada (Generalized Minimum Variance Control, GMVC), modificado bajo el
concepto de control de superficie o modo deslizante (Sliding Mode Control, SMC) a
tiempo discreto. Este algoritmo de control propuesto por Patete (Patete et al., 2008c)
se basa en las teorias de control de minima varianza generalizada, control por modo
deslizante y la teoria de control auto-ajustable (control adaptativo).

El controlador de minima varianza (Minimum Variance Control, MVC) es un re-
gulador 6ptimo que pretende reducir el efecto de las perturbaciones sobre la salida del
sistema, minimizando un cierto indice de funcionamiento; sin embargo presenta pro-
blemas cuando el sistema es de fase no minima ya que en presencia de ceros inestables
estos se cancelaran matematicamente con los polos inestables del sistema. Existen va-
riaciones del controlador de minima varianza que tratan este problema, que incorporan
seguimiento de referencias y ponderacién del esfuerzo de control; es decir, que ademas
de perseguir el objetivo de minimizar las variaciones de la salida con respecto a la re-
ferencia se intenta usar el menor esfuerzo de control posible, como lo es el denominado

control de minima varianza generalizada (GMVC) (Asami and Mori, 2004).
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Por otro lado, el control de modo deslizante (SMC), segiin San Martin (San Martin,
2005), tiene dos principales ventajas: i) el comportamiento dindmico del sistema puede
ser adaptado escogiendo una superficie de conmutacién particular y ii) la respuesta
en lazo cerrado del sistema controlado es insensible respecto a las incertidumbres del
sistema. Para cada opcién de control conmutado, se escoge una ganancia tal que, la
derivada con respecto al tiempo de esta funcion sea definida negativa. Después del
diseno de la superficie, una ley de control de conmutacion es disenada de modo que los
vectores tangentes de las trayectorias de estado apunten hacia la superficie, tal que,
los estados son guiados y mantenidos en la superficie deslizante, donde el controlador
resulta en un sistema en lazo cerrado discontinuo. Sin embargo, en el diseno de tiempo
discreto no es necesario diseniar una ley de control que conmute, solo basta con disenar
una ley de control que lleve las trayectorias a la superficie deslizante (Furuta, 1990)
(Furuta, 1993a).

Los controladores adaptativos son de gran interés para los disenadores de sistemas
en lazo cerrado, ya que son altamente adaptables a aceptar modificaciones provoca-
das por el ambiente, errores de diseno de ingenieria o incertidumbre, compensando
fallas de componentes menores, e incrementando la confiabilidad de los mismos. Los
controladores auto-ajustables son una clasificacion de los controladores adaptativos. El
adjetivo auto-ajustable resalta la propiedad que tienen estos controladores para sintoni-
zar automaticamente sus propios parametros, y de esta manera obtener las propiedades
deseadas del sistema en lazo cerrado. A su vez, los controladores auto-ajustables pue-
den clasificarse en implicitos (o directos) o explicitos (o indirectos). Los controladores
implicitos ajustan o adaptan directamente los pardmetros del controlador, mientras
que en los explicitos los parametros del modelo de la planta son estimados para luego
con estos valores calcular los parametros del controlador (Astrom and Wittenmark,
1995).

En este capitulo se presenta una breve resena que brinda las bases para iniciar el
desarrollo de este trabajo. Se describen: el planteamiento del problema, la justificacion,
los objetivos, la metodologia, el alcance del proyecto y el producto que se espera de

este proyecto de grado.
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1.1. Antecedentes

La idea del control adaptativo surge en los anos cincuenta, para los sistemas de
aeronaves que operaban en un rango y no en un punto de operacién especifico. En los
anos sesenta la teoria de control mostré grandes avances y fue introducido el concepto de
espacio estado, a su vez la identificacion de sistemas también tuvo grandes progresos.
Para los anos setenta surgen diferentes esquemas de control para la estimacion de
pardmetros, y varios resultados de aplicaciones fueron reportados; sin embargo los
resultados tedricos fueron muy limitados.

Los esquemas de control adaptativo mas populares son el denominado control adap-
tativo por modelo de referencia (Model Reference Adaptive Control, MRAC), y el con-
trolador auto-ajustable (Self-Tuning Controllers, STC). En el primer esquema, MRAC,
la idea bésica es hacer que el sistema se comporte como un modelo dado (llamado mo-
delo de referencia), esta idea fue introducida por Whitaker (Whitaker et al., 1958) y
luego fue desarrollada por Parks (Parks, 1966), Monopoli (Monopoli, 1974), y Landau
(Landau, 1974). Por otra parte, la idea del control auto-ajustable proviene de manera
inherente de los primeros trabajos de Kalman (Kalman, 1958) y Young (Young, 1965).
Esta idea fue luego analizada y desarrollada por (Chang and Rissanen, 1969), quienes
proponen el uso de la estimacién de parametros por el método de minimos cuadra-
dos junto con el concepto de minima varianza generalizada (GMVC). Luego Astrom y
Wittenmark (Astrom and Wittenmark, 1973) realizan una importante contribucién al
area al mostrar que los parametros estimados no necesariamente deben converger a los
valores éptimos.

Hoy en dia las bases tedricas para el diseno de esquemas comunes de control adap-
tativos es considerada madura y bastantes aplicaciones en sistemas reales han sido
publicadas en la literatura.

La estabilidad global del sistema en lazo cerrado, usando el controlador auto-
ajustable implicito, para el caso de los sistemas lineales, de una entrada y una salida
(Single Input Single Output, SISO), invariantes en el tiempo, a tiempo discreto, fue de-
mostrada tedricamente a través del uso de una funcién de Lyapunov en (Patete et al.,
2008c). La publicacién concentra su exposicién en el desarrollo de la demostracién

tedrica para garantizar la estabilidad global del sistema en lazo cerrado, ya que hasta
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la fecha los argumentos presentados por otros autores sobre la estabilidad de los siste-
mas en lazo cerrado al usar controladores auto-ajustables se basaban en suposiciones
de gran peso que no eran triviales de asumir o cumplir para cualquier sistema lineal.

Este trabajo luego fue extendido en (Patete et al., 2008b) al caso donde existe la
presencia de perturbaciones tipo ruido blanco, es decir, trata con modelos discretos del
tipo ARX (AutoRegresive with eXternal input). En este trabajo también se demuestra
matematicamente la estabilidad del sistema en lazo cerrado, y se presentan los resul-
tados simulados donde se logra seguir la referencia en presencia de ruido blanco (sin
eliminarlo). Sugiki (Sugiki et al., 2008) y Furuta (Furuta et al., 2011) se basan en los
resultados expuestos en (Patete et al., 2008b) para extender el algoritmo de control y
aplicarlo a modelos de multiples entradas y multiples salidas (Multi Input Multi Output,
MIMO).

El algoritmo propuesto fue modificado en (Patete et al., 2007) (Patete and Furuta,
2011) para atacar la problematica de los sistemas variantes en el tiempo. Los resulta-
dos publicados fueron satisfactorios para el caso del uso del control auto-ajustable en
presencia de cambios bruscos e impredecibles en el modelo del sistema.

Debido a que una gran clase de sistemas no lineales pueden ser aproximados a mo-
delos bilineales, el algoritmo de control auto-ajustable basado en el criterio de minima
varianza generalizada fue nuevamente estudiado y propuesto para controlar modelos
bilineales (los cuales representan la clase mas simple de sistemas no lineales). Tomados
estos como punto de partida hacia la extensiéon del algoritmo de control a modelos
no lineales. Los resultados tedricos de la demostracién para mantener la estabilidad
global del sistema fueron presentados en (Patete et al., 2008a) (Patete et al., 2011), y
para una clase de modelos bilineales més genérica fueron expuestos en (Patete et al.,
2010) (Patete et al., 2014). Los resultados simulados demostraron que se aseguraba la
estabilidad global del sistema y el seguimiento de la senal de referencia.

Dando un paso més adelante hacia el estudio de control de los sistemas no lineales,
en (Patete et al., 2017b) y (Patete et al., 2017a) se presenta un algoritmo més general
para tratar una clase de modelos no lineales que puedan expresarse en una forma
preestablecida por el algoritmo. Todos estos casos estudiados y publicados trataron con
sistemas lineales y algunos tipos de sistemas no lineales, donde el objetivo principal
siempre fue encaminado en la demostracién de la estabilidad global del sistema en lazo

cerrado al incluir la nueva técnica de control auto-ajustable propuesta, y los analisis
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sobre los resultados simulados se enfocaron a mostrar el seguimiento de la senal de

referencia.

1.2. Planteamiento del Problema

Muchas de las nuevas teorias desarrolladas por los investigadores no son transmiti-
das a los estudiantes de pregrado debido al nivel de complejidad de las mismas. Por lo
general, las publicaciones que estan al alcance del ptublico cientifico, incluyendo a los
estudiantes, son presentadas de una manera compleja y concreta, debido a la falta de
espacio de redaccion, siendo fundamental el preparar un material de las nuevas teorias
de control desarrolladas, que esté acorde al nivel académico de los estudiantes de pre-
grado, permitiendo esto que las mismas sean impartidas, analizadas y aplicadas desde
tempranos pasos en el drea de sistemas de control.

El algoritmo de control auto-ajustable basado en el criterio de minima varianza
generalizada (modificado bajo el concepto de control en régimen o modo deslizante a
tiempo discreto) es una linea de investigacién que se ha estado desarrollando desde el
ano 2005. Su publicacién semilla data del afio 2008 (Patete et al., 2008c), con la pre-
sentacion de un teorema y su respectiva demostracién matematica para garantizar la
estabilidad global de un sistema de control auto-ajustable en lazo cerrado, usando un
novedoso algoritmo de control que combina las teorias de minima varianza generalizada,
control por modo (o superficie) deslizante y algoritmos auto-ajustables, para el segui-
miento de referencias, en sistemas de control lineales. Desde entonces varios articulos
han sido publicados extendiendo la aplicacion del algoritmo a variantes como sistemas
de control lineales con perturbaciones de ruido blanco, sistemas lineales variantes en
el tiempo, sistemas de multiples entradas y multiples salidas, y hasta algunos casos
de sistemas no lineales han sido estudiados. Sin embargo, las teorias, definiciones, y
procedimientos de disefio presentados en los diferentes articulos (publicaciones) difieren
en varios aspectos y no estan estandarizados. El fundamentar estos aspectos requie-
re de tiempo, estudio y andlisis de diferentes casos, y consideraciones para establecer
criterios y conceptos de la manera mas general posible. Por lo tanto, es propdsito de
este documento de proyecto de grado establecer los fundamentos tedricos y algoritmos
de diseno de la nueva clase de controladores auto-ajustables implicitos basada en el

concepto de minima varianza generalizada.
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1.3. Justificacion

El desarrollo de este proyecto surge de la colaboracion académica solicitada por
parte del profesor Katsuhisa Furuta, de Tokyo Denki University, para el desarrollo
conceptual del algoritmo auto-ajustable basado en el criterio de minima varianza gene-
ralizada (modificado bajo el concepto de control en régimen o modo deslizante a tiempo
discreto); linea de investigacién que se ha estado desarrollando desde el afio 2005, y que
hoy en dia estd siendo motivo de estudio para ser implementada en diferentes sistemas
de control, tanto en la Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela como en Tokyo
Denki University, Japon.

Este trabajo de grado permite el refuerzo de los fundamentos de la teoria de control
impartidos durante la carrera Ingenieria de Sistemas, en el area de Sistemas de Control,
y ademas contempla el estudio y analisis de teorias de control avanzadas como lo son:
el criterio de minima varianza generalizada, el concepto de control por superficie o
modo deslizante, comportamiento e importancia de los controladores auto-ajustables
a tiempo discreto, estudio de estabilidad de Lyapunov a tiempo discreto, modelado de
sistemas, asi como también la combinacién de teorfas o algoritmos para la modificacion

o creacién de nuevos algoritmos de control.

1.4. Objetivos

1.4.1. Objetivo General

Recopilar y establecer los fundamentos teéricos para el disefio de una nueva clase
de controladores auto-ajustables implicitos basados en el concepto de minima varianza

generalizada.

1.4.2. Objetivos Especificos

= Recopilar los conceptos y definiciones matematicas basicas que soportan el desa-
rrollo de la nueva clase de controladores auto-ajustables, especificamente los con-

troladores basados en el concepto de minima varianza generalizada.

» Estandarizar y establecer las definiciones y fundamentos de la teoria de la nueva
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clase de controladores auto-ajustables basados en el concepto de minima varianza

generalizada.

= Estandarizar y establecer los algoritmos matematicos para el diseno de la nueva
clase de controladores auto-ajustables basados en el concepto de minima varianza

generalizada.

= Presentar ejemplos académicos, a través de simulaciones, para el mejor entendi-

miento de las teorias y definiciones presentadas.

1.5. Metodologia

En primera instancia se procedié a realizar una busqueda en la literatura y biblio-
grafia existente sobre los conceptos competentes a la teoria de control basada en el
concepto de minima varianza generalizada, para estudiar y analizar las nociones de
interés relacionados con el objetivo general de este proyecto.

De igual manera, se revisaron las investigaciones y conceptos sobre la teoria de
control por superficie deslizante, en especifico en el caso a tiempo discreto. Asi mismo se
revisaron y estudiaron los trabajos realizados al combinar la teoria de minima varianza
generalizada y el control por modo (superficie) deslizante, observando las ventajas que
este nuevo algoritmo aporta.

Posteriormente tomando en cuenta los conceptos ya estudiados y establecidos, se
procedio a construir los algoritmos matematicos para el diseno de la nueva clase de
controladores auto-ajustables que se presentan en este trabajo, de tal manera de tratar
de unificar y estandarizar de la mejor manera posible los mismos.

Se muestran diferentes ejemplos académicos, a través de simulaciones usando del
software Mathematica, de tal forma de dar soporte a las teorias y fundamentos estableci-
dos. Analizando a través de dichas simulaciones el comportamiento de los controladores
en los diferentes casos. Se presentan las conclusiones referentes a las ventajas y desven-
tajas, desempeno, y limitantes del nuevo controlador auto-ajustable basado en minima

varianza generalizada.
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1.6. Alcance

Para el desarrollo de este proyecto se lograron establecer los fundamentos tedricos
de la nueva clase de controladores auto-ajustables basados en el concepto de mini-
ma varianza generalizada, para el caso de modelos a tiempo discreto, a través de los
conceptos de la teoria de sistemas de control y el analisis de resultados simulados.

Se tomaron en cuenta diversas limitaciones al momento de plantear estos conceptos,
primeramente el algoritmo de control esta disenado para el caso de modelos matemati-
cos a tiempo discreto, por lo que se parte de la suposicion de que el modelo ya esta
dado en tiempo discreto, o en caso contrario el modelo continuo debe ser discretizado y
expresado en la forma matematica adecuada. Por lo tanto, todo el analisis y conceptos
seran basados en sistemas de control a tiempo discreto.

Los fundamentos tedricos son definidos de manera cualitativa o cuantitativa depen-
diendo de la complejidad de su estudio (para nivel de estudiantes de pregrado) y del
aspecto, propiedad, o concepto que se esté considerando.

La teoria se concentrard principalmente para los modelos lineales, de una entrada
y una salida, invariantes en el tiempo y descritos en la forma matematica previamente
definida. Sin embargo, en la medida de lo posible, se extendieron los fundamentos y
analisis a algunos casos de sistemas variantes en el tiempo.

Los anélisis de estabilidad, seguimiento de trayectoria, desempeno de los controla-
dores se realizaron sobre los resultados obtenidos mediante simulaciones.

Cabe destacar que este proyecto de grado no es un libro texto, ni pretende serlo.
Sin mads, se proyecta documentar la teoria de la nueva clase de controladores auto-
ajustables basados en el concepto de minima varianza generalizada, para el caso de

modelos a tiempo discreto.

1.7. Producto

Como resultado de este trabajo de grado se obtienen, como producto, las bases o
fundamentos tedricos de la nueva clase de controladores auto-ajustables implicitos ba-
sados en el concepto de minima varianza generalizada, para el caso de modelos a tiempo
discreto, como un documento de soporte para su futuro estudio, implementacion, im-

particiéon del conocimiento o autoestudio, dirigido a un ptblico con conocimientos de
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teoria de sistemas de control. Siendo este trabajo una base conceptual para el futuro
desarrollo de un texto de estudio (libro de control) para discipulos del drea de sistemas

de control, tanto a nivel de pregrado como de estudios superiores.

1.8. Estructura del Documento

A lo largo de cuatro capitulos se encuentra organizada la informacién del documen-
to.

Capitulo 1, Introduccién. Haciendo referencia en primer lugar al fundamento de la
investigacion, esta caracterizado por los estudios previos y las razones sobre la cual se
ha orientado el desarrollo del trabajo.

Capitulo 2, Marco Tedrico y Conceptual. Describe los aspectos tedricos base para
la comprension del proyecto, entre los cuales se describen los conceptos basicos de
sistemas a tiempo discreto, sistemas de fase minima y fase no minima, cancelacién de
polos y ceros, control de minima varianza, control de minima varianza generalizada,
control por superficie deslizante, y control auto-ajustable.

Capitulo 3, Nueva Clase de Controladores Auto-Ajustables Implicitos. Es el capitulo
central de este proyecto de grado, ya que esta dedicado a la definicién de los funda-
mentos tedricos del nuevo algoritmo de diseno de controladores auto-ajustables, para
diferentes casos de estudio. En este capitulo se trata de recopilar y estandarizar toda
la teoria desarrollada y publicada sobre este tipo de controladores. Algunos ejemplos
académicos dan soporte a dicha teoria.

Capitulo 4, Conclusiones y Recomendaciones. Describe las conclusiones generales

del trabajo realizado y las recomendaciones sugeridas para trabajos futuros.



Capitulo 2
Marco Teorico y Conceptual

En este capitulo se recopilan los conceptos basicos que se deben tener en cuenta
para el entendimiento y desarrollo del Capitulo 3. Para la comprension de este Capitulo
2, el lector requiere tener conocimiento de teoria de control, tanto de sistemas a tiempo
continuo (por ejemplo el contenido de las referencias: Ogata (2003) y/o Furuta (1988))
como de sistemas a tiempo discreto (por ejemplo las referencias Ogata (1995) y/o Iser-
mann (2003)). Se abordan especificamente en este Capitulo 2 conceptos y definiciones
de sistemas a tiempo continuo y discreto, asi como también sistemas de fase minima y
no minima, cancelacién de polos y ceros. Siendo estas teorias descritas de manera muy
genérica.

Por otro lado, para el desarrollo de los algoritmos de control que en este documento
son de interés, y que seran presentados en el Capitulo 3, es necesario entender los con-
ceptos de: control de minima varianza (Minimum Variance Control, MVC), control de
minima varianza generalizada (Generalized Minimum Variance Control, GMVC), mo-
do (o superficie) deslizante (Sliding Mode Control, SMC), control de minima varianza
generalizada basada en el concepto de modo deslizante (que se puede denotar como, Ge-
neralized Minimum Variance Criterium based on Sliding Mode Control, GMVC-SMC),
y controladores auto-ajustables (Self-Tuning Control, STC). Estas teorias no son parte
del contenido programaético de los estudiantes de la carrera Ingenieria de Sistema, en el
area de Sistemas de Control, por lo que estas teorias seran descritas un poco mas deta-
lladas. Sin embargo, para no hacer de este documento un libro texto de las teorias ya
desarrolladas en otras referencias bibliograficas, se presentan los conceptos necesarios

y se hace referencia a los textos para su mejor entendimiento (en caso de requerirlo).
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Cabe destacar que, en este documento se tratan modelos de sistemas lineales, de
una entrada y una salida (Single Input Single Output, SISO), a tiempo discreto o

discretizados.

2.1. Sistemas a Tiempo Discreto

El algoritmo de disenio que se propone y estudia en este trabajo parte de la suposi-
cion de que el sistema a controlar estda dado a tiempo discreto, en la relacién entrada
salida. Por lo tanto es de interés repasar/conocer el proceso de discretizaciéon de un
sistema a tiempo continuo. Para mayor detalles e informacion sobre los sistemas con-
tinuos, el lector/estudiante puede referirse a (Ogata, 2003) (Furuta, 1988), y para el
estudio de los sistemas a tiempo discreto a (Ogata, 1995) (Isermann, 2003).

Sea el sistema a tiempo continuo representado en espacio estados, de una entrada

y una salida, dado por (2.1)

z(0) = x¢ (2.1)

con entrada u(t) y salida y(t). La matriz n x n A representa la dindmica natural del
sistema, mientra que el vector columna n x 1 B representa el efecto del control, y el
vector fila 1 x n C representa la respuesta de la variable de salida del sistema. En

conjunto, (A, B, (') definen la dindmica de entrada-salida del sistema.

Es bien sabido, de la teorfa de control moderno (Ogata, 1995) (Isermann, 2003) que,
un sistema a tiempo continuo (2.1) puede ser discretizado con un periodo de muestreo
Ty, para obtener un sistema a tiempo discreto, en espacio estados, como el representado

por la ecuacion (2.2)

Tpy1 = Py + Dug,
Ty = Zo,

Yk = Cxy (2.2)
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donde w41 = T(kt1)105 Th = ThTys Yk = YkTo» Uk = UkT,, To €S la condicién inicial y

P = Ao (2.3)

kTo
F:/‘eMMB (2.4)
0

En lo siguiente se asume Ty = 1 para mayor simplicidad y sin pérdida de generalidad.

El sistema discreto en espacio estados (2.2) puede ser llevado al plano frecuencial,

mediante la transformada Z (Ogata, 1995) (Isermann, 2003), de la siguiente manera,

2X(2) — zz(0) = X (2) + T'U(2),
Y(2) =CX(2) (2.5)

Recordando que por definicién para una funcién de transferencia se asume que las

condiciones iniciales son cero, g = 0, y despejando X (z) entonces se tiene que:

X(2) = (21 — @) 'TU(2),
Y(z) = CX(2) (2.6)

Calculando la relacién entrada-salida del sistema a tiempo discreto (2.6), se obtiene

la funcién de transferencia discreta (2.7) que representa al sistema (2.2),

G(z)=C(zI —®)7'T

(2.7)

El sistema a tiempo discreto (2.7) también puede ser representado por su ecuacién

en diferencias. Sea,

G(2)=C(zI —®)'T' = = (2.8)
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donde los polinomios A,(z) y B,(z) se definen como
Ay(2) = 2"+ a1 2" T+ a2 P+ ta,

B,(2) = bp2™ + b12™ 7+ ba2™ T + L+ by,

Con by # 0. La funcién de transferencia G(z) puede ser reescrita en términos de
G(271), si los polinomios A,(z) y B,(z) se definen como A(z7') y B(z7'), respectiva-
mente; es decir,

Az =14+az " 4 az?+ ... +a,z "
BzY) =by+biz 4 by . A by ™

Con by # 0, Por los tanto,

Gz = = (2.9)

(14 a1z ' +agz 2+ .. Faz Y () =
(bg + blz_l + b22_2 + ...+ me_m)U(Z_1> (210)

YD 4az Y D 4az?Y(E )+ . taz"Y () =
boU(z™Y) + 0127 U (2™ + boz 2U (27 ) + oo+ bz U (271) (2.11)

Ui+ a1z Y+ a2z Cye + o apz "y =
boug + brz " g 4 boz " 2up 4 ...+ bz My (2.12)

Usando el teorema del desplazamiento de la transformada Z, z 'y, = yr_, se

obtiene la representacién del sistema discreto en ecuaciones en diferencias (2.13),

Yk + Q1Yk—1 + Q2Yk—2 + - + QpYk—n = boup + brup—1 + bot—o + ... + bptp—p, (2.13)
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2.2. Sistemas de Fase Minima y Sistemas de Fase

No Minima

Considere el sistema a tiempo continuo, de una entrada una salida, descrito por

(2.1). La transformada de Laplace de dicho sistema (2.1) conlleva a

7(s) = /000 y(t)e stdt = C(sI — A)"tz(0) + G(s)i(s) (2.14)

donde C(sI — A)~'z(0) es la respuesta respecto a la condicién inicial del sistema, I es

la matriz identidad y la funcién de transferencia G(s) es dada por (2.15)

G(s)=C(sI — A)'B (2.15)
Para examinar los polos y ceros de G(s), esta es escrita como (2.16)

N(s)
D(s)

G(s) = (2.16)

donde el polinomio del denominador es dado por D(s) = det(sl — A), y el numerador
es N(s) = Cadj(sI — A)B. La operacion del determinante es representada por det(e)

y para la matriz adjunta como adj(e).

Se asume que N(s) y D(s) no tienen factores comunes, lo cual aplica si y solo si
la tripleta (A, B,C) es controlable y observable. En este caso, los n polos de G(s)
corresponden a los autovalores de A. Recuerde que, los polos de G(s) determinan si
G(s) es estable o inestable (Ogata, 2003) (Furuta, 1988).

Definicién 2.2.1: Un polo de una funcion de transferencia es una raiz correspon-
diente al polinomio del denominador de dicha funcién de transferencia, por lo que los
polos pueden ser un nimero real o un par complejo conjugado. Los polos de G(s)

determinan si G(s) es estable o inestable.

Definicién 2.2.2: Un cero de una funcién de transferencia es una raiz correspon-
diente al polinomio del numerador de dicha funcién de transferencia, por lo que los

ceros pueden ser un ndmero real o un par complejo conjugado. Los ceros de G(s)
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determinan si G(s) es de fase minima o no minima.

En el caso a tiempo discreto, la funcién de transferencia discreta (Ogata, 1995)

(Isermann, 2003) se representa de forma similar, como en (2.17)

27N (z71)

HED="p0

(2.17)

Definicién 2.2.3: Un sistema a tiempo continuo es denominado de fase no minima
si su funcién de transferencia contiene ceros en el semiplano derecho o el sistema

presenta retardos. De lo contrario el sistema se denomina de fase minima.

Definicién 2.2.4: Un sistema a tiempo discreto es denominado de fase no minima
si su funcion de transferencia contiene ceros fuera del circulo unitario. De lo contrario

el sistema se denomina de fase minima.

La Fig. 2.1 muestra un ejemplo de un sistema de fase minima y otro de fase no

minima, para un sistema discreto en el plano-Z, con tres ceros en cada caso.

. Im . Im

(AN w1 w
N -

Figura 2.1: (a) Sistema de fase minima, y (b) sistema de fase no minima.

El concepto de fase minima puede ser entendido de mejor manera a través del
diagrama de Bode (Ogata, 2003) de una sistema estable. S un sistema G(s) es de
fase minima, entonces no existe otro sistema G’(s) que tenga la misma magnitud
(|G(jw)| = |G'(jw)| para todo w) y que presente un diagrama de fase menor. En otras

palabras, un sistema de fase no minima, G/(s), no tiene la menor fase posible para los
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sistemas de magnitud |G (jw)|.

Ejemplo 2.2.1: Considere los siguientes tres sistemas a tiempo continuo,

Gi(s) = e %,
—s+2
Gals) = s+27
] _s+2_
G(s)—s+2—1.

Al calcular la magnitud para cada sistema, se obtiene:
G1(jw)| = [G2(jw)| = |G'(jw)| = 1.

El comportamiento de la fase para cada sistema es mostrado en la Fig. 2.2. Se

observa que G'(s) tiene la fase minima posible, por lo tanto Gi(s) y Ga(s) son de fase

no minima.
an :
45 = -
U —_— —
_ S ——— G'(s)
o =~ |
o 45
A
Q g
0] S0 -
@ .8C
L
135 |-

Frecuencia (rad/s)

Figura 2.2: Comportamiento de la fase de G1(s), Ga(s) y G'(s).
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2.3. Cancelacion de Polos y Ceros

Matematicamente hablando, un cero se puede cancelar con un polo cuando un par de
funciones de transferencia estan dispuestas en cascada. Por lo que, matematicamente,
la funcién de transferencia estable G(s) = (s+1)/(s+ 1) es indistinguible a la funcién
de transferencia constante G(s) = 1. Asi mismo, la funcién de transferencia inestable
G(s) = (s —1)/(s — 1) es también indistinguible, matematicamente, a G(s) = 1. Sin
embargo, la cancelacion de polos y ceros inestables no es una operacién permitida en
la practica (implementacién) de controladores dispuestos en cascada con la planta (o
proceso), por la simple razén de que una simple discrepancia entre ambos factores
(entre el cero inestable y el polo inestable) puede resultar en inestabilidad de todo el
sistema.

Cuando se discretiza un modelo dado por una funcién de transferencia de fase
minima, usualmente se genera un modelo discreto de fase no minima. En particular,
un periodo de muestreo suficientemente pequeno para muestrear un modelo continuo
de segundo orden o superior, da como resultado un modelo discreto de fase no minima.

Incluso en el caso de que no haya discrepancia entre un polo inestable y un
cero inestable, donde la cancelacién matematica pueda darse, el sistema de control
dispuesto en cascada generalmente presenta una sefial interna no acotada (inestable).
Este planteamiento se puede observar en el siguiente sistema a tiempo discreto en lazo
cerrado descrito a través de su diagrama de bloques, Fig. 2.3, donde la funcién de

transferencia en lazo cerrado involucra una cancelacion.

Para el sistema de control mostrado en Fig. 2.3, el error es dado por,

1—-0,52""1

ey = ———r
P 205"

el cual parece indicar estabilidad. Sin embargo, la funciéon de transferencia desde r; a

uy, es dada por

1—-05271
(1 —2271)(2—-0,5271)

Up = Tk
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¥, C €, 1 u, Z_Z(I—ZZ_I) Wi
1-2z1 —_052"! ]
1-0.5z
(a)
$Im $Im

(AN e 1D e
WP AES T

(b) (©)

Figura 2.3: (a) Diagrama de bloques del sistema en lazo cerrado con cancelacién de polo
y cero. (b) Polo del controlador. (¢) Cero y polo del sistema. Las cruces representan la
posicién de los polos y los puntos la posicién de los ceros.

la cual es inestable. De hecho, esta funcién de transferencia muestra la inestabilidad
escondida en el sistema. Por lo que, para determinar la estabilidad de un sistema
representado a través de su funcién de transferencia, es necesario evaluar todas las
fuciones de transferencia involucradas entre las senales, lo que significa que es necesario

analizar la estabilidad interna del sistema.

Para demostrar el efecto de las inestabilidades escondidas, considere nuevamente la
Fig. 2.3. Si asumimos que 7 es la respuesta a una condicién inicial distinta de cero de
un sistema lineal invariante en el tiempo, entonces la ley de control u; no es acotada
(es inestable). Mostrandose asi la inestabilidad escondida en el sistema consecuencia
de la cancelacién del polo con el cero inestable.

Asi, a pesar de que la cancelacién entre un polo y un cero inestable sea perfecta,
un cero de un controlador de fase no minima no debe ser usado para cancelar un
polo inestable del modelo de la planta, y viceversa; es decir, un polo inestable de un

controlador no debe ser usado para cancelar un cero de un modelo de fase no minima.
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2.4. Control de Minima Varianza (MVC)

El regulador o control de minima varianza (Minimum Variance Control, MVC) es
un regulador predictivo desarrollado por Chang and Rissanen (1969) para sistemas de
fase minima. En (Chang and Rissanen, 1969), Chang demuestra que esta técnica de
control es un control de prediccion éptimo.

El control por minima varianza tiene como objetivo hacer que la variable controlada
(salida) siga a una variable de referencia dada en el tiempo minimo posible, luego de
compensar cualquier retardo inherente en el sistema. Por lo que, esta técnica requiere
del uso de un predictor por realimentacién (retroalimentacion o feedback). Para lograr
dicho objetivo en el tiempo minimo, el controlador debe realizar el esfuerzo necesario
de energia en el primer paso (o primer periodo de tiempo, o periodo de muestreo).

Considere el siguiente modelo a tiempo discreto (2.18),

Az Ny = 27 B (2 uy + DO (271 (2.18)

donde z denota el operador de desplazamiento; es decir, 27y, = yp_;. Sabiendo que
la transformada de Laplace es z = e*7°, donde T} representa el periodo de muestreo
(por simplicidad y sin pérdida de generalidad, se asume T = 1). & representa la senal
de ruido (perturbacién). En este modelo, & es una variable aleatoria independiente.
El modelo (2.18) es denominado modelo CARMA (Controlled Auto-Regressive and
Mowing Average).

Definicién 2.4.1: Se dice que un polinomio es Schur si tiene todas sus raices

dentro del circulo unitario del plano-Z (Isermann, 2003).

Los polinomios A°%(271), B%(271) y D°(271) se asumen conocidos, y se representan
como:

AN =14+a)z 4 adz 2+ 4+l
Bz h) =00 + 002 00272+ L+ 027 by # 0,
D =14+d% ' 4 dS2?+ .. +dd2h.

Se asumen dadas las siguientes condiciones sobre el modelo (2.18),



2.4 CONTROL DE MINIMA VaRriaNzA (MVC) 20

Condiciones 2.4.1:

1. No hay factores comunes entre (A°(z271), D%(271)), o entre (A°(271), BY(271)).
2. El tiempo de retardo d es conocido.

3. & es una variable aleatoria independiente, con varianza o.

4. D°(271) es Schur.

El objetivo de la ley de control u es minimizar la funcién objetivo dada por (2.19),

Jo = Be{(rra — Thra)’ |1} (2.19)

donde E es la esperanza con respecto a &, y 1y es la senal de referencia.

Lema 2.4.1: Dada la ecuacién Diofantina,
Dz = AHECEY + 24P (2 (2.20)

conocida mateméticamente como la identidad de la division polinomial, el cociente y

DO -1
el resto de la division entre dos polinomios, ﬁ, se calcula como:
A0 (1)
D°(z7) F(z™)
— L= F(z )+ 2.21
e P e 220

donde deg{E(z71)} = d — 1 y el primer coeficiente de F(z7!) es 1.

Usando la ecuacién Diofantina (2.20), el sistema (2.18) puede ser reescrito como

sigue, se multiplica por F(z!) el modelo (2.18),

E(z DAz Yy = 2Bz B (2 Huy, + E(zHD(271)&, (2.22)

Se desplaza (2.22) d-pasos hacia adelante (futuro),

E(zHA = Yypya = E(zH)B (2 Hup + E(z"HD (27 érpa (2.23)
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Usando (2.20) para sustituir F(z71)A%(271) en (2.23), se obtiene lo siguiente

Dz yra — F(z )y = Bz B (2 ug + E(z71) D (27 )&t (2.24)
DOy — B DO pa = BB e+ F My (225)

Definiendo
Yerde = Yhtd — E(z ")t (2.26)

entonces el predictor d-pasos hacia adelante de y; es

Dz ipa = BB (27 un + F (2™ yn (2.27)

Ast, v dlk puede ser usada en vez de Y4 en la funcién objetivo (2.19). Debido a

que ¥y 4, € necesaria, (2.27) es reescrita como:

Yiear = BB (2w + F Dy + 1 (27 ¥iasapa (2.28)

donde I'(z™') es un polinomio definido por (2.29)

I'(zH=(1-D%0 "))z (2.29)

Substituyendo y; djk POT Yk+d €D la funcién objetivo (2.19), se tiene

Jo = Ee{ Yrpaie = rra)’li} (2.30)

Jo=E{(EEB (z Due + F(z e + I (27 Vsraapr — e’y (2:31)

Minimizando (2.31) con respecto al valor actual de uy, se tiene,



2.5 CONTROL DE MINIMA VARIANZA GENERALIZADA (GMVC) 22

oJ /
8—Uk = 2b8€0(E(271)B0(Z*1>uk —+ F(Zil)yk Ty (Zil)y]:er,”k,l o T’k+d> (232>

Asi, el control para minimizar (2.32) es dado por (2.33)

F(z Ny, + I,(Z_l)ylj—i-d—uk—l = Tktd
B EGT)

Up = — (233)

Si el modelo del sistema es preciso, entonces la senal de salida controlada seguira
la senal de referencia después de que transcurra el tiempo de retardo (d), el unico
error que se pueda presentar serd a causa de la senal de ruido o perturbaciéon. Este
controlador es éptimo, es decir produce la mejor respuesta del sistema que se pueda

obtener en el minimo tiempo posible, y ademas compensa el retardo.

2.5. Control de Minima Varianza Generalizada
(GMVC)

El control por minima varianza obtiene su buen desempeno al cancelar las
dindmicas del sistema, por lo que este no puede ser aplicado a sistemas de fase
no minima. Otra observacién del control de minima varianza es que usualmente
requiere de un esfuerzo grande por parte de la senal de control, lo cual puede ser
una desventaja operacional para ciertos sistemas. Por esta razon, surge el desarrollo
de la técnica de control de minima varianza generalizada (Generalized Minimum
Variance Control, GMVC) (Clarke et al., 1975), donde se propone una funcién de

costos (funcién objetivo) que incorpora la variable de control y la variable de referencia.

Asi, control de minima varianza generalizada busca que la ley de control u; minimice

la siguiente funcién objetivo (2.34),

J1 = E{(R(z ) rira — P(z7 ) yrra)” + (Q(z7up)?|i} (2.34)

Es de observar que dicha funcién (2.34) contiene pesos que ponderan las variables
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de salida y referencia. Ademads de incorporar un término para penalizar el esfuerzo
excesivo de la ley de control. P(271), R(27!) y Q(271) son funciones de transferencias

de estructura genérica, i.e.

_ P,(z71)
Pd<Z_1) ’

R = L Qe -

Q:n(ziw
Qa(z71)

Dado el mismo modelo (2.18), el problema ahora es encontrar un predictor que

P(z7h)

remplace el término desconocido

Pria = P27 )Yra (2.35)

en la funcién objetivo (2.34).

Como se usan funciones de peso cuya estructura estd dada por funciones de trans-

ferencia, la siguiente igualdad (2.36) se puede plantear

LGP
Pd(Zfl)

Pz HD(z7) = A" HE(z™") + 2 (2.36)

donde deg{E(27')} = d — 1 y el primer coeficiente de E(z7!) es 1. Observe que,
debido a la inclusién de P(z71) y Py(271), los polinomios E(z71) y F(27!) en (2.36)

son diferentes de los presentados en (2.20).

Siguiendo el mismo procedimiento usado para obtener el controlador por minima

varianza, las siguientes ecuaciones son obtenidas:

Multiplicando por E(z7') la ecuacién del modelo (2.18), se obtiene (2.22). Luego,

usando,

-1

Pz YD (2 Nypsa = g(zl)) ye + E(z DB (2 Dup + E(zHD (27w (2.37)

Se definen

o Yk
yfk = )
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G(=™') = E(z")B(=7)
Y,
Iz =01-D 1))z
entonces, usando (2.35), la ecuacién (2.37) se puede reescribir como:
Dz Npra = F(z )y fu + Gz uy + E(z7H) D% (271 &kra (2.38)
Anadiendo el término 1,44 en ambos lados de la ecuacién (2.38), se tiene
D°(z"Yhpyd + thrsa = F(z Yy fi + Gz up + Yrra + E(z7)D(27Epa (2.39)
Ukra = F()yfe + Gz ug 4 Yrpa — D27 )k + E(z7H) D (27 )ppa (2.40)
Vrra = F Dy f + G Dur + (1= D°(271) 28k d-1j5-1 (2.41)
+E(z7) D% (27 )érsa
Se define el predictor como
ivape = Vrra — B2 8k1a (2.42)
entonces,
¢Z+d|k = F(Zfl)yfk + G(Zﬁl)uk + I(Zil)w%d—uk—l (2.43)

Usando el predictor (2.43) en (2.34) y minimizando la ecuacién con respecto a la

variable de control uy, se obtiene
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0J

Dur = —2G0(R(z" Drpra — F(z Dyfr — Gz Huy — ](271)¢Z+d71|k71) (2.44)

+2q0Q (2 ur = 0
(2.44) se puede escribir como

Urpap — R )rrea + Q2 Hup =0 (2.45)

donde se usé (2.43), y

=0 Q27"
Q") = ———~
9o
Como los pardametros del modelo son conocidos, entonces la ley de control se puede

calcular usando (2.43) y (2.45), como se muestra en (2.46)
R(Zil)TIHd - Z?:él Gillk—; — F(Zil)yfk - I(zil)@z)/t.,_d_”k_l

Jo + é(zfl)

Asi la ecuacién (2.46) es la ley de control éptima para alcanzar el objetivo de

w = (2.46)

seguimiento de referencia en el minimo tiempo posible, para sistemas de fase no minima.

2.6. Control por Superficie Deslizante (SMC)

El control por superficie deslizante (Sliding Mode Control, SMC), ha sido estudiado
desde los anos sesenta bajo el nombre de sistemas de estructura variable, (Variable
Structure Systems, VSS). Este tipo de control es robusto ante las incertidumbres del
modelo (o planta) controlado. En esta seccién, las nociones bésicas de la teoria de
control por superficie (o modo) deslizante, tanto para el caso a tiempo continuo como

para el caso a tiempo discreto, son presentadas.

2.6.1. Caso a Tiempo Continuo

Se considera el siguiente sistema lineal, invariante en el tiempo, de una entrada y

una salida,
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y(t) = Cz(t) (2.47)

donde u(t) es una variable escalar, x(t) es el vector de estados de dimensién n, y y(t)

es también una variable escalar. La superficie deslizante se define como s(t) (2.48),

s(t) = {a(t)|Ga(t) = 0} (2.48)

s(t) define un hiperplano, asi, la teoria de control por superficie deslizante se basa en
mantener los estados del sistema z(t) en el hiperplano o superficie deslizante s(t) para

garantizar que el sistema sea estable.

Definicién 2.6.1.1: El sistema (2.47) es estable mientras los estados x(t) del
mismo se mantengan en el hiperplano s(t) (2.48) (Slotine and Li, 1991).

La ley de control capaz de cumplir este objetivo (llevar y mantener los estado del
sistema en la superficie deslizante) se deduce de la siguiente manera. Se calcula la
derivada de la superficie deslizante y esta debe ser igual a cero, como se muestra en
(2.49), donde se sustituye 2(t) de la ecuacion (2.47),

Gi(t) = GAx(t) + GBu(t) =0 (2.49)
Se despeja u(t) de (2.49)
u(t) = —(GB) 'GAx(t) (2.50)
Se reescribe,
u(t) = Feqx(t) (2.51)

donde

F,=—-(GB)'GA (2.52)
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La superficie deslizante se escoge entonces tal que el sistema en lazo cerrado, ante
la ley de control por retroalimentacion (o realimentacion) de estados (2.51), sea estable

en el hiperplano s(t), es decir,

#(t) = (A + BF.,)x(t) (2.53)

Gz(t) =0 (2.54)

Lo que garantiza que los estados z(t) sean estables.

Sea

s(t) = Gz(t) (2.55)

y sea la funcién candidata de Lyapunov definida como

V(t) = ~s2(t) (2.56)

Entonces la derivada de V (t) es

V(t) = s(t)s(t) (2.57)
usando (2.55) se tiene que,
V(t) = s(t)Gi(t) (2.58)
y usando (2.47),
V(t) = s(t)(GAz(t) + GBu(t)) (2.59)

Para garantizar la estabilidad del sistema segin la teoria de Lyapunov (Ogata,
2003), se debe entonces garantizar que V (t) sea definida negativa para todo t.

ST u(t) se escoge como

u(t) = Fa(t) (2.60)
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F=F,+Fp (2.61)

donde el i-ésimo elemento de Fp, f;, es

;7 (>0) para s(t)(GB)x;(t) <0

fi= 0 para s(t)(GB)z;(t) =0 (2.62)
fi (<0) para s(t)(GB)x;(t) >0

entonces V (t) es negativa y por lo tanto los estados del sistema son llevados en el hiper-
plano s(t). Es de notar que la ley de control obtenida es una ley de control conmutante,
por lo que se debe escoger una u otra para cada caso, generando asi la necesidad de
realizar un intercambio o “suicheo” (del inglés switching) dependiendo del estado de
la superficie deslizante. Cabe destacar que solamente un intercambio (“suicheo”) lo

suficientemente veloz hara que los estados se mantengan en dicho hiperplano.

2.6.2. Caso a Tiempo Discreto

Se considera ahora que la ley de control (2.60) se realiza de manera digital. La ley
de control es dada cada instante de muestreo k7j, donde Tj es el periodo de muestreo.
Asumimos que la ley de control digital u(¢) tiene un valor constante entre cada periodo

de muestreo (Isermann, 2003), esto es

u(t) =u, KTy <t<(k+1)Tp (2.63)

De la teorfa de sistemas a tiempo discreto (véase Seccién 2.1) se sabe que el sistema se

puede definir en espacio estados como,

Try1 = Py + Dy,

yp = Cxy (2.64)

donde zy = k1, Yk = Yk, P €s como en (2.3) y I' es dada en (2.4).

Anélogamente al caso continuo, la superficie deslizante s; para el caso discreto se
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define como,

S = Giﬂk (265)

donde G se disena de tal manera de que los estados del sistema permanezcan en s, = 0

para todo instante k. G se determina segun el siguiente Lema.

Lema 2.6.2.1: (Slotine and Li, 1991) La ley de control discreta para el sistema
(2.64) que cumple con el objetivo de que todos los estados del sistema permanezcan en

el hiperplano s; = s, para todo instante k es dada por

U = Fequ (266)

donde

F,=—(GD)'G(® - 1) (2.67)

Demostracién: (Slotine and Li, 1991) S{ s, = sg11, entonces sy = Sgr1 = Spi2 =
Esto conlleva a

lo cual equivale a (2.66).

Definicién 2.6.2.2: (Slotine and Li, 1991) El hiperplano, equivalente a G, debe

ser determinado tal que el sistema

Tpy1 = (@ —T(GD)'G(P — 1))y, (2.69)

Gap =0 (2.70)

sea estable.

Como (2.69) y (2.70) se pueden reescribir como
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o—z2I T |[a|
Sl )

donde xp.1 = zxy, G puede ser calculada asignando todas sus raices dentro del circulo
unitario z, i.e., |z| < 1. Entonces la ley de control que transfiera los estados del sistema

al hiperplano se puede determinar de la siguiente manera:
Sean Vj, v Asy definidas como:

Vi = =5t (2.72)

ASk = Sk+1 — Sk (273)

donde Asy, es la derivada discreta de Vj, (Ogata, 1995). Entonces la ley de control que

hace que V} se desvanezca es dada por el siguiente Lema.

Lema 2.6.2.2: (Slotine and Li, 1991) Si la ley de control satisface

1
SkASk—f—l < —§(A8k+1)2 (274)

para si # 0, entonces

Viyr < Vi (2.75)

Demostracién: (Slotine and Li, 1991) De (2.73)

Sk41 = Sk + Aspp

Elevando al cuadrado ambos lados se tiene
St = S+ 5K Asp + (Aspya)?

Substituyendo (2.74), (2.75) se obtiene.
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La ley de control que satisface (2.74) es dada segun:

ug = (Feq + Fp)wp (2.76)

donde F., es dada por (2.67) y Fp es una ley discontinua. Substituyendo (2.76) en
(2.63)

A3k+1 = GFFD[Ek (277)
Asi la ley de control que hace que el sistema en lazo cerrado sea estable es dada por el

siguiente Lema.

Lema 2.6.2.3: (Slotine and Li, 1991) Si la superficie deslizante satisface las con-
diciones de la Definicién 2.6.2.2, y la ley de control se escoge como en (2.76), donde
el valor absoluto del i-ésimo elemento de F)p, f;, es constante para todo instante, y lo

mismo ocurre para todo i, es decir,

£ = 1171 = fo. (2.78)

para i = 1,2, ...,n, entonces la ley de control

fo para (GT)sgrr; < —6;
fi= 0  para — & < (GD)spaip < 0 (2.79)
—fo para (GT)sgxy; > 0;

hace que el sistema sea estable, donde x;; es el i-ésimo elemento de x v d; es definida

co1mo

1 n
con una amplitud de fy limitada por

2R
GT' >0, [ty
donde ty; es el i-th elemento de ¢; que satisface Gt; =1, Gt; =0, t;Lt; (i # j).

0< fo<| (2.81)
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Demostracidén: (Slotine and Li, 1991) Sustituyendo (2.76), (2.67) en (2.64), Asji1

se reescribe igual a (2.77). Entonces,

SkASk+1 = Sk(GF)FDl’k (282)

SkASk-i-l = Sk(GF)[flaf%"'?fn]xk (283>

SkASk—f—l = 8k<GF) Z fzxkz (284)
7=1

Si alguno de los f;’s se escoge como fy 0 —fp por (2.79), entonces

SkASk+1 S - Z (Sz‘fz‘ (285)
j=1
1 n
SkASk41 < —§(GF)2(Z | fillzxal)? (2.86)
j=1
1 2
SkA$k+1 < —§(A8k+1) (287)

Colorario 2.6.2.1: Del Lema 2.6.2.2, Vi1 < Vj es obtenida. Y si |spxp| < 0;
(sk # 0) para todo i, entonces f; = 0 (i = 1,...,n), y Asgr1 = 0, lo que conlleva a
(2.69) y

Sk+1 = Sk 7£ 0 (288)

|skari| < O; significa que Gy, es casi igual a cero y xy decrece segun la Definicién
2.6.2.2.

Como puede observarse, tanto la ley de control a tiempo continuo, como la ley de
control obtenida a tiempo discreto son leyes conmutantes; es decir, existe més de una
ley de control para el mismo sistema, y se escoge una u otra dependiendo del estado
actual del sistema. Este intercambio entre las leyes de control genera comunmente el
efecto conocido como “chaterin” (del inglés chattering) (Slotine and i, 1991), el cual

es un comportamiento no deseado en los sistemas de control.
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Para un mejor entendimiento del control por superficie deslizante, el lector puede
referirse a la literatura presentada en (Furuta et al., 1988), (Furuta, 1990), (Slotine
and Li, 1991), (Furuta, 1993a), (Furuta, 1993b), (Misawa, 1997), (Mitic and Vukovic,
2004).

2.7. Control de Minima Varianza Generalizada Ba-

sada en el Concepto de Modo Deslizante

(GMVC-SMC)

El control (o criterio) de minima varianza generalizada (GMVC) presentado en la
Seccién 2.5 se modifica en esta seccién, bajo el concepto del control por superficie (o
modo) deslizante (SMC) para sistemas a tiempo discreto. Esta técnica de control fue
propuesta por (Furuta, 1990) (Furuta, 1993a) para dar simplicidad al procedimiento
de diseno de la ley de control conmutante obtenida en la Seccion 2.6.2.

En esta seccién, se considera el siguiente modelo de un sistema lineal, SISO, inva-

riante en el tiempo, con entrada wy y salida y, (2.89)

Az Yy, = 279B (27 Yy (2.89)
donde las siguientes condiciones aplican,
Condiciones 2.7.1:

1. Polinomios A°(271) y B°(27!) no tienen factores comunes.

2. El tiempo de retardo d es conocido.

El objetivo de la ley de control u es minimizar la varianza de la superficie deslizante
Sk+a (nueva variable manipulable), la cual se define en tiempo discreto de la siguiente

manera (Furuta, 1990),

Skra = C(27") Yhra — Thta) + Q27 (2.90)
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Los polinomios C(z71) y Q(z71), definidos como

Clz)=1+cz +ez 7+ +e2 ", (2.91)

Q=" = qo(1 —z7), (2.92)
deben ser disenados, 1 es la senal de referencia, y la senal de error e, es definida como:

er = Yp — Th- (2.93)

El polinomio C(z71) es Schur, por lo tanto la variable del error tenderd a cero
si (2.90) se mantiene en cero ante una senal de entrada constante. El polinomio
C(z7') puede entonces ser disenado asignando todas sus raices caracteristicas
dentro del circulo unitario del plano Z. Esta idea proviene de la teoria de control

por superficie deslizante para sistemas a tiempo discreto presentada en (Furuta, 1993a).

Para el algoritmo de diseno del controlador de minima varianza generalizada basada

en el concepto de superficie deslizante, la ecuacién (2.90) se puede reescribir como:

Sk+d = C(Zil)yker — C(Zil)Tker + Q(zil)uk (294)

Se definen dos polinomios, E(z71) y F(271),
F(z™") = fot fiz7 4 o4 famrz" (2.95)

Gz =go+ g1z + o+ Gmparz Y, (2.96)

que satisfagan la siguiente igualdad (2.97),
Clz ) =A"YE(EY) +279F(z) (2.97)
Se multiplica por yx.q la ecuacién (2.97)

Oz Nypra = A2 HE(E D Yhra + 2 F (2 ) yhsa
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C(z Vyrpa = A’z E(= yera + F (27 yi (2.98)

Se sustituye (2.98) en (2.94)

sira = A2 (27 E(E yera+ F(2 e — C(z7 ) rppa + Q27 uy (2.99)

La ecuacién del modelo (2.89) se expresa d pasos hacia adelante y se multiplica por el

polinomio E(z71),

E(z)A (2 Yykpa = 2 "E(z7) B (27 upta (2.100)
E(zHYA (2 Yypya = E(z7H)B (27 Huy, (2.101)

Sustituyendo (2.101) en (2.99),
spra = E(z7H)B (2 Yup + F(z Yyr — Oz Hrpga + Q2 Huy, (2.102)
Definiendo el polinomio G(2~1) como (2.103):
GizH=EYHYB(z"H)+Q(z1) (2.103)
entonces,

Spra = Gz Hup + F(z Yye — C(2 g (2.104)

El control de minima varianza generalizada necesario para llevar a cero la variable

manipulada sjq en (2.104), es dado por (2.105):
upy = —GzHF( Dy — C2 )T ksd] (2.105)

donde, los polinomios C(271) y Q(z71) son disenados (escogidos) de tal manera de

que el sistema de control satisfaga el siguiente Lema.
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Lema 2.7.1: (Astrom and Wittenmark, 1995) La condicién necesaria y suficiente
para que la variable de control u; haga que la variable manipulada s;.4 sea igual a

cero es que todas las raices del polinomio caracteristico del sistema en lazo cerrado,
T°(=71),

T =A"HQ0:" + Bz HC(= (2.106)

pertenezcan al interior del circulo unitario, y que los polinomios (Q,C), (A% C), y

(B° Q) no tengan ceros comunes fuera del circulo unitario .

Colorario 2.7.1: Debido a que A°(z7!) y B%(27') no tienen factores comunes y
que, Q(z71) y B%(27!) no tienen factores comunes inestables, de lo contrario T°(z71)

no serfa Schur, entonces G(27!) no tiene factores comunes inestables con B%(z7!).

Colorario 2.7.2: Para que el error tienda a cero, el polinomio C'(z71) debe ser
disenado tal que sea Schur; es decir, asignando todas sus raices caracteristicas dentro

del circulo unitario del plano-Z.

Colorario 2.7.3: El polinomio Q(z7!) = ¢o(1 — z71) debe ser diseniado tal que se
cumpla el Lema 2.7.1; es decir T°(271) sea Schur; esto se logra, ajustando la ganancia

qo tal que todas las raices de T°(271) estén dentro del circulo unitario del plano-Z.

Lema 2.7.2: El diseno de control de minima varianza basada en el concepto de
superficie deslizante, para el caso de un sistema de fase minima, se obtiene haciendo
Q(27') = 0; es decir gy = 0 en la ley de control (2.105).

La principal ventaja de esta técnica de control, es que la ley de control obtenida
para mantener los estados del sistema en la superficie deslizante es tnica, es decir, no
es conmutante como las leyes de control obtenidas en la Seccién 2.6, eliminando asi

cualquier presencia de “chaterin”.
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2.7.1. Ejemplo

Para ilustrar el procedimiento de disenio, considere el siguiente modelo de un sistema

de fase no minima,

(1—0,32"Yye = 2741 4 227 Yy, (2.107)

donde d = 2. Para el diseno de control los siguientes polinomios son disefiados (escogi-
dos):

Clz)=1+2z"1+0,252"2 (2.108)

Q(z7h) =40(1—2z71) (2.109)

usando la igualdad (2.97) y la definicién del polinomio G(z71) (2.103), se obtienen

F(z ™) =064 (2.110)

G(z™") =41 36,727 + 2,622 (2.111)

La Fig. 2.4 muestra la variable de salida (respuesta) y del sistema (2.107), la
variable de control u; y la variable de referencia r;. En este caso en particular, la senal
de referencia se escogié como una secuencia de escalones de 100 muestras (pasos) de
ancho, y de amplitud 1 comenzando desde 0,5.

Como puede observarse en la Fig. 2.4, la senal de salida sigue a la senal de referencia
en estado estacionario, con error cero. Cumpliendo asi el objetivo de seguimiento de
trayectoria. También se puede observar que esta ley de control no produce “chaterin”

en la senal de salida.

2.8. Control Auto-Ajustable Implicito

Los reguladores auto-ajustables (Self Tunning Control, STC) constituyen un tipo de
control adaptativo (Astrom and Wittenmark, 1995) muy popular en el que en funcién

del conocimiento que se tiene de la dinamica del proceso a controlar son capaces de
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3# k

1[!]? 2

Figura 2.4: Senales yi, 7 v ug.

ajustarse a si mismos. Este conocimiento se va actualizando en tiempo real de manera
que el ajuste se mantiene lo méas cercano posible al 6ptimo. Los reguladores auto-
ajustables intentan alcanzar el control éptimo (lo mejor posible) a partir de un tipo de
controlador prefijado y la informacién obtenida del proceso (sefiales de entrada, salida,
etc.).

Los reguladores auto-ajustables se basan en el principio de equivalencia cierta que
consiste en suponer que los parametros del proceso coinciden con los que se obtienen por
identificacién, de manera que se disena el controlador usando esos parametros. Como
el controlador se recalcula en cada paso (periodo de muestreo), y los pardmetros se
actualizan también en cada paso, el principio de equivalencia cierta no es una suposicion
demasiado arriesgada (Rodriguez and Bordéns, 2005).

La estructura general de un regulador auto-ajustable contiene tres partes diferen-
ciadas:

Algoritmo recursivo de identificacién: Este bloque se encarga de actualizar los
parametros en tiempo real de manera recursiva, es decir, usando la informacién pre-
viamente calculada y almacenada.

Mecanismo de adaptacién que desarrolla la tarea de diseno del regulador: Donde

se utiliza el modelo actualizado que se tenga de la planta. Al ser la estructura del
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controlador fija, disenar el controlador es equivalente a obtener los mejores valores de
los parametros de sintonia en base al modelo.
Regulador con parametros ajustables: Por lo general la estructura es fija y puede

ser cualquier tipo de controlador lineal en el que los pardmetros se puedan ajustar.

Entre los reguladores auto-ajustables se pueden distinguir dos tipos de algoritmos,
unos que identifican directamente los parametros de la planta y luego disenan el con-
trolador para cumplir con los requisitos o consignas deseadas (estructura explicita) y
otros que lo que hacen es estimar los parametros del controlador directamente sin pasar
por la estimacién previa de la planta (estructura implicita). Este documento, como su
titulo lo indica, se enfoca al diseno de controladores auto-ajustables del tipo implicitos;
es decir, se busca estimar los parametros del controlador del sistema.

En general, los algoritmos de estructura implicita son mas complicados desde
el punto de vista conceptual que los de estructura explicita. Para los reguladores
auto-ajustables implicitos se reparametriza el modelo de la planta y el controlador en
funcién de los pardametros del controlador. La Fig. 2.5 muestra el esquema de control
del sistema. Obsérvese en esta figura que no se esta pasando por la fase de diseno del
controlador sino que este se identifica, de manera que cumpla con las especificaciones
de diseno. El algoritmo de diseno, en forma general, puede plantearse como (Rodriguez
and Borddns, 2005):

/

CONTROLADOR
Ny Tl AJUSTABLE

REFERENCIA l )
4

» PLANTA >

. y

IDENTIFICACION
DEL MODELO
REPARAMETRIZADO

] COMPORTAMIENTO
DESEADO

Figura 2.5: Configuracién genérica de un regulador auto-ajustable implicito (Rodriguez
and Borddns, 2005).
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Algoritmo 2.8.1

1. Estimar los pardmetros del controlador (reparametrizado en base a los parametros
del modelo).

2. Calcular y aplicar la senal de control.

Colorario 2.8.1: Debido a que el algoritmo es recursivo, el mismo se debe repetir

para cada periodo de muestreo (cada paso o muestra) (Rodriguez and Bordéns, 2005).

En el caso de los reguladores auto-ajustables de estructura implicita se necesitan
menos célculos, pero la identificacion es mas dificil (pueden aparecer problemas de
convergencia con mas facilidad, lo cual no es deseable en algoritmos recursivos). Por
otra parte no siempre es posible obtener el modelo reparametrizado (caso de modelos
muy complejos).

Los algoritmos de minima varianza y minima varianza generalizada fueros los prime-
ros algoritmos de control usados con las estructuras de los reguladores auto-ajustables,
tanto explicitas como implicitas, y hoy en dia son consideradas teorias clasicas.

Una referencia recomendada para el estudio de los controladores adaptativos y los
reguladores auto-ajustables es el libro de Astrom and Wittenmark (1995). En este
libro se contemplan diferentes técnicas clasicas que forman las bases tedricas de este
tipo de controladores. Sin embargo, hoy en dia existe una gran cantidad de nuevos

algoritmos de control combinados con estructuras de reguladores auto-ajustables.

En el siguiente Capitulo 3, se presentan los fundamentos tedricos referentes a un
novedoso algoritmo de controladores auto-ajustables implicitos, que hace uso de los
desarrollos conceptuales del control de minima varianza generalizada basada en el con-

cepto de superficie deslizante.



Capitulo 3

Nueva Clase de Controladores

Auto-Ajustables Implicitos

Este Capitulo 3, se considera el capitulo central de este trabajo, donde se reco-
pilan y estandarizan los fundamentos tedricos referentes a un novedoso algoritmo de
controladores auto-ajustables implicitos, que hace uso de los desarrollos conceptuales
del control de minima varianza generalizada basada en el concepto de superficie des-
lizante expuesto en la Seccién 2.7. Por simplicidad, de ahora en adelante se denota a
este nuevo algoritmo como: Control Auto-Ajustable basado en el Criterio de Minima
Varianza Generalizada modificado bajo el concepto de Modo Deslizante, cuyas siglas
se denotaran en inglés para mayor generalidad del mismo, asi STC-GMVC-SMC signi-
fica Self-Tuning Control based on Generalized Minimum Variance Criterium under the
Sliding Mode Concept.

Este algoritmo de control propuesto por Patete (Patete et al., 2008c) se basa en
las teorias de control de minima varianza generalizada, control por superficie deslizan-
te, y la teoria de control auto-ajustable (control adaptativo). Desde entonces, varias
modificaciones y avances han sido publicados, sin embargo este tipo de teorias no son
actualmente transmitidas a estudiantes de pregrado debido al nivel de complejidad de
las mismas. Por lo general, las publicaciones en revistas, congresos, etc. que estan al
alcance del publico cientifico, incluyendo a los estudiantes, son presentadas de una ma-
nera compleja y concreta, a causa de la falta de espacio de redaccion, entre otras. Por
lo que es fundamental el preparar un material de las nuevas teorias de control desarro-

lladas, que esté acorde al nivel académico de los estudiantes de pre-grado, permitiendo
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esto que las mismas sean impartidas, analizadas y aplicadas desde tempranos pasos en
el area de sistemas de control.

Se elige como referencia para definir el nivel de profundidad y complejidad para
plantear los fundamentos tedricos del nuevo algoritmo la bibliografia comtinmente uti-
lizada por los estudiantes de Ingenieria de Sistemas, especificamente los de la opcion
Sistemas de Control, en la Facultad de Ingenieria, Universidad de Los Andes, para el
estudio y analisis de sus respectivos temas de sistemas control en las diferentes materias
de pre-grado. Estas referencias son: Ogata (2003), Ogata (1995), Isermann (2003), y
Furuta (1988).

Toda la teoria que se presenta en este capitulo esta basada en los conceptos tedricos
presentados en el Capitulo 2, y las siguientes publicaciones: Patete et al. (2008c), Patete
et al. (2008b), Patete et al. (2007), Patete and Furuta (2011).

3.1. Fundamentos Tedricos del Algoritmo de Di-
seno STC-GMVC-SMC para Sistemas Linea-

les

En el Capitulo 2, Seccién 2.7, el control de minima varianza generalizada (GMVC)
basado en el concepto de modo deslizante (SMC) fue presentado para el caso en que
todos los pardmetros del modelo (que representa el comportamiento del sistema) son
conocidos. Sin embargo, en la practica (realidad o implementacion fisica) los parametros
del modelo del sistema no son todos conocidos o no se conocen sus valores con precision,
por lo que alguna técnica de identificacién es necesaria para poder controlar el sistema
satisfactoriamente.

El modelo del sistema a considerar es un modelo lineal, SISO (Single Input Single
Output), y expresado a tiempo discreto a través de su ecuacién en diferencia (Ogata,
2003) (Furuta, 1988). Primeramente se debe repasar el algoritmo de diseno de control
de minima varianza generalizada (GMVC) basado en el concepto de modo deslizante
(SMC) presentado en la Seccién 2.7, para el caso en que todos los pardmetros
del modelo son conocidos, ya que el control auto-ajustable puede tomar (y es lo
recomendable) como valores iniciales para sus pardmetros de diseno los valores del
controlador nominal obtenidos a través de GMVC-SMC.
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Definicién 3.1.1: Se dice que el modelo de la planta o proceso es un modelo
nominal cuando todos los pardmetros del modelo son conocidos, de lo contrario se dice

que es un modelo con incertidumbre.

Definicién 3.1.2: Se dice que un modelo presenta incertidumbre paramétrica
cuando no se conocen con exactitud los valores de sus parametros. Se sabe o asume

conocida la estructura del modelo.

Definicién 3.1.3: : Se dice que el controlador (o control, o ley de control) es
un control nominal cuando todos los parametros del controlador son calculados en

base al modelo nominal, de lo contrario se dice que es un controlador con incertidumbre.

Se considera el siguiente modelo nominal (3.1) de un sistema invariante en el tiempo,

con entrada uy y salida yy,
A’ Yy = 279B (27 )y (3.1)
donde los polinomios A°(z7!) y BY(27') se definen como
AN =14+alz 4 a2+ . 4 ale
Bz h) =00+ 00 0022 )
con b # 0. Las siguientes condiciones aplican sobre el modelo (3.1),

Condiciones 3.1.1:

1. Polinomios A%(z71) y B%(27!) no tienen factores comunes.

2. El tiempo de retardo d es conocido.

Dada la superficie deslizante sj (3.2),

Skrd = C(271) Whrd — Thra) + Q27 uy (3.2)
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donde 7, es la senal de referencia. Los polinomios

Clz=1+crz 'tz 4+ .. +cz " (3.3)

Q") =q(l—2z7) (3.4)

se deben disenar segin los siguientes Lemas.

Lema 3.1.1: El polinomio C'(z7!) es definido como un polinomio Schur. Todas sus

raices caracteristicas estan dentro del circulo unitario del plano-Z (Furuta, 1993a).

Lema 3.1.2: El polinomio Q(z7!) debe ser disefiado tal que satisfaga el Lema
2.7.1. Es decir, todas las raices del polinomio caracteristico del sistema nominal en lazo

cerrado T°(z71),

(=) = A Q=) + Bz () (3.5)

pertenezcan al interior del circulo unitario. T7°(2~!) debe ser Schur, y que los polino-
mios (Q,C), (A% C), y (B, Q) no tengan ceros comunes fuera del circulo unitario

(Astrom and Wittenmark, 1995).

La senal de error e es definida como (3.6):
€k =Yr — Tk (3.6)
Los polinomios F(z71) y F(271) deben satisfacer la igualdad (3.7),
Clz ) =AYHE(E +27F(z Y (3.7)
El polinomio G(z7') se define como (3.8):
G(z) =E(z")B" (=) +Q(7) (3.8)

Asi, el control de minima varianza generalizada necesario para llevar a cero la
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variable manipulada sy, 4 (3.2) es dado por (3.9):
up = =Gz ) Py — Oz )resd] (3.9)

El algoritmo de diseno para el calculo de la ley de control nominal de minima

varianza generalizada bajo el concepto de modo deslizante es:

Algoritmo 3.1.1: GMVC-SMC para Sistemas Lineales

1. Dado el modelo nominal (3.1).

2. Dadas las condiciones 3.1.1.

3. Dada la superficie deslizante definida como en (3.2).

4. Disenar un polinomio C(27!) Schur (Lema 3.1.1).

5. Disefiar un polinomio Q(z71), tal que T°(z7!) sea Schur (Lema 3.1.2).
6. Calcular los polinomios E(z!) y F(z7!), segin la igualdad (3.7).

7. Calcular el polinomio G(z7!), segtin (3.8).

8. Obtener la ley de control nominal uy segin (3.9).

El Algoritmo 3.1.1 funciona siempre y cuando los parametros del modelo son
conocidos, asi el control puede ser disenado en base a los valores precisos del modelo.
Para el caso donde la estructura del modelo es conocida pero los parametros del
mismo no se conocen con precisién, caso que es muy comun de encontrar al momento
de implementar algoritmos de control, se propone el nuevo diseno quese denota como
STC-GMVC-SMC (Self-Tuning Control based on Generalized Minimum Variance
Criterium under the Sliding Mode Concept).

Sea el modelo del sistema (planta), con incertidumbre en sus pardametros, dado por
(3.10),

Az Yy = 274B(z Hug (3.10)
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donde los polinomios A(z71) y B(z7!) se definen como
AN =14az " +az? +..+a,2™" (3.11)

B(zil) =by+ bzt bz 2+ . Fbyz ™ (3.12)

Con by # 0, donde a; € [a; a;] y b; € [b; b, parai = 1,2,...,ny j=0,1,...,m

respectivamente.

Lo que significa que, a pesar de que los parametros del modelo no son conocidos,
los limites superiores e inferiores dentro de los cuales se encuentra el valor de cada
parametro son conocidos (o en su defecto asumidos). La estructura del modelo (orden
del modelo) también es conocida. Més especificamente, las siguientes condiciones se

deben cumplir:

Condiciones 3.1.2:

1. n y m son conocidos. Es decir la estructura del modelo es conocida.
2. El tiempo de retardo d es conocido.

3. Los limites inferior y superior (a;, b;, a@;, b;, parai=1,2,...,ny j=0,1,...,m)

et/ ) _J7

de los parametros de la planta (3.10) son conocidos.

Como los coeficientes a; y b; varian dentro del rango

VAN
)
S
IA
S

; (3.13)

IS

|

IA

po

IA

; (3.14)

entonces, los parametros nominales, para el modelo nominal (3.1), se obtienen a partir

de (3.10) como sigue:

(.): —_ .1
bj +b;
B =L~ (3.16)
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parai =1,2,...,ny 7 =0,1,...,m. Asi el modelo nominal (3.1) de la planta puede

ser obtenido.

Cuando los parametros de la planta no son completamente conocidos o precisos, en
el caso de los controladores auto-ajustables implicitos, los polinomios del controlador
G(z71) y F(z7") se pueden estimar, es decir, sea F'(z71) el estimado de F(z~1) y G(z7")

el estimado de G(271), asf

F(zY) = fot+ frzt 4 o4 faorz " (3.17)

Gz =G0+ 0z + o+ Gmyarz T, (3.18)

Para aplicar el algoritmo de un controlador auto-ajustable, se deben definir el
vector que contenga las senales medidas y el vector de los parametros a estimar
(Astrom and Wittenmark, 1995).

Sea,

45%‘ = [yku Yk—15 s Ye—n+1, Uk, -+, uk*7nfd+1]7 (319>

El vector que contiene la informacion de las senales medidas y las senales de control

(informacion conocida o que se puede conocer a cada instante). Sea

QT: [anfla"'afn—lvg()a---agm—i—d—l]a (320)

el vector que contiene los pardametros del controlador nominal (calculados segin los

valores de la planta nominal), y sea

éT: [anfb"'7fn717§07"~7§m+d71]7 (321)

el estimado de #. Es decir, contiene los parametros del controlador a identificar o

estimar.

Por lo tanto, el nuevo controlador auto-ajustable (basado en el control nominal
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(3.9)) usa los parametros estimados de la siguiente manera (Patete et al., 2008¢):
u, = =Gz HE Yk — C(27 Y rrdl, (3.22)

donde las estimaciones de los pardmetros de control estan dadas por la siguiente ecua-

cion,

Ih—10k—a
1+ @i Lr10k—a

y, I, es una matriz definida positiva que se actualiza cada instante o periodo de mues-

0, = 0, 1 +

[sk + C (27" — Gp_abrr], (3.23)

treo -
Fk—l ¢k—d¢k_drk—1

1+ ¢% Th1¢k—a

La estabilidad global del sistema en lazo cerrado se da al asegurar que para todo

Ty =Th  — (3.24)

k, la senal de entrada wug, la salida ¥, y el error e, estan acotados cuando la referencia
. es acotada. El seguimiento de trayectoria (referencia) se satisface cuando la refe-

rencia es o se hace constante, la salida y; sigue la referencia r, y el error e, tiende a cero.

Definicién 3.1.4: La estabilidad global del sistema en lazo cerrado se define para
|7x| < m, Vk, donde m, es una constante positiva, si |ug| < my, [ye| < my y lex| < me

Vk donde m,,, my y m, son constantes positivas.

Definicién 3.1.5: El seguimiento de la senal de referencia r; por la senal de
salida 1, se define para una referencia constante. Es decir, si r, = rg donde rg es una
constante, entonces el limy_,o.(yx — %) = 0, lo que implica que el limy_,o, e, = 0 en

estado estacionario.

Condicion 3.1.3:

1. La senal de referencia, r, es acotada.

La reformulacion del siguiente Teorema 3.1.1 y su respectiva demostracién estan
basados en los resultados publicados en Patete et al. (2008c). Cabe destacar que

no es de interés en este documento el analizar matematicamente la demostracion
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del teorema, debido a que esta primera etapa de documentacion de los fundamentos
tedricos para este nuevo diseno de control auto-ajustable se enfoca a estudiantes de
pre-grado. Por lo tanto, la demostracion de éste y los deméas teoremas se incluyen en
este documento como parte fundamental tedrica, cuyo andlisis matematico debe ser
considerado para un nivel de estudiantes mayor o igual al programa de maestria. Sin
embargo, en la medida de los posible se realizan analisis cualitativos, para que los
estudiantes de pre-grado puedan alcanzar un mayor entendimiento sobre el significado

de los resultados matematicos presentados.

Teorema 3.1.1: STC-GMVC-SMC Recursivo para Sistemas Lineales.
Dada una matriz definida positiva I'g y el vector de parametros inicial fo. Si la
estimacion 6, del controlador (3.22) satisface las ecuaciones recursivas (3.23) y (3.24),
bajo las Condiciones 3.1.1, 3.1.2, 3.1.3, para el modelo (3.10), entonces el sistema
global en lazo cerrado es estable, y la senal de salida seguird a la senal de referencia

en estado estacionario.

Lema 3.1.3: éo puede ser inicializado por los parametros del controlador nominal
calculados con G(z7 1) y F(z71).

Antes de continuar con la demostracién del Teorema 3.1.1, es importante tener

conocimiento sobre los siguientes Lemas (Lema 3.1.4 y Lema 3.1.5):

Sean A y C matrices cuadradas, de dimensiones n X n, sea B un vector 1 X n y sea

D un vector n x 1,

Lema 3.1.4: Matrix Inversion Lemma (Astrom and Wittenmark, 1995) (Golub
and Van Loan, 1996).

St A, C'y (C~'+DA~'B) son matrices cuadradas no singulares, entonces (A+BCD)

es invertible, y ademas se cumple que,

(A+BCD)'=A"1"—A'B(C™'+ DAT'B)"'DA™! (3.25)
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Demostracion del Lema 3.1.4: Por mutiplicacion directa se deduce que,

(A+ BOD)(A™' —A'B(C'+DA'B)'DA™) (3.26)

=1+ BCDA™ —B(C™'+ DA'B)"'DA™' = BCDA'B(C™' + DA™'B)"'DA"!

(A+ BOD)(A™' —A'B(C'+DA'B)'DA™) (3.27)

=1+ BCDA™' -~ BC(C™'+ DA'B)(C™' + DA™'B)'DA™

(A+ BOD)(A™' —A'B(C' +DA'B)'DA™ ) =1 (3.28)

En el caso especial donde C' es una matriz unitaria de dimension 1 x 1 la identidad

anterior se reduce a la ecuacién de Sherman Morrison.
Lema 3.1.5: Sherman Morrison Formula (Press et al., 1992).
Si A una matriz cuadrada no singular, y (1 + DA™!B) # 0, entonces (A + BD) es

invertible, y ademas

A'BDA™!
1+ DA-'B

Demostracién del Lema 3.1.5: Dado que DA™!B es un escalar y que puede ser

(A+BD)t=A""— (3.29)

factorizado, entonces, por multiplicacién directa se deduce que,

_, A'BDA!
AAT'BDA-' + BDA'BDA!
—1 -1
AA™ + BDA Y
AT'BDA™! BDA '+ BDA'BDA™!
(A+ BD)(A™ — )= 1+ BDA™ — i (3.31)

1+DA-'B 1+DA-'B
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A"'BDA-! 1+ (DA™'B)BDA™!
-1 _ -1
(A+ BD)(A 17 DA B DA—lB) I+ BDA DA B (3.32)
-1 -1
(A+ BD)(A™ — %) =1+BDA' -~ BDA™? (3.33)
A'BDA™!
A+BD) (A - ———— )= 34
(A+BD)A™ = 5 5) (3.34)

Demostracion del Teorema 3.1.1: La variable de la superficie deslizante s, 4 se

puede reescribir como
Skva = Gz g+ F(z e — C(z)rira + 64 iy (3.35)

donde ék =0 - ék Es decir, ék es el error entre el valor real del parametros 6 (el cual

es constante, fijo) y su valor estimado en cada instante k, 0.

Usando la ley de control (3.22), la ecuacién (3.35) da como resultado

Stvd = Of Orrd (3.36)

Se considera la siguiente funcién candidata de Lyapunov:

1 Lop
Vi = ész + §9kTr,;19k (3.37)

que es definida positiva sobre s;, y el pardmetro ;. La diferencia de tiempo de (3.37),
derivada discreta (Ogata, 2003), es

A Vi = Vi = Vi (3.38)

1 1 1~ ~ 1~ ~
AV = 552 - 53271 + §0£F;16k - 595—1FI;—119’€*1 (3.39)
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1
AV, = —532_1— (3.40)

1 - ~ ~ ~ 1 1~ ~ ~ -
5Ok = 0k 1) T,y (O = Oka) + 53 + 50, (T + Ty )0k — 6,14 61

1
AV, = —552_1— (3.41)

. 1y lap 0 s sp s s
é(ek — Hk,l)TFk_ll(Hk — (9]{71) + Sz — 58% + §9£<Fk - Fk_ll)ek + Hgl“k_llek — GkTFk_lﬁk,l

De (3.36), s2 es
Si = é]{(bkfd¢£_dék (342)

sustituyendo (3.42) en (3.41), se obtiene la siguiente relacién:

| 1 LC .
AV = —582_1 - 5(919 — Or—1)" Tt (0 — Or—1)+ (3.43)

1- L L N
595@21 — Tty = Guadh_ )bk + 05 Dty (O — Okt + D1 Gr—adby_ o)

Usando el Lema 3.1.4, la ecuacién recursiva dada (3.24) se reescribe como,

Ty =Tt — Dicidn—adi_o(Tit ) + dradh_q) " (3.44)
Iy =Th1 = Deagp—a(l + ¢;}F—drk—1¢k—d)_l¢£_drk—1 (3.45)
Pp = (0ph) + dr-adi_g) (3.46)

la inversa, de la relacién (3.46) produce
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O =T = drady g =0 (3.47)

lo que implica que el tercer término del lado derecho de (3.43) se anule (o tienda a cero).

A partir de (2.104), s; se puede escribir como,
sp= o 40— C(z ")y (3.48)

a continuacién, utilizando la ley adaptativa recursiva (3.23), la siguiente ecuacién se

obtiene,

O = O + e 10ra(1+ ¢f Tr10p_a) bt 40 — ékq) (3.49)

O = O 1 — Th10r—a(1 + dp_ Tk 10h—a) " OF_ ik (3.50)

como la siguiente relacién se cumple,
Ti1¢i-a(l + dp_qli106-a) ' = (I + Tic1Or—adh_aq) ' Th-10r—d (3.51)
por lo tanto, (3.51) se sustituye en (3.50), y se obtiene
(I + Tro10h-abh_a)0k = (I + Tho1r—adi_g) 01 — Tro10n—adf a0 (3.52)
ademds (3.52) se puede escribir como

O + Th1bh_adt_ g0k = Op (3.53)

Or — Oy + Fk—1¢k—d¢;;r,d9~k =0 (3.54)

lo que hace que el cuarto término de la derecha de (3.43) desaparece (se hace cero).

Por lo tanto, al usar las ecuaciones recursivas (3.23) y (3.24) en (3.43) para Vj

positiva y acotada, AV} se demuestra que es semidefinida negativa, es decir, AV, < 0
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de la siguiente manera:

Usando las ecuaciones recursivas (3.23) y(3.24) en (3.43) para k = 1 se obtiene la

siguiente relacién:,

1 1.~ = -
Vvl - Vb — —583 — 5(&1 — 00>TF0_1(61 — 90) (355)

Inicialmente 6; — 6, # 0, entonces V; — V) < 0 lo que implica que V| < V.

Para k = 2, . .
Vo + 58% + 5(@2 — 9~1)TF1_1(9~2 — él) =Vi<W (356)
Para k = 3, . |
Vs + 533 + 5((53 —0,) 051 (05 — 65) = Vs (3.57)

usando (3.56) y (3.57)
1 1,~ = 1A A 1 1,~ = PP
‘/3 + 583 + 5(93 . 92)TF2 1((93 — (92) + 58% ol 5((92 — 91)TF1 1(92 - (91) = ‘/1 < % (358)
Entonces para k = N se deriva la siguiente relacion

N
1 A oa S
W +3 D (551 + (O — 0 1) T (05 — 01)) < Vo < o0 (3.59)
k=2

La ecuacién (3.59) implica que sy y (éN - éN_l) desaparecen cuando N tiende a
infinito, AV}, es semidefinida negativa para todo k y la varianza minima generalizada
se reduce al minimo, lo que demuestra la estabilidad global de todo el sistema en lazo

cerrado.
Dado que el polinomio Q(z~!) est4 disefiado para satisfacer el Lema 3.1.2, entonces

para una referencia ry acotada, ocurre que la entrada wug, la salida y; y error e; son

acotados. Como se aprecia al multiplicar (2.90) por A(z™!)

Az D spra = AzHC (Y yera — A(zHC (2 D rpga + A(zHQ(2Huy (3.60)
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y usando (3.10)

A(z Nspea = Bz C(z Nue — A(zH)C (27 rea + Alz Q2 uy, (3.61)

se obtiene la siguiente ecuacion para la senal de control:
A(z7h)
AR+ C(z7)B(=7)

ACHCE
AGQED +CEBED™

Cuando k tiende a infinito, sxi4 se desvanece (tiende a cero) como se muestra en

Ur = 3k+d+ (362)

(3.59). Debido a que T°(27!) estd disennado Schur, entonces para una referencia acotada
Tk, Se prueba que uy es acotada para todo k. Esto es, sxi1q — 0 cuando k se acerca al

infinito, entonces (3.62) se convierte en
A(z"HC(ET
—1 —1 -1 1y Tkt
A(z"1)Q(z71) + C(z71)B(z71)
Como T°(z71)= A(z"1)Q(z!) + C(27')B(27!) es Schur, entonces para una senal de

referencia r; acotada, la senal de control uy sera acotada para todo k.

U =

(3.63)

Como la superficie deslizante se anula, ésta se puede escribir como en (3.64) y

despejando yg4 se obtiene (3.65)
C(z™) Yrsa = Tira) + Q2 Hup =0 (3.64)
1 Q="

Yk+d = mﬁwd - C(Zfl)uk

Como se demostré que uy es acotada y 7 también es acotada, entonces de (3.65) yx

(3.65)

es acotada para todo k, ademds de (2.93) e, es acotada para todo k. Asi la estabilidad

global del sistema en lazo cerrado estd asegurada.

Colorario 3.1.1: Especialmente cuando la senal de referencia es o se vuelve cons-

tante, r, = rg, entonces sy se aproxima a cero cuando k tiende a infinito, de (3.62) la
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senial de control u, tiende a ser constante, es decir, u, = ug_1. Esto implica que:

Q(z Hup =0 (3.66)

Entonces, a partir de (3.2), la senal de salida yj, se acerca a r¢, ademds, la senal de

error e, se aproxima a cero. Esto es,

C(z7")(Yrsa — Thea) = 0, (3.67)

Yk+d = Tk+d = To- (368)

Y la convergencia de la senal de salida ¥, estd asegurada a la senal de referencia

constante 7.

Observaciones 3.1.1:

= 6, no converge a 6, ya que AV, < 0 para todo k. Es decir, cada elemento de 0,

tiende a valores constantes previamente desconocidos.

= El rendimiento del sistema en lazo cerrado depende del diseno de los polinomios

C(z™1) y Q(z71), lo que lleva a un compromiso entre ellos.

El controlador auto-ajustable formado al combinar (3.22), (3.23) y (3.24) para
la planta (3.10) proporciona la estabilidad global del sistema en lazo cerrado al
asegurar que para todo k, las senales del sistema se muestran acotadas; es decir,
|ug| < M, |yk] < my v lex| < m. para una referencia acotada |ry| < m,, donde m,,
my, Me y m, son constantes positivas. Asi para una referencia constante, r, = 7o,

donde 7 es una constante, el limg_,o(yxr—7%) = 0 lo que implica que el limg_,o(€e;) = 0.

En base a los fundamentos tedricos planteados, se puede deducir el algoritmo de
diseno para el calculo de la ley de control adaptativa de minima varianza generalizada

bajo el concepto de modo deslizante como sigue:
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Algoritmo 3.1.2: STC-GMVC-SMC Recursivo para Sistemas Lineales
1. Dado el modelo de la planta con incertidumbre paramétrica (3.10).
2. Dadas las Condiciones 3.1.1, 3.1.2, 3.1.3.
3. Calcular el modelo nominal de la planta, segtin la ecuaciones (3.15) y (3.16).
4. Dada la superficie deslizante definida como en (3.2).
5. Disenar un polinomio C'(z7!) Schur.
6. Diseniar un polinomio Q(z71), tal que T°(z~!) sea Schur.
7. Calcular los polinomios E(z!) y F(z7!), segtin la igualdad (3.7)
8. Calcular el polinomio G(z7!), segin (3.8).
9. Obtener la ley de control nominal u; segin (3.9).
10. Obtener el algoritmo recursivo dado por (3.23) y (3.24), cada periodo de muestreo.

11. Obtener la ley de control auto-ajustable u; segin (3.22), cada periodo de

muestreo.

Como se puede observar, el Algoritmo 3.1.2, hace uso del Algoritmo 3.1.1, y toma
los valores de F(z71) y G(z7!) obtenidos, como los valores iniciales para la ley de
control auto-ajustable (2.105); es decir en k = 0, F(z™') = F(z ') y G(z7!) = G(z7V).

La representacion en Diagramas de Bloques del sistema en lazo cerrado auto-

ajutable se muestra en la Fig. 3.1.

3.1.1. Ejemplos

En esta seccién se presentan dos ejemplos para demostrar el comportamiento del
algoritmo recursivo, Algoritmo 3.1.2. Primero, se presenta un ejemplo académico de un
sistema con incertidumbres paramétricas, estable pero de fase no minima (Ejemplo 1).
En el siguiente (Ejemplo 2) se muestra el comportamiento del sistema para un planta

con incertidumbres paramétricas, inestable y de fase no minima.
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»| Ajuste de
Parametros

u, ZidB Vi

v d

Sy

Figura 3.1: Diagrama de Bloques del sistema en lazo cerrado auto-ajutable (STC-

GMVC-SMCQ).

Ejemplo 1

En la explicacién de este primer ejemplo, se sigue paso a paso el Algoritmo 3.1.2

para un mejor entendimiento del diseno y aplicacion de la ley de control propuesta.

Paso 1: Considere el siguiente modelo (3.69) de fase no minima con incertidumbres
paramétricas (no se conocen los valores especificos de sus pardmetros),
(1+ a1z Dy = 274 by + bz Huy, (3.69)

donde el retardo d = 2, y el intervalo de valores para cada parametro es dado como

sigue,
a; € [-0,5 —=0,1], by € [0,8 1,2], by € [1,4 2,6].

El modelo (3.69) es el modelo que se conoce (bien sea a través de modelado por
leyes fisicas o por técnicas de identificacién) de la planta o proceso, y es el que se le

denomina modelo real. Como se puede observar en (3.69), los valores de los parametros
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no son conocidos exactamente, en vez, se conoce el rango de valores dentro de los

cuales pueden estar los valor reales de los parametros.

Paso 2: La estructura del modelo es conocida, el tiempo de retardo es conocido, y el
rango de los valores de los parametros es conocido. Asi, las condiciones sobre el modelo
estan verificadas.

La senal de referencia se define como una senal acotada. Es una secuencia de

escalones de 100 muestras y de amplitud unitaria, comenzando desde 0,5.

Paso 3: Para calcular el modelo nominal de la planta o proceso, se hace uso de las
ecuaciones (3.15) y (3.16). Donde se obtiene (3.70),

(1 =032y = 2741 + 22y, (3.70)

El modelo nominal (3.70) permite obtener un modelo con valores especificos que per-
mite disenar el algoritmo de control nominal. Estos valores del modelo nominal no
son necesariamente los reales de la planta, pero si estan contenidos dentro del rango
conocido para cada parametro.

El algoritmo de control se disena sobre el modelo nominal (3.70), el cual se obtiene
de la informacién disponible del modelo real (3.69); luego el algoritmo de control es
aplicado o es implementado sobre la planta o proceso real, la cual se asume se comporta
como el modelo real presentado en (3.69).

Nétese que este es el mismo modelo (2.107) del Ejemplo 2.7.1, de las Seccién 2.7,
para el caso donde todos los parametros del sistema son conocidos, es decir, usando el
Algoritmo 3.1.1.

En este caso, para mostrar las simulaciones, se asume que el modelo real es re-
presentado por la siguiente ecuacién (3.71). Se puede observar que los pardmetros de

(3.71) poseen un valor definido dentro del rango conocido para cada parametro.
(10,52 Yy = 2741+ 2,327 Huy, (3.71)

Asi, el modelo (3.71) se asume como el real de la planta, en el caso de que el mismo
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fuese conocido con total precision.

Paso 4: Para el diseno de la ley de control, se tiene la superficie deslizante como en
(3.2).

Paso 5: Primeramente se disena un polinomio C'(271) que sea Schur (con todas sus

raices dentro del circulo unitario del plano z)

Clz)=1+42"+0,25:"2 (3.72)

Paso 6: Luego se disefia un polinomio Q(z~!) tal que, el polinomio caracteristico
del sistema en lazo cerrado T°(27') sea Schur. Esto se logra moviendo el valor de gy en

la ecuacién (3.4). En este caso se disenia Q(27') como en (3.73),
Q(z7!) =401 -z (3.73)
Paso 7: Usando la igualdad (3.7) se obtienen los polinomios F(z71) y E(z71).

F(z ) =064 (3.74)

E(z"" =1 (3.75)

Paso 8: De la definicién del polinomio G(z71) en (3.8), se obtiene el siguiente poli-

nomio de interés para el diseno de la ley de control nominal.
G(z™) =41 -36,72"" +2,6272 (3.76)

Paso 9: Asfi se tienen todos los polinomios de diseno necesarios para el controlador

nominal dado por la ecuacién (3.9).

Nétese que el control nominal (3.9) para el modelo nominal (3.70) fue disenado en la
Seccién 2.7.1 usando las ecuaciones (2.108) y (2.109), al igual que en este ejemplo.
En caso de no tener incertidumbres paramétricas en el modelo de la planta, es decir el

modelo nominal de la planta sea efectivamente el modelo que representa a la planta
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real, entonces basta con aplicar el control nominal (3.9) para obtener resultados

satisfactorios (como fue el caso del ejemplo en la Seccién 2.7.1).

Paso 10: Para uso del algoritmo de control auto-ajustable ((3.23) y (3.24)), I" es

inicializada con el valor de la matriz identidad, esto es: I'y = I.

Paso 11: Aplicar el disefio del control auto-ajustable STC-GMVC-SMC, donde los
polinomios F'(z7!) y G(27') obtenidos en (3.74) y (3.76) dan los valores iniciales para
F(z7Y) y G(z7") del controlador auto-ajustable recursivo (3.22).

En la Fig. 3.2 se muestra la respuesta del sistema (3.71), al ser controlado por
el control nominal (3.9), Algoritmo 3.1.1: GMVC-SMC para Sistemas Lineales, y el
controlador auto-ajustable (3.22), Algoritmo 3.1.2: STC-GMVC-SMC Recursivo para

Sistemas Lineales.

Yk-STC-GMVC-SMC
il

\ |

1

Yk-GMVC-SMC

10 20 30 Kk

-0.2 |

Figura 3.2: Respuesta del sistema 1 y senal de referencia ry, al usar el controlador
nominal GMVC-SMC (3.9) y el controlador auto-ajustable STC-GMVC-SMC (3.22)
para el modelo real (3.71).

Se puede observar en la Fig. 3.2, que el controlador de minima variancia genera-

lizada (3.9) es muy sensible ante las incertidumbres paramétricas, dando un error en
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estado estacionario bastante apreciable. Por el contrario, el controlador auto-ajustable
(3.22) puede adaptarse (mientras los pardmetros del controlador se identifican) a dichas
incertidumbres y compensarlas, tendiendo a un error de cero en estado estacionario.
El sistema en lazo cerrado es estable y ademas se cumple el objetivo del seguimiento
de trayectoria; es decir, la senal de salida y, (STC-GMVC-SMC) sigue a la senal de
referencia 7, en estado estacionario.

En la Fig. 3.3, se muestra la dindmica de la senal de control u; del controlador
auto-ajustable STC-GMVC-SMC (3.22) para el modelo real (3.71). Se puede notar
que es una dindmica que no presenta valores altos con respecto a la salida del sistema
y siempre permanece acotada. Debido a la estructura del polinomio Q(z~!), cuando la
salida del sistema alcanza el estado estacionario la senial de control se vuelve constante.

Es de observar que en este tipo de controladores el estado transitorio no es de
importancia relevante, como lo es en el caso de otros tipos de controladores comunes.
Ya que el objetivo del controlador es asegurar la estabilidad global del sistema en lazo
cerrado, y seguir la referencia en estado estacionario. Por lo tanto en estos casos no
se hace andlisis sobre las caracteristicas del estado transitorio de la dinamica de salida

del sistema.

0.1} {/ Uy

100 200 200 k

-0.05}

Figura 3.3: Dindmica de la senial uy del controlador auto-ajustable STC-GMVC-SMC
(3.22) para el modelo real (3.71).
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La Fig. 3.4 muestra el comportamiento de la superficie deslizante Sy, (3.2). La super-
ficie deslizante también posee un estado transitorio que ocurre mientras los parametros
son identificados y el error entre la senial de referencia y salida se va desvaneciendo
(tiende a cero). Como puede observarse, una vez que la superficie deslizante alcanza
el valor de cero y se mantiene en el mismo, es cuando la salida del sistema entra en
régimen permanente (estado estacionario). Validandose asi la teorfa y los resultados

obtenidos en la demostracion del Teorema 3.1.1 y explicadas en el Colorario 3.1.1.

0.000

100 200 300 k 100 150 2 250 SDU [0k
-01 Sk —0.002
™ Sk

—02 —0.004

-03 —0.006

-04 —0.008

-03 —0.010

Figura 3.4: (a) Dindmica de la superficie deslizante Sy (3.2). (b) Zoom de la sefial Sj.

Cuando los polinomios C'(z271), definido en (3.72), y Q(z™!), definido en (3.73), se
usan para calcular los polinomios F(27!) y G(z7!) del controlador 6ptimo (controlador
real); esto es, en base a los valores de la planta real (3.71), los siguientes polinomios
F(z7') y G(z7') son obtenidos.

F(zhH=1 (3.77)

G(z')=41-36,22"" + 3,452 (3.78)

La Fig. 3.5 muestra el comportamiento dindmico de los pardmetros estimados (iden-
tificados), y los pardmetros calculados para el controlador éptimo. Se observa que dichos
pardmetros no convergen a sus valores 6ptimos (reales), tal y como se expresé en las
Observaciones 3.1.1. Se puede observar ademas que los parametros se auto-ajustan cada
vez que ocurre un cambio en la referencia del sistema, lo que indica que la identificacion
de los parametros se realiza cada periodo de muestreo y depende del error (diferencia

entre la senal de entrada y la sefial de salida).



3.1 FUNDAMENTOS TEORICOS DEL ALGORITMO DE DISENO STC-GMVC-SMC PARA SISTEMAS

LINEALES 64
/_/"‘““"‘d_?_‘F\d_g—\-—“
1.5 ( 41.25
f& al.z =
1.4 gD ,7"‘"——/
41.15 /S
i S
i
1.2 0 e )/"f
ok
41.05 Jf\/_’ g
1.t [ / L
41
J 40.95
]{ 50 100 150 o
= a0.9
k 50 100 150 200
k
-25 5
-35.2 4.8
-25.4 gl 4.6 gZ
-35.8 a.a
8
-25.% e} 00
T
SRS
| . ~
&,
26.¢ e s
2.8 [ s —
6.4
2.6
50 100 150 200
50 100 150 zo0
o k

Figura 3.5: Comportamiento dindmico de los parametros estimados vs. los pardmetros
optimos calculados en base a la planta real.

Ejemplo 2

Los ejemplos que se presentan a continuacién y a lo largo del presente proyecto,
siguen los mismos pasos de los algoritmos presentados en cada seccion. Y el diseno de
la ley de control es analoga al disenio presentado paso a paso para el Ejemplo 1. Por

lo que para los siguientes ejemplos los célculos se muestran de manera mas directa.
Considere el siguiente modelo real de una planta inestable de fase no minima,

(14 a1z Dy = 27%4bo + bz My, (3.79)
donde d = 2, y el intervalo de valores para cada parametro es dado por
a; € [-1,5 —1,3], and b, € [1,1 1,3]

Usando (3.15) y (3.16), se obtiene el modelo nominal (3.80) (de manera anédloga a como

se obtuvo el modelo nominal en el Ejemplo 1).
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(1— 142 Yy = 2741 4+ 1,227 Huy (3.80)

En este caso, el sistema real es asumido como,

(1— 1,52y = 2741 4+ 1,327 Huy, (3.81)

El controlador nominal para el modelo nominal (3.80) se disena como:

Clzh)=1-122"+0,362"2 (3.82)

QzH=11-27Y (3.83)

y se obtienen los siguientes polinomios para el controlador nominal,

F(z) =064 (3.84)

G(z)=25—0,1z"1 +0,2422 (3.85)

F(z7') y G(z") dan los valores iniciales para F(z~') y G(z™'), respectivamente.

La Fig. 3.6 muestra la salida del modelo (3.81), al usar el control nominal (GMVC-
SMC) y el control auto-ajustable (STC-GMVC-SMC). La matriz I' es inicializada
como 'y = I. La senal de referencia es una secuencia de escalones de 300 muestras
y de amplitud unitaria, comenzando desde 0,5. El controlador auto-ajustable cumple
con el objetivo de estabilizar la planta en lazo cerrado y ademéds con el objetivo de
seguir la referencia en estado estacionario. Es decir, efectivamente el error en estado

estacionario tiende a cero como de demostré matematicamente.

Los ejemplos mostrados ayudan a visualizar el comportamiento del algoritmo auto-
ajustable respecto al tiempo. A través de las simulaciones se puede confirmar que: i) el
control auto-ajustable cumple con el objetivo primordial de garantizar la estabilidad
del sistema en lazo cerrado. Es decir, para una referencia acotada, las senales de salida,

control y error serdn acotadas. ii) el control auto-ajustable cumple con el objetivo de
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Vi - GMVC-SMC

| it
I ™ \ /

Yk - STC-GMVC-SMC

Figura 3.6: Senal de salida y;, y referencia ry al usar el control nominal GMVC-SMC
y el control auto-ajustable STC-GMVC-SMC para el modelo real (3.81).

seguimiento de referencia en estado estacionario. Esto significa que el error en estado
estacionario tiende a cero y la senal de salida del sistema sigue a la senal de referencia.

El algoritmo auto-ajustable presentado en esta seccién puede ser usado de manera
general para sistemas lineales, SISO, invariantes en el tiempo, de fase minima o de fase

no minima, estables o inestables.

3.2. Fundamentos Teodricos del Algoritmo de Di-
seno STC-GMVC-SMC para Sistemas Lineales
Auto-Regresivos (AR) en presencia de ruido

blanco

El problema de diseno para un sistema de control se reduce basicamente en hacer
que el sistema en lazo cerrado se comporte como un sistema deseado. Si las dinamicas
del proceso y las senales de perturbacion (o ruido) que afectan al sistema son conocidas,

entonces el controlador puede ser disenado de tal manera de que éste haga que el
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sistema en lazo cerrado se comporte como es deseado (cancelando, eliminando o com-
pensando las senales de perturbacién). La mayoria de los algoritmos de control se basan
en que el sistema puede ser representado por un modelo lo suficientemente “cémodo”,
sin embargo, en la realidad al implementar dichos controladores sobre las plantas las
perturbaciones o ruidos inherentes en el sistema no son conocidos (no son medibles),

por lo que el modelo “comodo.® ideal no representa el comportamiento del sistema real.

En esta Seccién 3.2, el controlador auto-ajustable presentado en la seccion anterior
3.1 es extendido al caso de modelos de sistemas lineales en presencia de ruido. Dos
tipos de modelos son estudiados, los modelos: modelos ARX (Auto-Regressive with

auXiliary imput) y modelos CARMA (Controlled Auto-Regressive Moving Average).

3.2.1. Modelos ARX

Uno de los modelos auto-regresivos en presencia de ruido mas simples es donde
el valor actual de la salida es una funciéon de sus valores anteriores, los valores pasa-
dos del controlador y el valor actual de la variable de ruido o perturbacién. Como el

representado en la ecuacién (3.86),

A%z Ny = 27 B (2w + & (3.86)

donde & representa la senal de ruido blanco (white noise) definida como:
E{&=0

0 para i#j

Ee{¢;&} = 65,07, con 6 = { 7
1 para i=7j

E¢ denota la esperanza (operador estocéstico) respecto a .

El modelo del sistema a ser considerado en esta Seccién 3.2.1 es representado por
(3.87),
Az Dy = 2Bz Huy + & (3.87)

donde el modelo nominal de (3.87) es dado por (3.86).



3.2 FUNDAMENTOS TEORICOS DEL ALGORITMO DE DISENO STC-GMVC-SMC PARA SISTEMAS
LINEALES AUTO-REGRESIVOS (AR) EN PRESENCIA DE RUIDO BLANCO 68

Condicion 3.2.1.1:

1. El modelo en presencia de ruido blanco (3.87) satisface el Lema 2.7.1 al calcular

la esperanza de dicho sistema en lazo cerrado respecto a &.

Colorario 3.2.1.1: Condicion 3.2.1.1 expresa que, la condicién necesaria y suficien-
te para que la variable de control E¢{u;} haga que la variable manipulada E¢{sj+q}

sea igual a cero es que todas las raices del polinomio caracteristico del sistema en lazo
cerrado, Ec{T°(z")},

EAT (=7} = E{A(=7)Q(=™") + B"(=7)C(= 1)} (3.88)

pertenezcan al interior del circulo unitario, y que los polinomios (Q,C), (A% C), y

(B°, Q) no tengan ceros comunes fuera del circulo unitario (Astrom and Wittenmark,
1995).

La representacién del sistema (3.87) en Diagramas de Bloques se muestra en la
Fig. 3.7.

Si

| —

uk Z—dB y];

A =O L

Figura 3.7: Sistema en presencia de ruido blanco.

Usando la definicién de s;y4 dada en (3.2), sgyq se reescribe como:

skra = Gz Dup + F(z ye — C(27)riga + E(z7)kra (3.89)
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para obtener (3.89), se usé la ecuacién del modelo ARX (3.86) y la identidad dada en
(3.7).

Tomando en cuenta que se pueden conocer los valores futuros o de prediccion del
ruido blanco (esto es 11, Epra, - - - 5 Ekra), POT lo tanto, estos no pueden ser controlados
por la senal de control uy; entonces la ley de control que hace que sx1q = 0 es la misma
dada en (3.22). Si la senal de control (3.22) es usada para el modelo nominal (3.86),

entonces

Skrd = E(27) &kt (3.90)

Debido a que el grado del polinomio E(z7!) es d — 1, segtn los cdlculos de la
identidad dada en (3.7), entonces al usar la ley de control (3.22), la superficie deslizante
Sk+a €n (3.90) depende solamente de los valores medidos futuros de &, por lo que (3.22)
es control de minima varianza para la salida yy.

El modelo en presencia de ruido blanco (3.87) es estable en lazo cerrado, y la salida

sigue a la referencia si se satisface el siguiente teorema.

Teorema 3.2.1.1: STC-GMVC-SMC-ARX Recursivo para Sistemas
Lineales Dada una matriz definida positiva Ty y el vector de pardmetros inicial 6.
Si la estimacién ), del controlador (3.22) satisface las ecuaciones recursivas (3.23)
y (3.24), bajo las Condiciones 3.1.1, 3.1.2, 3.1.3, y 3.2.1.1, para el modelo (3.87),
entonces el sistema global en lazo cerrado es estable, y la senal de salida seguira a la
senal de referencia en estado estacionario, al calcular la esperanza de dicho sistema en

lazo cerrado respecto a &.

Lema 3.2.1.1: 6, puede ser inicializado por los parametros del controlador

nominal calculados con G(z7!) y F(z71).

La demostracién del Teorema 3.2.1.1 es andloga a la demostracién del Teorema
3.1.1. En este caso se debe tomar en cuenta que debido a que el modelo con incer-
tidumbres paramétricas (3.87) estd en presencia de ruido blanco, entonces se usa el

operador estocastico para calcular la esperanza de las variables involucradas en el
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sistema en lazo cerrado.
Demostracién: Usando la ley de control (3.22), s, se reescribe como

sy = oL 0k + E(z"H)E, (3.91)

Considerando la siguiente funcién candidata de Lyapunov:

1 1~ -
Ee{Vi} = Ee{gst + 500 Ty "0} (3.92)

La diferencia en el tiempo (3.92) es:

E{AVi) = Ee{Vi — Vi) (3.93)

Primeramente, V, — Vi._; es calculada como:

1 1 lop oy~ 1 ~

E{ AV} = §si — 55%,1 + Eegr,;lek - 595,;,;_119,%1 (3.94)
1

E{AVy} = —§Sz_1— (3.95)

1. . 1, 1. o
5Ok = 0k1) T,y (O = Oka) + 57 + 50, (T + Ty )0k — 6T 01

1
E{AVi} = —5 sk (3.96)

S T Lo
ési—l - 5(9k —01) Tt (6 — 1) + 57+ §9£(Fk R SR [T BT
de (3.91), s2 es

§2 = OF dp_adl_ 0k + 2E (2ot 0k + (E(z71)&,)? (3.97)
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Sustituyendo(3.97) en (3.96), entonces se tiene la siguiente relacién

1~ ~ 1 1, - U
AV =50, (0 =Ty = Skadi_a)bk = 551 = 50k = 062) Ty (0 — O5r) (3.98)

1 ~ L B
+§<E(2_1)§k)2 + HZF,;_ll(Qk — O + Tho1Br—adp_abr + Tho10h_g E(z71)E)

El siguiente término en (3.98)

1 - 3 3 -
§QZ(Fk L kall - ¢k—d¢Z—d)9k

se hace cero al usar la ecuacién recursiva (3.24) tal y como fue demostrado en el
Teorema 3.1.1 (donde se hizo uso del Lema 3.1.4).

De (3.98), el término
it (O — Ory + Troar—adh bk + Troadf 4B (27 1)&k)

se hace cero al usar la ecuacién recursiva (3.23), como se muestra a continuacion

Or — Or_1 + Fk71¢k7d¢£_dék +Tho10p_gE(z & =0 (3.99)
O + Tr10h_adt_ 40k = Oy — Do 16p_4E(z7 ))& (3.100)
(I + The1r—adh )0k = (3.101)

Tt BN+ (T +Th1¢p—adt )0k — Trr1br_adi_ 40k

O = Or_1 + Te10r—a(l+ ¢p_yTh10k—a) " (of_q(0 — ék—l) + E(27Y&) (3.102)

Observando de (3.89) que,

sp=0p 40 —Clz e+ E(z" & (3.103)
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se deduce (3.23).

Si las ecuaciones recursivas (3.23) y (3.24) son usadas en (3.98), entonces

1 1~ = ia 1
AV, = —§5i—1 - 5(9’“ = Ok1) T Ly (O — Ox1) + §(E(Z_1)§k)2 (3.104)

De (3.91), s2_, es

§2 1 =08 Oh a1t g 1O + 2Bz 100 g 1Ok + (BE(z7)&1) (3.105)

Sustituyendo (3.105) en (3.104), entonces
1~ - L
AV = =50k — Or—1)" T2 (O — O—1) (3.106)
1 -~ .
_5(91{—1%—(1—@%—(1_19%1 +(B(z)&)?)
_ 1
—E(z )& 10h_q k-1 + S (B(z7H)&)°

2

Tomando la esperanza de (3.106) con respecto a la senal de ruido blanco £, entonces

1~ - . 1- i
E{AVi} = =50 — Or1) Ty (0 — Or1) — 59;{_1%—(1—19255_(1_1%—1 (3.107)
Si las ecuaciones recursivas (3.23) y (3.24) son usadas en (3.98), entonces

EA{AV;} <0, lo que implica que la esperanza de s, se hace cero y 0, tiende a una

constante mientras k tiende a infinito.

Como C(z7') y Q(27') son disefiados de tal manera de satisfacer el Lema 2.7.1,
entonces para una referencia acotada |ry| < m, y una sefial de ruido blanco (media
cero) &, se tiene que la senal de control uy, la senal de salida vy, y la senal de error ey
serdn acotadas. Multiplicando (2.90) por A(z71) y usando (3.87), se obtiene la siguiente

ecuacion para uy

AHC(ETY
Az Q=) + C(z71)B(27)

g = S (3.108)
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A(z7h) o C(z™) ¢
AENQET + CNB(E) " A Q(1) + C(z1)B(2—1) >

Al calcular la esperanza E¢{uy} en (3.108), E¢{sy} se hace cero cuando k tiende a
infinito, entonces E¢{|ux|} < m, y de (2.90) Ee{|yx|} < my, asi E¢{|ex|} < m.. Por lo
tanto, la estabilidad global del sistema en lazo cerrado es asegurada en el sentido de

la esperanza con respecto a &.

Colorario 3.2.1.2: No se necesita mayor informacién a-priori sobre la senal de
ruido blanco, excepto que debe ser de media cero. Mientras la senal de ruido blanco
tenga media cero, la estabilidad global del sistema en lazo cerrado es asegurada, en el

sentido de la esperanza con respecto a &.

Algoritmo 3.2.1.1: STC-GMVC-SMC-ARX Recursivo para Sistemas Li-

neales

1. Dado el modelo de la planta con incertidumbre paramétrica en presencia de per-

turbacion del tipo ruido blanco (3.87).
2. Dadas las Condiciones 3.1.1, 3.1.2, 3.1.3, y 3.2.1.1.
3. Calcular el modelo nominal de la planta, segin la ecuaciones (3.15) y (3.16).
4. Dada la superficie deslizante definida como en (3.2).
5. Diseniar un polinomio C'(z~!) Schur.
6. Disefiar un polinomio Q(z71), tal que E¢{T°(2')} sea Schur.
7. Calcular los polinomios E(z7!) y F(z71), segtin la igualdad (3.7)
8. Calcular el polinomio G(z7!), segin (3.8).
9. Obtener la ley de control nominal uy segin (3.9).

10. Obtener el algoritmo recursivo dado por (3.23) y (3.24), cada periodo de muestreo.
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11. Obtener la ley de control auto-ajustable u; segin (3.22), cada periodo de

muestreo.

3.2.2. Modelos CARMA

Considere el modelo CARMA (3.109), el cual tiene incertidumbres paramétricas:

Az Yy = 274B(z Dy + D (27 H&, (3.109)

donde los polinomios A(z71), B(z7!) y D°(27!) se definen como:

A D =1+az +az 4+ ..+ a2z, (3.110)
Bz =by+ bzt 4 bz 2+ A bz, by # 0, (3.111)
Dz Y =1+d0t +dd2 2+ ... +d)2, (3.112)
donde a; € [a; a;] y b; € [b; b;] parai=1,2,...,ny j=0,1,...,m respectivamente.

Condiciones 3.2.2.1:

1. El polinomio D°(z7!) es conocido.

2. El polinomio D°(27!) es Schur.

Obsérvese que a pesar de que el modelo CARMA (3.109) tiene incertidumbres
paramétricas, el polinomio D°(z™1) es conocido. Es decir, los polinomios A(z~!), B(z™1)
pueden tener incertidumbre paramétrica, sin embargo, el polinomio D°(z1) es conocido
con precision (o se asume conocido).

Las senales y, y u; son redefinidas como senales filtradas de la forma:

/ 1
Y = D0<271)yk‘7 (3113)
y
/ 1
ul, = (3.114)
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Asi el modelo (3.109) es (3.115)

Az Yy, = 279B(z Yy, + & (3.115)

Note que este modelo (3.115) tiene la misma estructura que el modelo auto-regresivo
(3.87). Si las senales filtradas y, y u, son usadas en el disefio en vez de vy, v u,

respectivamente; entonces el siguiente teorema puede ser enunciado.

Teorema 3.2.2.1: STC-GMVC-SMC-CARMA Recursivo para Sistemas
Lineales. Dada una matriz definida positiva I'g y el vector de pardmetros inicial éo.
Si la estimacién 6 del controlador (3.22) satisface las ecuaciones recursivas (3.23) y
(3.24), bajo las Condiciones 3.1.1, 3.1.2, 3.1.3, 3.2.1.1 y 3.2.2.1, para el modelo (3.115),
entonces el sistema global en lazo cerrado es estable, y la senal de salida seguira a la
senal de referencia en estado estacionario, al calcular la esperanza de dicho sistema en
lazo cerrado respecto a &. Donde las senales filtradas y,; y u;C son usadas en vez de y

V Uy, respectivamente.

Lema 3.2.2.1: éo puede ser inicializado por los parametros del controlador

nominal calculados con G(z7!') y F(z71).

La demostracion del Teorema 3.2.2.1 es la misma demostraciéon del Teorema

3.2.1.1, usando las senales filtradas y;c y u;c en vez de yi y uy, respectivamente.

Algoritmo 3.2.2.1: STC-GMVC-SMC-CARMA Recursivo para Sistemas

Lineales

1. Dado el modelo de la planta con incertidumbre paramétrica en presencia de per-
turbacion del tipo ruido blanco (3.115).

2. Dadas las Condiciones 3.1.1, 3.1.2, 3.1.3, 3.2.1.1 y 3.2.2.1.
3. Calcular el modelo nominal de la planta, segin la ecuaciones (3.15) y (3.16).
4. Dada la superficie deslizante definida como en (3.2).

5. Diseniar un polinomio C'(2~') Schur.
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6. Disefiar un polinomio Q(z71), tal que E¢{T°(2')} sea Schur.

7. Calcular los polinomios E(z7!) y F(z71), segtin la igualdad (3.7)
8. Calcular el polinomio G(z7!), segtin (3.8).

9. Obtener la ley de control nominal u; segin (3.9).

10. Obtener el algoritmo recursivo dado por (3.23) y (3.24), en cada periodo de

muestreo.

11. Obtener la ley de control auto-ajustable u; segin (3.22), cada periodo de

muestreo.

3.2.3. Ejemplo

Para mostrar el comportamiento del Algoritmo 3.2.1.1, se considera el mismo mo-
delo real (3.69) y nominal (3.70) analizado en la Seccién 3.1.1 para el caso donde no
existe presencia de perturbaciéon. Sin embargo, en esta seccion, el modelo real estd su-
jeto a presencia de perturbacion del tipo ruido blanco, por lo que el modelo real se

expresa,

(1 =052 Yy = 271 + 2,327 Hug + & (3.116)

cuyo modelo nominal es dado por
(1 =032y = 2741 + 22y, (3.117)

La ley de control basada en el modelo nominal del sistema fue calculada en la Seccion
2.7.1 y luego presentada nuevamente en la Seccién 3.1.1. Es decir, se disefian C'(271) y
Q(z71) como sigue,

Clzl)=1+42z"+0,25:"2 (3.118)

Q(z1) =40(1—2z71) (3.119)

Luego, usando la igualdad (3.7) y la definicién del polinomio G(27') en (3.8), se
obtienen
F(z1) = 0,64, (3.120)
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G(z') =41 -36,7271 +2,6272 (3.121)

Para el uso del algoritmo auto-ajustable STC-GMVC-SMC-ARX, los polinomios
F(z') y G(z') obtenidos en (3.120) y (3.121) dan los valores iniciales para F(z~1)
y G(z1) del controlador auto-ajustable recursivo (3.22).

La Fig. 3.8(a) muestra la salida del sistema en lazo cerrado para el modelo (3.116),
usando el algoritmo recursivo STC-GMVC-SMC-ARX. La condicién inicial para I' es la
matriz identidad, esto es 'y = I. La senal de referencia es una serie de escalones de 100
muestras de ancho, y la senal de ruido blanco, &, es del tipo Gausiana, & ~ N(0;0,1).

En la Fig. 3.8(b) muestra el comportamiento de la superficie deslizante s; y la ley de

control uy,.

Yk

P8

-0 _5 L
T ‘160. - ‘ZD‘DA H ABD‘U. H ‘460‘ ‘k
(b}
0.5 ¢ uk
’ P(\MMW v"hf%w W@J meWk J‘\) Wi JJWW {VWF o mrwm
B
. -1
-1.5
. 160 260 360 460 k

Figura 3.8: (a): Senal ygy senal r. I'o =Ty & ~ N(0;0,1). (b): s y uy
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La varianza de la senal de ruido es aumentada a & ~ N(0;0,25), y el resultado
se muestra en la Fig. 3.9. Luego, para analizar su comportamiento, es nuevamente

aumentada a & ~ N(0;0,5), y se muestra la simulacién en la Fig. 3.10.

(a) “ ( yk ATRARRT “’“’"
ﬁ il ”\ il i
= D . Lf | lma,A | h",’,u!l"llu !

| LA LA
TP

100 200 300 400 k

Figura 3.9: (a): Senal y; y senal ry. I'o = I y & ~ N(0;0,25). (b): s, y ug

Como se puede observar, el algoritmo auto-ajustable STC-GMVC-SMC-ARX no
elimina las perturbaciones de ruido blanco presentes en el sistema. Mientras mayor sea
la varianza de dicha perturbacién, mayor sera el ruido en la senal de salida del sistema
controlado, ya que es directamente proporcional. Esto es debido a que la superficie
deslizante no se hace cero cuando el sistema esta sujeto a perturbaciones, tal y como

se indico en la ecuacién (3.90).
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Figura 3.10: (a): Senal y; y senal . g = 1 y & ~ N(0;0,5). (b): sg y ug

3.3. Fundamentos Tedricos del Algoritmo de Di-
seno STC-GMVC-SMC para Sistemas Lineales
Variantes en el Tiempo (VT)

Muchas veces los procesos de control presentan parametros variantes en el tiempo,
siendo este tipo de procesos uno de los motivos por el cual surge el concepto de control
adaptativo o auto-ajustable. En general, la metodologia usada por el control adaptativo
para los sistemas variantes en el tiempo es tratar los efectos de la variacion de los
parametros como una perturbacién no modelada, para que asi el problema se convierta
en un problema de robustez. Esta metodologia ha sido aplicada a sistemas lineales

variantes en el tiempo, donde los parametros del modelo varian de manera suave y lenta,
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o cuando se presentan discontinuidades abruptas (por ejemplo saltos) no frecuentes.
En las secciones anteriores (Seccién 3.1 y Seccién 3.2), el modelo del sistema se con-
sideraba con incertidumbre paramétrica, pero los parametros del mismo eran constan-
tes. En esta seccion, se considera que los parametros del sistema pueden o no presentar
incertidumbre paramétrica y ademads sus parametros pueden variar con el tiempo de
manera suave y lenta, o tener cambios abruptos infrecuentes.
Ademas se estudia y presenta el caso donde el modelo variante en el tiempo también

puede estar sujeto a la presencia de perturbaciones del tipo ruido blanco.

3.3.1. STC-GMVC-SMC-TYV para el Caso Libre de Perturba-
cion

Una de las metodologias usadas en la teoria de control para atacar el problema de

la presencia de parametros variantes en el tiempo, es incluir dentro de las ecuaciones

recursivas del STC el denominado factor de olvido. Este factor de olvido funciona

de tal manera, que los valores recientes tienen mas peso o importancia a los valores

pasados; es decir, se van olvidando (por decirlo de alguna manera) los valores pasados.

Sea el modelo del sistema real (planta), con incertidumbre en sus parametros, dado
por (3.122),

Az Yy = 274B(z Dy (3.122)

donde los polinomios A(z71) y B(z7!) se definen como

AN =14amz " +amwz + .+ amz ", (3.123)
B(z™) = box + bigz ™"+ bopz 2 A o+ Dz ™, b £ 0, (3.124)
donde a;; y b, para i = 1,2,...,ny j = 0,1,...,m, son constantes o pueden ser

funciones acotadas variantes en el tiempo.

Condiciones 3.3.1.1:

1. Los parametros, variantes o cambiantes en el tiempo, desconocidos del modelo
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real (3.122) deben ser acotados para todo k.

2. El vector de parametros variantes en el tiempo 6, se representa a través del

siguiente modelo,
Or = Or—1 + M, (3.125)

donde 7, es considerada una senal variante en el tiempo de media cero. Asi,

Ey{0x} = Ep{0k-1}, (3.126)

donde £, denota la esperanza con respecto a 1.

Teorema 3.3.1.1: STC-GMVC-SMC-TV Recursivo para Sistemas Linea-
les. Dada una matriz definida positiva Iy, el valor del factor de olvido p (0 < p < 1)
y el vector de pardmetros inicial 6. Si la estimacién 6 del controlador (3.22) satisface
las ecuaciones recursivas (3.127) y (3.128), bajo las Condiciones 3.1.1, 3.1.2, 3.1.3, y
3.3.1.1, para el modelo (3.122), entonces el sistema variante en el tiempo en lazo cerra-
do es estable, y la senal de salida seguira a la senal de referencia en estado estacionario,

al calcular la esperanza de dicho sistema en lazo cerrado respecto a 7. Donde,

A A Fkfl¢kfd 1 T A
0, =60,_1+ s +C(z 7y — i 05— 3.127
e = Or—_1 M+¢£_drk71¢kfd[ k (27K — G gbr—1] ( )
y
1 Lho10k—a®t_gLk-1
'y = —(I'p_1 — 3.128
g M< o A & Tr10k—a ( )

Lema 3.3.1.1: éo puede ser inicializado por los parametros del controlador

nominal calculados con G(z71) y F(z71).

Demostracién: Usando la ley de control (3.22), sj4 se reescribe como

Sk+d = ngék-i-d (3129)

donde

O, = 0r, — 0, (3.130)



3.3 FUNDAMENTOS TEORICOS DEL ALGORITMO DE DISENO STC-GMVC-SMC PARA SISTEMAS
LINEALES VARIANTES EN EL TiEMPO (VT) 82

La funcién candidata de Lyapunov es dada como:

1 Lop o
E,{Vi} = En{§sg + 59,{F,;19k} (3.131)

La diferencia respecto al tiempo de (3.131) es:

donde p es el factor de olvido, 0 < p < 1.
Observacion 3.3.1.1: El uso del parametro p en la funciéon candidata de
Lyapunov (3.132) es similar a la introduccién de un factor de olvido en el conocido

algoritmo de los minimos cuadrados Astrom and Wittenmark (1995).

Entonces, AV}, se reescribe como

1 1 1~ - 1~ ~
Vk - ,U,Vk,1 = 58% — ésiflu -+ §9£F;16k -3 59,@;,;_119;6,1# (3133)
1 -~
Vk — m/k_l = _§<0k_ (3134)
n Tr-1 (n n 12 12 1~T -1 -1 n nTr—1 p
Ok-1)" )21 Ok — Op—1 ) + 2%k T 58k-1H + §9k (T + T2k — 0,11 Ok
Lo L5 ) Ty-1 (p )
V}g — ,uV}g_l = —§sk_1,u — §(Qk — Qk—l) Fk—l<9’€ — Gk_l)u+ (3135)

1~ - - - . 1
O (Ot = Tl )0 + 65T Ok — 6T O aps — S+ 5

De (3.129), s% es

st = O dr—a®r_aOr (3.136)

Sustituyendo (3.136) en (3.135), se obtiene lo siguiente:

_ _ 1
(tgk — Qk_l)TF,;_ll(Gk — Gk_l)u — —Szfﬂﬁ‘ (3137)

AVi=-— :

1
2
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1- B B -
595@16 t— Fk_lpu - ¢k7d¢gfd>9k
O 1Ok — Oy + T 1 padby_fOkp™)

El tercer y cuarto término del lado derecho de (3.137) se hacen cero de la siguiente

manera:

El tercer término del lado derecho de (3.137) es igual a cero tal y como se demostré

en Teorema 3.1.1 (al usar el Lema 3.1.4).

El cuarto término del lado derecho de (3.137),
ék — ék—l + Fk_lqbk_dgbg_déku_l =0 (3138)

Usando (2.104) y (3.130), y sustiyendo en (3.138), entonces

ék = ékfl + Fk71¢k7d(3kﬂ_1 T qﬁf_dék/fl i C(z_l)?"k/fl) -+ Ok — ek,1 (3139)

(p+ ¢£_drk71¢k7d)ék = pby — 01 + (1 + ¢£_drk71¢k7d)ékfl+ (3.140)

Ir—10k—alsk + 0(271)7’1@ — ¢£_dék71]

Calculando la esperanza con respecto a 1, se obtiene (3.127).

Asi, al usar las ecuaciones recursivas (3.127) y (3.128) en (3.137) para una funcién
definida positiva V;, se demuestra que E,{AV;} es semidefinida negativa, esto es
E,{AV}} <0 como sigue:

Usando las ecuaciones recursivas (3.127) y (3.128) en (3.137) para k = 1 se obtiene,

1 1 ~ ~ ~ ~
En{Vl - ,UVO} = En{—isgu - 5(91 - 90)TF51(91 - 90),“} (3-141)

Inicialmente 6, — 6, # 0, entonces E{Vi — uVo} < 0, lo que conlleva a
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E, {1} < E,{uVo}.

Para k = 2,

1 1 - ~ ~ ~
E{V2+ 55@ +5(02 — 01)'T7 (0 — 01)u} = By {pVi} < B, {p*Vo} (3.142)
Para k = 3,

1 1 - ~ ~ ~
E{Vs + 5«93# +5(05 - 02)" T3 (05 — o)} = Ey{pVa} (3.143)

Sustituyendo (3.142) en (3.143), entonces

1 1 - _
E{Vs+ §s§u +5(0s - 05)TT5 (05 — 0o) i+ (3.144)

1 | (P
G+ 502 = 00) TN (0 — 0} = By {i?Vi} < By (Vi)

Asi, para un valor muy grande de N se puede expresar que,

N
1 L L
Ep{Vn +3 > (spoy 4 (O — 0r—1) T3t (0 — OV} < B {n™ Vo)l (3.145)

k=2

La ecuacién (3.145) implica que cuando N tiende a infinito, x4 se aproxima a cero;
entonces el lado izquierdo de (3.145) se hace cero. Asi, sy v (O —Oy_1) se hacen cero
cuando N tiende a infinito.

El término s, 4 se hace cero al calcular la esperanza con respecto a 7, cuando k
tiende a infinito, como se demostré6 en (3.145).

Dado que el polinomio Q(z7!) estd disenado para satisfacer el Lema 3.1.2, entonces
para una senal de referencia acotada ry, de (3.62) uy es acotada para todo k al calcular
la esperanza con respecto a 1. Asi de (2.90) y, es acotada y la senal de error e es
acotada para todo k. Por lo que la estabilidad del sistema variante en el tiempo en lazo
cerrado es asegurada, en el sentido de la esperanza con respecto a 7.

Cuando la referencia se hace constante r, = rq, s se aproxima a cero en el sentido
de la esperanza con respecto a 7, mientras k tiende a infinito, de (3.62) la ley de

control uy tiende a una constante, esto implica que Q(z7)u;, = 0. Entonces, de (2.90),
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la senal de salida y; se aproxima a la referencia rq; por lo que la senal de error e se
hace cero. Y la senal de salida y; converge a la senal constante de la referencia 7y, lo

que asegura el seguimiento de trayectoria en el sentido de la esperanza con respecto a

N -

Colorario 3.3.1.1: La inclusién del pardmetro p en la ecuacién (3.132) im-
plica la inclusién de un pardmetro de peso sobre los datos variantes en el tiempo.
Donde los datos mas recientes son pesados con valor de la unidad, mientras que

los datos que son k unidades de tiempo atras (del pasado) son pesadas con el valor de u'.

Colorario 3.3.1.2: El vector de parametros ék no converge a 6. En vez de
eso, cada elemento de ék — ék,lconverge a algun valor constante en el sentido de la

esperanza con respecto a 7y .

Algoritmo 3.3.1.1: STC-GMVC-SMC-TV Recursivo para Sistemas Li-

neales

1. Dado el modelo de la planta variante en el tiempo con incertidumbre paramétrica
(3.122).

2. Dadas las Condiciones 3.1.1, 3.1.2, 3.1.3, y 3.3.1.1.

3. Calcular el modelo nominal de la planta, segin la ecuaciones (3.15) y (3.16).
4. Dada la superficie deslizante definida como en (3.2).

5. Diseniar un polinomio C'(2~!) Schur.

6. Diseniar un polinomio Q(z7'), tal que T°(27') sea Schur.

7. Calcular los polinomios E(z7!) y F(271), segtin la igualdad (3.7)

8. Calcular el polinomio G(z7!), segiin (3.8).

9. Obtener la ley de control nominal uy segin (3.9).

10. Disenar el valor de factor de olvido p (0 < pu < 1).
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11. Obtener el algoritmo recursivo dado por (3.127) y (3.128), cada periodo de mues-

treo.

12. Obtener la ley de control auto-ajustable u; segin (3.22), cada periodo de

muestreo.

Colorario 3.3.1.3: Si el factor de olvido es ;= 1, entonces el Algoritmo 3.3.1.1

es el mismo que en el Algoritmo 3.1.1.

3.3.2. STC-GMVC-SMC-TYV para Modelos ARX

El Algoritmo 3.3.1.1 es ahora extendido al caso donde el modelo variante en el

tiempo ademas estd sujeto a perturbaciones del tipo ruido blanco.

Sea el modelo del sistema real, con incertidumbre en sus parametros y sujeto a

perturbaciones del tipo ruido blanco, dado por (3.146),

A(z Yy = 2Bz uy, + & (3.146)

donde los polinomios A(z71) y B(z7!) se definen como

A D =1+apz " Fawz 2+ ... +aupz ", (3.147)
B(z7") = bor + biez ™ 4 bagz >+ o+ bz ™ bok # O, (3.148)
donde a;; y b, para i = 1,2,...,ny j = 0,1,...,m, son constantes o pueden ser

funciones acotadas variantes en el tiempo. Las Condiciones 3.3.1.1 y 3.3.1.1 aplican
sobre el modelo (3.146).

Teorema 3.3.2.1: STC-GMVC-SMC-TV-ARX Recursivo para Sistemas
Lineales. Dada una matriz definida positiva I'y, el valor del factor de olvido u
(0 < p < 1) y el vector de parametros inicial fo. Si la estimacién 6, del controlador
(3.22) satisface las ecuaciones recursivas (3.127) y (3.128), bajo las Condiciones 3.1.1,

3.1.2, 3.1.3, 3.2.1.1 y 3.3.1.1, para el modelo (3.146), entonces el sistema variante en el
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tiempo en lazo cerrado es estable, y la senal de salida seguira a la senal de referencia en
estado estacionario, al calcular la esperanza de dicho sistema en lazo cerrado respecto

a 1 y respecto a &.

Lema 3.3.2.1: éo puede ser inicializado por los parametros del controlador

nominal calculados con G(z71') y F(z71).

Observacién 3.3.2.1: Para la demostracion, la ecuaciones (3.86)~(3.90) dadas
en 3.2 son usadas. Es de notar que la demostracion del Teorema 3.3.2.1 se deduce
directamente al combinar la demostraciéon de los Teoremas: Teorema 3.2.1.1 y el
Teorema 3.3.1.1.

Demostracién: Usando la ley de control (3.22), sy 4 se reescribe como

S = qb;f_dék + E(z_l)fk (3149)

La funcién candidata de Lypunove es,
Lo 1o 45
BBV} = B B35t + 500T3 0y} (3.150)
La diferencia en el tiempo de (3.150) es,

EAE{AVi}) = BLE{Vi — Vi }} (3.151)

Asi para AV}, se obtiene (3.135).
De (3.149), s2 es

$2 = 07 a0k + 2B (2ot 0p + (E(z71)&)? (3.152)

Sustituyendo (3.152) en (3.135), se obtiene la siguiente relacién
1~ .
AV = 595@21 — T — dr—adh_ )0kt (3.153)

PO T (O — Oy 4 ' T bpadt O+  Th1 0l Bz &)+
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1 1 L
SH(E( 1ER)? — 5/%524 = 50— Or1) T (O — 1)

El término
1- B B -
50k (T = 1Ty = bradi o) (3.154)

en (3.153) se hace cero al usar la ecuacion recursiva (3.128), como fue demostrado en

el Teorema 3.1.1 (al usar el Lema 3.1.4).
De(3.153), el término

plr T (O — Oy + T b adi_ g0+ Th1dt_ E(z71)E) (3.155)

es cero usando la ecuacion (3.127), como se muestra a continuacién. Usando (3.130),

O — O — Op 1+ Op—1 4+ Tp1bp_adt_ g (0 — 0p) ™ + 1l JE(z" & =0 (3.156)

(4 OF_aTh10k-a)0r = 10k — by 1 + (1 + OF_Th1Pk—a)Or 1+ (3.157)

T 10h—aldt_g0k + E(z7)& — df_gbr1]

De (3.89), s se reescribe como
sk = Or_g0r — Oz )+ E(z7 )& (3.158)

entonces

Cr10}_y
(w+ ¢f Lr-10k—-a)

ék = ék—l + pby — b1 + [Sk + C(z_l)rk — ¢k—dék—1] (3.159)

Calculando la esperanza de (3.159) con respecto a 7, se obtiene (3.127).
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Si las ecuaciones recursivas(3.127) y (3.128) son usadas en (3.153), entonces

L 1 L
E{AVi} = 5u(E(ET)E) = gpsior — 50k = 661) T (0 = Oa)pe (3.160)

De (3.149), s2_, es

Sp_q = ég—1¢k—d—1¢g—d—1§k—1 + QE(Z_l)fk—1¢Z_d_1§k—1 + (B(z"H&-1)*  (3.161)

Sustituyendo (3.161) en (3.160), la siguiente ecuacién se obtiene

L~ 5 -
E{AVi} = —§M(9571¢k7d71¢{fd719k71 +(B(z7)&-1)%)— (3.162)
_ 1 1 -~ R
E(z & 10p_g 1O + §M<E(7J—1)§k>2 - 5(9/% — 0k 1) T (O — k1)
Calculando la esperanza de (3.162) con respecto a la perturbacién de ruido blanco

&k, entonces

1. _ 1. .
EA{E{AVi}) = _éez—ﬁbk‘fdfl(bg—dflek*l:u - 5(9k —0p1) T3 (O — O—1)p (3.163)

Si las ecuaciones recursivas (3.127) y (3.128) son usadas en (3.153), entonces
EAE,{AVy}} < 0, lo que implica que la esperanza de s; se hace cero y 0, se hace

constante mientras que k tiende a infinito.

Dado que el polinomio Q(z71) estd disenado para satisfacer el Lema 3.1.2, cuando sy
se hace cero mientras k tiende a infinito, entonces ug, yr v €r son acotadas si la senal
de referencia r; es acotada. Asi, la estabilidad del sistema global en lazo cerrado es
asegurada al calcular la esperanza de dicho sistema en lazo cerrado respecto a 7 y
respecto a & .

Para una senal de referencia constante r, = ry cuando k tiende a infinito, la senal
de salida y; converge a la senal de referencia r; en estado estacionario, por lo que la

senal de error e, tiende a cero, asi y, sigue a la referencia constante ry.
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Colorario 3.3.2.1: El vector de parametros ék no converge a 6. Cada elemento de

0, — 0,_1 converge a algin valor constante en el sentido de la esperanza con respecto

a 1M y respecto a &.

Algoritmo 3.3.2.1: STC-GMVC-SMC-TV-ARX Recursivo para Sistemas

Lineales

10.

11.

12.

Dado el modelo de la planta variante en el tiempo con incertidumbre paramétrica

y en presencia de perturbaciones del tipo ruido blanco (3.146).

Dadas las Condiciones 3.1.1, 3.1.2, 3.1.3, 3.2.1.1. y 3.3.1.1.

Calcular el modelo nominal de la planta, segin la ecuaciones (3.15) y (3.16).
Dada la superficie deslizante definida como en (3.2).

Disefiar un polinomio C'(z7!) Schur.

Disenar un polinomio Q(z71), tal que E¢{T"(2~!)} sea Schur.

Calcular los polinomios F(z7!) y F(271), segun la igualdad (3.7)

Calcular el polinomio G(z71), segiin (3.8).

Obtener la ley de control nominal u segin (3.9).

Disenar el valor de factor de olvido p (0 < p < 1).

Obtener el algoritmo recursivo dado por (3.127) y (3.128), cada periodo de mues-

treo.

Obtener la ley de control auto-ajustable u; segin (3.22), cada periodo de

muestreo.

Colorario 3.3.2.2: Si el factor de olvido de p = 1, entonces el Algoritmo 3.3.1.1

es el mismo que en el Algoritmo 3.2.1.1.
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3.3.3. Ejemplos

En esta parte se presentan algunos ejemplos académicos para mostrar el compor-
tamiento de los algoritmos variantes en el tiempo presentados en esta Seccién 3.3. Se
consideran, tanto el caso cuando los parametros varian de manera lenta respecto al
tiempo como el caso cuando existe un cambio abrupto del modelo de la planta. Se
considera ademas, en algunos casos, la presencia de perturbaciones del tipo de ruido
blanco, definidas como en la Seccién 3.2.

A manera general, se puede destacar que para todos los casos estudiados en esta
seccion se escoge como condicion inicial de la matriz I' a I'y = I, y el factor de olvido

como 1 = 0,8.

Ejemplo 1

Como primer ejemplo, se considera el modelo real de fase no minima (3.164) con

d = 2 (mismo modelo real (3.69) y nominal (3.70) considerado en la Seccién 3.1.1),

(1—052 Yy = 2741 + 2,327 Huy (3.164)

cuyo modelo nominal es dado por (3.117)
(1—0,32" Yy = 2741 + 227 Yy, (3.165)

El diseno de control nominal fue descrito en la Secciéon 3.1.1. Es decir, los polinomios

C(z™Y) y Q(z71) se escogieron como:

Clz)y=1+2"+0725"2 (3.166)

Q(z1) =40(1—2z71) (3.167)

Usando la igualdad (3.7) y la definicién del polinomio G(z~!) (3.8), se obtienen los

polinomios F(z7!) y G(27') para el control nominal

F(z™) =064 (3.168)



3.3 FUNDAMENTOS TEORICOS DEL ALGORITMO DE DISENO STC-GMVC-SMC PARA SISTEMAS
LINEALES VARIANTES EN EL TiEMPO (VT) 92

G(z ) =41 -36,721 +2,6272 (3.169)

Los polinomios F(z71) y G(z7!) del control nominal dan los valores iniciales para

F(zY) y G(z71) del controlador auto-ajustable recursivo (3.22).

En este primer ejemplo, se estudia el caso cuando uno o varios parametros del
modelo real cambia apruptamente. Es decir, el modelo real dado en (3.164) cambia al

siguiente modelo (3.170), después de un periodo de 100 muestras,

(1—0,72 Yy = 2741,2 4+ 2,627 uy (3.170)

La Fig. 3.11 muestra la respuesta del sistema, y;, cuando se usa el control
GMVC-SMC (3.22), sin ningin algoritmo de auto-ajuste. Ademds se muestra el
comportamiento de la salida, y;, al usar el algoritmo recursivo STC-GMVC-SMC-TV.

La referencia es una senal tipo escalén unitario.

{\ __ GMVC-sMC

A S S
- — | o STCGMVC-SMC-TV

1 | f
1 -..|!|J_.||\,-_~

200 400 a00 800 1000

Figura 3.11: y; vs. rg: algoritmos GMVC-SMC (linea discontinua o a trozos) y STC-
GMVC-SMC-TV (linea continua o sélida) aplicados al modelo (3.164), donde después
de 100 muestras el modelo de la planta cambia abruptamente al modelo (3.170).
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Ejemplo 2

El siguiente modelo variante en el tiempo con d = 2 es considerando como segundo

ejemplo,

(1—0,562" )y, = 27 %bo, + b1, 2" + b, 27y (3.171)

donde los pardametros b, (i = 0, 1,2) cambian de manera continua pero lenta segin las

funciones,

bo, = 0,35 + 0,05 sin[z—o(k —2)]
by, = 0,18 + 0,03 sin[z—o(k —3)]

by, = 0,18 + 0,02 sin[z—o(k: — 4)]

En este caso, los limites superiores e inferiores que acotan los parametros variantes

en el tiempo se consideran como sigue,

bo, € [0,1, 04], by, € [0,1, 0,3] y by, € [0,1, 0,14]. Asi, el sistema nominal (necesario

para calcular el control nominal) es (3.172):

(1—0,562" )y, = 27%(0,25 + 0,227 40,1227 2)u, (3.172)

Para el diseno del controlador nominal, se escogen los siguientes polinomios de
diseno,
Clz)y=1+02z"" (3.173)

QzH=11-2z7h (3.174)
con los que se obtienen los siguientes polinomios para la ley de control nominal,

F(z™") = 0,4256

Gz =125 0,612 +0,272272 4 0,0912273

Como en todos los casos, los polinomios F'(27!) y G(27!) del control nominal dan los
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valores iniciales para F(z7!) y G(z™') del controlador auto-ajustable recursivo (3.22).
La Fig. 3.12 presenta la respuesta del sistema real (3.171), cuando se usa el control

nominal GMVC-SMC (linea discontinua o a trozos) y STC-GMVC-SMC-TV (linea

continua o sélida).

x5 I

GMVC
1.25 ‘
N & e Iy L
7&\{\/ /\ VAYAVATAVAVAYATAY,
1 At oAf uu e J" oot i vwv A A A4

. STC-TVS-GMVC

0.5

200 400 600 800 1000 K

Figura 3.12: y vs. 74 algoritmos GMVC-SMC (linea discontinua o a trozos) y STC-
GMVC-SMC-TV (linea continua o sélida) aplicados al modelo (3.164).

Ejemplo 3

Primeramente, se considera el mismo modelo dado en (3.164) pero en este caso
ademas estd sujeto a la presencia de perturbaciones del tipo ruido blanco; es decir el

modelo real es como sigue (3.175),

(1—0,52 Yy = 2741+ 2,327 Yy, + &, (3.175)

y el modelo nominal es como el dado en (3.70). Ademads, considere la situacién en
donde después de 100 muestras, el modelo (3.175) cambia abruptamente al modelo

real (3.176),

(1—0,1z Yy = 27 41,2+ 2,62 Huy, + &, (3.176)
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En este caso, la senal de ruido blanco esta definida como &, es una senal de ruido
blanco, & ~ N(0;0,05). La Fig. 3.13 muestra la respuesta del sistema, cuando se
aplica el Algoritmo 3.3.2.1.

En segundo lugar, el modelo dado en (3.171) se considera también sujeto a pertur-

baciones del tipo ruido blanco (3.177),

(10,562 )y = 2 %(bo, + b1,z " + by 2 2 )uy + & (3.177)

donde & es una senal Gausiana de ruido blanco, & ~ N(0;0,05). En la Fig. 3.14 se
muestra la respuesta del sistema en lazo cerrado, cuando se aplica el Algoritmo 3.3.2.1

al sistema variante en el tiempo (3.177).
1.75

1.5

o,
= 1 J\mmm h Rosped okt it A I‘MM'W i
‘_X llu IY'I’ ‘a‘wl{u”]ww"ﬁy"‘h}[{]\]l’wvv Iﬂ\"lllu” qey

0.25

200 400 600 800 o000 k

Figura 3.13: y; vs. 7: Algoritmo 3.3.2.1 aplicado al sistema en (3.175), cuando después
de 100 muestras cambia a (3.176).

En todos los ejemplos estudiados en esta secciéon que al usar el algoritmo recursi-
vo STC-GMVC-SMC-TV la senial de salida se auto-ajusta para seguir a la senal de
referencia, a pesar de los cambios suaves y constantes o abruptos e infrecuentes, en
el modelo del sistema. Incluso para el caso donde ademas existe la presencia de ruido
blanco o perturbacion, la senal de salida trata de seguir a la senal de referencia con la
minima varianza posible. Tal y como se presenté en la seccién anterior, el algoritmo de

control Algoritmo 3.3.2.1 no elimina el ruido o perturbacién presente en el sistema.
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Figura 3.14: y vs. rp: Algoritmo 3.3.2.1 aplicado al sistema variante en el tiempo
(3.177).

3.4. Algoritmo de Diseno STC-GMVC-SMC

Genérico para Sistemas Lineales

Como un aporte adicional a la teoria presentada en este capitulo, se puede no-
tar que todos los algoritmos recursivos discutidos a lo largo de este capitulo pueden
estandarizarse y generalizarse para los diferentes tipos de sistemas lineales presentados.

El procedimiento de diseno en general, se puede expresar de la siguiente manera:

Procedimiento STC-GMVC-SMC Genérico para Sistemas Lineales:
Sea el modelo real del sistema lineal con incertidumbres paramétricas dado por
(3.178):
Az Yy = 274B(z Dy (3.178)

Sea la superficie deslizante definida como (3.179):

Sked = C(27) (Yrd — Thra) + Q27 uy, (3.179)
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Sea el algoritmo recursivo auto-ajustable dado por (3.180) y (3.181):

Ii10k—a
L+ ¢ Tr1¢r—a

ék = ék,1 + [Sk + C(Z_l)Tk — ¢£_dék71] (3180)

Cr10k—adi_ L1

=Tk 1— 3.181
k k—1 1+ ¢£ﬁdrk_1¢k_d ( )

Sea la ley de control auto-ajustable (3.182):
up = —G("H)UE (Y yr — C(z7 Y rrd] (3.182)

donde,

F(zY=fo+ fiz '+ oo+ faaz ™ (3.183)
Gz =G0+ 02 + oo Gmrarz” MY, (3.184)
Dk = [Uks Yk—15 -+ Ybmnt1s Uy --os Up—m—dep1) (3.185)
QT: [f07f17--~afn—17907‘--7gm+d—1]a (3186)
ég: [anfb"'7fn717§07"'7gm+d71]- (3187>

Se tiene que, para el caso del modelo real del sistema lineal con incertidumbres
paramétricas y sujeto a presencia de perturbaciones del tipo ruido blanco, el modelo

real es descrito por (3.188):

Az Dy, = 27B(z Huy + & (3.188)

donde & representa la variable o senal de perturbacién (ruido blanco). La senal & es
una variable aleatoria de media cero y varianza definida por un valor real constante y

acotado.

Para el caso del modelo real del sistema lineal variante en el tiempo, se considera



3.4 ALGORITMO DE DISENO STC-GMVC-SMC GENERICO PARA SISTEMAS LINEALES 98

que el modelo para los parametros del controlador es definido como (3.189):

Ok = Ok—1 + 1 (3.189)

donde 7, es una senal variante de media cero. En este caso, se introduce un factor
de olvido dentro de las ecuaciones recursivas del controlador auto-ajustable (3.190) y

(3.190):
Ih—10k—a

0, = 0,_, + sk +C(z"Nre — oF Oyl 3.190
k= Or_1 u+¢}§,d1“k_1¢k_d[k (27 )76 — Gp_qbr—1] ( )
1 Ty 1bpgdt Th
Ty = —(Thoy — — ”b; 1Dkal k1 (3.191)
1 p+ O glr—10k—d

donde 0 < p < 1.

Por lo tanto, en general el algoritmo de control auto-ajustable puede ser descrito
por las ecuaciones (3.190) y (3.190), donde el pardmetro p = 1 se define como: p = 1

para el caso invariante en el tiempo, y 0 < u < 1 para el caso variante en el tiempo.

Las ecuaciones auto-ajustables (3.190) y (3.190) pueden ser aplicadas para todos
los casos de sistemas lineales descritos en este capitulo. Es decir, para sistemas lineales,
SISO, con o sin perturbaciones del tipo ruido blanco, sean variantes o invariantes en

el tiempo. En general el teorema puede ser anunciado como:

Teorema 3.4.1: STC-GMVC-SMC Genérico para Sistemas Lineales.
Dada una matriz definida positiva I'g, el valor del factor de olvido p (0 < p < 1)y
el vector de pardmetros inicial fy. Si la estimacién ), del controlador (3.22) satisface
las ecuaciones recursivas (3.190) y (3.190), bajo las Condiciones 3.1.1, 3.1.2, 3.1.3,
3.2.1.1 y 3.3.1.1, para el modelo real, entonces el sistema en lazo cerrado es estable, y
la senal de salida seguira a la senal de referencia en estado estacionario, al calcular la

esperanza de dicho sistema en lazo cerrado respecto a ny y respecto a &.

Lema 3.4.1: éo puede ser inicializado por los parametros del controlador nominal
calculados con G(271) y F(z71).
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Colorario 3.4.1: El vector de parametros ék no converge a . Cada elemento de
0, — Oy converge a algin valor constante en el sentido de la esperanza con respecto

a 1M y respecto a &.

Algoritmo 3.4.1: STC-GMVC-SMC Genérico para Sistemas Lineales

1. Dado el modelo real de la planta (cualquiera de los propuestos anteriormente).
2. Dadas las Condiciones 3.1.1, 3.1.2, 3.1.3, 3.2.1.1., 3.2.2.1 y 3.3.1.1.
3. Calcular el modelo nominal de la planta, segin la ecuaciones (3.15) y (3.16).
4. Dada la superficie deslizante definida como en (3.2).
5. Diseniar un polinomio C'(2~') Schur.
6. Disefiar un polinomio Q(z71), tal que E¢{T°(2"')} sea Schur.
7. Calcular los polinomios E(z7!) y F(271), segtin la igualdad (3.7)
8. Calcular el polinomio G(z™!), segiin (3.8).
9. Obtener la ley de control nominal u; segin (3.9).
10. Disenar el valor de factor de olvido u, segin sea el caso: p (0 < p < 1) o p=1.

11. Obtener el algoritmo recursivo dado por (3.190) y (3.190), cada periodo de mues-

treo.

12. Obtener la ley de control auto-ajustable u; segin (3.22), cada periodo de

muestreo.

3.4.1. Analisis del Algoritmo de Diseno STC-GMVC-SMC

Genérico para Sistemas Lineales

En esta seccién se presentan los andlisis referentes a las ventajas y desventajas,

desempeno, y limitantes del nuevo controlador auto-ajustable basado en minima
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varianza generalizada.

La teoria expuesta en la Seccién 3.1 es basada en la publicacién Patete et al.
(2008¢), la cual marca el inicio de la nueva propuesta de control auto-ajustable
presentada. Esta publicacién centra su analisis en argumentar la demostracién del
muevo teorema para garantizar la estabilidad global del sistema en lazo cerrado y
ademas garantizar el seguimiento de trayectoria, al usar el control auto-ajustable

propuesto.

En base a lo publicado en Patete et al. (2008¢), se reformula el Teorema 3.1.1,
y se presenta su respectiva demostracion. Cabe destacar que no es de interés en
este documento el analizar la demostracion matematica del teorema, debido a
que esta primera etapa de recopilacién y consolidacién de los fundamentos tedricos

para este nuevo diseno de control auto-ajustable es enfocada a estudiantes de pre-grado.

En la publicacién Patete et al. (2008b) se consiguen las idea bdsicas para el
desarrollo de la teoria presentada en la Seccién 3.2. El planteamiento del teorema y su
respectiva demostracién son simplemente una extension del caso libre de perturbacién
de la Seccién 3.1. Donde el aporte de la publicacién Patete et al. (2008b) estd
basado en el calculo de la esperanza respecto al ruido blanco para lograr establecer la

demostracién matematica.

Es de hacer notar una vez més que en el caso de los modelos con presencia de
ruido blanco, el control auto-ajustable no atenta o elimina la senal de ruido blanco.
Esta permanece al medir las senal de salida, sin embargo para el planteamiento de
esta nueva ley de control auto-ajustable, el control garantiza la minima varianza que

se puede lograr.

Al considerar un tipo de modelos un poco mas acorde con la motivacion del
surgimiento de las leyes de control adaptativas o auto-ajustables, como lo son los mo-
delos lineales variantes en el tiempo, la teoria presentada se basa en las publicaciones
presentadas en Patete et al. (2007) y Patete and Furuta (2011). Este algoritmo de

diseno también es una extension del algoritmo presentado en la Seccién 3.1. Donde el
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aporte se basa en la inclusién de un factor de olvido (o factor de peso o ponderacién)
que hace que los datos mas recientes tengan mayor peso que los datos anteriores o

pasados.

El planteamiento de los conceptos fundamentales, los teoremas y las demostra-
ciones de los teoremas para cada caso, se realiza de manera andloga a la primera

demostracion para el caso lineal invariante en el tiempo y libre de perturbaciones.

Al analizar los tres algoritmos principales se observa que tienen una estructura
similar y que pueden ser generalizados para todos los casos presentados. Siendo otro

aporte en este trabajo el presentar un procedimiento genérico para los sistemas lineales
STC-GMVC-SMC, y su respectivo algoritmo de diseno.

En cuanto a los ejemplos académicos presentados, se tratd, en la medida de lo
posible, considerar el mismo ejemplo académico para todos los casos estudiados; a
manera de poder realizar comparaciones entre los mismo y observar los diferentes

comportamientos segin el tipo de modelo.

En cuanto a las ventajas que posee este nuevo diseno de control auto-ajustable se
pueden destacar que primeramente es un algoritmo sencillo de aplicar, que funciona
para sistemas lineales, invariantes o variantes en el tiempo, y que pueden estar sujetos
a la presencia de ruido blanco. Es un algoritmo que garantiza la estabilidad global
del sistema en lazo cerrado, bajo ciertas condiciones. Y que ademas es un algoritmo
que se puede usar para resolver los problemas de seguimiento de trayectoria, ya que la

senal de salida siempre tiende a seguir la senal de referencia.

Una de las principales desventajas radica en que el modelo debe estar dado (o debe
reescribirse) en tiempo discreto y de una forma o estructura predeterminada. Siendo
esto ademads una limitante al tratar con modelos muy complejos, donde no sea posible

llevar el modelo a la estructura exigida.

Otra caracteristica del controlador, que pudiera considerarse una desventaja, es

que para el caso de estimacion de parametros donde sea de interés el conocimiento
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de sus valores verdaderos o reales este algoritmo de estimacion de los pardmetros
del controlador no garantiza que los mismos converjan a sus valores reales, sino que

convergen a ciertos valores constantes que se consideran los 6ptimos.

Debido a que este tipo de controladores se auto-ajustan cada periodo de muestreo
en base al error entre la referencia y la senal de salida, no es posible disenar el
comportamiento en lazo cerrado en base a caracteristicas de disenio comtun, como lo
son el sobre disparo, tiempo de asentamiento, etc. Es por esta razoén que el analisis
del comportamiento en estado transitorio se limita a asegurar que la senal de salida
permanezca acotada y cumpla con el objetivo de seguir a la senal de referencia en

estado estacionario.



Capitulo 4
Conclusiones y Recomendaciones

En este capitulo se sintetizan los resultados del trabajo realizado, una vez recopilada
la informacion, analizada y redactada de manera tal que sea acorde con el nivel de un
estudiante de pre-grado. De igual manera se presentan algunas recomendaciones para

trabajos futuros.

4.1. Conclusiones

Se recopild, estudié y analizé la nueva teoria propuesta, presentada a través de
publicaciones en articulos de revistas indexadas o en conferencias internacionales, para
un nuevo diseno de control, el cual se define como algoritmo de diseno Self-Tuning
Control based on Generalized Minimum Variance Criterium under the Sliding Mode
Concept (STC-GMVC-SMC) para Sistemas Lineales, con la finalidad de dar forma

conceptual y plantear los fundamentos tedricos que la soportan.

Se redactaron los conceptos, definiciones, teoremas, ejemplos, etc., de tal manera de
que fuese acorde con el nivel de conocimiento y capacidad de entendimiento y analisis
de los estudiantes de pre-grado. El cémo medir este nivel se basé en la profundidad

conceptual presentada en las referencias comtinmente usada por estos estudiantes.

El Capitulo 3 comienza con la definicion de los fundamentos tedricos para el caso
de los sistemas lineales invariantes en el tiempo y libres de perturbaciones, basandose

en la publicacion cientifica que dio origen a toda la nueva teoria del algoritmo de
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control auto-ajustable.

Debido a que se consideré que la comprensién y analisis de la demostracion del
Teorema 3.1.1 es de un nivel académico mas profundo al de pre-grado (se considera
un nivel adecuado para estudiantes de maestria en el drea de sistemas de control),
dicha demostracion se presento solo como soporte matematico al teorema y se analiza
la misma de manera cualitativa, sin profundizar en los argumentos matematicos
utilizados en la demostracién. Sin embargo, considerando la posibilidad de su estudio a
nivel de pre-grado se incluyeron algunos Lemma que dan mayor soporte a la explicacién
del como se deduce matematicamente la demostraciéon del teorema presentado. Y se
presentarén algunos Colorarios que dan mayor soporte cualitativo a la demostracion

matematica.

Las teorias fundamentales presentadas en la Seccién 3.1 fueron extendidas de
manera analoga a los casos en los cuales el sistema lineal estd sujeto a la presencia
de ruido blanco (Seccién 3.2), tanto para los modelos ARX como los modelos
CARMA. Igualmente para el caso de los sistemas lineales variantes en el tiempo
(Seccién 3.3), en los casos donde los pardmetros del modelo varfan de manera lenta

y suave o el caso donde el modelo del sistema cambia de forma abrupta pero infrecuente.

Basados en los fundamentos tedricos desarrollados y analizados para los diferentes
casos, se logro estandarizar la teoria fundamental presentada en un solo teorema y
algoritmo genérico (Seccién 3.4), el cual funciona para todos los diferentes casos de

sistemas lineales considerados en este proyecto.

Se presenté un analisis cualitativo del algoritmo de diseno STC-GMVC-SMC
Genérico para Sistemas Lineales (Secciéon 3.4.1), donde se mostraron las ventajas y
desventajas de la nueva clase de controladores auto-ajustables, asi como también las

limitantes de dicho algoritmo.

Se presentaron ejemplos académicos para los diferentes casos de nuevos algoritmos
estudiados, y se realizé el analisis cualitativo correspondiente en base a las simulaciones

obtenidas. Los ejemplos presentados son sencillos y tratan de mantener la misma
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estructura, de tal manera de que el estudiante puede entenderlos facilmente y pueda

identificar qué cambios ocurren en cada caso analizado.

Por lo tanto, se puede concluir que, este Proyecto de Grado consolida toda la
teoria, presentada a través de diferentes publicaciones cientificas hasta la presente
fecha, sobre el algoritmo de diseno, en este proyecto denominado: Self-Tuning Control
based on Generalized Minimum Variance Criterium under the Sliding Mode Concept
(STC-GMVC-SMC) para Sistemas Lineales, de una manera mas explicativa y detalla-
da. Junto con un conjunto de conceptos y fundamentos teéricos basicos para su mejor
entendimiento. Donde se definen paso a paso los algoritmos de diseno de control de

una manera estandarizada y generalizada.

Se considera este Proyecto de Grado como material fundamental béasico para
iniciarse en el estudio del nuevo algoritmo de control auto-ajustable STC-GMVC-SMC
para Sistemas Lineales. Estudio que puede ser profundizado y complementado con
los aportes presentados en las diferentes publicaciones cientificas anteriormente

mencionadas.

Se espera que con la ayuda de este Proyecto de Grado, los estudiantes de pre-
grado, con formacion en sistemas de control, se familiaricen con diferentes técnicas
de control avanzado, conozcan las ventajas y desventajas de este nuevo algoritmo
STC-GMVC-SMC para Sistemas Lineales y aprendan a usar y analizar los diferentes

algoritmos presentados.

Se considera este Proyecto de Grado como un primer paso, y como material
fundamental basico, en miras de en un futuro desarrollar un libro texto sobre el
nuevo algoritmo de control auto-ajustable STC-GMVC-SMC para Sistemas Lineales
que incluya muchos mas ejemplos, ejercicios propuestos, simulaciones, discusiones,

ejemplos de implementaciones reales, entre otros.



4.2 RECOMENDACIONES 106

4.2. Recomendaciones

Entre las recomendaciones para trabajos futuros en esta area podemos destacar las

siguientes:

= Impartir este nuevo diseno de controladores auto-ajustables, Algoritmo de Diseno
STC-GMVC-SMC para Sistemas Lineales, a estudiantes de pre-grado en el area
de Sistemas de Control, Escuela de Ingenieria de Sistemas, Facultad de Ingenieria,
Universidad de Los Andes.

» Complementar los fundamentos tedricos presentados en el Proyecto de Grado con
ejemplos de aplicaciones reales, tales como los publicados en Saitoh and Furut
(2007) y Furuta et al. (2011).

» Extender los fundamentos tedricos presentados al caso de sistemas no lineales.
Al menos a algunos casos particulares o clases de sistemas no lineales, basandose
en este Proyecto de Grado y las publicaciones que se encuentran en la literatura:
(Patete et al., 2008a), (Patete et al., 2011), (Patete et al., 2017b) y (Patete et al.,
2017a).

= Considerar la inclusion del caso de sistemas multivariables para sistemas lineales,
basandose en las publicaciones cientificas dadas por Sugiki et al. (2008), Furuta
et al. (2011) y Ohata et al. (2014).

= Una vez extendidos los fundamentos tedricos a algunos casos de sistemas no
lineales, impartir el conocimiento del mismo a nivel de pre-grado en la electiva
de Sistemas No Lineales, del Plan de Formacion de los estudiantes de pre-grado
en el drea de Sistemas de Control, Escuela de Ingenieria de Sistemas, Facultad

de Ingenierfa, Universidad de Los Andes.

= Impartir este tipo de diseno de controladores, tanto lineales como no lineales a
nivel de estudiantes de maestria, incluyendo el andlisis matemaético de las demos-

traciones de los diferentes teoremas.

= En este proyecto, y en las publicaciones cientificas encontradas, en el modelo
CARMA el polinomio D°(27!) es conocido con precisién (o se asume conocido).

Serfa interesante realizar el estudio y la deduccién del teorema y algoritmo para
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el caso donde también exista incertidumbre paramétrica en el polinomio D%(z71),

como un nuevo aporte a esta linea de investigacion.
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