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PREFACIO

Durante mis treinta afios de estudios y trabajo, la asignatura que mdas me apasiona es la
matematica. No es exagerado decir que esta pasion cambio mi vida.

Unos de los motivos que me llevo a escribir éste Manual fue la esperanza de poder dar
respuesta a varias interrogantes que tenia como estudiante y a las que tienen muchos
estudiantes hoy dia, las cuales hacen referencia a: ;Para qué aprender matematica si mi
carrera profesional es la Administracion o la Contaduria?, ;donde y cuando se aplica la
matematica? Trataremos de dar respuesta a ellas a través de tres epigrafes, donde
nuestro discurso sera acotado al campo de las ciencias econémicas, administrativas y

financieras.
La Matemadtica como una actividad con sentido

Uno de los componentes esenciales en el aprendizaje de la matematica se relaciona
con las ideas propias de lo que son las matematicas. Asi, al analizar el aprovechamiento
matematico de los estudiantes es importante responder la pregunta “:qué significa que
un estudiante aprenda matematica?, una respuesta muy conocida relaciona el
aprendizaje con una simple acumulacion de pedazos de mformacion (conceptos y
habilidades) acomodados en una secuencia ordenada. Es decir, aprender matematica
significa 1dentificar los artefactos de la disciplina, esto es, sus conceptos y sus
procedimientos. Aqui la matematica se le ve como un cuerpo de conocimientos
acotado y estatico que el estudiante tiene que dominar via la mecanizacion. Sin
embargo, esta concepcion ha sido cuestionada y han empezado a surgir otras
perspectivas acerca del aprendizaje de las matematicas. Por ejemplo, la idea que el
aprender matematica se relaciona con que el estudiante desarrolle o construya las 1deas
matematicas, ubica a esta disciplina como un cuerpo dinamico de conocimientos en
constante expansion. Bajo esta perspectiva, el estudiante, al desarrollar matematicas, se
mvolucra en las actividades propias de esa disciplina. En este proceso, el estudiante
recolecta informacién, descubre o crea relaciones, discute sus 1deas, plantea conjeturas
y constantemente evalia y contrasta sus resultados. Es decir, en el aprendizaje de las
matematicas es importante el proceso y el sentido que los estudiantes muestran en el
desarrollo o construcciéon de las 1deas matematicas. Romberg (1992) ilustra la idea de
desarrollar o hacer matematicas con la musica: Afirma que la musica, al igual que las
matemadticas, posee varias ramas organizadas en una variedad de formas (clasica, jazz,
rock, strumental, vocal); también tiene un sistema notacional para preservar y
difundir informaciéon (notas, claves, y teorias que describen la escritura de las
composiciones (escalas, patrones). Sin embargo, no importa cuintos componentes de
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la musica uno aprenda, esto no es lo mismo que hacer musica. De manera similar, en
matematica uno puede aprender los conceptos acerca de los numeros, resolver
ecuaciones, graficar funciones, etc., pero eso no es desarrollar matematicas. Hacer o
desarrollar matematicas incluye el resolver problemas, aplicar los conceptos a
situaciones diferentes, abstraer, inventar, probar y encontrar el sentido de las 1deas
matematicas. En el proceso de aprender matematica, el estudiante no solo asimila un
conjunto de habilidades matematicas formales sino también aspectos relacionados con
el sentido de las matematicas. Es decir, aprender matematica es un proceso que incluye
el encontrar sentido a las relaciones, separarlas y analizarlas para distinguir y discutir

sus conexiones con otras 1deas.

Para que los estudiantes vean a la matematica como una actividad con sentido,
necesitan aprenderlas en un salon de clases que sea un microcosmos de la cultura
matematica. Es decir, clases donde los valores de las matematicas como una disciplina
se reflegjen en la practica cotidiana y en la aplicacion de problemas propios de la
profesion. Un aspecto esencial en el desarrollo de las ideas matematicas es el proceso
de formular y resolver problemas. En este contexto surge una propuesta para el
aprendizaje de las matematicas en donde actividades tales como 1dentificar, disenar y
resolver problemas desempenan un papel fundamental durante el estudio de las 1deas
matematicas.

Las ventajas del Célculo y la razén fundamental para su estudio

Cuando nuestros queridos estudiantes entiendan que el cilculo estd presente en casi
todas las actividades de nuestras vidas o en todas las situaciones donde varie una
magnitud en forma continua (muchos fenémenos naturales son de este tipo); y que
podemos recurrir al calculo diferencial para calcular razones de cambio; y a partir de la
razon de cambio, se puede, con los métodos del calculo integral, encontrar la magnitud
micial. Expresado brevemente, el calculo tegral es un método que permite encontrar
la relacion entre magnitudes que cambian segin ciertas reglas. Por tanto, el cilculo
diferencial y el calculo integral consisten en métodos matematicos importantes

estrechamente ligados entre si.

Por otra parte, se desea que el estudiante conozca que en el cilculo diferencial nos
mteresa el “cambio instantaneo” de una magnitud, mientras que en el calculo mtegral
nos interesa los resultados totales o los procesos de cambio de dichas magnitudes. Se
pretende evitar que el estudiante llegue a repetir mecanicamente que la mtegral de

3 3
flx)= x% es glx) = x?-l-c y que la derivada de g(x) = %—i—c es otra vez
f(x) = x2, sin haber entendido lo que es una derivada ni una integral y que por

ejemplo en una cuenta bancaria los movimientos de dinero diarios (depositos y retiros)
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estan representados por el concepto de derivada (razon de cambio por dia) y que el
saldo al final de cada dia o de la semana estd representado por el concepto de ntegral
(efecto de los cambios diarios).

Del mismo modo, nuestros estudiantes deben saber que utilizando el calculo mntegral
podemos resolver muchos problemas interesantes en economia, finanzas y
administracion de empresas, por ejemplo: encontrar funciones de costo total, dada la
mformacion sobre los costos margiales y los costos fijos. Los contadores pueden
utilizar la regresion lineal para traducir informaciéon referente al costo marginal a una
ecuacion lineal que define la funcion de costo margmal. Al integrar esta funcion de
costo marginal encontraremos la funcion que define el costo total. También podemos
usar la integracion para encontrar las funciones de ingreso marginal con el fin de
optimizar la ganancia a partir de la informacion sobre el costo marginal y el ingreso
marginal, igualmente para encontrar las funciones de consumo nacional con base en
mformacion acerca de la propensiéon marginal al consumo. También para pronosticar
el crecimiento o decaimiento a partir de expresiones que dan razones de cambio, por
e¢jemplo, podemos determinar ecuaciones para el tamano de la poblacion con base en

la tasa de crecimiento.

Con las integrales definidas hallaremos aproximaciones del valor total, el valor presente
y el valor futuro de un fluyjo de ingreso continuo. Las integrales impropias sirven para

encontrar el valor de flujos continuos de ingreso.

Utilizaremos uno de los teoremas mas importante en el desarrollo de calculo como lo
es: “el teorema fundamental del calculo”, para calcular dreas bajo la curva. En un
mercado de capitales y competitivo, algunos consumidores estin dispuestos a pagar
mas del precio de equilibrio fyjado en el mercado y algunos productores estan
dispuestos a vender a menos de este precio. Las cantidades ahorradas se llaman
superavit del consumidor y superavit del productor, y para calcularlos nos apoyaremos
en las areas bajo la curva de la demanda y la oferta. Asi mismo, utilizaremos la Regla
de los Trapecios y la Regla de Simpson como dos métodos numéricos para dar

soluciones y hallar aproximaciones de algunas integrales definidas.

Al utilizar las derivadas respecto a una de dos o mas variables (conocidas como
derivadas parciales) encontraremos el costo, la productividad y la demanda margimal,
asi como otras razones de cambio. Igualmente, encontraremos los maximos y minimos
de funciones de dos o mas variables y nos serviremos de los multiplicadores de
Lagrange para optimizar las funciones de dos variables, sujetas a condiciones que
restringen las variables. Estas capacidades se utilizardan para incrementar al maximo los

beneficios, la produccion y la utilidad, asi como para reducir el costo minimo.
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Una vez conocidas estas 1deas y conceptos veran al calculo diferencial- integral y sus
aplicaciones como una herramienta valiosa para resolver situaciones reales y
problematicas que en su mayoria se presentan fuera de la matematica misma, las cuales
exigen de los estudiantes la 1dentificacion de las correspondientes estructuras
matematicas ¢ igualmente el entendimiento del contexto donde tiene lugar dicha
situacion problematica.

Rol de la Matemitica en las ciencias econémicas y administrativas

Para terminar de dar respuesta a las interrogantes planteadas, haremos un pequeno
recorrido del papel de las matematicas en el campo de las ciencias econéomicas y la
aparicion de los “modelos matematicos” como medio para transmitir el conocimiento.
La actividad econémica y de mercado ha sido parte integrante de la vida humana
durante miles de anos. La misma palabra “economia” viene del griego clasico y

«

significa “gestion doméstica”. Incluso antes de los griegos, habia vendedores vy
mercaderes que mostraban comprension de clertos fenémenos econémicos. Por
ejemplo, sabian que una cosecha pobre implicaba un aumento del precio de ese rubro.
Durante muchos siglos los conceptos economicos basicos se expresaban en términos
sencillos, que requerian solamente de una matematica rudimentaria. A los vendedores,
mercaderes, agricultores y otros agentes economicos les bastaba conceptos como
enteros y fracciones, junto con las cuatro operaciones de la aritmética, para discutir las
actividades econémicas que afectaban a sus vidas diarias. Con estas herramientas los

mercaderes tenian suficiente para su contabilidad y para calcular los precios.

La ciencia de la administracion y de la economia dio un giro en redondo en el siglo
XVIII con la publicacion de trabajos como el de David Hume “Political Discurses”
(1752), El Tableau Economique de Francois Quesnay (1759), o The Wealth of
Nations de Adam Smith (1776). Se empezaron a formalizar los razonamientos
econémicos y a desarrollarlos en teorias. Esto cre6 la necesidad de expresar
mterrelaciones e ideas, de complejidad creciente, de una manera automatica. Hacia
mitad del siglo XIX algunos autores comenzaron a usar las matematicas para elaborar
sus teorfas. Entre los primeros estaban economistas como Agustin Cournot (que fue el
primero en definir y dibujar una curva de demanda y en usar el calculo diferencial para
resolver problemas de maximizacion en economia). También descubrieron que
muchas de sus 1deas se podian formular de forma mas efectiva usando un lenguaje
matematico, que incluia simbolos algebraicos, diagramas y graficos sencillos. En
verdad, el uso del lenguaje matematico ha hecho posible la introduccion de conceptos

economicos muchos mas sofisticados y de teorias economicas cada vez mas complejas.

Las matematicas en las clencias econémicas, como en otros campos clentificos, se
consideran como la herramienta fundamental para adquirir y consolidar el

14



Alexis de Ia Cruz Martinez Nieto

conocimiento, y para ello se han apoyado en los Modelos Matematicos, los cuales
aportan el lenguaje y la estructura conceptual necesaria para expresar reglas generales
de comportamiento y obtener predicciones de validez general. Su utilizacion facilita
que los conocimientos adquiridos en las mvestigaciones sociales puedan transmitirse
con precision, estimulando la comunicacion entre mvestigadores de distintas areas.
Podriamos esperar que cuanto mayor sea la posibilidad en una disciplina de medir sus
variables de interés y de establecer reglas generales sobre las relaciones entre ellas,

J

mayor sera su contenido matematico.

En las ciencias economicas practicamente la totalidad de las relaciones con las que nos
encontramos son relaciones estadisticas, o relaciones de regresion o en promedio. Por
ejemplo, si decimos que el aumento del precio del pan hard disminuir su demanda si
todas las demads variables permanecen constantes, estamos haciendo una afirmacion
que nunca podremos verificar en la practica, porque nunca en la vida social dos
situaciones van a ser idénticas: siempre habrd en la vida social muchas variables que
pueden tener efecto en la relacion y que no podemos controlar y, con frecuencia, ni
mcluso medir. Para que sea operativa esta regla debe reformularse como una relacion

estadistica: no esperamos que vaya a cumplirse siempre, sino sélo en promedio.

Fl nicleo central de la Economia moderna es la Teoria Econémica, que consiste en la
explicacion mediante una firme base matemadtica de los fenémenos economicos.
Consideremos uno de los primeros modelos que se mtroducen en un libro de
economia: la formacién del precio de un bien como punto de equilibrio entre las
curvas de oferta y demanda. Se supone que la cantidad de un bien que los
consumidores estan dispuestos a adquirir depende del precio, segiin una curva de
demanda, y que la cantidad que los productores ofertan es también funcion del precio,
segtn la curva de oferta. El punto de encuentro o de equilibrio entre ambas curvas es
el precio. Si consideramos un mundo estatico, la existencia de un punto de equilibrio
en este tipo de situaciones es central en la teoria econémica y es un problema

matematico de iterés que ha sido extensamente estudiado en la teoria econémica.

S1 pensamos en el conjunto de bienes de una economia, aparece el problema del
Equilibrio General, donde la situacion es mas compleja al existir la posibilidad de
sustituir unos bienes por otros. La teoria del equilibrio general fue planteada por Leén
Walras (1834 - 1910). El andlisis del equilibrio y los problemas de las preferencias o
utilidades estan presentes también en la que es probablemente la mayor contribucién a
la matematica proveniente de la necesidad de resolver un problema econémico: La
Teoria de Juegos. Fue desarrollada por Morgenstern y Jhon Von Neuman (1944) y
supuso un nuevo planteamiento de las decisiones economicas donde los agentes, en

lugar de reaccionar a unos precios que se fljan externamente, eligen su estrategia en un
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mundo competitivo frente a otros agentes econdémicos. La teoria de juegos tiene un
avance fundamental por el trabajo del matematico John Nash (1950), que estudio
Juegos cooperativos de suma no nula y demostré la existencia de equilibrio en estos
Juegos permitiendo estrategias mixtas, es decir, donde cada jugador selecciona su

decision con una probabilidad dada.

Los problemas de juegos pueden englobarse dentro del campo de la teoria de la
decision, que es otra de las contribuciones fundamentales de la matematica aplicada a
la economia. Esta teoria estudia la decision optima entre un conjunto de alternativas,
conocidas las consecuencias de sus decisiones. La teoria de la decision ha tenido
especial importancia en el campo de las decisiones de mversion. En 1952, Harry
Markowitz, demostré, utilizando esta teoria, que el problema de mvertir en
condiciones de incertidumbre entre muchos activos puede reducirse a contraponer la
varianza de la inversion, que mide el riesgo y la rentabilidad esperada.

Cuando pasamos del campo de la macroeconomia al de la microeconomia y la
administracion de empresas encontramos que las relaciones entre las variables
mmportantes son siempre estadisticas. Por ejemplo, en el area comercial el efecto de
una campana de promocion sobre la demanda de un producto tiene que estimarse
estadisticamente, normalmente mediante técnicas de series temporales. Ademads, los
problemas de distribucion de redes, de canales de comercializacion, etc., han
mmpulsado el desarrollo de las técnicas de Investigacion Operativa. En el area de
personal la relacién entre las caracteristicas personales y el rendimiento laboral es de
nuevo una relacion estadistica y las técnicas de andlisis factorial y de clasificaciéon tienen
mucha importancia en Psicometria y en el anilisis de comportamiento humano en las
organizaciones. En el area de produccion, la caracterizacion del estado de control de
un proceso o de la capacidad de un sistema se establece en términos estadisticos y todo
el campo moderno de la mejora de la calidad y productividad estd basado en estos
conceptos. Finalmente, la planificacion de la produccion ha sido un motor en el
desarrollo de la programacién matematica, y la investigacion operativa ha desarrollado
un repertorio de técnicas y modelos para la planificacion y gestion de la produccion y

la distribucion de productos.
Propo6sito del Manual

Los estudiantes de Contaduria, Administraciéon y Economia de nuestras universidades
necesitan dominar diversas e mmportantes herramientas matematicas. Entre otras, el
calculo, para el estudio de funciones que les permitan buscar buenos modelos de
ajustes de datos, estudiar cualitativa y cuantitativamente modelos que surjan de las
teorfas econdémicas, y para la resolucion de problemas de optimizacion que les
permitan repartir y asignar eficientemente recursos escasos y planificar eficazmente
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actividades. Es por ello que el proposito de este Manual es ayudar a los estudiantes a
adquirir las habilidades matematicas necesarias para evidenciar los valores
mstrumentales, estructurales y formativos que posee la matematica, con la intension de
formar profesionales que utilicen a la matemdtica como una herramienta para
solucionar problemas, pero que a su vez logren desarrollar las capacidades de aplicar el
pensamiento deductivo, el de andlisis, la abstraccion y puedan modelar objetos o

situaciones a fin de poder modificar los conceptos a nuevos contextos.
Organizacion

El capitulo I trata de las mtegrales indefimdas, las formulas basicas de integracion y
problemas con condiciones iciales, los métodos de cambio de variables e integrales
por partes. El capitulo II se estudia la integral defimida, se calcula area bajo la curva y
sus diferentes aplicaciones, entre ellas: Indice de Gini, excedente de los consumidores
y productores, Valor Presente y Futuro de un flujo de ingreso continuo, el método de
las fracciones parciales, las integrales por medio de Tablas, los métodos numéricos de
mtegracion, las integrales mmpropilas y sus aplicaciones en el campo de las
probabilidades y la estadistica. El capitulo III hace referencia al estudio de las
ecuaciones diferenciales y sus diferentes aplicaciones en el campo de las ciencias
econdémicas. El capitulo IV trata de las funciones de varias variables, en ellas
estudiaremos las derivadas parciales y sus distintas aplicaciones, asi, como los
multiplicadores de Lagrange para hallar maximos y minimos con restricciones, también

veremos integrales maltiples (dobles y triples).
Ejemplos - ejercicios y problemas

Se ha dedicado un gran esfuerzo a la seleccion de los 164 ejemplos distribuidos en los
diferentes capitulos y los 420 ejercicios y problemas de aplicaciéon propuestos. La

seccion de respuestas incluye las soluciones de todos ellos.
Glosario

Estamos convencidos que el estudiante debe manejar y conocer un conjunto de
términos y conceptos propios de las ciencias econémicas, administrativas y financieras,
que permitirin moverse en su propio entorno y por ende apropiarse de los distintos

conocimientos y herramientas en el aprendizaje.
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CAPITULO I: Integrales Indefinidas

1.1. Antiderivacién: La integral indefinida
Para cualquier funcion de costo total podemos encontrar la tasa de cambio mstantinea
en cualquier nivel de produccion (Costo Marginal), a esto se conoce como la Derivada
de la Funcion Costo Total.
y=Cn — y=Cp
8% %
Costo Total Costo Marginal

Del mismo modo, dada la funcién, y = x2 podemos encontrar su derivada y* = 2x
— 2 _
y=x¢ — y =2
N7 N2

Funcion Primitiva Funcion Derivada

En general, dada una funcion cualquiera podemos encontrar su derivada. A este

proceso se conoce como Diferenciacion.

Diferenciacion

_/\\/

Ahora bien, al revertir el proceso de diferenciacion, se puede medir los costos,
mgresos y ganancias marginales para encontrar las funciones de costo total, ingresos y
ganancias totales.

y=C) ————» y=(

Costo Marginal Costo Total
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En general, dada la derivada de una funciéon podemos encontrar la funcion primitiva. A
este proceso de obtener una funcion a partir de su derivada se denomina:
Antidiferenciaciéon o Integracion.

Antidiferenciacion

AN
. Integracion .

Definicién Una funcién F recibe el nombre de antiderivada de f si F'(x) = f(x)

para todo x en el dominio de f.

Ejemplo 1
Comprobar que F(x) = 3x? 4+ 5x — 3 es una antiderivada de f(x) = 6x + 5.
Solucién

Para comprobar que F(x) es una antiderivada de f(x), se debe cumplir que

F'(x)=f(x)
F(x)=6x+5=f(x)

Como se requeria, por lo tanto, F es una antiderivada de f.

Ejemplo 2

Demostrar que las funciones definidas por
F(x)=x% G(x)=x*—4; H()=x%+ 20;

I(x) = x3 — ;; J(x) = x3 — 100, son antiderivadas de f(x) = 3x2.

Solucién

Debemos probar que F'(x); G"(x), H' (x); I'(x); ]'(x) = f(x)

F(x)=3x2=f(x)
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G'(x)=3x2=f(x)
H(x)=3x2=f(x)
I'(x)=3x?=f(x)

J'(x) = 3x2 = f(x), de manera que: F, G, H, I, ] son antiderivadas de f.

Del ejemplo anterior, podemos inferir que f(x) = 3x2 tiene un nimero infinito de
antiderivadas v como la derivada de una constante es cero, x3 + ¢ también es una

antiderivada de 3x2 para cualquier constante c. Asi tenemos que:

3
flx)=3x%= {;\cg;x3 —4;x3 +20; x3 —1;x3 —100; } =x*+c que se lee:
“Integral indefinida de 3x2 con respecto a x; y se escribe

f3x2dx= »*+c

El simbolo [ se llama Simbolo de la Integral
3x2 es el integrando

dx indica la variable a integrar

x3 es una antiderivada de 3x?

c es la constante de integracion

x3 + ¢ es la antiderivada mas general

Como todas las antiderivadas de f difieren solo en una constante y si F” es cualquier
antiderivada de f, entonces

ff(x)dsz(x)—i—c

Definicién: Para toda x en el dominio de { se tiene

[f(x)dx = F(x) + ¢ siysolosi F'(x) = f(x)
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Ejemplo 3
Encuentre [ 3 dx
Solucién

Como se sabe que la derivada de 3x es 3, 3x es una antiderivada de 3. Por lo tanto

deszx—l—c vaque (3x +¢) =3

1

2x

S1 queremos resolver la f dx, podemos darnos cuenta que no es ficil encontrar

una funcién cuya derivada sea es por ello que presentaremos a continuacién

1
23x’
algunas formulas basicas de integracion que nos permitiran resolver con mayor

facilidad las integrales.

1.2. Foérmulas Bésicas de Integracién

I. J[kdx=kx+c k es una constante
9. [x"dx= }::11 +c n+-—1

3. fx_idx:fidlenlxl—l—c x>0

4. [e**dx = %e""x +c k es una constante
5. [a¥dx = hi—aax +c Ina es una constante
6. [kf(x)dx =k [ f(x)dx k es una constante

~

I £g@ldx = [ f(x)dx £ [ g(x) dx

8. [Inxdx=xlnx—x+c
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Ejemplo 4
Encuentre [ 1 dx

Solucién

Alexis de Ia Cruz Martinez Nieto

Como k = 1, tenemos j 1dx = x + ¢. Usualmente se escribe

[1dx=[dx=x+c

Ejemplo 5

Encuentre [ x3dx

Solucién
3+
fx3dx = 371 +c

!
jxgdx = —+¢

Ejemplo 6

Encuentre [ x~3dx

Solucién
-3 _ x 31
[x3dx = T ¢
-2
fx_adx=x—+c
-2
1
-39, —
jx dx = —g—i-c

formula 2

formula 2
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Ejemplo 7
-5
Encuentre [ 5 X dx
Solucién
-5 5 B
f?x dx = —Efxdx formula 6

1+1

f_?Sx dx = —g(jﬂ)—l-ci foérmula 2

5 x
f—xdx = ——(——I—ci)

-5 5 5 5 -5
f?x dx = —1;\: -3 C1 , COIMO > €1 es una constante arbitraria, tenemos

— 1 =cC
2 1

dx= 22
71{ x-—ax +rc

Ejemplo 8

Encuentre f 3etdx

Solucién

[3e*dx =3 [e* dx férmula 6
[ 3e*dx = ;e‘“ +c féormula 4
Ejemplo 9

. 2 _
Encuentre [ —ce *dx

Solucién

f 2 dx = 2] ~*d 3 la 6
g€ dx= —¢ e Tdx formula

[ -gemar=(-5)(S)e e rormuas
ze dx=|—¢||l7)e ¢ féormula

24



|9 NI oS

j—ge_xdx: —e *+c
5

Ejemplo 10
Encuentre [ ;—de

Solucién

-5 1
j—dx: —SJ—dx
x x

-5
j?dx = —5lnlx|+ ¢ férmula 4

Ejemplo 11

Encuentre [ G + 3) dx

x

Solucién
x 7d B xd 7d
f(%*g) ’“f?”fgx
x 7d 1 dr 47 1d
f(%*g) ’“?fx e f; x
X 7d _1;:52 7 Inlx|
f(;‘i‘;) x—5?+ nlx|+c
x 7 dr — 1 5 7Inlx|
1(54—;) X= g% + 7Injx| +c

formula 6

Alexis de Ia Cruz Martinez Nieto

formula?

formula 6

formula2y 4
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Ejemplo 12

Encuentre [ 23% dx

Solucién

f 23 dx = iz” +c férmula 5
In2

Fjemplo 13

Encuentre [ (xz — % x) dx

Solucién
7 7
f(xz—ix)dx: fxzdx— J'Ex dx  féormula7
, 7 x3 7 x*? i
f(x —Ex)dx:?—i-ci—ii—l-cz formula2y 6
7 x* 7
j(xz—zx)dng—zxz-i-ci—cg (c,—c;=¢c)
7 x* 7
2 _ - - - .2
f(x zx)dx 3 1" +c

En algunos casos, se hace necesario rescribir la integral o hacer algunas manipulaciones
algebraicas que permitan resolver la integral dada.

Ejemplo 14

. 2
Encuentre [ de

Solucién

j 2 J _jz;r‘*d
32T ) T3
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Ejemplo 15
! 1
Encuentre [ v'_de

Solucién

[ Gee=] e
—dx = | —dx
Vx x'/2

j%dx = jx_lhdx

X

J-]_ ix 1/,
—dx="—+c¢
Vx 1,

1 1
—dx=2x"2+4¢
jv’i

J'%dxzzxﬁ—i-c

Ejemplo 16

Encuentre [ (—3414';{3 —7x 34 2x' 2 4 xiz — 4-) dx

Alexis de Ia Cruz Martinez Nieto

27



Manual de Cilculo Integral y funciones de varias variables

Solucién

1 3
j (—341;3:3 —7x 34+ 2x2 + 2 4) dx =

3

1
—3x2— Tx 34+ 2x243x7% — 4) dx

J(

7 3
i 3 x'/a 7x~? x /2 3

_2% 3 _ 7,3 = I - _ _ __

j( 3x 7x +2x2—|—x2 4)dx— 3 7 — + 2 3 = 4x
4 2
a5 o 3., 1 3 —12 7 7x72 4x/2 3
j(—Bﬁx — 7x —|—2x2+x—2—4)dx: 7 x4+ > 3 ———4dx+c
Ejemplo 17
Encuentre [ z(z? — 3)dz
Solucién
Jz(zz—S)dzz 1(23—32)(12
Jz(zz—S)dzz jzadz—szdz
z¢ 3

jz(zz—S)dz: I—Ezz—i-c
Ejemplo 18
Encuentre [ Wcﬁy
Solucién

(v + D(2y —3) 1
[Ty = oo+ Dy -y

+12y-3) 1
f 2 dy—;f(Zyz—y—B}dy

G+D@y-3), 1[_, 1 1
j 2 dy—ij‘?.y dy—ijydy—EIde
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j(y-l—l}(?.y—B}d 1 1
4 Y= 6 8

Fjemplo 19

x+1
Encuentre | =—=dx
I—%

Solucién
+1 +1
X dx = jx I dx
Vx 3
x—l—ld j x J +I 1 J
x= | —dx —dx
'\JE xl,fz xlez
+1 _
jx dx = jxlfzdx—i-jx 1/2dx
x
x—l—ld _ xl2 x'a
N R R
2 2

x+1 2
j dx = —x3/2+2.xlz2—|—c
x 3

Ejemplo 20
Encuentre [(3y — 5)%dy

Solucién

I(Sy —5)2dy = J(‘}yz — 30y + 25)dy

j(Sy—S}zdyzgjyz dy—S{)jydy-i- ZSIdy

3

=y —ZyP—ov+te

4

I(Sy —5)2dy =3y®* — 15y? + 25y + ¢

Alexis de la Cruz Martinez Nieto
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Ejemplo 21

2e7%+3
Encuentre [ —x dx

Solucién
2e *+3 e * 3

2e™*+3
j—dszjdx-i—Sjexdx

e—x

2e *+3
dexz 2x+3ex+c

1.3. Integrales con Condiciones Iniciales

Las integrales resueltas hasta este momento contienen la constante arbitraria c. Es
posible determinar el valor de esta constante si se conoce alguna condiciéon que debe
cumplir la funcion primitiva que se esta calculando. Por ejemplo, supongamos que
f'(x) =2x y ademas que se debe cumplir la condicion f(1) =5. Entonces, la

solucion ya no estaria dada en términos de la constante ¢, ya que la condiciéon nos
permite conocer explicitamente este valor.

Fl procedimiento consiste en realizar la integracion y posteriormente buscar el valor de
la constante ¢, haciendo uso de la condicion inicial. En este caso:

Si f7(x) = 2x, entonces  f(x) = [ f(x)dx
f(x)= [ 2xdx
flx)= x*+c¢

Es decir, cualquier funcion de la forma f(x) = x? + ¢ tiene su derivada igual a 2x.
Ahora consideramos la condicion, f(1) =5, lo que significa que cuando sustituimos

x = 1 también debemos considerar f(x) = 5. Asi obtenemos:
1=(1)°%+c =-c=4

Una vez determinado el valor de la constante, podemos hacerla explicita en
f(x) = x% + ¢, por lo que la respuesta final es

fx)=x2+4
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Ejemplo 22
Si f(x) es una funcion de x tal que f'(x) =3x+1 y f(0) = 16, encuentre f(x)

Solucién

3
flx) = f(3x+1)dx= Ex2+x+.::
f0)=16 - 16 = gxz + x + ¢, es decir

16 = 2(0)2 +0+4+c¢c —e=16,porloque

3
)= Exz—l—x—l—lﬁ

Fjemplo 23

Siy es una funcion de x tal que ¥ = 8x — 4 y y(2) =5, encuentre y(4)

Solucién
y=fx)

¥(2) significa que ¥ = 5 cuando x = 2
La condicion inicial es y(2) =5

Como ¥" = 8x — 4, y es una antiderivada de 8x — 4
y = fy' (x)dx

y= j(Sx — 4)dx

y = Sdex—tl-jdx

y=4x?—4x+c¢ (1)

Es posible determinar el valor de ¢ por medio de la condicién inicial ¥(2) = 5. Por

tanto

5=4(2)2—4(2) +¢

31



Manual de Cilculo Integral y funciones de varias variables

5=16—-8+c
c= —3
Al remplazar ¢ por -3 en la ecuacion (1), obtenemos
y=4x2—4x -3
Para encontrar y(4), se establece que x = 4, luego
y = 4(4)% —4(4) — 3
y=64—-16—-3

y =45

Ejemplo 24

Sty (x)=4x—2
y'(0) =2

y(2) =1
Encuentre y(1)
Solucién

En primer lugar, al integrar ¥"*(x) se obtiene y"(x)

V() = f V" (x)dx

yi(x)= f(ll—x — 2)dx

yx)=2x2-2x+c
Ahora al aplicar la primera condicion inicial ¥ = 2 cuando x = 0, se obtiene
2=2(02—-2(0)+c

2261
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Por tanto
y(x)=2x2—-2x+2

Luego, integramos nuevamente para hallar y(x), asi

y(x) = fy'(x)dx
y(x) = f(sz —2x + 2)dx

2
y(x) = §x3 —x24+2x+ ¢,

Aplicando la segunda condicion micial encontramos el valor de ¢;. Esta segunda

condicion inicial implica que ¥ = 1 cuando x = 2, por lo que

1= 2(2)3 —(2)2+2) + ¢,

1= 16—I—
= 3 Cx

13
Cy = _?

Y sustituyendo se obtiene finalmente
13

2
= —x3 —x?+2x — —
y(x) 3x X X 3

y() = 2P~ (1P 4200 -

2 13
1D=-4+1-——
y(1) 3+ 3

8
y(1) = —3
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1.4. Aplicaciones de la Integral Indefinida en el campo de las Ciencias Sociales

Algunos elementos basicos que es necesario recordar para resolver problemas de
aplicacion a la administracién, economia y ciencias sociales son:
I) La funciéon derivada la conocemos como:
a) Tasa o razon de cambio de una funcion
b) La pendiente de la recta tangente en un punto p
¢) Funcion marginal, entiéndase costo marginal, ingreso marginal, utihdad
marginal, propension marginal al ahorro, propension marginal al
consumo, etc.

II) Funcién de costos

El costo total de producir y vender q unidades de un producto es ¢(g), que incluye

tanto a los costos fljos como a los costos variables; es decir:
€t = Cpt+ oy

Los costos fijos ¢; no dependen del nivel de produccion q y permanecen constantes a
lo largo de un periodo productivo; estos costos son tales como el pago de alquiler,
seguros, seguridad, costos de instalacion, etc., y los costos variables ¢, son los que
dependen del nivel de produccion en que se esté operando. Matematicamente, dada la
funcion de costos totales ¢(q), la funcion de costos fijos estd determinada por la

condicion inicial ¢(0) = ¢, es decir cuando g = 0 (no se produce ni se vende ningtin
articulo) los costos de produccion seran igual al valor de los costos fijos.

Los costos promedios o costos totales por unidad ¢ se definen como los costos totales
divididos entre el nimero total de articulos, es decir

c(q)
q

c=

El costo marginal ¢’(g) en funcion de la cantidad demandada es el costo de producir

una unidad adicional mds cuando ya se tiene cierto nivel de produccion y esta dada por
la derivada del costo total respecto al niimero de unidades, esto es

costo marginal = c’(q)

Luego, s1 conocemos el costo marginal, podemos encontrar el costo total asi:

c(q) = f ¢ (q) dq
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Al resolver esta integral aparece una constante que debe ajustarse mediante una
condicion micial y usualmente se especifican los costos fijos, la condicion inicial para la
funcion de costos es

c(0) = ¢
III) Funcién de Ingresos

Para una funcion de demanda p = f(g), el ingreso total es el producto del precio p

por unidad multiplicado por el nimero de unidades a vender. Para esta funcion de
mgresos totales usualmente se usa la letra R, que es la letra micial de la palabra en
mgles "revenue" que significa ingresos. Entonces tenemos:

R=p.gq

El ingreso marginal en funcién de la cantidad demandada es la derivada del ingreso
total respecto a la cantidad q, es decir

Ingreso marginal = R’(q)

Reciprocamente, conociendo la funcion ingreso marginal podemos encontrar el
mgreso total integrando

R(q) = f R’(q)dq

Y la condicién inicial para la funcién de ingresos es R(0) = 0, porque no hay ingresos
siq = 0, es decir si la cantidad comercializada es nula.

Con frecuencia debemos determinar la funcion de demanda p = f(g) a partir de la
funcién de ingreso marginal R’(g). Recordemos que el precio es igual al ingreso

promedio por unidad, es decir, el precio por unidad es el ingreso total entre el niimero
de unidades vendidas. Asi, la ecuacion de demanda es

_R@
q

Al conocer la funcion de ingresos totales, la funcion de demanda se obtiene
simplemente dividiendo el ingreso total entre la cantidad.
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Ejemplo 25
El costo marginal para el producto de un fabricante esta dado por 1,16 - 0,005¢q vy el

costo fijo es de 23,20 Bf. Encuentre la funcion de costo total y la funcién de costo
promedio.

Solucién

El costo total se obtiene mtegrando

clq) = f c’(q)dx

c(q) = f(l,lﬁ — 0,005q)dq

c(g) = 1,16q — 0,0025¢% + k

Donde k indica la constante de integracion. Aplicando la condicion inicial ¢(0) = cr

obtenemos

c(q) = 1,16q — 0,0025q92 + k

23,2 =1,16(0) — 0,0025(0)2 + k — k=232
Luego

c(q) = 1,16q — 0,0025q2 + 23,2

La funciéon de costo promedio es

c(q)  1,16q —0,0025¢% + 23,2
q q

a1
I

2
¢ =116 —0,0025¢q +

Ejemplo 26

Si la funcion de ingreso marginal de un producto es R’(g) = 16 —12q — 3q2,

determine la funcion de ingreso total y la funcion de demanda.
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Solucién

R(g) = f R'(q)dq

R(g) = f (16 — 12 — 3¢2)dg

R(g) =169 — 6q* —q> +k
La condicién inicial R(0) =0 — k =0, luego
R(g) = 16q — 6q° — q°

Y la funcion de demanda es

_ R@@)
q
_ 16q —6q*> - ¢°
q

p

p =16 —6q — q*

Kjemplo 27

Una empresa que fabrica y vende materiales de oficina ha determinado que la funciéon
de ingreso marginal asociada a la venta de «cilerto articulo esti dada por
R’(g) = —0,0004g + 4, donde q es el nimero de unidades y R°(g) se mide en
bolivares fuertes por unidad.

Determine

) La funcién de ingresos asociada con la produccion y venta de estos articulos
b) La ecuacion de demanda del producto
¢) Los ingresos totales cuando se venden 1000 articulos
d) El precio cuando la cantidad demandada es de 5000 articulos.

a,

Solucién
a. R(g) = [R'(q)dq

R@@) = [ (-00004 — )dq
R(g) = —0,0002g%> +4q + k
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Como R(0) =0 — k=0, porlo que R(g) = 0,0002q* + 4q

b. La ecuacion de demanda del producto es

_ R(g) _ —0,0002q%+4q

= —0,0002 4
. 2 —=p , q+

c. Sise venden 1000 unidades

R(g) = —0,0002¢g% + 4q
R(g) = —0,0002(1000)? + 4(1000)
R(g) = 3800 Bf.

d. El precio puede deducirse de la ecuacion de demanda del producto
p = —0,0002q + 4

Si la cantidad demandada es ¢ = 5000, entonces el precio es
p = —0,0002(5000) + 4
p = 3 Bf.

Ejemplo 28

Una compania fabrica camisetas. La funcion de costos marginales diarios asociada con
la produccion de estos articulos esta dada por: ¢’(qg) = 0,000006g* — 0,006q + 5,
donde ¢’(g) se mide en Bf./unidad vy q es la cantidad total de camisetas producidas.

Los costos fjos diarios ascienden a 80 Bf. Indique los costos totales diarios cuando se
producen 400 unidades por dia y el costo promedio por cada unidad.

Solucién

clg) = f c’'(q)dq

clg) = J(0,0DODOqu — 0,006q + 5)dq

c(g) = 0,000002g3 — 0,003g2 + 59 + k

La condicion inicial ¢(0) = ¢; implica que k =80 y sustituyendo se obtiene la

funcién de costo total

c(q) = 0,000002q3 — 0,003¢2 + 5q + 80
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Ahora bien, el costo de producir 400 camisetas es:
c(q) = 0,000002q° — 0,003g% + 5q + 80
c(gq) = 0,000002(400)3 — 0,003(400)% + 5(400) + 80
c(g) = 1.728 Bf.

El costo promedio por unidad es:

e= 112 L, F—432BI
400
Ejemplo 29

La razon de cambio del nimero de millones de usuarios de internet I, se puede
modelar mediante: I'(t) = 23,572t — 142,214 donde t =0 en el ano 2000. Si

habia 64,01 millones de usuarios de internet en 2006, encuentre la funcion que modela
el nimero de usuarios de internet

Solucién
Ano 2000 =t =0

Ano 2006 = t =6y I(6) = 64,01

I(t) = ff’(r)dr

I(t) = I(ZB,STZI —142,214)dt

I(t) = 11,786t%2 — 142,214t + k

De acuerdo a las condiciones miciales dadas, tenemos
64,01 = 11,786t2 — 142,214t + k

64,01 = 11,786(6)% —142,214(6) + k

64,01 = 424,296 — 853,284 + k

64,01 = —428,988 +k
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k = 493, luego la funcién pedida viene dada por

I =11,786t2 — 142,214t + 493

Ejemplo 30

El gasto nacional dedicado al cuidado de la salud S (medido en miles de millones de
bolivares fuertes), ha aumentado radicalmente desde 1970, cuando el total era de 26,7
mil millones de Bf. De acuerdo con datos del Ministerio encargado de la salud en
Venezuela, la razon de cambio del gasto se puede modelar con

5(t) = —0,0042t% + 2,100t — 8,349 mil millones de Bf. anuales, donde t =0 en
1970.

Encuentre la funcién que modela el gasto nacional para el cuidado de la salud y utilice
este modelo para pronosticar el gasto nacional dedicado al cuidado de la salud para el
2010.

Solucién

La funcién del gasto en el cuidado de la salud se obtiene integrando

S = j S’(t)dt

S = j(—U,OU*l—ZrZ + 2,100t — 8,349)dt

S =0,0014t3 + 1,05t% — 8,349t + k

Cuandot =0 — S = 26,7, de modo que

26,7 = 0,0014(0)% + 1,05(0)2 — 8,349(0) + k

k =0, luego

S =10,0014¢t3 +1,05t% — 8,349t + 26,7

En el ario 2006, t = 40, de modo que

S =10,0014(40)3 + 1,05(40)? — 8,349(40) + 26,7
S =89,6 + 1680 — 333,96 + 26,7

S = 1.462,35 mil millones de Bf.
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1.5. Integrales por Sustitucién y Aplicaciones

No todas las imtegrales se pueden resolver aplicando directamente algunas de las
formulas basicas que ya conocemos. Algunas veces ciertas integrales se pueden reducir
a una formula basica mediante un cambio de variable, este proceso se conoce como
“método de sustitucion”, el cual estd fundamentado en la regla de la cadena para la
derivacion y es de gran importancia porque nos permite calcular muchas integrales
complicadas. Por ejemplo, si queremos resolver la integral [(x + 1)°dx usando

algunas de las formulas basicas, tendriamos que desarrollar el binomio a la quinta
potencia y se obtendria:

f(x +1)°dx = f(xs +5x* +10x3 + 10x? + 5x + 1)dx, pero esto seria

demasiado tedioso. En lugar de esto, hagamos el cambio de variable u = x + 1.
u=x+1 - du=u"(x)dx

du=1dx

du = dx

Luego realizamos la sustitucion para integrar mediante la formula de la potencia, asi:
j(x + 1)°dx = qudu
&
i
=—+4c
-t

= %(x—l— 1) +c

Ejemplo 31

Encuentre [ 2x(x? 4+ 10)%%dx

Solucién
du =u'dx
Hacemos u = x2 + 10, entonces du = 23‘:1 fx
dx = —
2x

Luego hacemos la sustituciéon y resolvemos

du
ij(xz +10)%%dx = fu5”2x %
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= [u®du

51
u

= —+c
51

= Z (2 +10)% +¢

Ejemplo 32
Encuentre [ /3x — 6 dx
Solucién

. du
Hacemos u = 3x — 6, por lo que du = 3dx, luego despejando dx = Y obtenemos

[V3x —6dx = f(3x—6)1f2 dx

qOEEE

2 2
= -uz-+c
9

2 3
=3 (Bx—6)z+¢

Ejemplo 33
Encuentre [ x%+2x3 + 1dx

Solucién

du .
Hacemos u = 2x3 + 1, por lo que du = 6x2dx, luego dx = o2 ¥ sustituimos
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1
sz 2x3 4+ 1dx = sz(Zxa + Dzdx

Ejemplo 34
e
nc re | s7—=dx
Encuentre [ Tirer
Solucion
u=1+e"
— x
Hacemos {du = e*dx
dx = du
x=
Luego sustituimos
e” e”
j s———dx = J —dx
x =
Vvl+e (1+ ¢e*)3
_ re®du
= [H=
us e*
_1
= __fu sdu
usz
= —=+c

J

ex

T+e*

3 2
dx = 2 (1+e*)7/3 +e

o | =

Alexis de la Cruz Martinez Nieto
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Podemos comprobar este resultado usando la regla de la cadena, para ello derivamos

ex

1
14e%) /3

E (1+ ex)zf 3+ c] "y debemos obtener %

S (1 o) o) = (3)(2)ape e 1o
(arer)+e) = ()

3 e*
(—((1 + ex)z/ﬂ) + c) = e*(1+ ex)_iﬁ = —5
2 (1+ex)7/a
Ejemplo 35
Encuentre [ 8x?(3x3 — 1) dx
Solucién
u=3x*-1
Seq 4 du = 9x%dx
dx = &
X = 9x?
Luego sustituimos y obtenemos:
du
j&‘-xz(Bx3 —1)dx = f 8x2ul® ox?
= Efuls du
9
g ul'?
=571 +c

_ 8 3 417
= 103 (3x* -1 +¢c

A medida que el estudiante resuelva muchas integrales, ird adquiriendo una serie de
destrezas que le permitirin desenvolverse de manera fiacll ante un ejercicio y/o
problema, es decir, pondra en practica algunos artificitos matematicos validos, que solo
se aprenden con la practica.

44



Alexis de Ia Cruz Martinez Nieto

Ejemplo 36

Encuentre | x3V1 + x2dx

Solucién

Rescribimos la integral dada, asi:
Jxx?@+ x2)1/2 dx, ya que x3 = x.x?
Luego hacemos el cambio de variable

u=1+x? (D

du = 2x dx
4 _du
x_Zx

2

Como necesitamos a x“ en términos de u, la despejo en (1),

x? = u — 1, y ahora sustituimos

fxxz(l +x2)1/2 dx = jx (u— 1)u1f2 @
2x
fxxz(l +x2)1/2 dx = % f(u — 1)u1f2 du
fxxz(l +x2)1/2 dx = % f (ugfz —u1f2)du
1 11 s 1

fxxz(l +x) /2 dx = 2 fu /Zdu—ju bdu]

us./z 1,,53/2

5 3
L2 2

frstaytan= ()@t () Qo+
1
5

jxxz(l +x2)1f2 dx =

1
jxxz(l —l—xz)l/zdx: 3 +c

(1+x2)7/2— (1 +x3)%2 4+ ¢
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Ejemplo 37
dax
Encuentre [ Y
Solucién
Seau=4x -1 — du=4dx —- dx= %

du
j dx _jT
4x —1 u

f dx _1 du
4x—1 4] u

j dx _11 +
4x—1 4 uT€

f L a1t
dr—1 4 ¢
Ejemplo 38

Encuentre f m

Solucién

Debemos pensar en la formula j x™dx por lo que subiremos el denominador de la

siguliente manera

| (4;%)2 = [(4x — 1)"?dx, luego haciendo el cambio de variable tenemos:

du
u=4x—-1 - du=4dx - dx:T

J(él-x —1)%dx = Ju“z C{Tu

1
J(él-x —1)%dx = 1] u~?du

-1
f(él—x — 1) 2dx = % (Ti—l) +c
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Ejemplo 39

E\IE
Encuentre [ ﬁdx
Solucién

Rescribimos la integral
1
e Vx e*?
—dx= | —dx
Vi !
x2

1

e*? : 1
—1dx = | e*x 2dx
x2

Ahora hacemos el cambio de variable

Sustituyendo obtenemos

1 1 r
e¥x 2dx = jexzx /2

O |
e¥x 2dx = 2] etdu

U= xz
S ——
du—ix:adx

2du
d = —=T
x2

2du

x_1f2

Alexis de Ia Cruz Martinez Nieto
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Ejemplo 40

e—x

Encuentr ——dx
cuentre fae‘""‘+2

Solucién

. . 1 S,
Aqui debemos pensar en la formula [ - dx = In|x| 4+ ¢ y hacer la sustitucion

du
u=3e* —- du= —3e *dx -—-dx= —
—3e™™
_ du
e’ dx = fe x(—36‘x)
Je ™ 42 = u

1
—x
=" zdx 3!n|3€ +2|+¢c

Ejemplo 41
Encuentre f lnTxdx
Solucién

. 1 :
Sea u=Inx —du= ;dx — dx = x du y sustituyendo obtenemos

Inx u

—dx= | —xdu
x x

Inx

—dx= | udu
x
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Inx _ 1 ,

T x-zu +c

lnxd _ 1 : 5

T X—E(ﬂX) +c

Inx 1
f—dxz—l’nzx-l-c

X 2
Ejemplo 42

Encuentre [ e™@¥+1) dy

Solucién

Alexis de Ia Cruz Martinez Nieto

Aplicando la propiedad de los logaritmos: ¥ = x, obtenemos

feln(zxﬂ)dx = J(Zx + 1)dx

je'“(zx”)dx =x?+x+c

—)dx:

Ejemplo 43
Enc 3x2+2x+1
ncuentre Pl tatl
Solucién
u=x*4+x*+x+1 —-du=3x%+2x+ 1)dx
sustituyendo,
j 3x2+2x+1 g _f3x2+2x+1 du
Brxitx+1 u 3x2+ 2x + 1
j 3x2+2x+1 du
x= | —
B+t +x+1 u

dx = Inlu|+ ¢

j 3x2+2x+1
W xttx+1

du
3x2+2x+1’
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dx=mn|x*+x*+x+1|+c

j 3x2+2x+1
B +x?+x+1

Ejemplo 44

2x% +3x% 4x+1
Encuentre [ i dx
Solucién

Aqui el integrando es un cociente de polinomios donde el grado del numerador es
mayor o igual que el grado del denominador. En tal caso, primero se usa la division
larga:

g =C+ g, st se usa la notacion de integrales se ve que
N (x) R(x)
dx = [C —|d
| peyer= | e+l e

Una vez realizada la division larga, obtenemos: C(x) = x2 + x y R(x) = 1, por tanto

fzx3+3x2+x+1d _”2+ N 1 ]d
2x + 1 SO N L o R

1 1
2 _ 2
j[x +x+2x+1]dx— jx dx-i—jxdx-l—jzx_i_ldx

”2++ ! ]d—13+1 2+f L 4
AT T 3 T 2x+1"

Haciendo un cambio de variable en la ultima integral, tenemos

du
u=2x+1 —du=2dx —)dx:?
' 1 1 1 du
2 — T ox3 4 42 2
f_x +x—|—2x+1_dx—3x +2x —I—j 0
j-z-i--i- d—13+12+1 du
T T e F T3 T T
f_2+ bodx= 3 x4z iz 10+
BRI he i S Sl St ¢
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Ejemplo 45

Una empresa sabe que el costo marginal de un producto es €'(x) = 3x + 20, que su

ingreso marginal es R'(x) =44 —5x y que el costo de producciéon y venta de 80
unidades es 11.400 Bf.

A) Encuentre el nivel optimo de produccion
B) Encuentre la funcién de ganancia
C) Encuentre la ganancia o pérdida en el nivel 6ptimo

Solucién

A) El nivel 6ptimo de produccion se debe conseguir cuando R’(x) = €’(x), por
tanto

44 —5x = 3x + 20

—5x —3x=20—44

—8x = —24
B —24
—-
x=3

B) La funcion de ganancia viene dada asi: GG&x) = Rx) - Cx) (1)

por tanto necesitamos conocer los ingresos y costos totales

R(x) = fR'(x)dx
R(x) = f (44 — 5x)dx

5
R(x) = 44x —Exz +k

Condicion inicial: Six =0 — R(0) = 0, entonces

4qm—§mf+k:0 - k =0, por tanto

R(x) = 44x —gxz (2)

Hacemos el mismo procedimiento para hallar C(x)
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Clx) = f ¢ (x)dx
Clx)= f(Bx + 20)dx

3
Clx) = Ex2 +20x+k
Condicion inicial: Six =80 — € = 11.400, entonces

3
11.400 = > (80)% +20(80) + k
11.400 = 9.600 + 1.600 + k — k = 200

3
€)= 5% +20x +200  (3)

Luego, sustituyendo (2) y (3) en (1), tenemos
G(x) =R(x) - C(x)
5 3
G(x) = (4—4-;\: —Exz) - (Exz + 20x + 200)
G(x) = —4x? + 24x — 200

() La ganancia o pérdida en el nivel 6ptimo viene dado cuando x= &3

G(3) = —4(3)% + 24(3) — 200
G(3) = —36+ 72 — 200
G(3) = —164

Es decir la produccion y venta de 3 articulos dan como resultado una pérdida

de 164 Bf.

Ejemplo 46

Suponga que el ingreso marginal de un producto es R"(x) = 900 y el costo marginal
es C'(x) = 30yx +4 con un costo fijo de 1.000 Bf.; a) encuentre la ganancia o
pérdida de la produccion y venta de 5 unidades; b) gcudntas unidades dardan como
resultado una ganancia maxima?
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Solucién

a) R(x)= [R(x)dx — R(x)= [900dx - R(x)=900x + k
Six=0 — R =0, portanto k = 0, luego
R(x) =900x (1)

C(x)= J C’(x)dx
C(x)= J 30vx +4dx

c(x)=30f(x+4-)1fzdx - {“:x+4

du = dx
C(x) =30 j u'l2 du

3

2
Clx) = 30%+k

2
3
Clx)=20(x+4)2+k

Por la condicion micial: S1 x =0 — € = 1.000, tenemos

3
1.000 = 20(0 + 4)Z + k
k =1.000 —160 — k = 840, por tanto

3
Clx)=20(x+4)2+840 (2)
De (1) v (2) obtenemos la ganancia o pérdida cuando x = 5, ast:

6(5) = R(5) — C(5)
G(5) = 900(5) — [20(5 +ay 4 840]
G(5) = 4500 — 540 — 840
G(5) = 3.120 Bf.

b) Para que exista una ganancia se debe cumplir que:

R'(x) = C'(x), luego

1
900 = 30(x + 4)2
1900

Hz=
(x +4)z 30
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(x +4)7 = 30
1 2
(x + 4)5] — (30)2

x+4 =900
x = 896

1.6. Consumo y Ahorro Nacional

La propensién marginal al consumo PMC, se define como la fraccion del ingreso
adicional que una persona o pais consume, dado un cierto nivel de ingreso, es decir:

PMC =C'(I)
Donde I es el ingreso y C es el consumo total.

La funcion de consumo es uno de los elementos basicos para el estudio de los altos

niveles de desempleo o inflacion elevada en una economia. Este estudio se conoce
[ QP »

como “Andlisis de Keynes”.

La propension marginal al ahorro PMS, se define como la fraccion del ingreso
adicional que una persona o pais ahorra, es decir:

PMS = 5’(I)
Por definicion la PMS esta relacionada con la PMC por:

PMS =1 —-PMC

Yaque I =C + 5. Los ingresos adicionales se gastan o se invierten

Ejemplo 47

- ., . . , , p 1 9

Si la propension marginal al consumo de cierto pais esta dada por C'(I) = 2 + m
donde el consumo y el ingreso estin medidos en miles de millones de délares,
determine: a) la propension marginal al consumo cuando el ingreso nacional es I = 81
mil millones; b) la funcién de consumo si se consumen 21 mil millones cuando los
mgresos son de 24 mil millones.
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Solucién

Hallar €°(81)

1 9
cCB)= -+ ——
8D 2" 5(3/3(81)?)
C'(81) = =+ __2
"~ 2 5(3/19683)
c’(81) = %4‘ %

€’(81) = 0,5 + 0,0666

C’(81) = 0,566

Hallar €C(I) cuandol =24y C =21

c{) = j c'(Ddl
9

= 54+ —1|d

c() j [D, —1-5(3 SIZ)I x

c()=0,5 f d:‘+§ f (312)~Y3d1

9 1 1
c() = 0,51+gj3 3(N273dl

9 2
c(I) =05l + fr 13 dI
5V3

Yy
173
C)=05+124 —+k

3

1
Cd)=05I+37413+k

Alexis de Ia Cruz Martinez Nieto
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Por condicion inicial, sabemos que € = 21 cuando I = 24 por lo que

1
21 = 0,5(24) +3,744(24)3 + k

21=12+108+k —k= —18

Luego,
1
C(I)=0,5I+3,74413—-1,8
Ejemplo 48
La propension marginal al ahorro (PMS) de cierto pais estd dado por $"(I) = (1+5—2)2 ,

donde tanto I como S estin medidos en millardos de dolares. Si el consumo nacional
es de 9 millardos de dolares cuando el igreso total nacional es de 10 millardos de
dolares. ;Para qué valores de I el ahorro nacional es igual a cero?

Solucién
Sabemos que: I =C + S
PorloqueC =1—-S5

Por tanto C'(I) =1 — §°(I). Y al sustituir obtenemos

Luego, integramos para hallar C

c:f::'(:)df
5
sz[l—(Hz)Z]dI
C:J'dI—SJ'(I—I—Z)_ZdI - u=I142 -du=dl

C=I—5‘[u_2df
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c—1—s(* )1k
B -1

5
C=1+-—+k

u
c=1 > k 1
et @

Por condiciones iniciales sabemos que: € =9 cuandol = 10, por tanto

9 =10+ +k

10 +2

9=10+ % +k — k= —1,416 vy sustituyendo en (1) resulta

5
C=1+——F— 1416
+I+2 ’

Ahora §=1—-C

5
S=1—-|I+——-1,416
+I+2 ! ]

5
S=1—-1———-+1416
I+2+ ’

-5
S=——+1,416 2
I+2+' (2)

Ahora hallamos el valor de I que hace que el ahorro nacional sea cero, para ello
hacemos S = 0 en la expresion (2)

——+1416 =10
I+2+ ’

1,4161 + 2(1,416) —5 =10
1,416] — 2,168 = 0

L 2,168
- 1,416

- I =153
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1.7. Método de Integracion Por Partes y Aplicaciones

A menudo encontramos integrales tales como f x.e** dx cuyo integrando es un

2

P : 1
producto de dos o mas funciones. Sabemos que la derivada de SX“esx, y que la

: 1 . 1 1 :
dervada de 2 e?* es e?*, pero la derivada de (Exz) (5 ezx) clertamente no es x e?*.

En general, la integral de un producto no es el producto de las integrales porque la
derivada de un producto no es el producto de las derivadas.

La regla de derivacion de un producto de funciones nos permite deducir una regla
mmportante y util para integrar cuando el mtegrando tenga la forma de productos de
dos o mdis funciones. Para esta deduccién necesitamos recordar que
f(x)= [f(x)dx. Y que la definicion de antiderivada nos dice que: G es una

antiderivada de g siy solo si G'(x) = g(x) (*)

Derivemos f(x)G(x) con G una antiderivada de g

(FRIG()) = FIGE) + FEOG ()

Al integrar ambos lados de la ecuacion, obtenemos
f (F06(0) dx = f F 06 dx + J F06 () dx

Pero _,r(f(x)G(x))dx es equivalente a f (x)G(x) ver ®, luego la ecuacién nos
queda

F060) = [ F@6@dx+ [ fag(ax
Y reordenando se tiene:

f FOOg()dx = FREX) — f(O6(X)

A esta ultima ecuacion se le conoce como la féormula de integracién “Por Partes”.

En la practica lo que se hace es descomponer el integrando, para ello seleccionamos
una funciéon para derivar y otra para integrar. Las funciones logaritmicas siempre se
escogen para derivarlas y las funciones exponenciales se escogen para integrarlas. Una
eleccion adecuada de las funciones nos permitird calcular la integral. La intuicion nos
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llevard a una buena eleccion, si la hay, vendra solo con la practica. Es frecuente que
calculistas experimentados tengan que recurrir al método de prueba y error.

Ejemplo 49

Calcular [ xe™*dx

Solucién

Sean f(x)=x - f'(x)=1

X

gx)=e* - Gx)= [eFdx - G(x)= —e™, luego aplicando la formula

de integracién por partes y sustituyendo, tenemos

jx e *dx = f(x)G(x) — J ()G (x)dx
xe *dx = x(—e ™ *) — | ()(—e™)dx
J J
xe Fdx= —xe ¥+ | e Fdx
J J
jx e “dx= —xe *—e *+c

jx e *dx= —e*(x+1)+c

Ejemplo 50
Calcular f x2e*dx
Solucién

Sea f(x) = x? f(x)=2x g(x) = e?* G(x) = %ezx

Al sustituir en la fé6rmula tenemos:
1 1
fxzezxdx = x?2 (E ezx) — J 2x (E ezx) dx
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2,2% 1 2,2% 2x
x“e“*dx = SXxe™ — | xe dx (1)

La mtegral que queda pendiente f xe®*dx requiere a su vez de una integracion por

partes, lo cual se hara por separado con:

fa)=x f@=1 g@)=e* 6G)=;e*

1 1
Jxezxdx =x (Eezx) — Jzezxdx

1 1
= -xe® — - [ e dx
2 2
Y al sustituirla en (1), nos queda

1 1 1
[ x%e®dx = Sxte™ — [Exezx —Efezxdx]

1 1 1
szezxdx = Exzezx —Exezx +Efezxdx

Y al resolver esta ultima integral, obtenemos

1 1 1
szez.xdx — Exzezx _Exez.x +1€2x +¢c
Ejemplo 51
Calcular [ x Inx dx

Solucién

Sea f(x)=Inx; fx)= 1 glx) =x G(x) = %xz, y al sustituir en la

X
formula tenemos:

jx Inx dx = f(x)G(x) — J f(x)G(x)dx

jx Inx dx = (Inx) (%xz) - J % (%xz) dx
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Inxd _ 1 2] ! d
jx nxdx= sx nx—ifx x

jl dx= ~x?lnx— x4
xnxx—zxnx 4% C

fl d—lz[l 1+
xlnxdx= Sx*|lnx —>|+ec

Fjemplo 52
Calcular [ x3e**dx
Solucién

P 2 p
Aqui no podemos escoger a f(x) = x? ya g(x) = e*° porque de esta forma seria

imposible integrar para obtener a G(x). Lo que haremos es descomponer a x* como

x2x, por tanto, la integral se puede rescribir como
2 2
jxgex dxzszxex dx

Haciendo: f(x) = x%; f(x)=2x; gk)==xe*’; G(x)= fxexz dx

u= x2
Para hallar a G(x) debemos hacer un cambio de variable: du = Zxddx
U
dx = —
2x
_ u du _ 1 u _ 1 xz . . , . .,
G(x) = _,rx e —= 3 j eldu = LA luego al sustituir en la férmula de integracion
por partes, tenemos
jxaexz dx = sz x e¥ldx = fx)G(x) — J ()G (x)dx
_ 2 (1 _x2Y _ 1 xz)
=(x) (23 ) [(2x) (ze dx
1 4
= Exzexz — fxexzdx (va estaresuelta)
_ 1 2 x2 1 x2
= jx%e >€ +c
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1
fxgexz dx = sz x e*dx = Eﬁ'“’:z[x2 —1]l+e¢c

Ejemplo 53
Calcular fxx,‘ 2x + 1dx
Solucién

1
Si rescribimos la integral nos resulta [ x(2x + 1)zdx y al hacer:

fE) =x FO)=1 g@)=@x+1)3 G(x)=f(zx+1)%dx

u=2x+1
Para hallar G(x) debemos hacer el cambio de variable: du = zif , luego
dx = —
2
600 jldu 1] ld (1)(2)2 12+1§
= 22— = — 2 === 2= = 2
X uz— 5 | u2du > 3)¢ 3( x+1)

Luego al aplicar la fébrmula de integracién por partes, tenemos

fxw‘Zx +1dx = j x(2x + 1)% dx = f(x)G(x) — ff’(x)(}(x)dx
=(x) % (2x + 1)3 —f % (2x + 1)3dx
= %x(Zx + 1)% —%I(Zx + 1)3 dx

Al resolver esta ltima integral por sustitucion, obtenemos

du

u=2x+1; du=2dx; dx = >
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3 3, du 1 5 o
Jex+1) /2 dx = [u f2? =z (2x + 1)™/2 y al sustituir en (1), obtenemos
1 3 11 5
= EX(ZX + 1) fg —E[E(Zx + 1) f2] 4+ ¢

= %x(Zx + 1)3f2 —%(Zx + 1)5f2 +c

1.8. Integraciéon Por Partes para Integrales Definidas

De la definicion de integral definida y de la regla del producto para la derivacion,
obtenemos

b b . b
f [f GG (x) + fF(x)G"()]dx = f [fC) + Gl dx = F)EG) |
Lo que implica que:

b b b
[ rgtex= s |, - [ Feacods

Ejemplo 54

Calcular f: lnﬁx dx

Solucién

Redefinimos la integral

‘Inx b
—dx = J x2 Inxdx
a

1 Vx
Sean f(x)=Inx; f'(x)= %; glx) = x_Tl; G(x)=2 x%

Luego aplicando la formula, nos queda

4 4 4
. mT:dx = L lelnx dx = if(x)G(x)—L £ ()G (x)dx
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= [t (2) - [ 2 (2x2)ax

1
11 x2 |4
=2xz nx—ZT 1
2

114
=2x%Inx — 4x2 1

1 1
— 204214 - 4(4)5] - [2(1}%1 - 4(1)5]

=32n4-8-0+4
= —4+ 32In4

~ —4+ 44,36

fnx F T lnxd
—dx = x2 Inxdx = 40,36
1 ‘V{E 1

Ejemplo 55

Después de t horas en el trabajo un obrero de una fibrica puede producir 100t e =%t

unidades por hora. ;Cudntas unidades producira el trabajador durante las primeras 3

horas?
Solucién

Denotamos a t como el iempo y a @(t) como el nimero de unidades en un tiempo t,

entonces Q(t) = 100te %5t

0@ = f 0" (Ddt

Q) = leDte_“‘Stdt
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Hagamos: f(t) =t; f(t)=1; g(t) = e % G@) = —2e705

Al sustituir en la férmula, tenemos

Q@) = leOte‘““drz FOGE) — ff'(t)(;(t)dt

=100[t(—2e~ %) — [ —2e705¢ dt]
= —200te” %t 4+ 200 [ e 5t dt
= —200te %5t — 40079t + ¢
Ahora hallamos el valor de ¢ apoyandonos en la condicion iicial: t =0 — Q(t) =0
Q(t) = —200te %5t — 40075 + ¢
0 = —200(0)e 5 — 400e725(® 4 ¢
0=0—-400+c¢
c = 400
Por tanto
Q(t) = —200te 5t — 40025t + 400
Y el namero de unidades producidas durante las primeras 3 horas sera:
Q(3) = —200(3)e 253 — 4007253 4 400
Q(3) = —600e™1°> — 400e1° + 400

Q(3) = 176,87 unidades
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1.9. Ejercicios y Problemas de Aplicacién Propuestos
Calcule las siguientes integrales indefinidas

1. [dx
2. [x®dx
3. fxisdx
1
4. fﬁd_’}?
5. J(4+2)dz

6. [(4+2)%dz
7. J(7+e)dx
X 3
3. I(E—Exg) dx
9. [+2e*dx
1
x2 3
1. [(5-3)dx
12. [(y*2 —6y% +3y *+y 1 —2e)dy
15, [*Zdu
4. [(u®+ e*)du
15 [ (2% =34 dx

16, [(x—3)(x? +4)dx

17, f('w ?)dx

2 2yx

18.  [+/x(x? —3x + 5)dx
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28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

Ju22u* + 3u? — 2u=3)du

J-z‘1'+1l]z3

2z2

f(s%—l)dx

(5 —2"1)dx

J5Ger)ar

dz

dx

-4
(3x)°

2

9—x
f x+3 dx

2x

J’elnx dx

[In(e®*?)dx

[x (x_z +x 4+ %ex) dx

2
[(2x7= +:ﬁ) dx

fxz +x+1
x+1

dx

f"ﬁ—"b’i

‘Edz
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37.

38.

[(e® —e P)dy

Jyr+1?2dy

J- ¥ +e2% dx

e.‘}l‘.’

[ 3% dx

Problemas de aplicacién de la integral indefinida

41.

43.

44.

46.

47.

68

Fl costo marginal para el producto de un fabricante es j—; =10 +24q —3q% v

los costos fijos son ¢f = 20; a) determine la funcién de costo total; b) el costo de
producir 2 unidades; ¢) el costo promedio por unidad cuando se producen 5
unidades.

El ingreso marginal que una empresa recibe de cierto producto es
R(q) = 15 — 9q — 3q?2. Encuentre las funciones de ingreso y de demanda.

0.001q

Si la funcién de costo marginal es ¢’(g) = 2e los costos fijos son de

2000. Determine: a) el costo total cuando se producen 200 unidades; b) el costo
promedio cuando se producen 50 unidades; ¢) la funcién de costo promedio.

La ganancia marginal diaria asociada a la produccion y venta de cierto tipo de
d .
cafetera es £ = —0,003g%+ 0,02g% + 20. Encuentre la ganancia total por la

venta y produccion de 220 articulos por dia si los costos fijos son de 800.

La funcion de costo marginal de una empresa es ¢’(g) = 30 +0,05q ; a)
determine la funcion de costo total si los costos fijos so de 1000 Bf. al mes; b)
geuanto costara producir 180 unidades al mes?; ¢) si los articulos se pueden
vender a 50 Bf. cada uno, ;cuantos articulos deben producirse para maximizar la
ganancia?

La funcion de utilidad marginal de una empresa es T'(g) =5—0,002q vy al

vender 100 unidades la empresa obtiene utilidades por Bf. 350 :cudl es la
funcion de utihidad de la empresa?

Suponga que la funcién de costo margial para el producto de un fabricante esta

de 100g%—3998g+60
dada por: — = —
dq g-—40g+1

producen q unidades; a) determine el costo marginal cuando se producen 40

, donde ¢ es el costo total en Bf. cuando se



48.

49.
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unidades; b) si los costos fijos son de 10.000 Bf., encuentre el costo total de
producir 40 unidades.

Si el costo marginal de un producto es ¢’ (x) =4x+2 y el costo total de

producir 10 unidades da como resultado un costo total de 300 Bf; encuentre la
funcion de costo total.

. . . - 5 1
El costo promedio de un articulo cambia con una tasa de ¢’(x) = —6x~2% + c v

el costo promedio de 6 unidades es de 10 Bf.; a) encuentre la funcion de costo
promedio; b) encuentre el costo promedio de 12 unidades

Un fabricante de bicicletas espera que dentro de t meses los consumidores
compren b(x) = 5000 + 60+/x bicicletas por mes a un precio de
p(x) = 80 4+ 3v/x BI por bicicleta. ;Cudl es el ingreso total que el fabricante

puede esperar de la venta de bicicletas en los proximos 16 meses?

La utihdad marginal de cierta compania es de 100 —2g dolares por unidad

cuando se producen q unidades: si la utilidad de la compania es de 700 dolares
cuando se producen 10 unidades. ;Cudl es la maxima utilidad posible para la
compania?

Un conservacionista hall6 que la poblacion p(t) de una especie en via de
extincion crece a una razéon de 0,51 e %93t donde t es el numero de anos

después de empezar a llevar registros. Si en la actualidad la poblacion de esa
especie es de 500. ;Cudl sera la poblacion en 10 anos?

Integrales por sustitucién

Utilice el método de sustitucion para resolver las siguientes integrales

53.

[(2 —x)*dx
f(%x + 6)_§ dx

[3x(1+ 3x2)~7 dx

4
J"2.31:+‘2L dx

3
J"xz ez.x +6 dx
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61.

62.

63.

67.

68.

69.

70.

71.

74.

75.

70

[ x71 In3x dx
J’eln(x+1)+4mx dx

2x+2
x24+2x+3

—zx~ Y
[ dx
=3

J- 3x+4 d
93x2+sx—5 X

J- 6xZ-12
x®—6x+1

[3¥3t+8dt

dx

[ dx (sugerencia u = vx)

1
| S

J- 1

xlnx

5

w(ln w)sfiz

dw

I(JEH)Z

oz dx

3
J’xz e* t1 d«




76.

77.
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dx
x?-4

dx

3xZ-2
x3—2x

dx

78. fe—:%dx

Problemas de aplicacién sobre integrales por sustitucion

79.

80.

81.

82.

83.

84.

La tasa de memorizacion del vocabulario de un curso de lengua extranjera para
, _ ) dv 40 )

un estudiante promedio estd dada por pria e donde t es el numero de

horas continuas de estudio 0 <t =< 4 yv es el namero de palabras. ;Cudntas

palabras memorizaria en 3 horas el estudiante promedio?

., . , 20
La funcién de costo marginal para el producto de una empresa es ¢’(gq) = e
Determine: a) la funcién de costo total s1 los costos fijos son de 4.000; b) el
costo total cuando se producen 100 unidades; ¢) el costo promedio cuando se

producen 100 unidades; d) la funcion de costos promedios.

La funciéon de ingreso marginal para el producto de un fabricante es

» _ 200
R (Q‘) - (2q+3)3'

2.000 unidades.

Determine el precio cuando la cantidad demandada es de

. . 200 L
Dado el ingreso marginal ——, encuentre la funcién de demanda.
(q+2)2
q

: , 20 : ..
Dado el costo marginal ¢’(q) = ——, encuentre el costo total, si los costos fijos

g+5
son de 2000 Bf.

Se estima que en t anos, contados a partir de ahora, el valor V (Bf.) de un
metro cuadrado de tierra en Venezuela se incrementarda a una tasa de

at? . . . .
———— Bf./aio. Si el valor actual de la tierra es de 500 Bf. /m2. :Cuanto
J0.2t¥+8000 / / ¢
costara dentro de 10 anos?
. . . , P 5
La propension marginal al ahorro en cierto pais esta dada por $°(I) = T

donde S e I representan el ahorro y el ingreso nacional, respectivamente, y se
miden en millardos de BI. Si el consumo total nacional es de 7,5 millardos
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86.

87.

88.

cuando el ingreso total nacional es de 8 millardos. ;Para qué valor o valores de
I el ahorro total nacional es igual a cero?
. . . . ) ds 1 18
La propension margial al ahorro en cierto pais esta dada por — = - — 5=
a2 342
donde S e I representan el ahorro y el ingreso total nacional, respectivamente, y
se miden en millardos de Bf.; a) determine la propension marginal al consumo
cuando el ingreso total nacional es de 81 millardos de Bf.; b) determine la
funcion de consumo si el ahorro es de 3 millardos de Bf. cuando el ingreso
total nacional es de 24 millardos.; ¢) use el resultado del literal (b) para mostrar
que el consumo es de 54,9 millardos cuando el ingreso total nacional es de 81
millardos.

Suponga que para cierto producto se determina el costo marginal por medio de
c’(x) = 1,05(x + 180)%%> y el ngreso marginal mediante
PR |
R'(x) = NCEZo
200.000 Bf. y la produccion estd limitada a un maximo de 200 mil unidades; a)
encuentre ¢(x)y R(x); b) determine el nivel de producciéon que da la

+ 2,8, en donde x estd en miles de Bf. Los costos fijos son de

ganancla maxima y encuentre la ganancia o pérdida minima.
El costo marginal para el producto de un fabricante esti dado por

c’(g) = ﬁ 0,09q3/2 4+ 9 donde ¢’ (q) esta dado en Bf. y los costos fijos son

de 640 Bf.; a) determine el costo marginal cuando se producen 36 unidades; b)
determine el costo total cuando se producen 36 unidades; ¢) calcule el costo
promedio cuando se producen 36 unidades.

Integracién por partes

Resolver las siguientes integrales usando el método por partes

89.

90.

91.

92.

93.
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[ 7x e* dx
[ 4x(2 - x)afz dx

[ Inx dx

x+2

mdx




96.

97.

98.

99.

100.

101.

102.

103.

104.

106.

107.

108.

109.
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fg et dx

[(x —e*)? dx

3

x
fz—xz dx

[ x e /2 dx
(3 —2x)e *dx
J
tintdt
J
I
f%dx

1
f%dx

Jx+1)(x + 2)° dx

[tint?dt
f—11 2 (x?—10%dx

0.3gq

Un comerciante descubrio que el costo marginal es 0,5(g + 1)e dolares por

unidad cuando se producen ¢ unidades. El costo total de produccion de 100
unidades es de 200 dolares. ¢Cudl es el costo total de produccion de las
primeras 20 unidades?

Se proyecta que dentro de t anos la poblacion de cierta cludad cambiard a una
razon de tln+/t + 1 miles de personas por aio. Si la poblacion actual es de 2
millones. ¢Cual sera la poblacion dentro de 5 aios?

Después de t horas en el trabajo, un obrero de una fibrica puede producir
100 t e~%° unidades por hora. ;Cuantas unidades producira el obrero durante
las primeras 3 horas?

Después de t semanas, las contribuciones a una campaiia local de recaudacion de
fondos llegaban a una razén de t e %2t dolares por semana. ;Cuinto dinero se

recaudo durante las primeras 5 semanas?
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110. S1 la funcion de costo marginal para x unidades de un producto es

¢’ (x) =1+ 3In(x + 1) dolares por unidad, y si el costo fijo es de 100 doélares,
encuentre la funcion de costo total.
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CAPITULO II: Integral Definida

2.1. Integral Definida

Mientras que el cdlculo diferencial surge y se desarrolla a partir del problema de
calcular la pendiente de una recta tangente en un punto dado, el cilculo integral surge
del problema de calcular de manera exacta el area bajo una curva dada.

Figura 2.1

El problema de calcular esta drea se conocia desde la época de los antiguos griegos, y
se sabia también como estimarla con cualquier grado de precision. Pero no se pudo
resolver el problema de manera exacta hasta el desarrollo del calculo mtegral, por
Newton y Leibniz en el siglo XVIII. Aunque la ciencia esti en deuda con el
matematico Barrow quien fue maestro de Newton y Leibniz ya que es poco nombrado

cuando se habla de este descubrimiento.
Hagamos un poco de historia para ver la aparicion del calculo itegral

Hacia el ano 300 a.C., el matematico griego Eudoxo inventé un método general para
hallar dreas de regiones planas, que fue conocido como el método de Exhaucion. La
idea era inscribir y circunscribir a la regiéon (por ejemplo, un circulo) regiones
geométricas mas sencillas, como rectingulos, tridngulos o regiones poligonales
generales - cuyas dreas sepamos medir. Ahora bien, si el area de la region inscrita y de
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la circunscrita tiende al mismo limite cuando se van refinando los poligonos, este limite

es, por definicion, el area de la region.

Fudoxo y Arquimedes usaron el método de Exhaucion para hallar las areas de un
cierto numero de regiones planas concretas. Se desarrollaron métodos similares para
hallar longitudes de curvas y volimenes de solidos. Sin embargo, ocurrié que el
método sélo valia en un nimero limitado de casos, en parte por la entidad de los
problemas algebraicos que el proceso requiere. Pasaron casi 1900 anos desde
Arquimedes antes de que nadie hiciera progresos significativos en la medicion de dreas
de figuras planas. Es asi como en el siglo XVIII, aparecen estos genios (Barrow,
Newton, lLeibniz) e mventaron un nuevo método para calcular areas, llamado
Integracion, que esta estrechamente relacionado con el calculo diferencial.

El demostrar la relacion entre derivacion e integracion es uno de los logros principales
del analisis matematico. Se ha dicho incluso que éste es el descubrimiento aislado mas

importante de la ciencia.

Para encontrar el drea de manera exacta, se construyen rectangulos superiores o
inferiores y posteriormente se pasa al limite cuando el nimero de rectingulos es

infinito.

Figura 2.2
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La suma de las dreas de los rectangulos inferiores (véase fig. 2.2) es

S

inf= FiL1A= Ay +AntAgttdn
Donde 4; es el area del rectangulo 1, que estd dado por

A; = (base) (altura) = (A,)f(x;)
x; es la parte inferior de la curva en el intervalo [x;,%x;—1]

Entonces, se tiene que

T T
Sing = ZA:' = Zf(x:)ﬁx
i=1 i=1

Figura 2.3

De igual manera, la suma de las areas de los rectingulos superiores (véase figura 2.3)
es:

SSUP= Y1 As Ay tAntAgttAp

En este caso también A; es el area del rectangulo 1, que esta dado por:

A; = (base) (altura) = (A,)f(xy)
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x; es la parte superior de la curva en el intervalo [x;,%;-4]

Entonces, se tiene que

n n
SSup = ZAI = Zf(xl)ﬂx
i=1 i=1

Es claro que

Siny < areabajo la curva < Sg
El drea bajo la curva se define como
Tt
Area bajo la curva = lim E f(x)A,
TL—*C0
i=1
Si este limite existe, entonces no Importa si se toman las sumas superiores o inferiores:

el resultado debe ser el mismo.

Ahora bien, la integral definida de una funcién f(x) se define como
b T
[ reodx = 1im Y reons
TL—oo
o i=1

Es importante hacer algunas aclaraciones respecto a esta definicion. La construccion
del drea bajo la curva se realizé considerando una funcion positiva f(x) = 0y con la

condicion de que @ < b,

Si estas condiciones se cumplen, entonces

b

J f(x)dx = area bajo la curva

a

Sin embargo, en la definicion de la integral definida no son necesarias estas
.. : _ b . e

condiciones; es decir, cuando escribimos fa f (x)dx nos referimos a cualquier funcién

f(x) que puede ser o no positiva en su dominio. Ademds, tampoco hay restriccion

sobre el orden en que debe aparecer a y b. Bien pudiera ocurrir que b < a. Por tanto,

el resultado de calcular una integral definida puede ser cualquier nimero positivo,
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negativo o cero. Lo cual no debe confundirse con el problema de calcular areas,
porque en este caso si se exige que las dreas tengan un valor positivo, y por esto el

calculo de areas es un poco mas laborioso que el calculo de una integral definida.
2.2. Teorema Fundamental del Célculo

Aunque tenemos un simbolo parecido para las itegrales definidas y las indefinidas, es

importante hacer notar que conceptualmente son dos cosas muy distintas; por un lado,

. .. b , ;.
la integral defimida fa f(x)dx da como resultado un nimero real - el limite de una

suma -, mientras que la integral indefinida [ £(x) da como resultado una funcion o

familia de funciones (antiderivadas).

Usar casi el mismo simbolo para antiderivadas como para integrales no es casualidad,
yva que existe una conexion entre los dos problemas que originaron, por un lado, el
calculo mtegral; es decir, hay una relacion entre los procesos de dervacion e
mtegracion. Esta conexion se enuncia en las dos partes del teorema Fundamental del
calculo.

Definicién: Sea f una funcién continua en [a, b]
1. SiF(x) = f: f(O)dt, entonces F, = f(x) para cada x € [a, b]

2. f: f(x)dx = F(b) — F(a),donde F es cualquier antiderivada de f

Hemos dicho que la diferenciacion y la integracion son procesos imversos. El teorema
fundamental del cilculo proporciona la relacion inversa precisa entre la derivada y la
mtegral y ademas este teorema permite calcular areas e integrales con facilidad, sin

tener que determinarlas como limites de sumas.

En la parte 1. De la definicion del teorema se puede escribir asi
x
Fo = [ f@de=fe
(8

En la cual se afirma que, s1 integramos f y, a continuacion, derivamos el resultado,

regresamos a la funcion original f; va que F, = f(x)

La parte 2. Puede rescribirse como

b
f E, dx = F(b) — F(a)

a
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Aqui se alirma que si tomamos una funcion F, la derivamos y luego integramos el
resultado, volvemos a la funcién original F, pero en la forma F(b) — F(a). Tomadas
jJuntas las dos partes del teorema fundamental del cilculo expresan que la derivacion y

la integracion son procesos inversos. Cada una deshace lo que hace la otra.

Ejemplo 1

Calcule ff 4x dx

Solucién
2 2
j 4x dx = 2x? 1= F(2) —F(1)
1
= [2(2)%] - [2(D)7]
=8-2
=6
Ejemplo 2

Calcule f_31(4-x — 3)dx

Solucién

3
-1

3
f (4x — 3)dx = 2x? — 3x
-1
= [2(3)% - 3(3)] — [2(—1)* = 3(—-1)]
=(18-9)—(2+3)
=9-5

=4
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0o VIt xt

Haciendo el siguiente cambio de variables, tenemos
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1
dx = j 2x3(1+ x"‘)_1/2 dx
0

u=1+x*

du = 4x3dx
dx = d—t
dx

23

1
d

= f 2x3u2 a
0 4.

1 !
= — j u_ifzdu
2 Jy

_D,5u”‘5 1
05 o
1
— 5,05
“lo

1
- (1 4405
(L+x4°% |

= [+ WA — [L+ (@4

— V-1

~ 041421
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2.3. Propiedades de la Integral Definida

) . . b
e Sif es continuay f(x) = 0en el intervalo [a,b], entonces fa f(x)dx puede
interpretarse como el area de la region limitada por la curva y = f(x), el eje x vy las

rectas verticalesx =a y x =b

. f; kf(x)dx =k f: flx)dx "k es una constante"
o [T+ gldx = [)f)dx + [) g(x)dx

b . . .
. f: flx)dx = fa flx)dx + f: f(x)dx, siempre que f sea continiia en un intervalo

que contenga tanto a, b y c.

o [[f)dx=0

o [PFedx= — [ FOdx

2.4. Aplicaciones de la Integral Definida

Cuando conocemos una funciéon marginal y queremos conocer la variaciéon del valor
total de una funcién, podemos encontrar el resultado mediante una integral definida.
i , su s qu cost 1 ue u uct a,
Por ejemplo bongamos que el costo marginal que un producto debe ar para
producir un producto es €y v estamos interesados en conocer cudnto se
mcrementaran sus costos cuando pase de un nivel de producciéon g; a un nivel gj.
Supongamos que la funcion de costos totales es €(qy . Es claro que el costo adicional en
que se incurre al incrementar el nivel de produccion es Ac = ¢(g,) — c(gq4) y en

términos de una integral definida podemos escribir:

qz |
Ac = L Ceq) 449

1

Situaciones similares se presentan para las funciones de ingresos, utilidades y

produccion.
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Fjemplo 4
Una fibrica de balones de futbol conoce que el ingreso marginal es
R,;x) = —0,2x + 300, donde x representa la cantidad de balones vendidos.
Encuentre:

a) Kl ingreso total por la venta de 1000 balones

b) Kl ingreso adicional cuando las ventas se incrementan de 500 a 1000.
Solucién

a)

1000 .
0

1000
R(x) = f (—0,2x + 300)dx
1]

1000
0

R(x) = —0,1x? + 300x
R(x) = [-0,1(1000)? + 300(1000)] — [—(0)? + 300(0)]
R(x) = —100.000 + 300.000
R(x) = 200.000 Bf.

b)

1000
R(x) = f (—0,2x + 300)dx
500

_ 1000
R(x) = —0,1x* + 300x| >
R(x) = [-0,1(1000)2 + 300(1000)] — [0,1(500)? + 300(500)]
R(x) = 200.000 — 125.000

R(x) = 75.000 Bf.
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Ejemplo 5

Una tienda de cosméticos se da cuenta que sus ventas cambian a una tasa dada por:

S&t) = —3t2 +300t, donde t es el niumero de dias después de terminada una

campana publicitaria vy t € [0,30]; a) encuentre la venta total durante la primera

semana después de que terminé la campana; b) encuentre la venta total durante la

segunda semana después de que se terminé la campana.

Solucién

84

a)

Durante la primera semana significa que t € [0,7], por tanto
? -

7
S = j (—3t? + 300t)dt
0

7
S = —t3 +150¢? 0

S = [—(7)3 + 150(7)%] — [—(0)3 + 150(0)?]
S = —343 + 7350

S = 7.007 Bf.

Durante 121 Segunda s€mana, tenemos que t € [?,14’], lueg()
14 i

14
S = f (—3t? + 300t)dt
7
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S = —t + 150¢2|
S = [-(14)* + 150(14)*] — [—(7)* + 150(7)?]
S = —2.744 + 29.400 + 343 — 7.350

S =19.649 Bf.

Ejemplo 6
Suponga que una compaiia de maquinas expendedoras de helados modela su ingreso

suponiendo que el dinero fluye de manera continua en las maquinas, cuya tasa de flujo

0,01t

anual estd dada por: fiy = 120e en miles de bolivares fuertes al ano. Encuentre el

mgreso total de las maquinas durante los primeros 3 anos.

Solucién

3
f@o) = fﬂ fioydt

3

f) = j 120e%01t 4t
1]

_ 120 g.01t]3
f= 0.01° |ﬂ

f(© = 12.000 %023

f(©) = [12.000¢°013®)] — [12.000¢%01(®)]
f(t) = 12.000e%°% — 12.000

f(t) = 12.365,45 — 12.000

F(t) = 365,45 mil Bf.
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2.5. Integrales Definidas y las Areas

El cilculo de dreas no es simplemente el cilculo de una integral definida, ya que en
todo momento debemos cuidar el hecho de que las dreas son siempre positivas.

Definicién de Areas: Si f es una funcion continua en [a,b] ¥ f(x) = 0en [a, b],
entonces el area exacta entre ¥ = f(x),v el eje x desde x = a hasta x = b esta dado

por:

A= jbf(x)dx

Figura 2.4

A continuacion, presentamos algunos referentes importantes para calcular el area bajo
la curva. Lo que nos delimita dicha drea son los limites de integracion que pueden ser
dados en un problema o habra que buscarlos.

Ubicacion de los limites de integracion:

a) En las asintotas verticales: x = k (k una constante)
b) En la interseccion de la curva ¥ = f(x)con el eje x

¢) En la interseccion de dos o mds curvas
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4- J;bf(x)dx

b
a=[ (1t~ g00)ax

a

Figura 2.5

Al calcular el drea se recomienda hacer un bosquejo de la funcion, ya que esto permite
visualizar el drea que hay que evaluar.

Supongamos que queremos calcular el darea que se halla entre la curva ¥y = f(x) y el

eje x en el intervalo [a, b], serialado en la sigulente figura:
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Figura 2.6

. 7 M b Ve 7 4
Si calculamos Unicamente fa f(x)dx, restariamos el darea A, de las areas A; y A,
debido a que la funcion f(x) es negativa en el intervalo abierto (x41,%3). Luego el

procedimiento correcto es:

A = |1"‘11| + |1"‘12| + |1"‘13|

A= fxlf(x)dx + szf(x)dx + f:f(x)dx

(3 Xy

Fjemplo 7

Calcule el drea comprendida entre la curva y = 4 — x2 y el eje x en el intervalo que va

desde x = 0 hasta x = 3.
Solucién

En primer lugar, debemos saber que x =0 y x = 3 son asintotas verticales, por lo

tanto, son limites de integracion. En segundo lugar, debemos calcular las intersecciones

de la curva y = 4 — x2 con el eje x, para ello igualamos la funcién a cero, asi:

4 —x2=0
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Factorizando, tenemos

2-x)2+x)=0 - {xxlz ::_j - (—2,0)(2,0)

En nuestro intervalo de interés, que va desde x= () hasta x= 3, inicamente esta la raiz

x = 2, por lo que ésta también serd un limite de integracion.

Para poder bosquejar debemos hallar el punto maximo en la parabola que representa a
y = 4 — x2, para ello debemos derivar la funcion. Asi:

y =-2x - -2x=0 -x=0

Sustituimos este valor en la funcién dada, asi

y=4—x2
y=4—(0)
y=+4

Por tanto el punto méaximo es: (0,4)

Bosquejamos

Figura 2.7
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Obsérvese que el area 41 no se encuentra en el intervalo dado [0,3], por tanto se

descarta.

A = |1"‘12| + |1"‘13|

2 3
A= L(-’-l-—xz)dx + L (4 —x?)dx

2

2
1
A, = L (4-—x2)dx:4-x—§x3 0

4, = [42) -3 @] - [4© -5 07]

A, =8 8 0
2= 3
16

A, = — U?
27 3

Por otra parte:

3
2

3
1

Az = j (4 — x®)dx = 4x — =x3
2 3

4= [13) -1 7] - [1@ -1 27]

8
A3 =12—-9-8+4—
3
-7
Ay = — U?
37 3

Luego el drea total es:
16 -7] 23
4= 5]+ 55 v?

3 3

U? representa cualquier unidad de drea.
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Ejemplo 8

Encuentre el area comprendida entre la curva y = —2x% — x, el eje x y las rectas

x= 2yx= -1
Solucién
x =—2 vy x = —1 son rectas verticales, por tanto, limites de integracion

Determinamos las intersecciones

1
—2x?—x=0-x2x-1)=0 - x1=0yx2=5

Ninguna de estas raices se encuentra dentro del mtervalo de mterés, que es [— 2, —1].

Por tanto, no nos interesan como posibles limites de ntegracion. Al bosquejar
obtenemos.

Figura 2.8
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-1

A= J (2x% — x)dx
-2

2 3 x? -1

A= 30 5

A= [0t 50 - 22 52

16
—+2

A—21+
£t~ 3 2" 3

Ejemplo 9
Hallar el drea encerrada entre la curva y = 9 — x2 y el eje x.
Solucién

En este caso no se menciona el intervalo, por lo que debemos deducirlo calculando las

2

mtersecciones de la curva y = 9 — x4, con el ¢je x, es decir, hallamos los limites de

mtegracion
9—x?=0-0B3-x)3+x)=0->x;,=3 y x,=-3

Bosquejamos y hallamos el punto maximo de la parabola, asi:

r

y=-2x - —2x=0 - x=0 -y = 9,por tanto Pm = (0,9)
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Figura 2.9

3
A= j(‘}—xz)dx
-3
A—o 1 3 3
T3 3

A= [9(3) — % (3)3] - [9(—3) - % (—3)3]
A=27-9+27-9

A=36U?

Ejemplo 10

- , - 1

Encuentre el area de la region entre la curva y = e lasrectasx =1 y x — e
Solucién

x =1 y x = e son asintotas verticales, por lo tanto limites de integracion.
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Bosquejamos

1 2 g 3 4
El area buscada viene dada por
1
A= j —dx
;X
e
A=Inx
A=Ine—Inl
A=1U?
Ejemplo 11

Encuentre el area de la region entre la curvay = e*, elejexyx =1y x =2
Solucién

x =1 y x = 2 son asintotas verticales, por tanto limites de integracion
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S1 bosquejamos

Figura 2.11
El area buscada viene dada por
2
A= f e*dx
1
A < |2
= e
1

A=ele—1)U?

2.6. Areas entre Curvas

Si queremos calcular el drea comprendida entre dos curvas ¥y = f(x); v = g(x), el

mtegrando debe ser la diferencia entre las dos funciones, es decir

b
A= f [F () — g(0)ldx
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¥ =[x

¥ =g(x)

Figura 2.12

Graficamente es equivalente a decir, que se resta la funciéon que esté por arriba a la
funcién que esté por debajo. Segun la figura 2.12 resulta evidente que el resultado es
positivo porque en todo el intervalo f{x} 2 g(x), pero esto lo podemos decidir sélo si

conocemos la grifica. En caso de no ser asi, basta con tomar el valor absoluto, sin
mmportar el orden en que aparecen Ffx} ¥ g{x], por tanto, el area entre las dos curvas
esta dado por

dx

Ir
4= f [F ) — g(x)]

Ahora bien, puede ocurrir que las curvas se intercepten en el intervalo de interés,
como se observa en la siguiente figura

Y

Figura 2.13
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En este caso, la diferencia f{x}— g{x)} sera positiva en una porciéon del intervalo y

negativa en otras partes. Debemos por tanto conocer las intersecciones entre ellas
(Iimites de integracién) y partir el intervalo para no sumar dreas negativas.

y

Figura 2.14
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El area entre las curvas es:

Xy b
A= [ e - geolax{+ || 1760 - gonax
a X1
Fjemplo 12
Determine el drea entre las curvas y = —x?+8 y y = x2, en el intervalo que va

desde x =0 hastax =4
Solucién

Recordemos que x =0y x =4 son asintotas verticales, por tanto son limites de
mtegracion. Debemos verificar si las curvas dadas se mterceptan en el intervalo de
mterés, de ocurrir, dichos puntos seran limites de integracion. Para verificar si existe

mterseccion igualamos las funciones, asi:

—x?+8= x?

2x2—-8=0->x?=4 > ;=2 yx,= -2

Por tanto, los puntos de interseccion son: (2,4)y (—2,4)

En el intervalo [0,4] estd la interseccion x; = 2; por tanto, debemos partir el intervalo
de integracion. La eleccion sobre cual debe ser f(x) vy cual g(x) no es relevante, toda

vez que se tomaran los valores absolutos de las funciones.

Sean f(x) = x?, g(x) = —x? + 8, entonces

2 4
A= f [x?— (8 —x?)]dx|+ j [x2 — (8 —x?)]dx
0 2

+

2 4
A= L (2x?% —8)dx L (2x? — 8)dx

Al calcular
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2x3 |2
3

J:(sz—S)dx: =8
- E (2)3 —8(2)] — E (0)3 — 8(0)]
= ?-16

—32

Al calcular
f(zxz —8)dx = 2%3— 8x E
= fwr —sw]-[f @ -5

=2_16

A= _—32|+|ﬁ =32 U2
3 3
Bosquejamos y hallamos los puntos maximo y minimo
Paray = x?
y' =2x
2x=0 - x=0 —y=0 — Punto minimo (0,0)
Paray = —x? + 8
y' = —2x

—2x=0 -x=0 - y=8 — Puntoméaximo (0,8)
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glo=x

fix)= -x°+8

Figura 2.15

Ejemplo 13
Calcule el area encerrada por las curvas y = x2 yy= Jx
Solucién

En este caso no se especifica el intervalo de mterés, de modo que el drea encerrada
estara comprendida entre las intersecciones. Igualando se tiene:

2= \x

G ={x)P? > xt=x > axt—x=0->x(x*-1)=0>x=0yx=1,

por lo que los puntos de interseccion son (0,0) y (1,1)
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Y=fx)

y=9g(x)

Figura 2.16

El area viene dado por

A=

f:(xz — -V"E)dx

Al calcular
1 1
j (x2 —vx)dx = j (xz—xlfz)dx
0 0
= Exa _§x3f2|3

3

o HOEH O B HOEE O

101



Manual de Cilculo Integral y funciones de varias variables

Por tanto

Fjemplo 14

Encuentre el drea de la region encerrada por las curvas y = x2+2x+6 ;
yv=x+12

Solucién
Calculamos las intersecciones para hallar el intervalo de integracion, ya que no lo dan.
¥+ 2x+6=x+12

+x—6=0-(x+3)x—-2)=0 »x= 3 yx=2

=i
Y
ds
ra
N
=
-
ra
w

Figura 2.17
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Por tanto

2
A= f [ + 2x +6) — (x + 12)]dxx
-3

2
A= f(ﬂ+x—®n
-3

Y se calcula

3 x2

2
x 2
Lg(x2+x—6)dx: ?—I-?—ﬁx |_3

- [+ 2 s0) - [ 2w

g 9
= +2-12+49---18

_ -125
T s
Por tanto
—125 125
= |—| = —p?
6 6

Ejemplo 15

Encuentre el drea de la region encerrada por la curva y = x2 + 4 y las rectas ¥ = x
x=0 x=3

Solucién

Las rectas x = 0 ¥ x = 3 por ser asintotas verticales son limites de integracion. Ahora
1 amos la curva y = x2+4 con la recta ¥ = x. Para ello las igualamos
mterceptamos la curva ¥y = x° +4 con la recta ¥ = x. Para ello las 1gualamos y

resolvemos:

x2+4=x > x> —x+4=0
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Esta ecuaciéon no posee solucion real, por lo que podemos afirmar que las curvas no

tienen puntos en comun.
Bosquejemos para visualizar el problema
y=x244 >y =2x -2x=0->x=0 >y=4

Por lo que el punto minimo tiene coordenadas (0,4)

Figura 2.18

Obsérvese que la curva y = x2 + 4 no se intercepta con y = x

El drea viene dado por

3
A= f[(x2+4)—(x)]dx
0

3
A= j (x? —x +4)dx
0
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Y se calcula
|3

3 1 1
A= j (x2 —x+4dx= x> ——x?+4x 0
0

3 2
A= [ -3 +40)| - [0 -3 @2 +10)]

A=9 9+12
B 2

u 31[}2
2

Ejemplo 16
Encuentre el drea de la region encerrada por las graficas de y = 2x y y = x> — x?2
Solucién

Como no nos dan el intervalo de integraciéon, hallamos la interseccion entre las curvas,

para ello igualamos
x3—x?=2x
x—x2-2x=0 -x(x*—x-2)=0 »x(x—2)(x+1)=0

x=0x=2 x= -1, por lo que los puntos de interseccion son

(0,0)0(2,4)(—1,-2)
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Bosquejamos

3 .2
y=x"-x

Figura 2.19

El area viene dada por

0 2
A= J [(x3® —x2) —2x]dx| + J [(x?® —x?) — 2x]dx
-1 0

Y al calcular las dos areas por separado, obtenemos

1 1

0
0
A= j (x3 —x2 —2x)dx = 1;\:"‘——;\{3—;\52
-1

-1

3

A= [0 507 - 7] - [ - 302 - 1]

1 1
A1:0—1—§+1
5
A, = — U2
1712
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El area A; es:

2 1 1
A, = f (x¥ —x? —2x)dx = —x*— =x* — x?
o 1 73

2
0

a= ;@ 3@ - @] - [;co 50 - o]

A, =4 8 4
2= 3
-8

A, = — U2
27 3

Luego el area total viene dada por

A _|5|+|—8|_37 5
£ 12 3| 12
Kjemplo 17

. 4
Hallar el drea de la region encerrada por y = ~ Y= 1; v=4; x=0

Solucién

En este ejercicio, como tenemos dos asintotas horizontales y =1 ; ¥ =4 , debemos

integrar en funcion de y, para que esas asintotas horizontales se conviertan en limites

de integracion.

. L . 4 4 .
Para ello, trabajamos en funcién de y: S1y = S TOX= 5 ahora bosquejamos
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=4/x

£

y=4
/
2| //
/// Y1
6 5 -4 3 2 A 1 2 3 4 & & 7 8
_2.
_4_
Figura 2.20

f”d ‘ aimlyl |

— = il

Ly y y 1
= [4ln4] —[4In1]

~ 5,545 U?

Ejemplo 18
Encuentre el area encerrada por la parabola y? = x ylarectax —y =
Solucién

En este caso, conviene considerar a la variable x como funciéon de y; es decir,
despejando x tendremos dos funciones: f(y) = y2 y gly) =y +2

Para conocer las intersecciones, igualamos
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Vi=y+2 -5y’ —y-2=0-0+D@-2)=0->y=-1y=2
Bosquejamos, para ello hallamos el punto minimo
x=yio5x =2y 52y=0 2y=0yx=0

Por lo que el punto minimo tiene coordenadas: (0,0)

y=x

Figura 2.21

El drea viene dada por

2
A= f [@2)—@+2)]dy‘
-1

2
A= L(vz -y - Z)dy‘

Que al calcular obtenemos
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(2)?
2

(—1)?
2

a= z@ - 20| - s -5 -2
3 3

A—8 2 4+1+1 2
3 3 2

Entonces

A_| 9—9[;2
o2 2

2.7. Aplicaciones de las Areas en la Administracién y la Economia
9.7.1.  Curva de Lorenz. Indice de Gini

“La anica diferencia entre los ricos y otras personas”, dijo en una ocasion Mary Colum
a Ernest Hemingway, “es que los ricos tienen mas dinero”. Es posible que sea asi. Pero
esta afirmacion deja muchas interrogantes sin respuesta. La diferencia entre los ricos y
los pobres es un mmportante tema de estudio, para los ricos que llevan una vida
acomodada, para los pobres en apuros y para la preocupada clase media que aspira a

mas.

La renta varia de unas personas a otras. Los igresos de una persona dependen de la
oferta y de la demanda de su trabajo, las cuales dependen, a su vez, de la capacidad
natural, del capital humano, de la discriminacion, etc. Como los ingresos procedentes
del trabajo representan entre el 60 y el 80 por 100 de la renta total en casi todas las
economias, los factores que determinan los salarios también son en gran medida
responsables en la forma en que se distribuye la renta total de la economia entre los
diferentes miembros de la sociedad. En otras palabras, de ellos dependen quien es rico

y quien es pobre.
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Para estudiar distribuciones de ingresos se usa una Curva de Lorenz. Si x es la fraccion
de los receptores de ingresos que ganan menos y es la fraccion acumulada del total de
los igresos, entonces la linea de i1gualdad en la distribucion de ingresos es la recta y=x.
En este caso, por ejemplo, 10 9% de los receptores de ingresos perciben 10 9% de los
mgresos totales, 20 % de los receptores reciben 20 9% de los ingresos totales, etc. Desde
luego, la distribucion real del ingreso no es de esta manera, ya que normalmente
algunos perciben mas que otros; por ejemplo, 20 9% de los que menos perciben
podrian estar recibiendo sélo 5 % del total de los mgresos, y 50 % de los que menos
perciben podrian estar recibiendo solo 25 % del total. A esta curva real de distribucion
de ingresos se le conoce como Curva de Lorenz.

En la siguiente figura se observan la linea de igualdad y la Curva de Lorenz.

y=x

X Curva de Lorenz

0,5

Figura 2.22

La desigualdad en la distribucion del ingreso se mide con el “coeficiente de
desigualdad o Indice de Gini para una curva de Lorenz dada. Este coeficiente se define
como el area entre la curva y la diagonal, dividida entre el darea bajo la diagonal, es

decir, el coeficiente de desigualdad de Gini es

area entre la curvay la diagonal

Gini =
e area bajo la diagonal
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Observemos que, si todos los ingresos son iguales, la curva de Lorenz coincide con la
diagonal y entonces no hay drea entre las dos curvas, de modo que el coeficiente de
desigualdad es cero. Por otro lado, observemos también que el area bajo la diagonal es
el area de un triangulo cuya base es uno, al 1gual que su altura. Recordando la férmula

del area del triangulo, tenemos:

. (base) (altura)
Area =
2
Y el drea de la diagonal es (1)2(1} = %

Entonces, el indice de Gini puede escribirse como

area entre la curvay la diagonal

1
2

Gini =

Gini = 2(area entre la curva y la diagonal)

Si L(x) es la curva de Lorenz, entonces el indice de Gini puede escribirse como

1
Gini = j [x — L(x)]dx
0

Ejemplo 19

Determine el coeficiente de desigualdad o indice de Gini correspondiente a la curva de
Lorenzy = 0,9 x2 + 0,1x (el ingreso de un pais en el afio 2000). Si ¢l coeficiente

de Gini para el ingreso en el 2005 es 0,378. ¢Durante que ano la distribucion del
mgreso fue mas equitativa?

Solucién

Gini = 2 f x — LGx)ldx
0

1
Gini = Zf [x — (0,9x2 + 0,1x)]dx
0
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1
Gini = 2 j x —0,9x% —0,1x)dx
0
1
Gini = j (0,9x — 0,9x%)dx
0

1
Gini = 2(0,45x% — 0,3x3) 0

Gini = [2(0,45(1)? — 0,3(1)3)] — [2(0,45(0)? — 0,3(0)?]
Gini = 0,3
La equitatividad absoluta del ingreso ocurriria si el indice de Gini para el ingreso fuera

cero; y coeficientes mas pequenos indican que los mgresos son mas equitativos. Por lo
tanto, la distribucion del ingreso fue mas equitativa en el 2000 que en el 2005.

Ejemplo 20

En un estuerzo por hacer que la distribucion del ingreso sea mas equitativa, el gobierno
de Venezuela aprueba una Ley tributaria que cambia la curva de Lorenz del ano 2008
y =0,99x%1 a y = 0,32x2 + 0,68x. Para el aino 2009. Encuentre el coeficiente de

desigualdad para el igreso para ambos anos y compare la distribucion del ingreso

antes y después de que se aprobé la ley tributaria.
Solucién

Ano 2008

1
Gini = 2 lf [x — 0,99x2*1]| dx
0

xZ x3,1 1
Gini =2 (=
e (2 0,32) 0
Gini = x? —0,64x31 0

Gini = [(1)? — 0,64(1)31] — [(0)? — 0,64(0)31]
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Gini = 0,360

Ano 2009

1
Gini =2 lj [x —(0,32x% + 0,68;\:)]] dx
0
1
Gini = 2 f (0,32x — 0,32x%) dx
0

1
Gini = 2 (0,16x% — 0,106x3) 0

1
Gini = 0,32x2 — 0,212x3 0

Gini = [0,32(1)? — 0,212(1)%] — [0,32(0)2 — 0,212(0)3]
Gini = 0,108

Evidentemente la ley tributaria favorecio la distribucion de los ingresos en Venezuela
para el ano 2009.

2.7.2. Excedente de Consumidores y Excedente de Productores

Imaginémonos una persona que posee un album de barajitas del mundial de futbol
México 70 (campeon Brasil) v decide venderla. Una manera de hacerlo es realizar una
subasta por internet. A ello aparecen 4 coleccionistas: Jeisson, Miguel, Juan y Fabiana.
A todos les gustaria tener el dlbum, pero la cantidad que cada uno esta dispuesto a
pagar por ¢l tiene un limite. La tabla 2.1 muestra el precio maximo que pagaria cada

uno de los cuatro posibles compradores:
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Tabla 2.1. Disposicion a pagar de cuatro posibles compradores

Comprador | Disposiciéon a pagar (Bf.)
Jeisson 1000
Miguel 800
Juan 700
Fabiana 500

El maximo de cada uno se llama “Disposicion a Pagar” y mide el valor que concede el
bien. Cada comprador desearia comprar el dlbum a un precio inferior a su disposicion
a pagar, se negarian a comprarlo a un precio superior a su disposicién a pagar y se
mostrarian indiferentes ante la posibilidad de comprarlo a un precio exactamente igual
a su disposicién a pagar.

Para vender el adlbum, comienza la subasta con un precio bajo, por ejemplo Bf. 100.
Como los cuatro compradores estan dispuestos a pagar mucho mas, el precio sube
rapidamente. La subasta se detiene cuando Jeisson ofrece 800 Bf. (o algo mas). En este
punto Miguel, Juan y Fabiana han abandonado la subasta, porque no estan dispuestos a
ofrecer mas de 800 Bf. Jeisson paga Bf. 800 y consigue el dlbum. Obsérvese que éste
ha ido a parar al comprador que le concede el valor mas alto. :Qué beneficio obtiene
Jeisson por la compra del album de barajtas de futbol? En cierto sentido, Jeisson ha
encontrado una verdadera ganga: estaba dispuesto a pagar Bf.1000 por el album, pero
solo paga Bf. 800. Decimos que recibe un excedente del consumidor de Bf. 200.

Fl Excedente del Consumidor: es la cantidad que un comprador esta dispuesto a pagar
por un bien menos la cantidad que paga realmente.

El excedente del consumidor mide el beneficio que obtienen los compradores
participando en un mercado. En este ejemplo, Jeisson recibe un beneficio de Bf. 200
por participar en la subasta, pero solo paga Bf. 800 por un bien que valora en Bf. 1000.
Miguel, Juan y Fabiana no obtienen ningiin excedente por participar en la subasta, ya
que la abandonaron sin el dlbum y sin pagar nada.

Ahora imaginemos que el propietario de una casa necesita que le hagan todos los
servicios del hogar (Iimpiar, cocinar, lavar, planchar). Recurre a cuatro prestadoras de
servicio de limpieza: Adriana, Dayana, Faby y Sofia. Cada una esta dispuesta a hacer el
trabajo si el precio le conviene. El propietario recibe las ofertas de las cuatro mujeres y
adjudicara el trabajo a la que lo haga al precio mas bajo posible.
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Cada mujer esta dispuesta a aceptar el trabajo si el precio que percibe es superior al
costo de hacerlo, aqui el costo debe concebirse como el valor que conceden a su
propio esfuerzo y tiempo. La tabla 2.2 muestra el costo de cada una.

Tabla 2.2 Costos de cuatro posibles limpiadoras

Limpiadora Costo (Bf.)
Adriana 90
Dayana 80

Faby 60
Sofia 50

Como el precio mas bajo que aceptaria por su trabajo, es una medida de su disposicion
a vender sus servicios. Cada trabajadora desearia vender sus servicios a un precio
superlor a su costo, se negaria a hacerlos a un precio inferior a su costo y se mostraria

mdiferente ante la posibilidad de hacerlo a un precio exactamente igual a su costo.

Cuando el propietario recibe las ofertas de las trabajadoras, el precio puede comenzar
siendo alto, pero baja rapidamente cuando éstas compiten por el trabajo. Cuando Sofia
ofrece Bf. 60 (o algo menos), es la Gnica que queda, Estd contenta de hacer el trabajo a
este precio, ya que su costo es de Bf. 50 solamente. Adriana, Dayana y Faby no estin
dispuestas a hacerlo por menos de Bf. 60. Obsérvese que el trabajo se adjudica a la
trabajadora que puede hacerlo al menos costo. :Qué beneficio obtiene Sofia al recibir
el trabajo? Dado que esta dispuesto a hacerlo por Bf. 50, pero obtiene Bf.60, decimos

que recibe un excedente del productor de Bf. 10.

El Excedente del Productor es la cantidad que recibe un vendedor menos el costo de
produccion. Mide el beneficio que obtienen los vendedores por participar en un

mercado.

El precio que los diferentes consumidores estarian dispuestos a pagar por un producto
varia dependiendo desde luego de valores como la satisfaccion que obtendran del
consumo de dicho producto y del nivel de sus ingresos. La curva de demanda del
producto nos indica la cantidad que serd demandada a cada precio que se fije del
mismo. Andlogamente, no todos los productores tienen el mismo sistema de costos de
produccion vy, por tanto, el precio al que los diferentes productores estan dispuestos a
producir varia de un productor a otro, de modo que es la curva de demanda la que

indica el nivel de produccion correspondiente a cada nivel de precios.
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En una situacion de hibre competencia, ningun productor puede tener estrategias de
precios (tal como seria el caso de un monopolio); esto es, en libre competencia el
precio lo fija el mercado sin que nadie pueda interferir en él. Debido a este hecho,
habra consumidores que podrian pagar mas del precio fyado por el mercado y
consumidores que se quedaran sin consumir el producto porque el precio fijado es
superior al precio maximo que ellos pagarian. De igual manera, habra productores que
podrian producir a un precio menor que el precio fijado por el mercado y productores
que saldran del mercado porque sus costos no le permiten vender al precio fijado.

Es claro entonces que en libre competencia hay consumidores que se quedan con un
excedente, porque el mercado fij6 el precio del producto a un nivel inferior del que
ellos estarian dispuestos a pagar y hay productores que también tendran un excedente,
por el hecho de que su sistema de costos les permitiria vender a un precio inferior al

precio competitivo.

A continuacion deduciremos las féormulas que nos permitan calcular los excedentes,

tanto de consumidores como de productores.

Para ello, partimos del diagrama de oferta y demanda de la siguiente figura

Figura 2.23

El precio que fija el mercado se obtiene como el punto donde se interseca la curva de
oferta y la curva de demanda; es decir, el precio competitivo en la figura 2.23 es pg v la

cantidad de equilibrio de ese precio es gq.
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El excedente de los consumidores se define como el drea comprendida entre la curva
de demanda p =f(g) vy la linea p = py. Dicho excedente corresponde al drea

sombreada de la figura 2.24

Excedente del Consumidor

~

//

Figura 2.24

Matematicamente, el excedente de los consumidores es:

qo
EC= [f(q) —poldq
1]

El excedente de los productores es el area que se halla entre la linea p = pg vy la curva

de oferta p = g(q), el cual corresponde al area sombreada de la figura 2.25
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Excedente del Productor

Sy

Figura 2.25

Matematicamente, el excedente de los productores se calcula como:

qo

EP = . [Po —9(q@ldq

Ejemplo 21

La funcién de demanda para un producto es p = 34 — x2. Si el precio de equilibrio es

$9. ¢Cudl es el excedente del consumidor?
Solucién

Primero debemos encontrar la cantidad gg que se comprard a este precio. Si

suponemos que Pg = 9y despejamos x, obtenemos:

9=34—x*> x?=25-5x=45->x, =5y x; = —5, este ultimo valor se

descarta por no existir cantidades negativas, por lo que gg = 5.

Por lo tanto, el punto de equilibrio es (9,5). El excedente del consumidor esta dado

por la formula

EC= f 1[f(x} — poldx
0
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5
EC = f [(36 — x2) — 9]dx
Q0

5
EC = J (25 — x?)dx
0

5

EC =125 L
=25x—gx7 |,

EC = [25(5) — % (5)3] — [25(0) - % (0)3]
EC =125 — 41,66

EC =83734%

Ejemplo 22

La curva de demanda de cierto producto es p =40 —1,6q vy la de oferta es
p = 8 + 2,4q. Determine el excedente de los consumidores y el excedente de los

productores.
Solucién

Debemos determinar el punto de equilibrio competitivo igualando la oferta a la
demanda

40 —1,6g = 8+ 2,4q
40 -8 = 2,4q + 1,6q
32 =4q
4o =8
Y sustituyendo en la ecuacion de oferta o la de demanda se obtiene:

p =40 —1,6(8)
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p=40—128
P = 27,2

Luego de conocer el punto de equilibrio podemos hallar:

8
EC= j [f(q) — poldq
Q0
8
EC = j (40 — 1,6q) — 27,2 dq
Q0
8
EC = j (12,8 — 1,6q)dq
Q0

8
EC = 12,8q — 0,8q2 0

EC = [12,8(8) — 0,8(8)] — [12,8(0) — 0,8(0)*]
EC =102,4— 51,2
EC=51,2

De igual manera hallamos el excedente de los productores, asi

8
EP = j [po — 9(q)]ldq
Q0

a8
EP = j [27,2 — (8 + 2,49)]dq
1]

8 8
EP = j (19,2 — 1,242
o 0

EP = [19,2(8) — 1,2(8)%] — [19,2(0) — 1,2(0)?]
EP =153,6 —76,8

EP =768
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Ejemplo 23
Un monopolio tiene una funcion de costo total ¢ = 1000 + 120x + 6x?2

Para su producto, el cual tiene una funciéon de demanda p = 360 — 3x — 2x2.
Encuentre el excedente del consumidor en el punto donde el monopolio tiene una

ganancia maxima
Solucién

Primero tenemos que hallar el punto donde se maximiza la funciéon de ganancia.

Puesto que la demanda de x unidades es p = 360 — 3x — 2x2, el ingreso total es:
R(x) = (360 — 3x — 2x?)(x)

R(x) = 360x — 3x?% — 2x3

Por consiguiente la funcion de ganancia es

G(x) =R(x)—C(x)

G(x) = (360x —3x? — 2x?) — (1000 + 120x + 6x?)
G(x) = —2x3 —9x? + 240x — 1000

Entonces

G (x) = —6x% — 18x + 240

De modo que

—6x2—18x+240=0 ->x =5

Puesto que

p (5) = —12x — 18

p = —12(5) — 18

p = —60— 18
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p = -78 <0

La ganancia para el monopolista se maximiza cuando se venden x =5 unidades al

precio

p =360 — 2x?

p = 360 — 3(5) — 2(5)*
p =360—-15-50

p =295

El excedente del consumidor en x =5 y p = 295 esta dado por:

5

EC = f [F () — poldx
0
g

EC = f (360 — 3x — 2x?) — (295)dx
0
5

EC = f (360 — 3x — 2x2) — 295 dx
0

5
EC = j (—2x? — 3x + 65)dx
0

EC= _2x3 2424165 |5
- T3F Tof *lo

EC = [—%(5)3 —%(5)2 + 65(5)] -0

EC= —8333 -375+325

EC =204,17
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Fjemplo 24

La funcion de demanda para cierto producto es p = 144 — 2x? y la funcion de oferta
es p= x?+33x + 48.Encuentre el excedente del productor en el punto de

equilibrio.
Solucién

Debemos determinar el punto de equilibrio competitivo 1gualando la oferta y la
demanda.

144 —2x% = x* +33x + 48
3x%4+33x—-96=0

X1 =qgg =24

x, = —13,4 se descarta

Sustituyendo qg en la oferta o la demanda, tenemos

Do = 144 — 2x? > py = 144 — 2(2,4)? - p, = 132,48

2.4
EP= | lm — gCldx
0
2.4
EP = f [132,48 — (x? + 33x + 48)]dx
0

24
EP = f (—x? —33x + 84,48)dx
0

3

EP = 33 248448 24
- T3 2" =X o

EP = [—4,608 — 95,04 + 202,752] — 0

EP =103,35
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2.7.3. Valor Promedio de una Funcion

El valor promedio o media de una funcién en un intervalo [a, b] se denota por:
= 1 b
f=5=], f()dx

Para entender el significado geométrico de esta definicion, la escribiremos asi:
b
[ feoax= b -af
(8

Fl lado derecho de esta igualdad podemos considerarlo como el area de un rectingulo

de base b — a y altura f. El significado de f podemos apreciarlo en la figura 2.26

Figura 2.26

El valor promedio f es una altura tal que el area del rectangulo es igual al drea bajo la

curva (ver figura 2.27)
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Figura 2.27

Ejemplo 25

Determinar el promedio de la funciéon f(x) = x2 en [0,1]

Solucién
1 1

F_ 2

f= 10 ux dx
_ x31
f= 310
- 1
f= 3

Ejemplo 26

La ganancia g en délares de un negocio estd dado por g = —800 + 792q — 4,2q2.

a) ¢cudl es la ganancia cuando se producen 100 unidades?
b) ¢cudl es la ganancia promedio en [100,200]

Solucién
g = —800 + 792(100) — 4,2(100)?

g = —800+ 79200 — 42000
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g = 79200 — 42800

g = 36400
1 200
9= 250 100 Lﬂﬂ (—800 + 792q — 4,2¢*)dq
1 200
g=195 (—800+792q - 42¢%)dq

100

200
g = 0,01(-800q +396¢* — 14%) |

g = —1600+ 158400 — 112000 + 800 — 39600 + 14000

g = 20.000

Ejemplo 27
Considere la funcion f(x) = x2 — 4 en [—2,2]. Determine f_'

Solucién

_ 1 z
f= T =2 J_z(xz —4)dx

_ 1P 2
f= —II xzdx—élj dxl
A1) -2
_ 0,25 3 |2.
f= 3 X x|,

f= 0{)83x3—x| 2
’ -2
f = 1[0,083(2)% — (2)]1 - [0,083(—2)* — (-2)]

f=0,664—-2+0,664—2

Alexis de la Cruz Martinez Nieto
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f= —2672

2.7.4. Fluyo de Ingresos Continuos

Las ganancias de un casino (casa de juegos) dependen de la cantidad de dinero que una
maquina tragamonedas pueda acumular. Por lo tanto, podemos considerar que las
maquinas traga niquel en un casino producen un “flyjo de ingreso continuo” para el
propietario del casino; y éste flujo es una funciéon dependiente del tiempo, ya que con
el tiempo dichas maquinas se deterioran, o dejan de funcionar debido a la interrupciéon
de la energia eléctrica.

Supongamos que f(t)es la tasa de flujo de ingresos anual de una determinada
maquina traga niquel; entonces podemos hallar el ingreso total a partir de la tasa de
mgresos usando la ntegracion. En general, el ingreso total para n anos esta dado por:

T
IngresoTotal = f f(Odt
0

Ejemplo 28
Encuentre el igreso total durante los siguientes 10 anos de un flujo continuo de
mgresos que tiene una tasa de flyo anual en el tiempo t dada por:

F(t) = 12.000 Bf /afio

Solucién

10
Ingreso Total = f(t)dt
0

10

Ingreso Total = J 12.000 dt
0

10
Ingreso Total = 12.000t | 0

Ingreso Total = [(12000)(10)] — [(12000)(0)]

Ingreso Total = 12.000 Bf.

128



Alexis de Ia Cruz Martinez Nieto
Ejemplo 29

Una franquicia modela la ganancia de su tienda como un flyjo continuo de ingresos
con una tasa de flujo anual en el tiempo t dada por f(t) = 3000e%%%4t Bf, al mes.
Cuando se abre una tienda nueva, el desempeino del gerente se evala conforme a

dicho modelo, con énfasis en el segundo semestre del primer ano. Encuentre la

ganancia total durante el segundo periodo de 6 meses.

Solucién
12
Ganancia Total = f 30002004 ¢
6
3000 12
G ia Tot I: 0,004t
anancia Tota —0,004-3 6

Ganancia Total = 750.000¢ %004

6

Ganancia Total = [750000e%°04(12)] — [750000¢%004(®)]

Ganancia Total = 750000e%%4% — 750000¢ %024
Ganancia Total = 786878 — 768218

Ganancia Total = 18.660 Bf.
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¥

2.7.5. Valor Presente y Valor Futuro de un Flujo de Ingresos Continuos

El valor presente es el valor actual de un flujo de ingresos continuos que proporcionara
el ingreso total en el futuro. Este valor sirve para decidir cuando remplazar maquinaria,
el tipo de equipos a elegir, etc., o también para encontrar el valor presente de la
utilidad futura de un negocio.

Si f(t) es la tasa de flujo continuo de ingreso que gana una tasa de interés r,

compuesta continuamente, entonces el valor presente del flyjo de ingreso continuo
denotado por A es:

Valor Presente = A = fok f(t)e "t dt, donde t € [0, k]

Y el valor futuro de un flujo de ingresos continuo, denotado por S, viene dado por:

k
Valor Futuro = S = e”‘f f(De "t dt
0

Ejemplo 30

Un flyjo de ingreso continuo tiene una tasa de flujo anual en el tiempo t, dada

por: f(t) =9000e%12t dolares por ano. Encuentre el valor presente de este flujo de
mgreso para los siguientes 10 anos, si el dinero crece a una tasa de 6 % compuesto
continuamente.

Solucién
r=6%=006 y k=10
10

A= f(De tdt

0

10
A= f 9000¢012¢, ¢ =006t gy
0
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10
A= f 9000e%%%t d¢
1]

10
0

9000
0,06

0,06t

A = [150.000¢%6(19)] — [150.000¢°05(?]

A = 150.000¢%¢ — 150.000¢°
A=273.317,8 —150.000

A=123317,8

Fjemplo 31

La ganancia de una agencia de seguros se puede considerar como un flujo continuo de

ingresos con una tasa de fluyjo anual en el iempo t dada por f(t) = 84.000 dolares

por ano. Encuentre el valor presente y el valor futuro de esta agencia durante los
sigutentes 12 anos, si el dinero crece con una tasa de 8 9% compuesto continuamente.

Solucién

Valor Presente: ¥ =0,08 k =12

12
A= f 84.000e %08t 4¢
0

,_ BA000 .

—0,08

12
0

12
A= —1.050.000e 08¢

A= [-1.050.000¢°08(12)] — [-1.050.000e~%08(7)]

A= —1.050.000e"%°¢ + 1.050.000¢°
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A= —402.037,5+ 1.050.000
A=647962,5%

Valor Futuro:

Kk
5= e'-'"kf F(t) e Ttdt
1]

S=¢™ A
S = ¢208(12) (647.962,5)
S =(2,61)(647.962,5)

5 =1.691.182,125%

Con los datos obtenidos, la agencia de seguros puede establecer su precio de venta, si

decidiera vender la agencia ahora mismo. El andlisis se hizo con base a 12 anios.

Ejemplo 32

Suponga que una compaiia de maquinas expendedoras piensa vender algunas de ellas.

Suponga ademas que el ingreso de esas maquinas en particular es un flujo continuo

con una tasa de flujo anual en el tiempo t, dada por f(t) = 12e~%4*3) en miles de

dolares al ano. Encuentre el valor presente y el valor futuro de la maquina durante los

proximos b anos si el dinero crece a una tasa de 10 % compuesto continuamente.

Solucién
Sear =01 y k=05

El valor presente viene dado por:

5
A= f 12¢704(t43) =01ty
0
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A

5
j 12e(~04t-12) =01t 4,
0

A

5
J 12€—B,Et—‘l,2 dt
0

u=—-05t—-1,2

Haciendo un cambio de variable, tenemos: du = —G,Sudt
dt = ——
0.5

A—lzfudu
— )¢ Cos

12 05

—— | eldu
0,570

A=

A= _246—0,5t—1,2

A= [_243—&5(5}—1,2] _ [_243—11,5(0}—1,2]
A= —24e737 4 24¢712

A= —0,59+722

A = 6,63 miles de dblares

Fl valor futuro viene dado por:
k

S = e’""“j f(e dt
0

S=e"™. A luego
S = e%15)(6,63)
S = %%(6,63)

S = 10,93 miles de dolares
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2.8. Método de Integracion de Funciones Racionales mediante Fracciones Parciales

. . ) . . . Ny
Una funcion racional es una razéon o cociente de polinomios de la forma o

X

Funcion Racional Propia: Es toda fraccion donde el grado del polinomio N, es menor

que el grado del polinomio Dy, es decir: grad(N,) < grad (D,)

Funcion Racional Impropia: es toda fraccion donde el grado del polinomio N, es

mayor o igual que el grado del polinomio Dy, es decir: grad(N,) = grad (D,)

Cuando mtegramos cualquier funcién racional, debemos expresar a ésta como una

suma de fracciones mas simples, llamadas Fracciones Parciales.

A fin de 1lustrar el método de fracciones parciales, trabajaremos sobre una funcion

} . N
racional de la forma D—x.

1)

134

X

Si la funcion racional D—x es propia, debemos “factorizar al denominador D,”,
X

es decir expresarlo como el producto de dos o mas factores; y por los

conocimientos del adlgebra se tiene que a cada factor de la forma (x-a), le

., : A
corresponde una fraccion parcial de la forma G donde A es una

constante.

Si se tienen “n” factores lineales distintos, se tendran n fracciones parciales de
la forma:

N, A B C

D_x: xia+xib+xic

Si la funcion racional D—x es impropia, debemos usar la division larga, hasta
X

obtener un residuo Ry, tal que grad(R,) < grad (D,), lo cual equivale a

N, R,
X+
D, x D,
Con:

C, = polinomio cociente
R, = polinomio residuo

D, # 0 polinomio denominador
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Ejemplo 33

dx

x+5
Calcular [ Py
Solucién

Como el integrando es una funcion propia debemos factorizar el denominador:

x2+x—2=(x—1)(x +2), del cual obtenemos dos factores lineales distintos, y

por el teorema de las fracciones parciales el cual establece que existen constantes A, B,
tales que:

x+5 A B

= 1
x4+ x—2 x—1+x+2 1)

Para hallar los valores de A y B resolvemos la parte derecha de la ecuacion

x+5  Ax+2)+B(x-—-1)
24+x—2  (x—-1DxE+2)

x+5=Ax+2)(x—1) (2)

Luego le asignamos a x los valores de las raices de Dy = 0, es decir los valores de x que

hacen que Dy = 0, esto es:
x=1y x=-2

Con el uso de la ecuacion (2) se tiene:

Parax =1 Parax = —2
x+5=A(x—1)+B(x+ 2) x+5=Ax—-1)+B(x+2)
1+5=4A01-1)+B(1+2) —24+45=A(-2—-1)+B(—2+2)
6 =3B 3= —34

B=2 A= —1
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Entonces la ecuacion (1) se convierte en

x+5 A B

2+x—2 x—1+x+2

x+5 _j A +f B
pranpen Lol e L

x+5 [t 2
fxz-l—x— x_jx—l x+fx+2x

x+5

o Srp— dx= —In|lx —1|+2In|lx + 2| +¢

Ejemplo 34

Determine
x—1

Solucién
Como el integrando es una funciéon impropia, debemos hacer uso de la division larga

x3 4+ x
x—1

2
=xt+x+2 + o donde C,=x*+x+2 y R,=2

Luego,

X3 +x R,
fx_ldx—f[ﬁ'x—l-D—x]dx
jxaﬂd —fcd +de

) X = X D, X

34+
ji_f.ﬁ: j(x2+x+2)dx+j

zd
79x

x4+ x x3  x?
f dx= —+—+2x+2In|lx— 1| +¢
x—1 3 2
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Ejemplo 35

x?+2x-1
Evalu —

alue f 2x% +3x% -2x
Solucién

Estamos en presencia de una fraccion propia, por lo que debemos factorizar el
denominador

2x3 +3x2 —2x = (x)(2x% + 3x — 2)
=(x)2x—1)(x+2)

De la factorizacion resulto 3 factores lineales distintos, por lo que la descomposicion

del integrando en fracciones parciales tiene la forma

x4+ 2x—1 A B C
2234+ 3x2—-2x x 2x—1 x+2

Al resolver la parte derecha de la ecuacion, obtenemos

?+2x—1  ARx -1 +B)x+2)+C(x)2x—1)
2x3 +3x2—2x (x)(2x — 1) (x + 2)

Elimimando los denominadores por ser iguales, nos queda
x24+2x—1=A4AQ2x-1)+Bx)(x+2)+Cc(x)2x—-1) (1)

Para hallar los valores de A, B y C, buscamos los valores de x que hacen que Dy = 0,

1
estos son: x =0 x =z x = —2, luego

Parax =0 y sustituyendo en (1) obtenemos

2+ 2x—1=ACQx -1 +2)+Bx)x+2)+C(x)(2x — 1)
1
~1=24 - 4=

1
Parax = 2
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2 +2x—1=A2Qx - 1D(x+2)+B(x)(x+2)+C(x)(2x — 1)

@ +2(3)-1=4[2(3) -1 3+2) +2 () G +2) e [2(3) 1]
Parax = -2
2 +2x—1=A2Qx - 1D(x+2)+B(x)(x+2)+C(x)(2x — 1)

(-2)?+2—-1=04+0B + 10C

1
—1=10C C= ——
- 10

Luego sustituimos los valores hallados y resolvemos

sz—l—Zx—l J _jAd +j B d+_{ C J
2x3 4+ 3x?2 — 2x =) 22— 1" x—2%"

f x24+2x—1 4 _lfld +1j 1 p 1j 1 p
233432 -2+ 7 2) x5 -1 T10) x—2%

j x?4+2x—1
2x3 4+ 3x?2 — 2x

1 1 1
dx = Eln|x| +ﬁln|2x -1 —Ehﬂx —2|+c

A continuaciéon estudiaremos el caso cuando los factores lineales son iguales, el
teorema de la descomposicion en fracciones parciales nos dice que a cada factor Iineal
que se repite le corresponde una fraccion parcial de la forma:

A B C M

(xta)*= (xia)+(xia)2+(xia)3+ "'+7(xia)“

T
x+4 (x+4)? (x+4)3

(x+4)3 =
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Ejemplo 36

6x°+13x+6
x® +4x% +5x+2

Calcular [
Solucién
Como el integrando es una fraccion propia debemos factorizar el denominador

x*+4x?+5x+2=(x+1)*(x+2) (Ruffini)

Del proceso de factorizacion obtuvimos dos factores lineales, uno distinto y el otro
1igual. Al hacer la descomposicion del integrando en fracciones parciales, obtenemos

6x*+13x+6 A N B N C
3 +4x2+5x+2 (x+1) (x+1? (x+2)

6x*+13x+6  A(x+1D(x+2)+B(x+2) +C(x +1)?
x3+4x2+5x+2 (x +1D2(x +2)

6x24+13x 4+ 6 =Ax?+34Ax + 24+ Bx 4+ 2B+ Cx?+2Cx+C
6x2+13x+6=(A+C)x*+ (B3A4+B+2C)x+2A+2B+C

Igualando los coeficientes homologos en la ecuacion, obtenemos

3A+B+2C =13

[ A+C=6
2ZA+2B+(C=6

Al resolver el sistema planteado, obtenemos
A=2 B=-1 C =4 luego

6x?> +13x+6 _f A d+f B d+j C p
peprre sy sen Lol e bL il rown oLl yownp sl

1 1
PERRCI . L =zf(x+l)dx—f(x+1)2dx+4-j(x+2)

6x%2+13x+6
x3 +4x2 4+ 5x 42

J
J 6x%+13x+6
&

1
dx =2Inlx+ 1|+ ——+4In|x+ 2| +¢
x+1
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Si el denominador Dy tiene la forma x2 4+ bx + ¢ v no puede expresarse como un
producto de factores lineales. Se dice que tal factor es un factor cuadratico irreductible.
Por tanto, a cada factor cuadratico nreductible distinto que ocurre una sola vez en Dy,

le correspondera una fraccion parcial de la forma:

Ax +B + Cx+ D + 4 Mx+ N
x2+bx+c x2+bx+c T x%+bx+c

Si los factores cuadriticos mreductibles son iguales, es decir se repiten, los

representaremos de la siguiente manera:

Ax + B + Cx+D + Ex+F et Mx+N
x2+bx+c (x*+bx+c) (x*P+bx+c)d (x2+ bx+ o)™

Ejemplo 37

2x2+16
x3+ax

dx

Determinar [

Solucién

Como el mtegrando es una fraccion 1mpropia, procedemos a factorizar el

denominador
P} 4+4x=(x)x*+4)

Observemos que obtenemos dos factores, uno lineal y otro cuadratico, éste tltimo es
un factor cuadratico rreductible, luego descomponiendo el tegrando en fracciones
parciales, obtenemos:

sz—l-lﬁ_ A+BX+C
x34+4x x x2+4

2x*+16  A(x*+4)+ (Bx + O)(%)
x3 +4x (x)(x2+4)

2x% 4+ 16 = Ax* +4A + Bx* + Cx

2x2+16=(A+ B)x*+Cx +4A
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Igualando los coeficientes homologos en la ecuacion, se tiene

A+B=2
c=20
44 =16
Al resolver el sistema, obtenemos que A =4 B = -2 € =0, por tanto
2x?2 +16 A Bx+C
jx3+4-x x jx x+fx2+4x
u= x*+4
fzxg 0 dx = '-1-fldx—2f zx dx — {du=2xdx
x*+4dx X x“+4 du
dx = E

x du

foz + 16
u2x

foz—l—lﬁ

1
1 dx = 4In|x| —fadu

2x%2 + 16
’[7 =4n|x| —In|x?2+ 4| +¢

x3 + 4x

Ejemplo 38

3x% +8x

Evaluar [ E1)¢ dx

Solucién

Como el integrando es una fraccion propia, debemos factorizar el denominador, pero
éste no se puede factorizar por ser un factor cuadratico con repeticion nrreductible, por
lo tanto, la descomposicion del integrando en fracciones parciales tiene la forma:

3x3+8x_ Ax +B N Cx+D
(x2+2)2  (x2+2) (x2+2)?
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3x*+8x  (Ax+B)(x*+2)+Cx+D
(x2+2)? (x%2+2)2

3x* +8x =Ax®+2Ax+Bx* + 2B+ Cx+D
Igualando los coeficientes homologos de la ecuacion, tenemos:

A=3 B=0 C=2 D=0

Luego:
3x3+8x j/—lx-l—Bd N Cx+D p
Z+22 T 22T ) ez 2™

3x3+8xd _I 3x 4 +I 2x p
Z+22 T 2T 22 ™

3x3 + 8x x
> TP _r 2 -2
j(x2+z}2dx Ssz_l_zdx—i—j(zx)(x +2) 2dx

Ahora; haciendo cambio de variables en ambas integrales, tenemos:

u= x*+2 w=x>+2

du = 2xdx dw = 2xdx

d _du d _dw
x_Zx x_zx
3x3+8xd —SIXdu—I-jZ _,dw
(x%2 +2)? = u2x w 2x
3x3 +8x j J +j

(x? +2.}2 v W

3x? + 8x 3

_ -1
m X Elnlul—w +c
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3x3+8xd _3'E K2 4 2] 1 N
(x2+2)2 -2 M x2t+2 " °

2.9. Integraciéon Por Medio de Tablas y Programas Matematicos Computacionales

Las tablas de integrales indefinidas son muy ttiles cuando estamos ante una integral
dificil de evaluar por los métodos bésicos estudiados anteriormente (férmulas basicas,
sustitucion, por partes, fracciones parciales). Al final del manual (Apéndice),
presentamos una serie de 44 integrales agrupadas por formas, siendo oportuno aclarar
que la escogencia de la tabla es del autor, ya que en la CRC Mathematical Tables hay
una lista de 463 integrales y en la Table of Integrals (New York: Academic Press, 1979)
hay una lista de mas de 600 mntegrales.

También es oportuno aclarar que una integral dada puede transformarse usando uno
de los métodos que se describen en este Manual, como sustitucién o integraciéon por
partes, para adecuarla a una integral con la forma registrada en la tabla. En los
proximos ejemplos, haremos uso de la tabla de mtegrales del Apéndice.

Ejemplo 39

dx
Encuentre [ x(ot7m)
Solucién

Al revisar la tabla, se identifica el integrando con la férmula 5

f du _11 | |+
u(a+bu) a la+bu ¢

Ahora se ve si1 es posible hacer comncidir de manera exacta el integrando dado con el de
la formula, para ello sustituimos:

u=x a=6 b=7 du=dx

dx du 1
j = f =—In | |+c
x(6 + 7x) u(a+bu) a la+bu
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Luego, volvemos a sustituir la integral en términos de x, la cual es la variable original de

mtegracion, por lo tanto tenemos:

f dx —1f, | x |+
x(6+7%x) 6 le+7xl ™€

Ejemplo 40

Encontrar [ VxZ — 9dx

Solucién

Usando la féormula 23 de la tabla de integrales con:

at=9-a=3

du = dx

jﬁ'xz —dezf x2 —32dx

Pero [Vx2 —32dx = [Ju?+ a?du= % (wVu? —a? + a?Infuvu? + a?|) + ¢

Y al escribirla en funcion de x, nos queda
1
jﬁ'xz —9dx =E(x x2—9— 9In|x1r‘x2 +9|)+ c

Nota: en la férmula si se usa el signo mferior del simbolo dual “+” en el lado

1zquierdo, entonces debera usarse el mismo signo en el lado derecho.
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Fjemplo 41

dax
Encuentre f PP
(9+42x2) /2
Solucién

Usando la féormula 19 de la tabla de integrales

f du u N
= c
(a2 —u2)’/z  a*Va? —u?

Y haciendo las respectivas sustituciones para acoplar la integral dada a la férmula 19,
tenemos:

ac=9 -a=3
u? = 2x2 —>u=xr"§x

du = 2dx —)d;{—

lue(_,()

“I{_’
du

_ Nz

9+ 2x2)3fz (9 + 2x2) 7>

(9+2x2) 3 J_j(auu?) 32

| oo
|2
f(guxz)fz v:’li(w%)+
J

X
+
(9+ 2x2) 3 (wg - 2x2) ‘
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Fjemplo 42
. ] tdt
Encuentre [ e

Solucién

Usando la formula 15, la cual es:

udu  2(bu—2a)Va+bu
Va+bu 3b?

+c

Al hacer las respectivas sustituciones tenemos:

a=4 b=-5 t=u dt=du,luego

w  2(-5t—8)W& -5t

j tdt _j ud
Vi—5t J Ja+t(—bu) 3(-5)?

tdt 2
—— = — (-5t —-8)(v4—-5t)+c
j Va=5¢t 75 ( )
Ejemplo 43
Encuentre f we ™ 3W dw
Solucién

Usando la formula 38, tenemos
eau
ue™du= —(au—1) +¢
a
Y al hacer las sustituciones, nos queda:

a=-3 w=u dw=du,luego

e W(—-3w—1)
(—3)?

f we Wdw = juemdu =
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1
’- we Mdw = 3 (—3w —1)e " +¢

Ejemplo 44

dx ra 1 d.
Encuentre _r: @it dx = Jf m - E-j:f (ui+a?) iz

Solucién

J‘* dx 1( 2x )|4~
—_— e — —
1 (4x? + 2)72 2\aax? 42/ 11

J“"d—xdx = |:£ ,:;} - F (;}
1 (xi+ 2% (2N fa@Erz) (2 a0 +2

J“" dx ; 2 1
e ¥ ¥ T y————
1 (4xf +2)72 V66 2+E

2.10. Programas Matematicos Computacionales

Existen en el mercado ciertos programas matemdticos entre ellos el Maple, Derive,
Matlab, Mdxima y el Mathematics que calculan cualquier integral, para ello hacen
sustituciones que transforman una integral dada en una que se encuentra entre las
féormulas de integracion registradas en las tablas del apéndice. Sin menospreciar el
avance de las ciencias, un cidlculo manual produce una integral en forma mas

conveniente que la respuesta del computador, veamos por qué:
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. 1 »
Cuando corremos la integral fﬁdx en los programas matematicos antes

1 . .
nombrados, obtenemos como respuesta 2 In(2x + 5) vy si lo hacemos en forma

u=2x+5
_r : : : du = 2dx

manual, obtenemos f Py dx aplicando un cambio de variable
dx = du’/z

f ! d—lfld—1l||+ —11|2 +5] +
2x+5°° 7 2 ot T T e = Smlax ¢

Al comparar los dos resultados, observamos que la respuesta dada por los programas
matematicos omite la constante de integracion, es decir, producen una antiderivada
particular y no la mas general, como es el caso de la respuesta dada a lapiz. Asi pues, al
usar la integracion por computadora, deberiamos agregar una constante. Por otra parte,
la respuesta de la computadora omite el signo de valor absoluto, lo cual se hace

o : 1
necesario si el problema tiene que ver con valores de x menores que .

Aqui lo mportante es que el estudiante se entere que existen estos programas

matematicos que agilizan el calculo manual.

2.11. Métodos Numéricos de Integracién
Funciones Estindares o Elementales:

Son funciones que pueden obtenerse a partir de polinomios, exponenciales y

logaritmos con el uso de operaciones y composiciones algebraicas. Fjemplo.
flx)= x?+3x flx)= e*

Podemos afirmar que la derivada de una funcién estindar también es estindar, pero
no podemos afirmar lo mismo cuando se trata de la integracion. La consecuencia

radica en que a veces es imposible calcular el valor exacto de una integral definida,

: : : b
dicho de otra manera, algunas veces resulta imposible encontrar fa f(x)dx en

términos de las funciones elementales.
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b ) :
Para evaluar fa f(x)dx con el teorema fundamental del cdlculo, necesitamos conocer
una antiderivada de f, sin embargo, a veces es dificil, o hasta imposible encontrarla,

por ejemplo:

Si tenemos f(x) = e* . Dado que f es continua, su integral existe, y si definimos la

., x
funcion como F; f t* dt , de acuerdo con el teorema fundamental del cdleulo

2 . L
resulta que F'eyy = ex’ por lo tanto, f(x) = e*® tiene una antiderivada F, pero se ha

demostrado que F no es una funcion estindar o elemental.

Esto significa que a pesar de todo lo que nos esforcemos, nunca llegamos a evaluar
22 L. . . . .
_,re dx en términos de funciones que conozcamos. Otros ejemplos de integrales que

no se pueden evaluar con exactitud o que carecen de una antiderivada estindar son:

e* 1 1 senx
== —dx; j x3 4+ 1dx; J' dx
dx Inx . x

Existen varios métodos numéricos que nos permitiran calcular valores aproximados de

las integrales definidas, y son de gran utilidad para calcular el valor de las integrales que
no poseen antiderivadas elementales o estandar.

En este manual estudiaremos dos métodos numéricos en particular: Método
Trapezoidal o de los Trapecios y el Método de Simpson.

2.11.1.  Método o Regla del Trapecio
Debido a que f; f(x)dx se define como un limite de sumas de la forma 2, f(x)A,,

cualquier suma particular bien formado de la forma 2; f(x)A, puede verse como una

. : b
aproximacion de fa flx)dx.

Supongamos que f es continua en un intervalo cerrado [a,b] v que f(x) = 0 en
dicho intervalo. Aproximamos la grafica de f por medio de segmentos de rectas, tal

como lo indica la figura 2.28.

149



Manual de Cilculo Integral y funciones de varias variables

y=f(x)

%
o
S

X3 Xy X n-1

Figura 2.28

En la figura 2.28 el intervalo [a, b] = [xg,x,] esta dividido en n subintervalos de igual
longitud por los puntos

a= xg

X1

X2

X3

Xn—1

b= x,

Como la longitud o anchura de [a,b] es b — a, la longitud de cada subintervalo es
(b—a)

, a la cual llamaremos h. Es claro que:

x1=a+h
XZ:a+2h
x;:a+3h

xp=a+nh=»~
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Es posible asociar un trapecio con cada subintervalo. El darea A de la region encerrada
: . b
por la curva, el eje x y las rectas verticales x =a y x =b es fa f(x)dx, la cual

puede aproximarse mediante las sumas de las areas de los trapecios determinados por

los subintervalos.

Hagamos una abstraccion del primer trapecio (ver figura 2.29) que se dibujo en la
figura 2.28

+h
fa) Sflathy

a ath

h
Figura 2.29

Como el area de un trapecio es igual a la mitad de la base multiplicada por la suma de

los lados paralelos, este trapecio tiene un area de:

h
5@+ fla+ m)]

o h
En forma analoga, el segundo trapecio tiene un area E[f(a +h)+f(a+ 2h)]y el

area del tercer trapecio es ; [f(a+ 2h) + f(a + 3h)].

Fl area bajo la curva se aproxima mediante la suma de las areas de n trapecios asi:
h h

Aw E[f(a) + f(a + h)] +§[f(a +h) + f(a+2h)] +

2[f(a+2h) + f(a+3M)] + -+ [f(a + (n — Dh) + f(B)]
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b e . : .
Como A= fa f(x)dx, al simplificar la expresion anterior se obtiene la Regla del

Trapecio, la cual se define de la siguiente manera.

2.10.1. Método o Regla del Trapecio

[} fGdx ~ 2[f(a) + 2f (a + ) + 2f (@ + B) + -+ 2f (a + (n — Dh) + f(B)],

b—a . . e .
conh = —; n = naimero de subdivisiones de [a, b]
T

Que es equivalente a escribir:

b h
J f(x)dx ~ 7 [f(xo) +2f (1) + 2f (xz) + - + 2f(xp-1y) + fxa)]

Ejemplo 45

N . . 21
Emplee la regla del trapecio con n = 5 para calcular aproximadamente f 13 dx,

redondee su respuesta a tres decimales.

Solucién

Segun la regla del trapecio, tenemos:
gu 8 P s

2 h
[ x =30 + 270 + 27 () + 27 (1) + 2 (1) + £ x5)
1

22U +2f 12 + 21 +2£(16) + 27 (LB) + (2]

Lz flx)dx ~
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[ aemon[1ra(Gy) <2 (55) +2 (79) +2(5p) 2

2
1
j ;dx ~ 0,1(1 + 1,666 + 1,429 + 1,250 4+ 1,111 + 0,500)
1
21
f —dx =~ 0,1(6,956)
1 X

21
f Zdx ~ 0,6956
1 X

Cuando usamos la regla de los trapecios o el método trapezoidal, se alcanzan
aproximaciones mas exactas a medida que n se hace mds grande, pero como se
necesitan muchas mas operaciones aritméticas, el error acumulado por redondeo se
hace mayor. Por tanto, existe una formula que nos permita calcular la estimacion del
error acumulado cuando aplicamos el Método o Regla del Trapecio y esta es:

Supongamos que | f”(x)l =< k cuando x € [a, b]. Si E es el error en que se incurre con

la regla del trapecio, entonces

Apliquemos esta estimacion de error a la aproximacion, con la regla del trapecio del

ejemplo 45.
M 1 r — i rr — i
S == Fro=-% y Fr=2

2

2
_3 13

Como x € [1,2], tenemos —= <1 y [f7(x)] =

= 2, luego

k=2; a=1; b=2; n=>5portanto

IE| < 2@-1° 1 0,0066
= =
="12(5)2 150

Es decir que se incurrié en un error de 0,0066 al aplicar la regla del trapecio.

153



Manual de Cilculo Integral y funciones de varias variables
Ejemplo 46

. . . 1 .2
Aplique la regla de los trapecios con n = 10 para hallar, aproximadamente fu e’ dx

y halle el error cometido. Redondee a tres decimales.

Solucién
10 b=1 h 1 0,1
mn= a= - =LY
10
Xy X, X, X5 X, X5 X X, Xg X X0
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 06 0,7 08 09 I

1 h
f e*ldx 3 [f (o) + 2f(x1) + 2f(x3) + - + 2f (xg) + 2f (x5) + f(x10)]
0

1
f e*idx ~ Oél [F(0) +2f(0,1) + 2 (0,2) + 2f(0,3) + ++- + 2£(0,9) + f ()]
1]

1
f e*%dx ~ 0,05 [3(032 422007 4 20027 | 2,032 4 .4 20097 1 2(1)2]
0
1
f e**dx ~ 0,05[1 + 2,02 + 2,082 + 2,188 + 2,347 + 2,568 + --- + 4,496 + 2,718]
0
1
f e*%dx ~ 0,05(29,344)
0

1
f e*%dx ~ 1,4672
0

Dado que f(x) = exz, entonces f(x) = 2xe*” vy ffx)=(02+ 4-x2)ex2 y COMO
x €[0,1], tenemos x> =1 yasi 0< f"(x)=(2+ 4-x2)ex2 <= 6e
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Conk =6e; a=0; b=1; n =10 tenemos que el error cometido es:

6e(1)? B
12(10)2 200

|E| = ~ 0,0136

Ejemplo 47

Después de t meses en el trabajo, un empleado puede clasificar cartas a la razéon de
g 0t : : :

Q) = —— cartas por hora. Aplicar la regla trapezoidal con n = 10 para estimar la

razon a la que el trabajador clasifica cartas desde los meses primero a sexto.
Solucién

La integral que debemos resolver es

6 g—0.47

fl - dt conn=10; a=1; b=6; h=05

63—0,4t 05
f —dt 2 [f(tg) + 2f (62) + 2 (6) + 2F (65) + v+ 2 (£) + F (t20)]
1

6 _—0,4t
f € —dt ~ 025[£ (1) +2f (15) + 2(2) + 2 (25) + -+ 2f(55) + +/(6)]
1

jﬁ e—l],d-t 5t 025 6—0,4(1) 42 6—0,4{1,5) 42 6—0,4(2) +2 6—0,4(2,5)
~ _— _
.t ’ 1 1,5 2 2,5

e —-0.4(3) e —-0.4(3.5) e —0.4(5.5) e~ 0.4(6)
() 2 o) )

6 ,—0.4t
f . dt =~ 0,25(0,67 + 0,732 + 0,445 + 0,294 + 0,201 + --- + 0,04 + 0,015)
1

6 —0,4t
f —dt ~ 0,25(2,766)
1

6 ,—0.4t
j dt =~ 0,6915
1 t
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2.11.2.  Método o Regla de Simpson

Fl segundo método o regla para aproximar resultados de integrales definidas que
utilizaremos en este manual es la Regla de Simpson, la cual emplea segmentos
parabolicos en lugar de segmentos de rectas. Este método funciona cuando n es par y

arroja resultados mds exactos que cuando aproximamos por el método de los

trapecios.

Regla de Simpson
b h
f fx)dx ~ 3 [f(xp) +4f(x1) + 2f(x2) + 4f(x3) + 2f(xy) + - + f(x,,)]

Conh = % v npar

Estimacién del Error para la Regla de Simpson
Supodngase que | f@ (x)l < k cuando x € [a, b].
Si E es el error cometido al aplicar la regla de Simpson, entonces:

_ 5
_kb—a
180n*

Ejemplo 48

. , 1
Use la regla de Simpson para aproximar f_i v1+ x3dx. Con n = 8. Redondee su

respuesta a seis decimales.

Solucion
1-(-1) 2
n=8 a=-1;, b=1;, h= =—-—=10,25
8 8
Xo X X2 X3 X4 Xs X6 X7 Xg X9 X0
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
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1 h
j 1+x3d =~ § [f(xn) + 4’f(11) + Zf(xg) + "‘1‘f(xa) + Zf(x4) + 4’f(15) + Zf(xs)
-1
+4f (x7) + f (x5)]

1
f Ji+x3d= D’; > [f(—1) + 4f(—0,75) + 2f (—0,5) + 4/ (—0,25) + 2 (0)
-1

+4£(0,25) + 2f(0,5) + 4 (0,75) + f(1)]

1
f J1+x3d ~ 0,083 [Jl F (13 + 41+ (=0,75)3 + 2/1 + (—0,5)°
-1

+4,/1+(—0,25)3 +2,/1 + (0)® + 4,/1 + (0,25)3 + 2,/1+ (0,5)3
+41+(0,75)% +/1+ (1) ]

1
j J1+x3d ~0,083[0+ 3,041381 + 1,870829 + 3,968627 + 2 + 4,031129
-1

+2,121320 + 4,769696 + 1,414213]

1
J' 41+ x3dx ~ 0,083(23,217194)
-1

1
j 1+ x3dx ~ 1,934759
-1

Ejemplo 49

La tasa de inflacion 7(t) es la derivada del indice de precios al consumidor (IPC) que
mide precios promedio de articulos de una “canasta bdsica alimentaria” de
consumidores urbanos. La tabla 2.3 proporciona la tasa de inflacion (porcentaje) en
Estados Unidos de 1981 a 1997. Usaremos la regla de Simpson para calcular el
aumento total en porcentaje en el IPC de 1981 a 1997.
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Tabla 2.3
t r(t) t r(t) t r(t) t r(t)
1981 | 10,3 | 1986 | 1,9 | 1991 | 4,2 | 1996 | 2,9
1982 | 6,2 | 1987 | 3,6 | 1992 | 3,0 | 1997 | 2,3
1983 | 3,2 | 1988 | 4,1 | 1993 | 3,0 / /
1984 | 4,3 | 1989 | 4,8 | 1994 | 2,6 / /
1985 | 3,6 | 1990 | 5,4 | 1995 | 2,8 / /
Solucién

Dado que la derivada del IPC es la tasa de inflacion (&), tenemos:

1997
IPC = j r(t)dt
1981

Peron = [1981,1997] »n = 16 < to = 1981 y t;e = 1997
16 1
J r(t)dt ~ 3 [r(to) + 4r(ty) + 2r(ty) + 4r(ts) + 2r(ty) + 4r(ts) + 27(ts)
0
+4r(t;) + 2r(tg) + 4r(ty) + 2r(t1g) + 4r(ty1) + 2r(ty5) + 47(t13)
+ 27 (t14) + 4r(t15) +7(t16)]
16
f r(e)dt ~ 0,333[10,3 + 4(6,2) + 2(3,2) + 4(4,3) + 2(3,6) + 4(1,9) + 2(3,6)
0
+4(4,1) +2(4,8) +4(5,4) + 2(4,2) + 4(3,0) + 2(3,0) + 4(2,6)

+2(2,28) +4(2,9) + (2,3)]

16
j r()dt ~ 0,333(10,3+ 248+ 64+ 172+72+76+72+164+9,6+ 21,6
0

+84+12,0+6,0+ 104+ 5,6 +11,6 +2,3)

16
f r(t)dt ~ 0,333(184,6)
1]

16
j r(t)dt ~ 61,47
1]
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De modo que el IPC ha crecido en aproximadamente 61,5 9 de 1981 a 1997.

Ejemplo 50
. . . A :
Fl gasto cardiaco se expresa por medio de F = Tear’ donde A es la cantidad de
[N
0
tinte que se myecta en una auricula. Si un bolo de colorante de Smg se myecta en la
auricula derecha y se mide la concentracion del tinte (mg/litro) en la aorta a intervalos

de un segundo, como se muestra en la siguiente tabla 2.4

Tabla 2.4
t c(t) t c(t) t c(t)
0 0 4 1981 8 | 23
1 041 5 1891 9 1,1
2 128 6 |61 | 10 0
31651 7 |40 / /
Solucién

A=5 n=10; h=1, a=0; b=T=10

10
J c(t)dt = g [c(to) + 4c(ty) + 2¢(ty) + 4c(t3) + 2¢(t,) + 4c(ts) + 2c(ts)
0

+ 4c(t;) + 2c(tg) + 4e(ts) + c(typ)]

10
f c(t)dt =~ %[0 +4(0,4) +2(2,8) + 4(6,5) +2(9,8) +4(8,9) + 2(6,1) + 4(4,0)
0

+2(2,3) +4(1,1) + (0)]

10
f c(t)dt ~0,333(1,6 +56+26,0+ 196+ 356+ 122+160+4,6+44+)
0

10
f c()dt ~ 0,333(125,6)
1]
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10
f c(t)dt ~ 41,82
0

Luego, aplicando la formula del gasto cardiaco tenemos:

[

N fnluc(t)dr_ 41,82

~ 0,12 [/seg

2.12. Integrales Impropias

En este mciso extenderemos el concepto de una integral definida al caso donde el
intervalo de integracion es infinito y también el caso donde f tiene una discontinuidad

infinita en [a,b], en uno y otro caso la integral se llama “integral impropia” y se

simboliza asi: f: fx)dx; _,f_bm f(x)dx; _,f_cl fx)dx

Notese que uno o los dos limites de integracion no son nimeros finitos.

. . . oo .
La integral impropia fa f(x)dx con f(x) = 0, puede interpretarse como el drea de

la region ubicada bajo la grafica de f desde x = a hasta x = o, como esa region
tiene una extension infinita, podria pensarse que su darea también es infinita, pero esto
no siempre se cumple, ya que puede ocurrir que su area sea finita o infinita,

dependiendo de la rapidez con que f(x) se aproxime a cero cuando x crece.

Figura 2.30
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Para hallar el area de una region como la de la figura 2.30, escogeremos algin ntimero

finito x = b sobre esa region y calculamos el area desde x = a hasta x = b y luego

hacemos que b tienda a infinito en la expresion resultante, es decir:

Figura 2.31

[o's] b
A= L flx)dx = AL%L fx)dx

Si existe y es finito el limite de esta integral cuando b = 00, decimos que f es

[+x]
integrable sobre [a,00) y fa f(x)dx converge.
o0
S1 no existe el limite, se dice que fa f(x)dx diverge.

De manera anidloga se define

b b
f f(x)dx = lim f f(x)dx cuando f es continua en (—oo, b]
—co == Jaq

. . . b . . P . .
Se dice que la integral f_m f(x)dx converge si existe este limite, si no, diverge.
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Si f: f(x)dx y f_bm f(x)dx son conver gentes,entonces

oo 0 b
f f(x)dx = lim j fx)dx + El,im j f(x)dx
o a-e | o —= Jy

Ejemplo 51

Calcular |, lm xiz dx

Solucién

Hacemos b un ntimero cualquiera mayor que 1, luego calculamos el area, asi:

A—jbld _f’ 2y - 1|b_[—1] [—1]_1 1
—1x2x—1x S T I 11 b

Observemos que cuanto mas grande es b, el area se acerca mas a 1, por ejemplo si:
b=100 - A=0,99

b =1000 - A= 0,999

b = 1000000 — A = 0,999999

Es decir A(b) < 1, sin importar que tan grande sea b.

. o1 P
Ahora podemos representar el area de la region =4 la derecha de x = 1, asi:

li bld =lim (1 !
m [ se-imd-p

bh—oo

= lim1— lim 2

b—co b—oo b
=1-0
=1

. . 1
Por lo tanto el area bajo la curva y = 24 la derechade x = 1es 1
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Figura 2.32

Obsérvese también que la integral impropia de la funcion f(x) = ~z converge, ya que

el limite existe y vale 1.

Fjemplo 52

Calcular |, ;n i dx

Solucién

| _ b1
f —dx = lim —dx
;X bow | X

o b
= lim (Inlx]|}

= limin|b| — lim1

b—oo b—oo

= w-—-1

Obsérvese que In b crece de manera ilimitada cuando b — 0, de manera que
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001 . . .
f ) ;dx = 00 vy por lo tanto diverge, ya que no existe el limite.

Nota: Para toda potencia p y un niimero positivo k, se tiene:

lim (5)?(e)™ = 0

Ejemplo 53
Calcular f_”m xe*dx

Solucién

a——co

0 0
f xe*dx = lim xevdx

— 00
Integrando por el método por partes, tenemos:

f)=x fx)=1 gk)=e* Gkx)=e*

0 Q0
—j e*dx
a

a

0
f xe¥*dx = xe®

a

= [0e? — e?] — [ae?® — e?]
= —1—aqe® +e”

Sabemos que €% — 0 cuando @ = —00, de acuerdo con la regla de I’ Hopital.

a
lim ae? = lim — = lim — = lim (—e%) =0
a——oo a——omeg 2 a—+—oo —g & a——oo

Luego

0
f xe*dx = lim (—1— ae® +e?)
—m a——co
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= lim —1-— lim ae? + lim e?®

a—+—oo a——co a—+—oo

=—1-04+0= —1

. . .0
La itegral impropia f_mxexdx = —1 (converge)

Ejemplo 54

3
Calcular [ X dx

—o0 (x*+3)2
Solucién

Si hacemos @ = 0 en la definicién _,r_clf(x) dx = j_“mf(x) dx + f:’ f(x)dx, nos

queda

r x d—fﬂ * d—i—fm ~ 4
N C ) Ehal BN i s il N aE )

Evaluando las itegrales impropias del lado derecho

0 xS Q0 x3
L, T Chnial = Ll(x* ey

- . ., du
Si hacemos la sustitucion w = x* 4+ 3; du = 4x3dx; dx = R obtenemos

ju x3 PR j“ x du
N C ) ERair-=- JRVENPE

0 x3 0
‘[ md%z llm H_Zdu

@00
—a

0 x3 d_l_'—l ”0
j_m(x4+3)2 T AL et 13 e

j_ 1(}{4}{7—:3)2 dx = lim :(4-(0:1 3))] B [(4(—;1+ 3))]
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fﬂ X = tim L4 1
_m(x4+3}2 = al—I}Igo 12 al_;n;,.:l_(aal»_i_B}

f} * _ax= Lo
L2 T 12

JB x3 d B -1
L2 T 12

A continuacion, resolvemos la otra integral
f R SN f A

———dx = lim ——dx
o (x*+3)? booo fo (x4 4 3)?

[ b
s 327 T sem et + 3)llo

S v tm [t ] - tim [t
L a3 = |G +3)}]_b%[(4(03+3))]

F -0+l
s 32 TN T2

jm x3 dx — 1
o O +327 T 12

Luego

“ x? -1 1
j_mmd_x =1z —I—E =0 (converge)
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2.13. Aplicaciones de las Integrales Impropias
2.12.1.  Valor del Capital de un Fluyjo de Ingresos Continuos

Usando una integral definida podemos calcular el Valor Presente de un flyjo de

mgresos continuos en un numero fijo de anos, asi:
k
A= [, f(®e T dt, dondet € [0,k]

Cuando se extiende esta nocion a un intervalo de tiempo mfinito, el resultado se llama

“Valor del Capital” del flujo de ingresos y se denota asi:
V.= j f(He "t dt
0

Donde f(t) es la tasa de flujo anual en el momento t; r es la tasa de interés anual

compuesta continuamente.

Ejemplo 55

Suponga que una empresa genera un flujo de ingresos continuos con una tasa de flujo
anual en el momento t dada por f(t) = 120e%%4t en miles de bolivares fuertes por

ano. Si la tasa de mnterés es de 9 9% compuesta continuamente, encuentre el valor del

capital de la empresa.

Solucién

V.= me(r)e"‘tdr

b
Vo= lim | 120004 00%qe
- J,
b
V.= lim | 120e %954t
bh—oo 0
120 b
_ . —0,05¢t
Vo= lim|—505¢ ] 0

167



Manual de Cilculo Integral y funciones de varias variables

_ _ b
V.= t11_}12,[—2&1-01[]3 0.05t] 0

V. = lim [(—2400e709%%) — (—2400e~003()]
Ve = lim — 240079050 lim 2400
. —2400
Ve = lim —55o-+ lim 2400
V. = 0 + 2400

V. = 2.400.000 Bf.

2.12.2.  Valor Presente de una inversion a Largo Plazo

El valor presente de una inversiéon que genera ingresos “perpetuos” o a “largo plazo”

esta dado por una integral impropia cuya férmula esta determinada por:

A, = fumf(t)e‘” dt

Ejemplo 56

Se estima que dentro de t anos un conjunto de apartamentos producird utilidades a la
razon de f(t) = 10.000 + 500t dolares al ano. Si las utilidades se generan a

perpetuidad y la tasa de interés anual predominante permanece fija en 10 %
capitalizado continuamente. ;Cual es el valor presente del conjunto de apartamentos?

Solucién

El valor presente a perpetuidad o largo plazo es el limite de esta expresion cuando b

tiende a infinito, es decir:

A, = me(r)e‘”dr

168



Alexis de Ia Cruz Martinez Nieto

A, = f (10.000 + 500t)e 01t dt
1]

b
Ay = lim | (10.000 + 500t)e%*tdt
bh—oo 0
b b
Ap = lim 10.000e~%1t d¢ + lim 500te %1t dt (1)

Resolviendo cada integral y tomando el limite cuando b — 0, obtenemos:

b
0

b
—10.000
lim [ 10.000e % dt = lim (————e~01%)

b—o 0 b—co 0,1

= lim (—100.000¢~%15)|

= lim [(~100.000e7212) — (—100.000e~1()]

—100.000

= AI—}IE;W + gLrglOU.ODO
= 100.000

De la segunda integral resulta:

b b
lim 500te %1t d¢t = 5001lim te 01t de

b—co 0 b—oo 0

Aplicando por partes, con:
fO=t f©=1 g =e% G) = —10e7%

b

500 gim te %1tdt = t(—10e~%11)
—* 00 n

b b
- f —10e~01tdt
0 0

b
= —10te™* — 100e™0 |

500]im [(—10be™" —100e7"%) — (—~10(0)e~**® — 100e 1]
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) ~ 100 )
5001lim (—10be~%1?) — 5001lim —— + 5001lim 100
pr borow 201D pr

500(0) — 500(0) + 50.000

b
lim | 500te %dt = 50.000

bh—oo

0

Luego, sustituyendo en (1) tenemos:

b b

A, = t1im 10.000e~ %1t gt + gim 500te 01tdt

A, = 100.000 + 50.000 = 150.000 $

2.14. Aplicaciones de las Integrales Impropias en las Probabilidades y la Estadistica

Una de las aplicaciones mas importantes de las integrales impropias esta relacionada
con las probabilidades y la estadistica, para abordar este interesante tema, se hace

necesario recordar algunos conceptos claves de estas ciencias.
Experimento Aleatorio: proceso de seleccion tomado al azar.

Variable Aleatoria: es un numero asociado al resultado de un experimento aleatorio

que no puede predecirse con certeza.

Variable Aleatoria Discreta: son aquellas que solo pueden tomar valores enteros.
Fjemplo: el valor nominal de una ficha de dominé escogida al azar y que ésta sea un

doble.

Varniable Aleatoria Continua: son aquellas que pueden tomar cualquier valor en un
mtervalo. Ejemplo: el ttempo que tarda un sujeto, seleccionado aleatoriamente, para
hacer un gol por medio de un tiro libre directo en el fatbol.

Probabilidad: es el nimero de veces que puede esperarse que ocurra un suceso si el
experimento se repite un gran nimero de veces y dicha probabilidad es un nimero
entre 0 y 1. Ejemplo: la probabilidad que se tome un seis (valor nominal) de un

: . . 7
conjunto de 7 fichas del dominé es: =

170



Alexis de Ia Cruz Martinez Nieto

En un grupo que contiene 15 perros y 11 perras, la probabilidad de que un animal
: 15
seleccionado al azar sea macho es 26

La probabilidad de un suceso que es seguro que ocurra es 1, mientras que la
probabilidad de un suceso 1mposible de ocurrir es cero. Fjemplo: si se lanza un dado
comun, la probabilidad que se obtenga un nimero entre 1 y 6, inclusive, es 1 y la
probabilidad que se obtenga un 7 es cero.

Consideremos el siguiente experimento aleatorio. Se escoge una bateria no recargable
de las existencias del fabricante. Un posible suceso resultante de este experimento es
que la bateria (pila) seleccionada tenga una carga efectiva entre 15 y 35 horas.

Si X es la variable aleatoria que representa la carga efectiva de una bateria seleccionada
aleatoriamente,  este  suceso  puede  describirse  por  medio de la

desigualdad15 = X <= 35 y su probabilidad puede representarse por medio de
P(15 < X < 35). De la misma manera, la probabilidad de que una bateria funcione al

menos durante 40 horas se representa por P(X = 40) « P(40 < X < o0),

2.14.1. Funcion de Densidad de Probabilidad

Si f(x) = 0 para todas las x, entonces f es una funciéon de densidad de probabilidad

para una variable aleatoria continua X si y solo si
b
Pla<X<h)= f £(0)dx
ia

Si uno de los valores de a y b son infinitos, la probabilidad correspondiente esta dada
por:

PX=za)= Pla=X<=w)= jmf(x)dx

b
P(X<h)= P(co< X <h) = f F(x)dx
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La suma de las probabilidades para una distribucién de probabilidad (una funcion de
densidad de probabilidad) es igual a 1. En particular, diremos que el darea bajo la curva

de probabilidad normal es 1.
f fx)dx=1

Funcion de densidad Uniforme

Flx) = [ biasiaiixiib

0 en los demas casos

Funcién de Densidad Exponencial

(ke k* gix =0
fe) = {0 six <0

Ejemplo 57

x
, —si0=x=2
Sea f(x) = { 2
0 en los demas casos
Una funciéon de densidad de probabilidad para una variable aleatoria X, utiliza la
mtegracion y halla las probabilidades indicadas:

a) P(0=X<=2)
b P(1<X<2)
9 PO=X=1)

Solucién

PO<x=2)= [[Tax="]=[2]-[%]=1

rasxs = o= 0= 2] (]2

=k = o= ][9]
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Ejemplo 58

Sea f(x) una funcion de densidad de probabilidad para una variable aleatoria X

definida por

—ﬂ,l .
flx)= {D,le * sixz0 hallar

0six<0

a) P(0=X <o)

b) P(X = 2)
¢ P(X =5)
Solucién
PO=X<o)= j 0,1e %1dx
0
= 0,1lim [ e 0% g
= 01fim [)'e™0 dx
= 0,1lim (—10e™%1*) b
! b—co 0
. 1 .
= —jim o + Jim1
-1
2
P(X=2)= f 0,1e %1*dx
0

2
=01 f e 0% gy
0

—_ _ —l],l:x:l2
€ 0

=0,1813
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]

P(X=5)= f 0,1e %1% gy

Ejemplo 59

La vida de un electrodoméstico se mide por una variable aleatoria X cuya funcién de
densidad de probabilidad es f(x) = 0,2e~%2*  donde x denota la vida (en meses) del

5

. b _
= G’lgl_{g,fS e~ 01x .

=— lime

—ﬂ,ixlb
b—oo 5

= 0,6065

electrodoméstico seleccionado al azar.

a) ¢Cudl es la probabilidad de que el electrodoméstico seleccionado al azar dure

entre 10 y 15 meses?

b) ¢Cudl es la probabilidad de que la vida del electrodoméstico seleccionado al

azar sea menor de 8 meses?

¢) ¢Cudl es la probabilidad de que la vida del electrodoméstico seleccionado al

azar sea mayor de 1 ano?

Solucién

P(X <8) =

15
P(10 =X <15)= 0,2 j e”%%* dx
10
= —pg~0.2x 15
10
= 0,0855
8
0,2 J e 02 dy
0
8
— _p—02x
“ o
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P(X > 12) =0,2 j e~ 02% dx
12

Ejemplo 60

Durante la hora matinal de mayor

Alexis de la Cruz Martinez Nieto

=0,7981

—0.2Lim [°

—0,2x
e e dx
b—oo 12

b

—-0.2x
) 12

= lim(-e
— gim [(_E—U,ZD) _ (3—0,2(12))]
— Tlim (2L : -24

= Jim (G5) + Jim (729
=0+ t1im 0,0907

= 0,0907

afluencia de transito, los vagones del metro de

Caracas con direccion a Palo Verde circulan cada 20 minutos. Se llega al azar a la

estacion a esta hora y no se encuentra ningan vagoéon en la parada. Si los vagones

circulan segtn el horario, utilizar una funcién de densidad uniforme apropiada para

hallar la probabilidad de que se deba esperar el vagon del metro al menos 8 minutos.

Solucién

Sea X la variable aleatoria que mide el ttempo (en minutos) que debe esperarse. Como

todos los tiempos de espera entre ()

y 20 minutos son “igualmente probables”, X esta

distribuida uniformemente en el intervalo 0 <X =< 20. Por tanto la funcion de

densidad uniforme sera:

f&) =

1
20 si 0=X=20

0 en los demas casos
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Luego, la probabilidad buscada es:

20
P(B=X=20)= —dt
( ) LG
1 20
= —t
40 18
=06

Ejemplo 61

La vida X (en meses) de cierto electrodoméstico es una variable aleatoria que esta
distribuida exponencialmente y su funcion de densidad es:

_ {0,08e7008% gj x =0
fe) = { 0six<0

Donde X es el nimero de meses de duracion del electrodoméstico y éste tiene garantia
por un ano. Si se adquiere uno de estos aparatos, seleccionados al azar en los
almacenes del fabricante, hallar la probabilidad que la garantia expire antes de que el
aparato se dane.

Solucién

12 meses = 1 ano

oo

P(X =12) = f 0,08 08*qx
12

. b
= 0,08 lim e~ 0.08x gy
b—oo 12

b
= —1li —0,08x
Jim (e )12

— _gim (e—l],l]ﬁb) . (_;im (E—UJUB(lz))

= lim

——— 4+ lime™%%
oo g0.08D

b—co
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=0+ lim0,3829
h—oo

=0,3829

2.14.2. Valor Esperado (o media) de una Variable Aleatoria X

Si X es una variable aleatoria continua con una funcion de densidad de probabilidad f,

entonces la media de la distribucion de probabilidad es

E(x) = fm}.’f(x)dx

Ejemplo 62

Sea X una variable aleatoria que mide la duraciéon de llamadas telefénicas en San

Cristobal y supéngase que una funcion de densidad de probabilidad para X es

_ [05e7%%% gix =0
fe) = { 0 six<0

Donde X representa la duraciéon (en minutos) de una llamada seleccionada
aleatoriamente. Halla el valor esperado de la variable aleatoria X.

Solucién

E(x) = mef(x)dx

E(x) = f 0,5xe™%*dx

b
E(x) = t1im 0,5xe %5 dx
—+ 00 0

Integramos por partes. f(x) =x; f(x)=1; g(x)=05e %%, G(x)= —e 05*
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E(x) = gi_}lg(—xe_“jx)

b
b —j —e 05x gy
0 0

b
0

0,5x _ i e—l],S.x]

0,5

E(x) = gl_)% —xe”
E(x) = gi_{g:[(_be—ﬂﬁb — 2¢705b) _ (_e—n.s(n) _ 23—0.5(0))]
E(x) = gl_)% — be™05P _ ALIEQZE_”'SD + t1i_)110190 + li_)l{.loz
E(x) = 2 minutos

La duracion esperada (media) de las llamadas telefénicas en San Cristobal es de 2

minutos.

2.15. Ejercicios y Problemas de Aplicacién sobre Integrales Definidas

Calcula la integral en los siguientes ejercicios:
0

1 )., 3x%dx
4

2. [, (01— x?dx

3. [L,(2x +3)%dx

L [, NZX ¥ Bdx
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9.

10.

1.

12.

16.

17.

18.

19.

20.

21.
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_]f(x +1)e** +2* gy

J,_-l ex_e—x

nzdx

fﬂi e> dx

f:(l —e)dx

fi: 3(x 2 +x7F —xH)dx

J5, Vactdx

Si ff fx)dx=4 vy f: f(x)dx = 3,encuentre flz flx)dx
_]j e* dx + fuﬁ%ﬁ dx

La funcién de ingreso marginal para el producto de un fabricante esti dado por
Rg = —1,5g% + 45g + 125. Determine el cambio en el ingreso total cuando

la produccion crece de 20 a 40 unidades.

El costo marginal de cierta empresa esti dado por céq) =30 —0,0004q,
mientras que su ingreso marginal es ngq) = 40 — 0,008q. Determine el cambio

en las ganancias cuando las ventas se incrementan de 1000 a 1200 unidades.

En un estudio sobre mutaciéon genética, aparece la integral siguiente
107% _1 - .
f I /2 dx. Evalte esta mtegral.

El valor presente (dolares) de un flujo continuo de ingreso de $ 2000 al ano

durante 5 anos al 6 % compuesto continuamente esti dado por

5
f 0 2000e %%t d¢t. Evalde el valor presente.

Para cierta poblacion, suponga que I es una funcién tal que L(x) es el nimero de
personas que alcanzan la edad x en cualquier ano. Esta funcion se llama Funcion
de la Tabla de Vida. Bajo condiciones apropiadas, la integral f:+n I(t)dt
proporciona el nimero esperado de personas en la poblacion que tienen entre
x ¥ x +n anos, inclusive. Si [(x) = 10.000v/100 — x. Determine el nimero

de personas entre 36 y 64 anos, inclusive. De su respuesta al entero mas cercano,
puesto que las respuestas fraccionarias carecen de sentido.
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22.

23.

26.

27.

180

Una soci6loga estudia la tasa de crimenes en la gran Caracas. Estima que t meses
después del principio del proximo aio, el nimero total de crimenes cometidos
se Incrementard a razon de 8t + 10 crimenes por mes; a) Determine el namero
total de crimenes que se esperan el proximo ano; b) :Cudntos crimenes pueden
esperarse que se cometan durante los altimos 6 meses de ese ano?

Para cierto pais, la cantidad de exportaciones esti dada por

E= f_RRE g k(B—x) 4 e_"(R”)]dx donde i,k son constantes (k # 0). Evalae
E

En un andlisis de la seguridad en el trafico, se puede considerar cudnta

aceleracion puede tolerar una persona sin que sufra lesiones serias. El Indice de
: T 5 .

Severidad se define como I.§ = fﬂ a”/2 dt donde @ se considera una constante

mmplicada con la aceleracion media ponderada y T es la duracion del choque.

Encuentre el indice de severidad.

Suponga que el dinero de una mdaquina tragamonedas de un casino fluye de
manera continua y crece con una tasa que se obtiene por medio de
Ap = 100e%1 donde t es el tiempo en horas y 0 =t =< 10. Encuentre la

cantidad total que se acumula en la maquina durante el periodo de 10 horas, s
no se paga dinero alguno.

Un estudio mdica que dentro de x meses la poblacion de cierta ciudad

) , 3 ] )
aumentara a razon de 3 VxZ+5 personas por mes. (Cuidnto crecera la
poblacion en los proximos 8 meses?

Los promotores de una feria de pueblo estiman que si las puertas se abren a las
9.00 am, t horas después los wvisitantes entran a la ferta a razén de
—4(t + 2)3 4+ 54(t 4+ 2)? personas por hora. ;Cudntas personas entraran a la
feria entre las 10.00 am y el mediodia?

Cierto pozo petrolero que produce 400 barriles de crudo al mes se secara en dos
anos. En la actualidad el precio del barril de petréleo crudo es de 18 dolares y se
espera (ue aumente a una razon constante de 3 centavos mensuales por barril. Si
el petréleo se vende tan pronto como se extrae del suelo. ;Cudl sera el ingreso
futuro total obtenido del pozo?

Una compania determina que el ingreso marginal de la produccion de x

212 ientos de dol idad y el lient
clentos de dolares por unidad y €1 correspondiente
Vi1d—x p ad'y I

costo marginal es ¢,y = x? 4+ x + 2 cientos de dolares por unidad. ¢Cuanto

unidades es Ry =

cambia la utilidad cuando el nivel de produccion aumenta de 5 a 9 unidades?
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Area Bajo la Curva

30.

31.

32.

34.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

46.

47.

48.

Calcule el drea que se encuentra entre la recta ¥ = 2x + 3, el ¢e x, en el
intervalo [1,4]

Calcule el area situada entre larectay = 3x — 9, elejex; x =2yx =25

Calcule el area comprendida entre la curva y=3x?—4; y=0 ;
x=2yx= -1

Calcule el area situada entre la curvay = e¥ y el ¢je x en el intervalo [1,3]

Calcule el drea entre la curva y=x3+4+3x2 y las rectas
y=0;x=—-2yx=2

Calcule el 4area encerrada entre las curvasy = x yy = x?

Calcule el drea encerrada entre las curvasy =2 —x? yy =x

Calcule el drea entre las curvas x = —y?; x —y=4;y=—-1y y=2
Calcule el drea encerrada entre x =y2 +2;y = 6,elejex yelejey
Calcule el drea encerrada entre las curvas y = x y y = 0,9x2 4+ 0,1x
Calcule el drea entre las curvas y = x2 — 2x y el eje x

Calcule el drea limitada por la curvay = —x2? — 6x — 5y el eje x
Calcule el area entre las curvas y = xiz vlasrectasy=x y y = g
Calcule el drea limitada pory = x2—2x y y= —x2+ 4

Calcule el area encerrada entre lacurvay = e el ejex, x =—1 y x =1
Calcule el drea limitada por y = —x2 +3x — 2, elejex, x=1 x =2
Calcule el drea situada entre la curvay = x2, y y = 2x

Calcule el drea encerrada entre la curvay = 10 — x2 y larectay = 4

Calcule el area limitadaporx =8+ 2y; x=0; y= —-1; y=3
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49.

Calcule el drea limitada pory =4 —x2 y y = —3x

Calcule el area encerrada por las curvas y2 = 4x; y=2x — 4

2

Calcule el area limitada por 2y = 4x — x*; 2y =x—4

Calcule el 4rea situada entre la curvay = 8 — x?; y = x?

;x=—1lyx=1
Calcule el drea situada entre la curvay = x? y las rectasy =2; y=5

Calcule el drea limitada porlacurvay = x3 — 1lylarectay =x — 1

Calcule el area de la region entre las curvas
y=x—1;y=5—2x conx € [0,4]

Calcule el drea de la region limitada pory = x2; y=x+6

Calcule el drea de la region limitada por y = x2

—x; y=2x; x=4
Calcule el darea de la region limitadapory =1—x2 ; y=x—1; y=1

Calcule el drea de la region limitada por y = x2 y y = 2x

Curva de Lorenz

60.

61.

182

Se penso que los cambios tributarios en los EE.UU. durante la década de 1980
ayudarian en gran medida a los ricos a expensas de los pobres. Las curvas de
Lorenz para la distribucion del ingreso para 1980 y en 1990 se presentan a
continuacion: Encuentre el coeficiente de Gini para el ingreso para ambos anos y

determine si la distribucion del ingreso es mds o menos equitativa 1n 1990 que
en 1980.

1980 y = 0,916x1821
1990 y = 0,896x 1878

Un estudio realizado en los Estados Unidos generaron las curvas de Lorenz para
la distribucion del ingreso en 1996 entre los negros y los blancos. Encuentre el
coeficiente de Gini del ingreso para ambos grupos y determine en cual de ellos el
mgreso del grupo se distribuye mas manera mas equitativa.

Blancos vy = 0,8693x1.85%¢

Negros Y = 0,8693 x%0%82



62.

63.

64.
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La distribucion de ingreso de cierto pais esta descrita por la funcion de Lorenz:
14 1
_ 4 ., 1
flx)= Xt
a) Calcule £(0,2) e intérprete con palabras este resultado
b) Calcule el coeficiente de desigualdad correspondiente a esa curva de Lorenz.

La distribucion de ingresos de cierto pais esta descrito por la curva de Lorenz
20 1
_ 2
xX)= —x X
fG) TR

a)  ¢Qué¢ proporcion de los ingresos totales del pais recibe 50 9% de la poblacion
mas pobre?

b) Determine el coeficiente de desigualdad correspondiente a esa curva de
Lorenz.

Dadas las curvas de Lorenz para la distribucion  del ingreso
L(x)= x? y L(x)= x3, calcular el indice de Gini para cada una de las

curvas de Lorenz.

Excedente de los Consumidores y Productores

65.

66.

67.

68.

69.

70.

Determine el excedente de los consumidores y de los productores cuando la
funcion de demanda es p = 30 — 4x y la de ofertap = 6 + 2x

Determine el excedente de los consumidores y de los productores cuando la

funcion de demanda es p = % ylade ofertaes p = 10 + 1,25¢q

La funcion de demanda de un producto es p = v¥49 — 6x y su funciéon de oferta
esp =x+ 1, donde p se da en Bf. Y x es el nimero de unidades. Encuentre el

punto de equilibrio y el excedente del consumidor.

Suponga que la funciéon de la oferta para x unidades de un producto es
p = x%2 4+ x BL Si el punto de equilibrio es Bf.20. ¢Cual es el excedente del

productor?

—0.01x

la funcion de oferta es p = 200x +49; a) encuentre el excedente del

consumidor; b) encuentre el excedente del productor.

Suponga que para cierto producto, la funcion de demanda es p = 200e

Determine el excedente de los consumidores de un articulo cuando la funcion
de demanda es p = 2(64 — g?)dolares por unidad, si el precio de mercado del

articulo es pg = 110 $/unidad
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71.

72.

73.

Determine el excedente de los consumidores de un articulo cuando la funcion
300

(0,1g+1)2
articulo es qg = 12 $/unidad.

de oferta es p = dolares por unidad, si el precio del mercado del

Los repuestos para una pieza de maquinaria pesada los vende el fabricante en
unidades de mil. El precio en doélares por unidades q estdi dado por
p=110—q y el costo total de produccion de tales q umdades es
C(g) = q*—25g%+ 2q + 3000

a) ¢Para qué valor de q se maximizan las ganancias del fabricante?
b) Hallar el excedente de los consumidores cuando el precio corresponde a la
ganancla maxima.

Suponga que la funcién de demanda de cierto articulo es p = 32 — g% y que la
funcion de oferta para el mismo articulo es p = %qz + 2q + 5. Si la cantidad

vendida y el precio correspondiente se determinan de manera que la oferta es
igual a la demanda. Hallar el correspondiente excedente de los consumidores.

Valor Promedio de una Funcién

74.

76.

184

Suponga que el costo en dolares de un producto, esta dado por

_ 2
C(x) =400 + x + 0,3x , donde x es el numero de unidades.

a)  ¢Cudl es el valor promedio de €(x) de 10 a 20 unidades?

b) Encuentre el costo promedio unitario si se producen 40 unidades.

Fl costo de producir x umdades de clerto articulo es
C(x) = x%+ 400x + 2000

a)  Use C(x) para hallar el costo promedio de producir 1000 unidades
b) Encuentre el valor promedio de la funcion C(x) sobre el intervalo de 0 a
1000.

El namero de ventas diartas de un producto esti dado por
V = 100xe™ + 100

este producto.

, X dias después de miciarse una campana publicitaria para

a) Encuentre las ventas diarias promedio durante los primeros 20 dias de la
campana.

b) Si no se iici6 una nueva campana publicitaria. (Cual es el nimero
promedio de ventas por dia durante los préximos 10 dias?



77.

78.

79.

80.
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Si un capital de Bf. 2000 se invierte en una cuenta que paga 129 compuesto
continuamente, entonces el valor presente V de la mversion después de t anos
esta dado por V(&) = 2000e%1?t Encuentre el valor promedio de la inversion

durante los siguientes cinco anos.

Suponga que la demanda de un producto esti dada por p =80 —0,2q
Encuentre el ingreso promedio en el intervalo de venta desde
q = 0 hasta g = 100.

La poblacion de un pueblo era de 20.000 habitantes en 1991 y crecio en los
siguientes diez afios segun la formula N(t) = 20.000e%%4, donde t es el

tiempo en anos a partir de 1991 que corresponde a t = 0.

a) encuentre el tamano de la poblacion en el ano 2000

b) encuentre el tamano de la poblacion en 1995

¢) encuentre el tamano promedio de la poblacion durante los 10 anos que van
desde 1991 a 2000

La ecuacion

y = 0,001441x* — 0,0593608x3 + 0,740741x? — 2,573133x + 6,941375
describe las tasas de interés para los anos de 1970 a 1989, donde x = 0 en 1970.
Use una integral definida de 0 a 19 para calcular la tasa de interés promedio
durante el periodo.

Flyjo de Ingresos Continuos

81.

83.

Una pequena compania petrolera considera el bombeo continuo de un pozo
como un flyjo de mgresos continuo con una tasa de flujo anual en el tiempo t
dado por f(t) = 600e™%2t en miles de dodlares al ano. Encuentre un estimado

del ingreso total por este pozo durante los proximos 10 anos.

La Coca Cola considera la produccion de su maquina embotelladora como un
flujo de ingreso continuo con una tasa de flujo anual en el tiempo t dada por
f (&) = 80e %1t en miles de dolares por ano. Encuentre el ingreso de este flujo

durante los proximos 10 anos.

Suponga que una compaiia acerera visualiza la producciéon de su colado
continuo como un flujo continuo de ingresos con una tasa de flujo mensual en el
tiempo t, dada por f(t) = 24.000e%23t dolares mensuales. Encuentre el ingreso

total de este colado en el primer ano.
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Valor Presente y Futuro de un Flujo de Ingresos continuos

84.

86.

87.

88.

Suponga que la compaiiia Petroleos de Venezuela (PDVSA), que se encarga de
la produccién, explotacion y venta del petréleo, decide vender un pozo petrolero
a una compania cubana. Suponga ademdis que PDVSA quiere usar el valor
presente del pozo durante los proximos 10 afios para establecer su precio de
venta. S1 PDVSA determma que la tasa de flyjo anual es
f (@) = 600e™%2+5) oy miles de dolares por afio vy si el dinero crece con una

tasa de 10 % compuesta continuamente, encuentre este valor presente.

0,02t

Si la tasa de ingreso de un activo es 1000e , en millones de dolares por ario,

y si el ingreso se mvierte a una tasa de interés de 6 9% compuesto continuamente,
encuentre el valor futuro del activo dentro de 4 anos.

Fl dinero de una cadena establecida de lavanderias automaticas para el publico
es un flyo continuo con una tasa de flyjo anual en el tiempo t dada por
f(t) = 63.000 dolares por ano. Si el dinero crece a una tasa de 7 % compuesto

continuamente, encuentre el valor presente y el valor futuro de esta cadena de
lavanderias durante los proximos 5 anos.

Suponga que una empresa de impresion considera la produccion de sus prensas

como un fluyjo continuo de ingreso. Si la tasa de flujo anual en el tempo t esta
dada por f(t) = 97,5e~%2(t*3) dolares al ano y si el dinero crece a una tasa de
6 % compuesto continuamente, encuentre el valor presente y el valor futuro de
las prensas durante los siguientes 10 anos.

Una pareja de 58 anos piensa abrir un negocio propio. Van a comprar una tienda
establ3ecida de ropa mfantil o abrir una tienda de video. La tienda de ropa
mfantil tiene un fluyjo continuo de ingreso con una tasa de fluyjo anual en el
tiempo t dada por g(t) = 30.000 dolares por aio y la tienda de video tiene un
flujo continuo de ingreso con una tasa de flujo anual proyectada en el tiempo t
dada por V(t) = 21.000e%%%t dolares por ano. La inversion inicial es igual para
ambos negocios y el dinero crece a una tasa de 10 9% compuesto continuamente.
Encuentre el valor presente de cada negocio durante los proximos 7 anos para
saber cudl es la mejor compra, en este caso.

Integrales por el método de Fracciones Parciales

Descomponga en fracciones parciales cada una de las siguientes funciones dadas. No

evalte los valores numéricos de los coeficientes

89

186

3
(2x+3)(x—1)
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x2+9x—12
90. (3x—1)(x+6)2
1
(
91. o
. xZ+1
992. 1
241
93. (t2+1)(t2+4)2
94 3-11x
T (x—2)3 (x2+1)(2x 4524 7) 2
_ x*
90. W
10x
0F 0
v6. x2+7x+6
x2+3
97. x® 4+
2x2
( e
98. x?+5x+6

Evalie las siguientes Integrales utilizando el método de las Fracciones Parciales

99. 3 dx

100. [ 252 dx
3 _

101 [ dx

102, [—2 gy

x3—x%-2x
. 2(3x5 +4x% -x)
103. fx6+2x‘l'—x2 2dx
104 f 2x%-5x—2
w22 ™

—x3 +8x% —9x+2

105. [————dx

(x2—1)(x—3)2
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14x3 +24x
(xZ+1)(x2+2)

106. [

2—2x
107. [5——dx
x<+7x+12

2x*—3x% —4x® -17x-6
108, [0 —dx
xﬁ

110. [ dx

3x2-27

11, 2222 gx

x®+x+x

1 x3
2. [y e
. 1 2x43
3. o o2
14 [——r——dx
S (x5 2 (x-1)

2z

115. f(xﬂ)g dx

. 2 4y?-7y-12
Ho. f'l yy+2)(y-3)

2 -
117, [2EE2 0y

x3+2x7

f 2t3 —t2 4+3t—1

118. (t2+1)(t2+2)

188
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Integrales Por medio de Tablas
Encuentre las integrales, usando la tabla del apéndice

dx
9. | areess

1%.fﬁgﬁ
1m.faﬁ§%ﬁ5
122, [ o
123. fx(.:izxx)z

124, [vx2 —3dx
1

125, [ " x e??dx

196. [ x%e* dx

J- VExT+1

2

127. dx

2x

X dx

1%'IHE55

199, [-=

7—5x=2

130. [ 36 x°In(3x) dx

dx
x(16x2 +3) %3

131. [
132. [ 7x?In(4x) dx

o dx
1M.I@ﬂh%
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Regla de los Trapecios y de Simpson

Use (a) la regla de los trapecios (b) la regla de Simpson para aproximar la integral con
el valor especificado de n (redondee a 6 decimales).

134.

137.

138.

139.

ffel/x dx, n=4

fulx5€xdx, n =10

31 _
.vrn 1+J’5 d_').?, n==6
f;u“} —x%dx, n=6
fule_xzdx, n=4

J[f% dx, n=10

Aproximar la integral dada y estimar el error E, usando (a) la regla trapezoidal (b) la
regla de Simpson con el niimero de subintervalos dado.

140.

141.

142.

143.

144.
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fzidx n=4

142070

fﬂzxadx, n=28

fflnx dx, mn=4

fnﬂ'S e**dx, n=6
La Tabla de Vida es una funcion que se usa en demografia para el estudio de
nacimientos, matrimonios, mortalidad, etc., en una comunidad y se denota por
L. En una poblaciéon de 100.000 personas o nacimientos en cualquier ano, L(x)
representa el nimero de personas que alcanzan la edad x en cualquier aino. Por
ejemplo s1 L (20)= 98.857, significa que el nimero de personas que llegan a los
20 anos en cualquier ano es 98.857. Suponga que la funciéon L se aplica a todas

las personas nacidas en un intervalo largo de tiempo. El nimero de personas en
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la poblaciébn que tienen entre x y x +m anos inclusive, estd dado por:

f:+m L(t)dt.

La siguiente tabla proporciona valores de IL.(x) para hombres y mujeres de

Venezuela. Aproxime el nimero de mujeres en el grupo de 20 a 35 anos de

edad con la regla del trapecio conn = 3

Edad L Edad X’ L Edad L
Hombres | Mujeres Hombres | Mujeres Hombres | Mujeres
0 100000 100000 30 96970 98350 60 84188 90700
b 99066 99220 35 96184 97964 65 77547 86288
10 98967 99144 40 95163 97398 70 68375 79926
15 98834 99059 45 93717 96582 75 H6288 70761
20 98346 98857 50 91616 95392 80 42127 H8573
25 97648 98627 Hd 88646 93562 - - -
145.  Use la regla trapezoidal y los datos siguientes para estimar el valor de ,f 13‘2 vdy
X Y X Y
1,0 4,9 2,2 7,3
1,2 5,4 2,4 7,5
1,4 5,8 2,6 8,0
1,6 6,2 2,8 8,2
1,8 6,7 3,0 8,3
2,0 7,0 3,2 8,3

146. José necesita conocer el darea de su piscina. Suponer que José realiza las

mediciones que aparecen en la tabla siguiente con mtervalos de 4 pies a lo largo

de la base de la piscina. Calcule el darea utihizando la regla de Simpson.

Pies de cada medicion

12 | 16

20

24

28 | 32

Medida en pies

10

Ne

8 9

11

13

12 |8
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147. Maria Fabiana y Jeisson viajan en un auto con el odémetro (instrumento que
mide las distancias) roto. Para determinar la distancia que recorren entre las 2 y

las 3 pm; Fabiana lee el velocimetro cada 5 minutos.

Xg | X1 | X2 | X3 | X3 | X5 | Xg | X7 | Xg | X9 | X1p | X211 | X12

Despuésde | 1500 | 151920 | 25 |30 | 35 | 40 | 45 | 50 | 55 | 60
las 2 pm

Lecturadel 51y 1 37 [ 89 | 55| 60 | 60 | 55| 50 | 67 | 58 | 45 | 49

velocimetro

Utilice la regla trapezoidal para calcular la distancia total recorrida por la pareja

durante la hora dada.

148. Una clinica de salud mental, acepta micialmente 300 personas para tratamiento y
planea aceptar nuevos pacientes a la razon de 10 por mes. Sea f (t) la fraccion de
personas que reciben tratamiento continuo al menos t dias. En los primeros 60
dias, los registros se mantienen y se obtienen los siguientes valores

correspondientes de  f (t).

t(dias) 015 10 15 | 20 25 30 | 35 40 | 45 50 Hd 60
o | 3 3 1 1 3 1 1 1 1 1 1 1

t p— — — —_ —_— — — —_ — —_— R _

4 5 2 3 10 5 6 7 9 12 15 20

¢Cuantos pacientes ingresarian en la clinica o la abandonarian mensualmente?

Use la regla trapezoidal
Integrales Impropias

Calcule las siguientes integrales

149. [* e¥*dx
150. [, x /2dx

151, f % “/3dx
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154.

160.

161.

162.

163.
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o 1
fg ﬁdx
fnm e *dx

f,lm el ™dx

fm x> dx

1 x342

fﬂm xe™*? dx

[+
0 xe *dx

fﬂm xel™*dx

fimmfdx

fm L dx
2 xlnzx

o —x2

[ xde™ " dx
0

-110

f —zdx
—wx

oo wd
[ xPe™*"dx
— o0

Problemas de Aplicaciéon de Integrales Impropias

164.

Un negocio tiene un flujo continuo de mgreso con una tasa de fluyjo anual en el
momento t dada por f(t) = 56.000e%°2 (Bf./ano). Si la tasa de interés es de 6

% compuesta continuamente, encuentre el valor del capital del negocio.

Suponga que una organizacion quiere establecer un fondo fiduciario que
proporcionara un flujo continuo de ingreso con una tasa de flujo anual en el
momento t dada por f(t) = 10.000 doélares al ano. Si la tasa de interés
permanece fya igual a 10 % compuesto continuamente, encuentre el valor del
capital del fondo.
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166.

168.

169.

170.

194

Una persona desea hacer una donacién a un colegio, de la cual éste puede retirar
a perpetuidad 7.000 doélares al ano para financiar el funcionamiento de un
laboratorio de computaciéon. Suponiendo que la tasa de interés anual
predominante permanecera fija en 10 % capitalizado continuamente, jcuanto
debera dar el donante al colegio? Es decir, gcudl es el valor presente de la
donacion?

Una imnversion generara 2400 Bf. anuales a perpetuidad. Si el dinero se retira
continuamente a lo largo del ano y la tasa de interés anual predominante
permanece fija en 12 9% compuesto continuamente. (Cudl es el valor presente de
la inversion?

Subway, cadena nacional de puntos de venta de comidas rapidas desea vender
una franquicia permanente en San Cristobal, estado Tachira. La experiencia
obtenida en otras ciudades indica que dentro de t anos la franquicia generarda
utilidades a la razén de f(t) = 900t + 12.000 Bf. por aio. Si la tasa de interés

predominante permanece fija en 10 % capitalizado continuamente. (Cudl es el
valor presente de la franquicia?

Dada f(x) como una funcion de densidad de probabilidad para una variable
aleatoria particular X, definida como

3
Flx) = 5(4;{—;{2) si0=x=<4

0 en los demas casos

Hallar

2 P0<x<4)
b) P(l=x=2)
¢ P(x=1)

Dada la funcion de densidad de probabilidad para una variable aleatoria X
definida como

1
Flx) = Exe_xfz six=0

O0six <0



171.

172.

173.

174.
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Hallar

a) P(0 =x < o)
b) P2=x<4)
¢) P(x=6)

La vida de una bombilla fabricada por una determinada compania se mide por
una variable aleatoria X, cuya funcion de densidad de probabilidad es
f(x) =0,01e7%%*  donde x denota la vida (en horas) de una bombilla
seleccionada aleatoriamente. (a)gcudl es la probabilidad de que la vida de la
bombilla seleccionada al azar est¢ entre 50 y 60 horas? (b) ¢cudl es la
probabilidad de que la vida de la bombilla seleccionada al azar sea menor o 1gual
a 60 horas? (¢) ¢cudl es la probabilidad de que la vida de la bombilla
seleccionada al azar sea mayor que 60 horas?

La duracion de llamadas telefonicas en cierta ciudad se mide mediante una
variable aleatorta X cuya funcion de densidad de probabilidad es
f(x) =0,5e795* . :

, donde x denota la duracion en minutos de una llamada
telefonica seleccionada al azar.

a)  ¢Qué porcentaje de las llamadas se esperaria que durara entre 2 y 3 minutos?
b) ¢2 minutos 0 menos?

¢ ¢Mais de 2 minutos?

Cierto semaforo permanece en rojo 45 segundos cada vez. Si al llegar (al azar) al
semaforo se encuentra en rojo, emplear una funcion de densidad uniforme
apropiada para hallar la probabilidad de que el semaforo cambie a verde en
menos de 15 segundos.

Suponer que el tiempo (en minutos) que tarda una rata de laboratorio en
atravesar  clerto laberinto es una variable aleatoria X  distribuida
exponencialmente y cuya funcién de densidad es

flx) = %e‘xﬁ six=0

0 six<0

Donde x es el nimero de minutos que una rata seleccionada al azar gasta en el

laberinto. Hallar la probabilidad que una rata seleccionada al azar requiera mas

de 3 minutos para cruzar el laberimto.
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175.

176.

196

El tiempo x (en minutos) que un cliente gasta haciendo cola en cierto banco es
una variable aleatoria que esta distribuida exponencialmente y su funcién de
densidad es:
flx) = %e‘xﬁ six =0
0 six<0
Donde x es el nimero de minutos que un cliente seleccionado al azar debe
esperar en la fila. Hallar la probabilidad de que un cliente seleccionado al azar en

el banco tenga que hacer cola al menos 8 minutos.

(a) Hallar el tiempo medio de espera para los automoviles que llegan al semaforo
cuando estd en rojo del problema 173. (b) Hallar el tempo medio requerido por
las ratas para atravesar el laberinto del problema 174. (¢) Hallar el tempo medio
de espera de los clientes en el banco del problema 175.



CAPITULO III: Ecuaciones Diferenciales

3.1. Ecuaciones Diferenciales

La teoria de las ecuaciones diferenciales es uno de los campos mas fascinantes de las
matematicas, y también de enorme mmportancia practica. Las ecuaciones diferenciales
juegan un papel fundamental en fisica porque con ellas se pueden describir muchas
leyes de la naturaleza. Esta es la razon por la que Newton y Leibniz comenzaron a
estudiar sistematicamente las ecuaciones diferenciales en el siglo XVII. Importancia
grande poseen en el campo de la economia y finanzas.

¢Qué es una ecuacion diferencial? Como su nombre indica, es una ecuacion. A
diferencia de las ecuaciones algebraicas, en una ecuacion diferencial ocurre que:

e Laincognita es una funcién

e La ecuaciéon contiene a una o mas derivadas de la funcion

Con estas caracteristicas podemos definir de una manera mas formal a una ecuacion
diferencial.

Definicién: Una ecuacion diferencial es aquella que relaciona a una funcion y con su
variable x y sus derivadas y ,y , etc. Por ejemplo:

y'-i-xy" + 2y = 3x

dy _

dx

dy
a—x—l‘t

Resolver una ecuacion diferencial significa determinar una funcion tal que al sustituirla

en la ecuacion se convierta en una identidad. Por ejemplo, una solucion de la ecuacion
. . dy . dy ..
diferencial V= 0 es y = e* , porque su derivada es e e”* y al sustituirla en

la ecuacion diferencial resulta
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Una ecuaciéon diferencial tiene en general ifinitas soluciones, vimos que una soluciéon
ay . .,
de o V= 0 era y = e*. Sin embargo, también podemos demostrar que y = 2e*;

¥ = 3e” y en general y = ce* (cuando c es cualquier numero real) son soluciones de

ésta ecuacion diferencial.

El conjunto de todas las soluciones de una ecuacion diferencial se llama la Solucién

General de la ecuacion diferencial cualquiera que sea la constante c.

Llamamos Solucion particular a aquella solucion que carece de la constante ¢, en

nuestro ejemplo

¥ = ce* (Solucion general)

¥ = 2e* (Solucion particular)

¥ = 3e* (Solucion particular)

Las soluciones particulares se obtienen cuando el problema posee condiciones
miciales. Los problemas de valores miciales surgen naturalmente en muchos modelos
economicos. Por ejemplo, supongamos que un modelo de crecimiento econémico
necesita una ecuacion diferencial para describir la acaumulacion de capital a lo largo del
tiempo. El stock micial de capital es normalmente un dato, y asi se determinara una

Unica soluciéon de la ecuacion.

3.2. Método de Separacién de Variables

Para resolver una ecuacion diferencial por el método de separacion de variables,
manipulamos algebraicamente para que en un miembro de la ecuacion aparezca solo
una variable y en el otro miembro éste la otra: f(y)dy = g(x)dx

L . dy . .
Para hacer esto es necesario miciar con la notacion —¢ €1 lugar de y para la derivada

de la funcion. Una vez separada las vanables, se integran ambos miembros de la
ecuacion y, de ser posible, se despeja la variable que nos imteresa. Un par de
observaciones son importantes en este punto; en primer lugar, no es necesario escribir
la constante de integracién en ambos lados, la escribiremos en uno soélo, y en segundo
lugar no siempre se puede despejar la incognita que nos interesa; en este caso decimos

que tenemos una solucién implicita.
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Ejemplo 1

Resolver g — vy =0 con la condicion inicial y(0) = 4

Solucién

dy dy dy 4
— v =0 == - — =

dx dx 7 v *

Ya tenemos separadas las variables, porque en el primer miembro sélo aparece la

variable y, igual para x en el segundo miembro. A continuacion integramos a ambos

lados:
d
i = f dx
y
Inly| =x+c¢
emlxl — gXtc
ly] = e*e¢ — = tefe*
y y

Ahora observemos que tanto e° como —e® son constantes arbitrarias y podemos

redefinir +e“ = ¢, por lo que finalmente se tiene la solucion general y = ce*.

Ahora podemos encontrar la solucion particular que satisface la condicion inicial

y(0) = 4 si sustituimos x = 0 cuando ¥ = 4 en la ecuacién

0

4 =re - c=4

Entonces la solucion particular es: y = 4e*

Ejemplo 2
Resuelva la ecuacion diferencial y” + 2xy = 0

Solucién
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dy
y

= —2xdx

d
_y: —fodx
y

Inlyl| = —x?+¢
el
emlyl —e* L¢

y = Je—¥ tc

Ejemplo 3

dx t3
Resolver — =
esolver o x®+1

Solucién
(x® 4+ 1dx = t3dt
j(xs + 1)dx = jt3 dt
1 1, . e
~X +x = Zt + ¢ (Solucion implicita)
Nota: Normalmente decimos que se ha resuelto una ecuacion diferencial aun cuando
la funcion mcognita no se pueda expresar explicitamente, como los ejemplos

anteriores. El punto importante es que hemos encontrado una ecuacion que contiene a

la funciéon mcognita sin su derivada.
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Ejemplo 4
L 502
Resolver e 2x°t
Solucién
dx
— = —2t dt
x
jx_zdx = —2‘[ tdt
1
—~=—t?+e¢
x
1
—=t’+c
X
_ 1
= +c
Fjemplo 5

dy —_ .
Resolver —— = e* Y siy=0 cuando x =0

Solucién
g = eg¥e™¥
jTJ; = e*dx

feydy: jexdx

e¥ =e*+c
Ine¥ =In(e* + ¢)

y =In(e* +¢)
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Aplicando la condicién inicial ¥(0) = 0, tenemos
0 =In(e® + ¢)
0=In(1+c)
e? = eln (1+c)
1=14+c¢c — ¢=10

Sustituyendo ¢ en la ecuacion, obtenemos

y = In(e* + ¢)
y =Ine*
y=x
Fjemplo 6
Resolver 4 22 4+ y =2
esolver 4 =+ y =
Solucién
dy
4 — =2
dx Yy
dy
4 —=2—
dx Y
4d
2-y
1
Integramos por sustitucion haciendou =2 —y  du = —dy.

1
—4j—du:x+c

u

—4lnlul=x+r¢
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—4In|2—vy|=x+¢

—=x —c
2—y=ce scone + =c

y=2+ce"1f’4x

Ejemplo 7
P
Resolver% = W% , ¥y =0
Solucion
dy  4x,/1+y?
dx y
d
Y 4x dx
J1+y?
u=1+y?
du=2yd
j% dj’=4jxdx — “ J;uy
(1+y2)72 dy = >
2y

du
j%—zzxz-i-c
u/zzy

1
Eju_1/2 du=2x%*+¢

G) @ul2=2x%+¢c

203



Manual de Cilculo Integral y funciones de varias variables
1
ulz=2x2+c¢
1
A+y)z2=2x2+¢
14+y2=02x%+¢c)?

yi=(2x*+c)* -1

y=J@x2+¢)? -1

3.3. Aplicaciones de las Ecuaciones Diferenciales
3.3.1.  Crecimiento poblacional

Un modelo de crecimiento poblacional asume que la rapidez con que crece una
poblacion de individuos por unidad de tiempo es proporcional al tamano de la

poblacion, lo cual puede expresarse matemdticamente como P kN, donde N es el

- ., dN . .o
tamano actual de la poblacion, 2t € la rapidez de crecimiento y k se conoce como

constante de crecimiento y puede especificarse a partir de las condiciones mismas del

problema.

Al resolver la ecuacion diferencial i kN, se obtiene la llamada:

“Ley de Crecimiento Exponencial” N = Nye® ; donde Ny es la poblacion inicial

cuandot =10
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i

Figura 3.1

Si k es positiva, la cantidad sigue una ley de crecimiento exponencial.

Si k es negativa, la cantidad sigue una ley de decaimiento exponencial.

Ejemplo 8

La poblacion de la ciudad de Caracas era de 3 millones de habitantes en 1991 y de 4
millones en el 2000. Suponga una ley de crecimiento exponencial para determinar la
poblacion que se espera para el aino 2010.

Solucién

Si medimos el tiempo a partir de 1991, cuando t = 0, entonces Ny = 3 millones.
Como en el ano 2000 la poblaciéon era de 4 millones, se tiene la condicion inicial
N =4 | cuando t = 10. Aplicando esta condiciéon podemos encontrar el valor de la

constante de crecimiento:



Manual de Cilculo Integral y funciones de varias variables
N=N 0 ekt
4 =3 k10

10k

W

4
1n§ = ln 10k

| 4-—1047(7
n =

4
ll’lg
k= ET) - k ~0,02877

La ley de crecimiento poblacional en Caracas es N(t) = 3 e%92877t jonde N esta
expresada en millones de habitantes y t los anos a partir de 1991. Particularmente para

el ano 2010, cuando t = 20, la poblacién que predice este modelo es:

N(20) = 3 ¢202877(20) » 5 33 millones de habitantes

3.3.2. Decaimiento Radiactivo

La razon a la que un elemento radiactivo decae en un tiempo cualquiera es
proporcional a la cantidad presente de ese elemento. S1 N es la cantidad de sustancia

radiactiva en el tiempo t, entonces la tasa de decaimiento esta dada por:

dN

- W

La cantidad positiva A (lambda), se llama constante de decaimiento y el signo menos

indicaque N = 0 cuando t — 0. Por tanto se tiene un decaimiento exponencial.
Si resolvemos la ecuacion diferencial il AN, obtenemos la siguiente solucion:

N = Nye
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Si t =0, entonces N = Ny, por lo que Ny representa la cantidad de sustancia

radiactiva presente cuando t = 0.
El ttempo que se requiere para que una sustancia radiactiva se reduzca a la mitad se
llama Vida Media de la sustancia y esta dada por:

) ) In2 0,69315
Vida Media= -~ r

Ejemplo 9

Si después de 100 segundos queda el 30% de la cantidad micial de una muestra

radiactiva, encuentre la constante de decaimiento y la vida media del elemento
radiactivo.

Solucién
Cuandot =0 — N = Ny ysit =100 — N = 0,30N,, luego
N = Noe *t
0,30 Ny = Ny e *(100)
03 = 1004
In0,3 = Ine~1004
—100A=1n0,3
A1 =0,01203
Por tanto
N = N, e 001203t
La vida media esta dada por:
In2 _ 069314

Vida Media = — =
Fl 0,01203

~ 57,6 segundos
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3.3.3.  Crecimiento Logistico

Es claro que una poblacion no puede crecer indefimdamente, por lo que el modelo de
crecimiento exponencial se ajustarda solo en clerto mtervalo de tiempo, y la tasa de
crecimiento terminara disminuyendo. Si existe un ntimero M que representa el
maximo tamano al que la poblacion se puede acercar, entonces la funcion de

crecimiento esperado seria como se muestra en la figura

N
7

Vv
o~

Figura 3.2

Para encontrar la forma funcional necesitamos las siguientes condiciones:

1. %—Hﬂ cuandot — oo
2. N — M cuandot — o
3. % — kN cuando N < M

. .. ., dN
Este modelo se obtiene multiplicando el lado derecho de la ecuacion i kN por el
. M-N . .
factor et de manera que el modelo de crecimiento logistico pueda expresarse con la

sigulente ecuacion diferencial

208



Alexis de Ia Cruz Martinez Nieto

dN_kN M—N
dt ( M )

O mas sencillamente, como

dN—kN(M N)d dk—k
Fr ondek = -,

La solucion de esta ecuacion diferencial requiere de la integracion por fracciones
parciales o el uso de la siguiente 1dentidad:

1 1r1 1
e i)
yl@-y) al\y a-y
La solucion de la ecuacion de crecimiento logistico % =kN(M — N) es:

M

N=_—m (¢, b constantes)

Esta solucion se denomina Funcion Logistica o Funcion Logistica de Verhuist- Pearl

Ejemplo 10

Debido a limitaciones de espacio, el nimero maximo de socios que puede tener cierto
club es de 1200. Hace un ano, el niimero inicial de socios era de 70 y ahora es de 150.
Si el niimero de socios crece como una funcion logistica. ;Cuantos socios habra dentro
de 5 anos?

Solucién

La funcién logistica es:

M

N=——_
1+ce™dt

Donde el numero miaximo de socios es M = 1200. Ademds, tenemos dos
condiciones: N(0) =70 N(1) = 150

Sustituyendo la primera condicion se tiene
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1200

70 = 1+ ce b(@
70 (14 ¢) = 1200

L4 1200
= 770

c=17,143 — 1
c=16,143

Sustituyendo ahora la segunda condicion, tenemos

150 — 1200

14 16,1432
16,143 e P + 1 = 1200
e ~ 150

16,143 e 2 =8—1

e ? = 0,4336
Ine™? =1n0,4336
—b = —0,8356
b =0,8356

Entonces la funcion de crecimiento logistico es

N 1200
© 1+16,143 ¢708356¢

El nimero de socios para dentro de 5 anos sera:

1200

NG = 16143 e 0550

N(5) = 962 socios.
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3.4. FElasticidad de Demanda

La elasticidad —precio de un producto— es un parametro que mide la sensibilidad de la
cantidad demandada frente a un cambio en el precio de un producto; asi, por ejemplo,
s1 un mcremento de 10 % en el precio hace que la cantidad demandada caiga también
en 10 %, decimos que la elasticiddad es unitaria, pero si un mcremento de 10 % en el
precio ocasiona un decremento porcentualmente superior decimos que la demanda es
elastica y, en caso contrario, se dice que la demanda es inelastica o rigida.

Matematicamente, la elasticidad puntual 7 se define como:

n= pfq
dp /
dq
También podemos escribir esta ecuacion como:
i _p
Tdq~ q

Esta es una ecuacion diferencial cuya solucion produce la funcion de demanda

p=/(q)

Ejemplo 11

La elasticidad de demanda de cierto articulo es 1 = —0,5 . Determine la funcion de

demanda si se venden 500 articulos cuando el precio unitario es 4 Bf.

Solucién
Sabemos que
dq q
Entonces,
P r
—05 —= -
dq q
a0 _ _ P
dq 0,5q
dp  dq
p  05q
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[Lap- 2[a
p P~ g

Inp= —2Ing+c
eln'p = g2 In g+c
[

p:
qz

La condicion inicial p = 4 cuando q = 500 , implica que

4o c
~ (500)2
¢ = 1.000.000
Entonces la funcién de demanda es:
1.000.000
p = —m—m—
q2

3.5. EHjercicios y Problemas de Aplicacion sobre Ecuaciones Diferenciales

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales

1 dy _ 5x
. dﬂx _ y
9 ﬂ _ Zxy
’ dx 1+x7%
3 dy  x%+2
) dx  3y2
dy
—_ = ny
4 dx
- dx _ xt
D dt  2t+1
6. Z=_2
: dx x
—_— x
7 o y
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av_y
dxr X
a 1
== y(1) =1
v x2=0 0)=0
el LT X = y(0) =

2 34y 2 _ _
Bx*+2)"— —xy* =0 y(0) =15
Z= Ay >0, y(1) = V8
dx ¥

dy  xe ¥ _
2T Ve y(1) =0

Y 3 VaZ+1=0

%:xtﬂt—i—l x=1 cuandot =0

La poblacion mundial en el ano 1930 era aproximadamente 2000 millones de
habitantes y en 1960 de 3000 millones. Suponiendo una ley de crecimiento
exponencial, determine cudl era la poblacion proyectada para el aino 2000.

Si se supone una ley de crecimiento exponencial, sen cuanto tiempo se triplicara
una poblacion que se duplica en 40 anos?

En cierta ciudad, la razén a la que la poblacion crece en cualquier tiempo, es
proporcional al tamano de la poblacion. Si el tamaio era de 125.000 en 1970 y
de 140.000 en 1990, :cudl es la poblacion esperada para el anio 20107

Si después de 50 dias queda el 60 9% de una sustancia radiactiva, encuentre la
constante de decaimiento y la vida media del elemento.

Suponga que una poblacion tiene un crecimiento exponencial dado por
P EN para t = t3. Suponga también que N = Ny cuando t = t,.

Encuentre N, el tamano de la poblaciéon en el ttempo t.

En un bosque ocurre el deposito natural de basura, tal como ramas, y hojas
caidas, animales muertos, etc. Sea A = A(t) la cantidad de basura presente en el

tiempo t, donde A(t) se expresa en gramos por metro cuadrado y t esta en anos.
Suponga que no hay basura en t =0, es decir A(0) = 0. Suponga que: a) la
basura cae al suelo continuamente a razén constante de 200 gramos por metro
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22.

25.

26.
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cuadrado cada ano; b) La basura acumulada se descompone continuamente a
razon del 50 9% de la cantidad presente por ano (0,50A). La diferencia de las dos
tasas es la razon de cambio de la cantidad presente de basura con respecto al
tiempo, es decir

( tasa de camhbio de ) _ ( tasa de ) ( tasa de )

la basura presente caida al suelo descomposicion

Por tanto,

dA
—— =200— 0,50 x
dt

a) despeje A al gramo mas cercano, b) determine la cantidad de basura por

metro cuadrado después de un ano.

Kl ano pasado la matricula de cierto colegio era de 10.000 estudiantes y este afio
es de 11.000. Si la matricula de este colegio sigue un crecimiento logistico y
puede albergar como maximo 20.000 estudiantes. :Cudl serd la matricula
esperada para el proximo ano?

En una ciudad de 50.000 habitantes, la Corporacion de Salud detecta un brote
de gripe. Hay 200 casos al inicio y 500 una semana después. Suponiendo una ley
de crecimiento logistico, determine el nimero de infectados a las 4 semanas que
de detect6 el brote de gripe.

En una universidad de 40.000 estudiantes, el rectorado sostiene reuniones para
analizar la 1dea de traer una banda sinfénica para el fin de semana de regreso a
clases. Antes de anunciar oficialmente los planes, el rectorado difunde la
mmformacion acerca del evento como un rumor. Al final de una semana, 100
personas conocen el rumor. Suponga un crecimiento logistico. ;Cudnta gente
conocera el rumor después de dos semanas?

En una universidad que tiene una poblacion electoral de 10.000 personas
(profesores, estudiantes, obreros, personal administrativo) se realizaran
elecciones para elegir al Decano en el anno 2013. Unos de los aspirantes a dicho
cargo poseen 800 votos al comenzar la campana (2011). Un ano después posee
1500 votos. Suponga un crecimiento logistico, estime el niumero de votos dos
anos después de que comenzoé la campana (2013)

Un pequeno pueblo decide realizar una colecta para comprar un camion de
bomberos que cuesta Bf. 200.000. La cantidad inicial es de Bf. 50.000. Con base
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a colectas anteriores, se determiné que t meses después del micio la razéon = con

la que se recibe dinero es proporcional a la diferencia entre la cantidad deseada
de Bf. 200.000 y la cantidad total x en el fondo en ese momento. Después de un
mes se tiene Bf. 100.000 en el fondo. ;Cuanto se tendra después de 3 meses?

El gobierno de un pais decide remplazar billetes viejos en circulacion por billetes
nuevos, por lo cual proporciona a los bancos la cantidad suficiente de billetes
nuevos, de tal manera que a cada persona que llegue al banco a cobrar se le
pagara tnicamente con billetes nuevos, y los billetes viejos recogidos ran al
banco central del pais para ser destruidos. A medida que haya mas billetes
nuevos en circulaciéon, menos billetes viejos llegaran a los bancos para ser
destruidos. Suponga que la rapidez con la que se esta destruyendo el papel
moneda viejo para remplazarlo por nuevo es proporcional a la cantidad de papel
viejo en circulacion. Es decir, g = ky, donde y es la cantidad de papel viejo
existente en el tiempo t. S1 al mnicio existe 200 millones de doélares circulando en
billetes viejos y cada semana se pagan 20 millones (en papel viejo o nuevo) es
decir, 10 % del total en circulacion, entonces, después de la primera semana sélo
queda 90 % de billetes viejos en circulacion porque al micio soélo habia billetes
viejos. Determine el iempo en semanas necesario para remplazar el 95 % de los
billetes viejos por nuevos, de manera que solo haya en circulacion 5 % de los
billetes viejos.

Cuando un capital gana intereses que se compone continuamente, la rapidez de

N6

. dk . . ..
momento. Es decir, i Tk, donde r es la tasa nominal. Si en estas condiciones

crecimiento de dicho capital es proporcional al monto del capit en todo

se 1mvierten Bf. 50.000 a una tasa de interés de 15 % (r = 0,15), determine el
monto del capital a los 3 anos.

La elasticidad de demanda de cierto producto es 7 = —2. Encuentre la funcion
de demanda si ¢ = 4 cuandop = 0,5

Determine la funcion de demanda, cuya elasticidad es 7 = —1,5 y se venden

40 unidades a un precio p = 2.






CAPITULO IV: Funciones de Varias Variables

4.1. Deliniciones Basicas

Hemos trabajado con tunciones que dependen de una sola variable, sin embargo, en la
practica son pocas las situaciones que se pueden describir por medio de una sola
variable. Por ejemplo, la cantidad demandada de un producto no depende
exclusivamente del precio que se fije para el mismo, también depende entre otras
cosas, de la inversion que se haga en publicidad, en canales de distribucion, ete. Esta
situacion la podemos representar como una funcién

q=f(F.AB)

Donde la cantidad demandada es q, el precio es p, los gastos en publicidad se representan por
A vy los gastos de distribucion del producto por la variable B.

En un modelo simplificado de una funciéon de produccién podemos considerar que ésta
depende de la cantidad utilizada de mano de obra y de capital, es decir:

P = g(LK})

Donde P representa el nivel de produccion, L el nimero de unidades utilizadas de mano de
obra y K las unidades de capital.

Estos son dos ejemplos de una diversidad de situaciones que requieren de funciones de dos o
mas variables para su explicacion.

Definicion Una funcion de n variables es aquella cuyo dominio consta de n -
ordenadas (xi, x», Xs,..., X») de numeros reales y su imagen es un subconjunto de
numeros reales.

Suponga que un almacén vende dos articulos, A y B. Entonces, el ingreso total
depende de las unidades vendidas tanto de A como de B. En la siguiente tabla se
representa un modelo que indica el ingreso total por la venta de los articulos. Por
ejemplo, cuando se venden 3 unidades de A y 5 de B, el ingreso total I es 25. En esta
situacion lo que estamos haciendo es asociar al nimero 25 con el par ordenado (3,5).
El primer elemento del par ordenado, 3, representa el nimero de unidades vendidas
de A, mientras que el segundo elemento del par, 5, representa el nimero de unidades
vendidas de B, es decir

(3,5) - 25
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Tabla 4.1
N(lnylero.de unidades annero.de unidades Ingreso Total r
Vendidas de A Vendidas de B
3 ) 25
10 8 40
6 4 28
8 4 35

Esta correspondencia puede considerarse como una relaciéon Entrada - Salida, donde
las entradas son los pares ordenados (3,5) (10,8) (6,4) (8,4) y las salidas son los
nameros reales asociados con una tinica entrada, es decir:

F(3,5) =17
£(10,8) = 40
F(6,4) = 28
F(8.4) =35

En notaciéon funcional el modelo de ingreso total descrito en la tabla 4.1, puede
describirse mediante ¥ = f{a, B}, que es una funcién de dos variables independientes

ay b, y una variable dependiente r.

Consideremos la siguiente ecuacion z = podemos ver que z es una funcién de

ot 1yE

Xey.

Definicién El dominio de una funcion de n variables es el conjunto maximo de puntos
de la forma (xi, X, Xs,..., X») para los cuales la formula que define a dicha funcién tiene
sentido. Por ejemplo, el dominio de Ffix,¥zl= 2x+3¥+520 de
§€x, %2, %3, %) = x5 + x§ + x5 + x5 es el conjunto de todas las tétradas posibles,
respectivamente, porque estas formulas se pueden aplicar para cualesquiera valores de

%X, % 2 o de ¥1,%3, X3, Xa.

El dominio de la funcion R(x,¥} =.\fx +¥ es un conjunto de puntos tal que

x+¥ 20, porque la raiz de un nimero negativo no existe en los niimeros reales.
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El dominio de la funcion Z = fix,¥) = ﬁ es el conjunto de todos los pares

yz

ordenados de ntimeros reales (x, ¥} para los cuales la ecuacion esta definida, cuando
el primero y segundo elementos de {x,¥} se sustituyen por ¥ & ¥, respectivamente, en
la ecuacion. Por tanto, el dominio de Z es el conjunto de todos los pares ordenados

excepto (0,0

Definicion La imagen de una funcién de varias variables es el subconjunto de niimeros
reales que se obtienen al aplicar la formula que define la regla de correspondencia de
la funcion. Por ejemplo, la imagen de la funcion féx, ¥, 2) = Zx -+ 3¢ + 52 es el
comunto de todos los nimeros reales, porque se obtiene cualquier nimero real al
aplicar la formula; en cambio, la imagen de g = (xq,%3, %3,%4) = x5 + x5 + x5 + x3
es el conjunto de los nimeros reales no negativos (B~} porque con una suma de
cuadrados de nimeros reales jamas se puede tener un nimero negativo. Igualmente, la
imagen de h{x, ¥} — ..qe'x -+ ¥ es el conjunto de ndmeros reales positivos y la imagen de

Z — fix,¥) — # es el conjunto de reales con x% 4y = .

Es posible tener una representacion grafica de una funcion de dos variables en un
espacio tridimensional en donde se reserva el plano x¥ para los elementos del dominio
y en el ee z estard la imagen de cada punto del dominio. Para hacer esta
representacion, es necesario tener en cuenta las leyes de la perspectiva para representar
en dos dimensiones una situacion que esta en tres. Por ejemplo, para localizar el punto
{3,4,5) buscamos primero las intersecciones con los ejes, es decir, los puntos
(3,0,0)(0,4,0)y (0,0,3) v completamos una caja rectangular donde el punto buscado

es el opuesto al origen, como se muestra en la figura.

Figura 4.1
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Ejemplo 1

Bosqueje el plano 2x +3y +z =6

Solucién

El plano interseca al eje x cuando y =0 e z =0, por lo tanto x = 3
Six=0yz=0,entoncesy=2

Six=0yy=0,entonces z=6

Por lo tanto las intersecciones con los ejes son: (3,0,0)(0,2,0)(0,0,6)
Después de graficar estos puntos, se pasa un plano por ellos, asi:

Para bosquejar una superficie, lo que hacemos es graficar sus trazas (intersecciones de
la superficie con los planos coordenados). Es decir, para el plano 2x + 3y +z =6, la
traza en el plano xy se obtiene al hacer z = 0, de esto resulta 2x + 3y = 6 que es la
ecuacion de una recta en el plano xy. En forma similar, al hacer x = 0 se obtiene la

traza en el plano ¥z, larecta 3x +z = 6. La Traza xz es larecta 2x +z = 6.

Figura 4.2
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Ejemplo 2
Bosqueje la superficie 2x +z = 4
Solucién

Las intersecciones x € 2 son (2,0,0)y (0,0,4) y no hay interseccion y, porque X y zZ no

pueden ser cero al mismo tiempo.

Latrazaxzsera2x +z=4(y =0)

La interseccion de la superficie con cualquier plano ¥ = k es también 2x +z = 4,

luego
4
k
2
2x+z=4
Figura 4.3
a(afy_ 5 C . .
a—x(ay) = 520, 0 (fi")x = fyxy significa que primero derivamos respecto a vy, y

posteriormente respecto a x.

aysa a , R . .
— (—ﬁ) =27 6 (fiedx= fex significa que derivamos las dos veces respecto a la variable

x \8, x?
X.
4.2 Derivadas Parciales

. . . ., a . .,
La derivada parcial de una funcion f(x, ¥), respecto a x, denotado por é es la funcion

dada por:
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O oy — i fEH R~ )
ax Y T R h

siempre que el limite exista. De 1gual manera, la derivada parcial respecto a y es:

Of oy — i[Oy W =[x
ay Y T A5 h

Otra notacién para las derivadas parciales es:

d ad
fo= = o) = o fCeW)

f= 2= Gy = & Fx.

La definicion misma de las derivadas parciales sugiere un método para calcularlas, es
decir, en la derivada parcial con respecto a x, la variable y permanece constante, y con
respecto a y, permanece constante la variable x. Por lo tanto, para calcular una derivada
parcial respecto a una variable, se efecttia una derivaciéon normal respecto a la variable
de interés, y las demas variables se consideran constantes.

Ejemplo 3

al~1ilar af af T _ 2.4
Calcular a5’ By sif(x,y) =3x*y*+2xy—3x+2y+4
Solucién

a
—i =6xy*+2y—3 (yes constante)

a
or _ 2.,3 .
7y 12x°y® 4+ 2x + 2 (x es constante)
Ejemplo 4
ar ar @af . 3.2 2
Calculara 300 5, St flx,v,z) = x*y?z + 3xyz? — 2xy + 3
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Solucién
% = 3x%y%z + 3yz? — 2y
% = 2x3yz + 3xz? — 2x
g = x3y? + 6xyz
Ejemplo 5
Calcularz—;, z—; si flx,y) = %

Solucién
Aplicando la regla del cociente obtenemos

af (1 +4xy?)Q2y —x) — (x + 2x*y*)(~1)
ax 2y —x)?

af 2y —x+8xy* —4x?y? +x +2x%y3
ox (2y —x)?

of 2y +8xy* —2x%y?
ox (2y — x)*?

of  (6x°y*)(2y —x) — (x + 2xy)(4)
ay (2y —x)?

af  12x%y® —6x®y? — 2x — 4x?y’®
ay (2y —x)?

af 8x%y? —6x3y? — 2x
ay (2y —x)?
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Ejemplo 6

] XYW af odf
Sif(x,v,z,w) = m ,encuentre @ ' 3 | (0,1,1,1)
Solucién

of  (ew)(xz? + y?z) — (xyw)(2yz)
ay (xz% + y?z)2

af x?z?w + xy?zw — 2xy?zw
dy (xz? + y2z)?

af  xzw (xz+y? —2y?)
dy (xz? + y?z)?

of  Cezw)(xz —y?)
dy  (xz2+y?)?

of  Cezw)(xz —y?)
dy  z2(xz+y?)?

af  Gew)(xz—y?)
dy z(xz+y?)?

d oo
Para calcular é se puede escribir a f como f(x, v, z,w) = (xyw)(xz? + y?z)?

Utilizando la regla del producto, obtenemos

o

3 = (0)(xz? +y22)™ 1 + (eyw) (—1) (xz% + v22) 2 (2xz + v?)
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d
8_£ = —xyw (xz? + y22z)"2(2xz + y?)

g  —loyw)(2xz+y
0z  (xzZ+y?z)?

2
) | 0,1,1,1)

of _ —(M@MMEO@ + @
oz [(0)(1) + (D2 (D)
af 0

A —
0z 1

4.3. Aplicaciones de las Derivadas Parciales

4.3.1. Las Derivadas Parciales como Tasa de Cammbio

Sea z = f(x,¥) una funcién de dos variables, la derivada parcial respecto a x, g—i es la
pendiente de la recta tangente a la superficie z = f(x, y¥) en la direccion x, por lo que
podemos nterpretar a g—; como la razén de cambio de la variable z respecto a la
variable x. Lo andlogo podemos afirmar para la varable vy.

dz

5% €8 la razon de cambio de z respecto a x cuando la variable y permanece constante.

dz . . .
3. ¢ la razon de cambio de z respecto a y cuando la variable x permanece constante.

4.3.2. Costos Marginales

Supongamos que una empresa produce dos articulos (1,2) y que éstos compiten dentro
de la empresa en la utilizacion de recursos, de manera que una variacion en la
produccion de uno puede afectar la produccion del otro; entonces al definir el costo
marginal de un articulo debemos considerar que la produccion del otro permanece
constante. De esta manera, si ¢(q4,¢2) es la funcion de costos conjunta de producir g4
unidades del producto 1 y g3 unidades del producto 2, entonces las derivadas parciales

pueden mterpretarse como:
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d . . .
a—': ‘ (a,b) , es el costo de producir una unidad adicional del producto 1 cuando el
q1

nivel de producciéon es q; = a, y el nivel de produccion del articulo 2 permanece

constante en g2 = b

d . . .. .
a—': ‘ (a,b) es el costo de producir una unidad adicional del producto 2 cuando el nivel
qz

de produccion es gz = b, y el nivel de produccion del articulo 1 permanece constante

eng;=a

Ejemplo 7

Una compania fabrica dos tipos de aceite para motor, el normal y el 6ptimo. Suponga
que la funciéon de costos conjuntos de producir x litros del modelo normal y y litros del
modelo 6ptimo por semana es: ¢ = (x,¥) = 7x + 0,3y% + 2y + 900 donde ¢ se

) . : . o 0.
expresa en bolivares fuertes. Determine los costos marginales de 3. YV 3 cuando
X
x=20y y=30
Solucién

Los costos marginales son:

8

—<£1(20,30) = 7

o»

)

a—“ | (20,30) = 0,6 y + 2| (20,30) = [0,6(30) + 2] = 20
¥

De los resultados obtenidos se deduce:

a) Al aumentar la produccion del modelo de aceite normal de 20 a 21, mientras

se mantiene en 30 la produccion del modelo 6ptimo, aumentan los costos
dc

aproximadamente en 7 Bf. De hecho como 3, €8 una funcion constante, el

costo marginal con respecto a x es de 7 Bf en todos los niveles de produccion.
b) Al aumentar la producciéon del modelo de aceite para motor optimo de 30 a 31,

mientras se mantiene en 20 la produccion del modelo normal, aumentan los

costos aproximadamente en 20 Bf.
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Ejemplo 8

Una empresa fabrica dos tipos de productos A y B. La funcion de costos conjuntos de
producir x unidades de A y y unidades de B, estid dado por:

c(x,y) = 3x% 4+ 3250x + 3750y + 50000, donde ¢ estd dada en bolivares fuertes.

Determine los costos marginales cuando x = 20 y y =10. Interprete los resultados
Solucién

Los costos marginales son:

dc

— = 6x + 500
dx

O = 3750

ay

Evaluando en x = 20 y y = 10 se obtiene
de
F | (20,10) = 6(20) + 500 = 6620

Cuando se han producido 20 unidades del articulo A y 10 unidades del articulo B,
costara 6620 Bf mcrementar en una unidad la produccion de A, manteniendo
constante en lunidades la produccion de B.

o = 3750
dy B

Cuando se han producido 20 unidades del articulo A y 10 unidades del articulo B,
costara 3750 Bf mcrementar en una unidad la produccion de B, manteniendo
constante en 20 unidades la produccion de A.

4.3.3. Productividad Marginal

En un modelo simplificado de funcion de produccion se considera que la cantidad
producida Q de un producto depende tnicamente de dos factores: capital y trabajo.
Supongamos que L es el namero de unidades que se utilizan para la mano de obra y K
el nimero de unidades de capital (inversion en edificios, maquinaria y otras
herramientas utilizadas en la produccion), es decir: @ = Q(L, K)

297



Manual de Cilculo Integral y funciones de varias variables

Aqui se tiene una competencia entre la parte del presupuesto que se utiliza en mano de
obra y la cantidad usada en capital. Las derivadas parciales de la funcion de producciéon
podemos interpretarlas de la siguiente manera:

aqQ . ., , .
L ‘ (L,K), representa el incremento en la produccion cuando el niimero de unidades

de mano de obra es L y se incrementa en una unidad manteniendo constante en K el
numero de unidades de capital, es decir. El presupuesto total que se incremento en
una unidad y se utihzé en mano de obra, se le conoce como “productividad marginal
de la mano de obra”.

ag . ., , .
Py | (L, K), representa el incremento en la produccion cuando el niimero de unidades

de capital K se incrementa en una unidad manteniendo constante en L el nimero de
mano de obra, es decir, el presupuesto total se incrementé en una unidad y se utilizo al
mcrementar al capital. Esto se le conoce como “productividad marginal al capital”.

Ejemplo 9
Suponga que la funcién de produccion de cierta industria es: P = 50L04K%%

Donde P es la produccion, L es el nimero de unidades de mano de obra y K es el
numero de unidades de capital. Encuentre las productividades marginales del trabajo y
del capital cuando L.= 10 y K = 10

Solucién

La productividad marginal del trabajo es:

op —0.670.6 K\0®

= 50(0,4)L7%°K%® = 20 (f) , evaluando en L. = 10 y K = 10, obtenemos
(2 -2

aL 10/

La mterpretacion de este problema es que una unidad mas de trabajo produce 20
unidades adicionales de producto con 10 unidades de trabajo y 10 unidades de capital.

La productividad marginal del capital es:

g—; =50(0,6)L°*K %4 evaluando en L = 10 y K = 10, obtenemos
oP 20 (10)”*" 30
oK 10/
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Y su mterpretacion es una unidad de capital produce 30 unidades adicionales de
producto cuando se emplean 10 unidades de trabajo y 10 unidades de capital.

Ejemplo 10
La utilidad por hectirea en cierto cultivo de maiz es:

U =60L+ 755 +30F —45I? — 1,55% — 3F? — 6SF, donde L es el costo de la
mano de obra, F es el costo de los fertilizantes y S el costo de las semillas. Calcule las
tres derivadas parciales, evaltelas en .= 12 F=6 y S =) e interprete los resultados.
Solucién

au

— = 60 — 9L, evaluando
aL

au
5, =60 9L | (12,6,5) = 60 —9(12) = —48

z_:: =30 — 6F — 558, evaluando

U
5F =30 —6F —55 | (12,6,5) = 30 — 6(6) — 6(5) = —36

Z_z =7,5—35 — 6F, evaluando

au
35 7,56 —35 — 6F‘ (12,6,5) =30—3(5) —6(6) = —21

Interpretacion: La utihdad disminuye en 48 unidades si se aumenta en una unidad la
cantidad de mano de obra; la utilidad disminuye en 36 unidades si se aumenta en una
unidad la cantidad de fertilizantes, la utilidad disminuye en 21 unidades si se aumenta
en una unidad la cantidad de semilla. Todo lo anterior se cumple, siempre y cuando
las otras variables permanezcan constantes.

4.3.4. Productos Competitivos y Productos Complementarios

Ciertos productos pueden estar relacionados de tal manera, que las variables en el
precio de uno afectan a la demanda del otro. Supongamos que las funciones de
demanda para los productos A y B son:

qa = f(Py,Pg) ¥ qg = f(Ps, Pg), entonces,

a . , . .
aq—”‘, es la demanda marginal del articulo A con respecto a su propio precio Py.
Pa

2929



Manual de Cilculo Integral y funciones de varias variables

a . , .
aﬂ, es la demanda marginal del articulo A con respecto al precio Pg.
Pg

a . , .
é;ﬂ, es la demanda margial del articulo B con respecto al precio Py.
Pa

d
q . , . .
a_B’ es la demanda marginal del articulo B con respecto a su propio precio Pg.
Pg

S1 consideramos articulos con demanda normal, entonces

d d . . . .
ﬁ <0 vy aﬂ < 0 Ya que un incremento en el precio ocasiona que la cantidad
Pa Pg

demandada disminuya y una disminucién en el precio causa que la demanda aumente,
es decir, hay una relacion inversa entre la cantidad demandada de un producto y su
propio precio.

dap . . . da, dap

y —2 pueden ser positivas o negativas. St ambas —4 y —£ son
Py dp, dpg dp,
positivas, se dice que los productos son “sustitutos o competitivos”, es decir, si ocurre
un incremento en el precio de A manteniendo constante el precio de B, entonces se
mcrementara la demanda de B y viceversa. Podemos decir que cuando los productos
son competitivos hay una relacion directa entre el precio de uno y la demanda del otro.
Tal es el caso, por ejemplo de la leche con crema y la descremada; si el precio de la
leche con crema se incrementa y el precio de la leche descremada no, entonces se
mcrementard la demanda de la leche descremada, en detrimento de la demanda de la

. a
Sin embargo -4

. . . d d . .
leche con crema. En cambio, si ambas —4 y —E son negativas, entonces se dice que
dp dp
B A
los productos son “complementarios” y, en este caso, habrd una relaciéon mversa entre
el precio de un producto y la demanda del otro; por ejemplo, se podria esperar que si
se incrementa demasiado el precio de los planes de telefonia celular, esto desataria la
compra de teléfonos celulares y viceversa.

Ejemplo 11
Las funciones de demanda para los productos A y B estan dados por:

ga= 150+ 2,5P; —3,5P,®> v g =125 —45P; + Py, donde las cantidades
demandadas son g4 ¥ gg y los precios son Py y Pg para los productos A y B,

respectivamente.

a) Encuentre las cuatro funciones de demanda marginal
b) Determine si los productos son competitivos o complementarios entre si.
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Solucién
a) Las demandas marginales son:

)
qa

—£ = —7P

05, 4

a
T4 _ 25
dp,

ad
_98 _4

O

A

a
TE — 45
dp,

b) Los productos son competitivos porque las demandas cruzadas son positivas, es
decir, un incremento en el precio de un producto produce un efecto de sustitucion
que eleva la demanda del otro.

4.4. Derivadas Parciales de Orden Superior
~e ~ ., . ., az az ~ .
Si z = f(x,¥) es una funcion de dos variables, también 5. V3. son funciones de la
x Oy
misma variable x e y.
. - 8z 8z : ) «
Si a estas nuevas funciones . . las derivamos, estariamos hablando de “segundas
x y
derivadas” de f(x,¥), vy asi podriamos continuar calculando terceras derivadas, cuartas
derivadas, etc. La notacion que se usa son:
a (Eﬁ
8y \0y

posteriormente respecto ay.

a1 . . .
)— ﬁ 6] (fx)y = fey v significa que primero derivamos respecto a x, y

Anilogamente:

a (o5 a2r L .
5, (ay) = 3,9, o (fy)y— Jyy significa que dervamos las dos veces respecto a la

variable y.

En este manual trabajaremos con la siguiente hipotesis de continuidad:
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acr acr acr acr

S aay Y a0,

son continuas, entonces = , es decir que esta derivada
020y 8,0y

cruzada mixta, serd la misma, independientemente del orden en que se realice.

Fjemplo 12
Encuentre las segundas derivadas de f(x,y) = x%y* — x3y + 4xy — 3y
Solucién

g’f = 2xy* —3x%y + 4y

- (&)
8x2 8, \d,

¥r_ 9 (%
ay? 9y \dy
d
= —(4-x2y3—x3+4-x—3)
63"
= 12x2%y?
o°r _ i(ﬂf)
Oxy dx Ny
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d
— a—(4x2y3 —x3+4x —3)
y

= 8xy®—3x2+4

Obsérvese que se cumple la igualdad de las derivadas parciales mixtas:

atf B d%f
6x6y_ 05,0,
EFjemplo 13

. a2 a2 .
Determine —{ y i BN flx,v) = (2x —3y)?
ax? 0 8,8,

Solucién
d
L= 3(2x—3y?(2)
O
= 6(2x—3y)?
d%f
= 24x — 36y
ﬂzf = 6(2 3 3

= b4y —36x
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Ejemplo 14
al azf - 2.3
Calcule o—- si flx,v,z) =xy°z
y9z

Solucién

dr

— 2,2

R 3
Xy z

= 6xyz?

4.4.1. Regla de la Cadena

Sea Z = f(x,¥) donde x e y son funciones de r y s dadas por:

x=x(rs)y y=y(rs).

Si f,x ey tienen derivadas parciales continuas, entonces Z es una funcion de ry s, y

0 _ 30, 30,
3, 09,9, @ 8,0,

9 _ 00 30,

d. 0,0, dy, 95

Ejemplo 15

S1Z =5x+ 3y x=2r+3s y=r—2s Hallar %,?
Solucién

Como x, ¥ son funciones de 7y s, entonces por la regla de la cadena tenemos

97 970, 070,38, 979, 970,

6, 0.0, 3,0,0, 8.0, 8,0,
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d d
5 =)@+ D5 = ()B) + 3)(-2)

r

0z 0z
3 - 13 3= °
Ejemplo 16

Siz=x%*+xy?)® x=r+s+t y=2r—3s+8t Hallar %

t

Solucién

9, 0,0, 9,0,

9 8,0, 8,0,

9,
P [(B) % + xy?)*(2x + yDI(D) + [B) (& + x¥?)? (2xy)1(8)

=3(x2 +xy?)? (2x + v% + 16xy)

Ejemplo 17

a . .
Stz = e x=r—4s y=r—s Hallar a—zentermmosderys
T

Solucién

0;  0;0, 00y

3, 8,0, 0,0,

= e™) (1) + (xe™)(1)

= (x+3)e”
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Ejemplo 18

Para un fabricante de cdmaras y peliculas, el costo total ¢ de producir g, cimaras y g
rollos de peliculas esta dado por: ¢ = 30q, + 0,015q.q; + q; + 900. Las funciones

de demanda para las camaras y los rollos de peliculas estan dados por:

9000
gqe=—— y qp = 2000 — P, — 400P;
F./Pr

Donde F; es el precio por camara y Pg el precio por rollo de pelicula. Encuentre la

tasa de cambio del costo total con respecto al precio de la camara cuando
P.=50y Pr=2

Solucién
. Bc
Primero hallamos 35 POr la regla de la cadena
4

ac _ ac aQ'c ac aQF

F,  9q.0P, | 9q; 0P,

—9000
B> [Ps

9
—E-::(30-+t1015qF)l + (0,015q, + 1)(-1)

dF;
Cuando P. =50 y Pr =2, tenemos

qc. = 9042 v qrp = 1150, luego

dc _ —9000 -
é}g\(5q2)-—(304—q015(1150))[655333 +(0,015(90v2) + 1)(-1)

= —123,2

4.5. Miaximos y Minimos sin restricciones
Definicién

Se dice que una funcién f (x, ¥) tiene un maximo relativo en un punto (x0, Vo) si para

cada punto (x,¥) suficientemente cercano a (xg, ¥p) se tiene que f(x, v) = f(x0,¥)
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Definicién

Se dice que una funciéon f(x,y) tiene un minimo relativo en un punto (xg,¥p) si para
cada punto (x,¥) suficientemente cercano a (xg, ¥) se tiene que f(x, v) = f(x0,¥)

La idea geométrica de un punto maximo o minimo puede verse en la figura 4.4

10000 ¢

5000

-5000

-10000

Figura 4.4

4.5.1. Puntos Criticos

Se llaman puntos criticos de una funciéon f (x, ¥) los puntos donde se anulan todas sus
derivadas parciales, es decir, si f(a,b) =0 y f,(a,b) =0

Un punto critico puede ser maximo, minimo o punto silla y se puede determinar de

cual se trata con el criterio de la segunda derivada que se resume de la siguiente
manera

1. Se calculan todas las derivadas parciales fox, fyy, fry
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2. Se construye la expresion D = fi, fyy — (f(x, ¥))? llamada “Determinante
Hessiano”
3. Se evalia al Hessiano en el punto critico (@, b) y se decide de acuerdo con el

sigulente criterio:

Si:

Dap) >0, fix(a,b) >0 ,entonces f(x, y)tiene un minimo
Dap) >0, fix(a,b) <0 ,entonces f(x,y)tiene un maximo
Dap) <0, entonces f(x,y)tiene un maximo

D(apy =0, entonces el criterio no permite hacer conclusiones

Ejemplo 19

Dada la funcion f(x,y) = x? +y%? —5x — 4y + xy, determine los puntos criticos,

maximos locales, minimos locales o puntos silla.
Solucién
Calculamos los puntos criticos igualando a cero las derivadas parciales

fr=2x—5+y=0

fy =2y — 4+ x = 0, del cual se forma el siguiente sistema de ecuaciones:

2x+y=5

x42y =4 resolviendo se tiene x =2 y ¥ = 1, luego el punto critico es (2,1)

Para decidir si se trata de un maximo, minimo o un punto silla se calculan las segundas

derivadas
fox =2
fry =2
foy =1

El determinante hessiano esta dado por D = fo fyy, — (ﬁ,:y)z

Dy = (2)(2) — (1)?
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D (2;'1) = 3

Observamos que D1y > 0 y ademis fir (2,1) = 2 > 0, por lo que concluimos que

f tiene un minimo en (2,1). El valor minimo lo podemos encontrar evaluando la

funcion en ese punto, asi:

fl,y) =x*+y* —5x —4y +xy

fly) =(2)% +(1)% - 5(2) —4(D) + (2)(1)
fl,y) = -7

Fjemplo 20

Determine los puntos criticos de la funcion f(x,y) = 2x3 +4y® —24x — 48y + 6
Y clasifiquelos como maximos locales, minimos locales o puntos silla.

Solucién

Calculamos los puntos criticos

)
L= 6x2-24=0
Oy
a
L1292 _ag=0
837

Despejando tenemos un par de ecuaciones independientes x2 = 4  y? = 4, cuyas
soluciones son x = 2y = F2, como los resultados son independientes, los
puntos criticos son: (2,2)(—2,-2)(2,-2)(—2,2). Cada uno de estos pueden ser
maximos, minimos o puntos silla y debemos aplicarles la prueba de la segunda

derivada.
Calculamos las segundas derivadas parciales

fox = 12x

fyy = 24y
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foy =0

Fl determinante hessiano esta dado por

D = fufyy(fy)> = (12x)(24y) — (0)* = 288xy
Debemos evaluarlos en cada uno de los puntos criticos
D2 =1288(2)(2) >0

D52 =288(-2)(=2)>0

D22 =288(-2)(2) <0

Deo-y = 288(2)(—2) < 0

Podemos concluir que hay un punto silla en (—2,2) y en (2, —2) porque en estos
puntos el hessiano es negativo. En (2,2) v (—2, —2) el hessiano es positivo y para

concluir debemos fijarnos en el signo de fiy

fiex(2,2) = 12x | (2,2) = 12(2) > 0 hay un minimoen (2,2)

fix(—2,-2) =12x ‘ (—2,—-2) = 12(—2) < 0 hay unmiximoen (—2,—2)

El minimo local es: fz2) = 2(2)* +4(2)* —24(2) —48(2) + 6 = —90

El maximo local es: fz— 2y = 2(—2)° + 4(—2)° — 24(—2) —48(—-2) + 6 = 102

Los valores de la funcién en los puntos silla no son importantes porque no son puntos

optimos, es decir, no son ni MAxiMos Nl Minimos.

Ejemplo 21

. . ., 101 .
Determine los puntos criticos de la funcion f(x, y) = S + 5 xy vy clasifiquelos como
maximos locales, minimos locales o puntos silla.
Solucién

Calculamos los puntos criticos
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—)y:—y4 — y4—|-y:(] — y(y3+1):ﬂ — y:ﬂy:—]_

La soluciéon con ¥ = 0 no es valida porque la funcion se vuelve indeterminada en tal

punto y al punto ¥ = —1 le corresponde x = —

El tnico punto critico es (—1, —1)

Vamos ahora a calcular las segundas derivadas

fxx:_g

X
2
fyy::‘?
fxy: -1

El determinante hessiano es D = fo fyyy — (ﬁ,:y)z

()G

= -1
x3y3

Evaluando en el punto critico se tiene
D r | (=1,-1)
(-1-1) — %393 ’

4

D(—L—l): m—lz 3 >0

- x= —1
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Ademas,

1

maximo local esta dado por:

= —1 < 0, por lo tanto, se trata de un maximo local. Este

1 1
f(_l,—].) - m—f‘ @— (—1)(—1) =1

Ejemplo 22

Determine los puntos criticos de la funcion f(x,y) = x> —3xy+y2+y+4 vy

clasifiquelos como maximos locales, minimos locales o puntos silla.
Solucién

Calculamos los puntos criticos

fi=3x2-3y =0

fy= —3x—2y+1=0

Despejamos y de la primera y la sustituimos en la segunda, asi

y=x? - —3x+2(x?)+1=0 —= 2x? —3x + 1 =0. Esta ecuacion se resuelve

. y . . 1
mediante la formula general y se obtienen dos raices, a saber: x; = Y X = 1.

Sustituyendo en la primera de las ecuaciones ahora podemos determinar los valores

correspondientes de y

Porax=1—-y=(1)’=1
1 1 1
Parax = E - V= (5)2 = 1

. . 11
Entonces los puntos criticos son: (1,1) (E' 1)

Ahora debemos calcular las segundas derivadas parciales
fix = 6%

fyy =2
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foy =3

El hessiano es: D = fox firy — (fay)?
= (6x)(2) — (-3)?

=12x—9

Evaluando en los puntos criticos

Dy =12(1)—9=3 >0

1
D =12(—)—9=—3 <0
(33) 2

: : : 11 .
Podemos concluir que existe un punto silla en (5 , 1) y para el otro punto nos falta

determinar si es un maximo o un minimo, para lo cual calculamos
fex(1L,1) =6(1) > 0

Hay un minimo en (1,1) y el valor minimo es

fAD =1 -3DMD+A)P¥+Q) +4=4

Ejemplo 23

Suponga que P = f(L,K) = 1,082 — 0,03L3 + 1,68K? — 0,08K? es una funcion de
produccién para una compaiiia. Encuentre las cantidades de entrada Ly K que

maximizan la produccion P.

Solucién

Encontramos los puntos criticos

fi = 2,16L —0,09L2 = 0

fi=009L(24—-L) =0 - L=0y L=24
fx =3,36K —0,24K? =0

fi =024K(14 —K)=0 -K=0y K =14
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Hay cuatro puntos criticos: (0,0)(0,14)(24,0) (24,14)

Ahora aplicamos la segunda derivada a cada punto critico

P, =216 —0,18L

Pyx = 3,36 — 0,48K

Pg =0

El hessiano es

D(L,K) = Py Pxx — (Pk)®

D(L,K) = (2,16 — 0,18L)(3,36 — 0,48K) — (0)?

Evaluando los puntos criticos, tenemos

e Ln(0,0)

D(0,0) = (2,16 — 0,18(0))(3,36 — 0,48(0) ) = (2,16)(3,36) > 0
Como D(0,0) >0 y P;; =2,06 > 0, se tiene un minimo local en (0,0)
e Lvaluamos en (0,14)

D(0,14) = (2,16 — 0,18(0))(3,36 — 0,48(14) ) = (2,16)(—3,36) < 0
Como D(0,14) < 0, no existe ningtn extremo local en (0,14)

e Evaluamos en (24,0)

D(24,0) = (2,16 — 0,18(24))(3,36 — 0,48(0)) = (—2,16)(3,36) < 0
Como D(24,0) < 0, no existe ningtin extremo local en (24,0)

e Evaluamos en (24,14)

D(24,14) = (2,16 — 0,18(24))(3,36 — 0,48(14)) = (—2,16)(—3,36) > 0

Como D(24,14) >0 y P, = —2,16 < 0, se tiene maximo relativo en (24,14).

Por lo tanto la produccion méaxima se obtiene cuando L = 24 y K = 14
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Ejemplo 24

Una compania produce dos variedades de dulces, A y B, para los cuales los costos
promedios de producciéon son constantes de 60 y 70 (centavos por libra),

respectivamente. Las funciones de demanda para A ¥ B estan dadas por

qa = 5(Pg — Fy) qg = 500 + 5(Py — 2Pp)

Encuentre los precios de venta Py ¥ Pg que maximicen la utihdad de la compaiiia.
Solucién

La utilidad total esta dada por

p— (utﬂidad por ) (Iib'ras de A ) i (utﬂidad por ) (Iib'ras de B)

libras de A vendidas libras de B vendidas

Para A y B, la utilidad por libra es:
P, —60 y Pz — 70, respectivamente. Asi

P = (PA - GD)Q’A + (P —70)q;p

P = (P, — 60)(5(P; — Py)) + (Ps — 70)(500 + 5(Py — 2P))

Obsérvese que P se expresa como funcion de dos variables Py ¥y Pp. Para

maximizar P, sus derivadas parciales se igualan a cero:

d

a_g = (Py — 60)(5(~1)) + (5(Ps — P4))(1) + (P, — 70)(5(1)) = 0
¥ _

—BPA = —10P, + 10P; — 50 =0

2~ (P 60)(S(1)) + (1)(500 + 5(Ps — 2Py) + (P — 70)(~10)
B

—— = 10P; — 20Pg + 900, luego resolviendo el sistema

{ —10P, + 10P; = 50

10P, — 20P, = —900 ~ e =85y Fa=80
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Ademas se encuentra que

32
£ - 10
6&2
62
—F _— _920
P2

32
i T
dPgdP,

Por lo tanto
D(80,85) = (—10)(—20) — (10)?

D(80,85) = (—200) — 100 < 0, como

9%

2 < 0, se tiene un méaximo y la empresa deberia vender el dulce A4 a 80 centavos de
A

dolar por libray el B a 85 centavos por libra.

Ejemplo 25

Suponga que un monopolista practica discriminacion en los precios al vender el mismo
producto a dos mercados separados, a distintos precios. Sea g4 el nimero de unidades
vendidas en el mercado A, donde la funciéon de demanda es Py = f(g4) v sea gp el
numero de unidades vendidas en el mercado B, donde la funcién de demanda es

Pz = g(gg). Entonces las funciones de ingreso para los dos mercados son:

4= qaf(qs) ¥y 7v2= qpg(gs)

Suponga que todas las unidades se producen en una planta, y que la funcion de costos
por producir ¢ = g4+ gg unidades es ¢ = ¢(g). Recuerde que 74 es una funcion de

g4 v Tg es una funcion de gg. La utilidad P del monopolista es P = 14 + 15 — c.
Solucién

Para maximizar P con respecto a las producciones g4 ¥V gp sus derivadas parciales se

1igualan a cero. Se niciard con
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3P - dTB dc

dqg dqggp dq
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d.T'B . . d—g .
Pero — v 245 son Ingresos marginales y 7. ©s el costo marginal. Por lo tanto, para
B

dqa q

maximizar la utiidad (v distribuir la produccion) de manera que los ingresos

marginales en ambos mercados sean los mismos y, en términos simples, también sean

1iguales al costo de la dltima unidad producida en la planta.

4.6. Miximos y Minimos con restricciones

4.6.1. Multplicadores de Lagrange

En muchas aplicaciones practicas, la maximizacion o minimizacion requiere la
consideracion de ciertas restricciones, por ejemplo, si maximizamos una funcion de
produccion debemos considerar que tenemos un presupuesto restringido, o la cantidad
de insumos a los que se puede tener acceso es lmitada, etc. Asi, cuando queremos
minimizar costos, muchas veces tenemos como restriccion el hecho de que debemos

producir una cantidad fija.

En problemas de inversiones financieras, por ejemplo, podemos fijar nuestro nivel de
riesgo, que seria nuestra restriccion, y maximizar nuestro rendimiento o, por el
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contrario, podriamos fijar el rendimiento esperado y con dicho rendimiento
minimizamos el riesgo.

Kl procedimiento mas utilizado para resolver el problema de calcular extremos
(maximos o minimos) restringidos de una funcion, se conoce como el “Método de
multiplicadores de Lagrange”. La estructura de un problema de maximizacién
restringida para dos variables y una sola restriccion es:

maxf(x, y)sujetaa g(x,y) = 0.

A la funcion f(x,¥) se le llama “funcion objetivo” vy g(x,¥) =0 es la “ecuacion de
restriccion”. Para resolver el problema construimos la funcion auxihar:

fG,y A =flxy) —iglxy)

Que se le llama “langrangeana” y el parametro A se le conoce como “multiplicador de
Lagrange”.

Si f(x, ¥) tiene un valor extremo bajo la restriccion g (x, ¥) = 0, entonces A existe, y el
extremo buscado ocurre en los valores de x A ¥ que corresponden al punto critico de

la langrangeana. La clasificacion del valor extremo en maximo o minimo requiere de
un andlisis que estd fuera de los propoésitos de este manual; por esto, simplemente
usaremos la imtuicion o diremos de antemano si €s un maximo o un minimo.

El procedimiento también es vilido para mas de dos variables y para mds de una
restriccion, en cuyo caso la langrangeana se escribe como:

F(x-l, Xy ey Xy .r"i.l, .r"i.z, . Ak)
= flxy, %2, oo, X A, Aoy ooy Ag) — 4191 (31, X5, -0, X))
o j'zgz (xllle ey xn) -ttt Akgk (x11x21 ey xn)

Ejemplo 26

Determine los extremos (maximos o minimos) de la f(x,y) = 10x2 + 12y2, con la
restriccion x + 2y = 26

Solucién

La restriccién debe escribirse como una ecuacién igualada a cero, es decir:
glx,y) =x+2y—-26=0

La langrangeana es:

F(x,y,A) = 10x? + 12y% — A(x + 2y — 26)
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Ahora calculamos los puntos criticos

)

L=200—4=0

x

)

L =24y —21=0

837

dF

L= x—2y+26=0
9;

De las dos primeras ecuaciones despejamos A, e igualando se obtiene:
A= 20x
A= 12y —-20x=12y - x=0,6y

La tercera ecuacion siempre es equivalente a la ecuacion de restriceion, sustituyendo el
resultado anterior en dicha ecuacion, obtenemos

06y+2y=26 - y=10 —- x=26

Por lo que el valor extremo de f(x, y)esta en el punto (6,10). Intuitivamente sabemos
que corresponderd a un minimo porque f(x,y) = 10x2 + 12y?corresponde a

parabolas que abren hacia arriba en ambas variables.

Kjemplo 27

Encuentre los valores extremos de f(x,y) = 12xy — 3x2 — 2 con la restricciéon
x+y=16

Solucién
La restriccion es g(x, v) = x +y — 16 = 0, por lo que

F(x,y,A) =12xy —3x?2 —y2 —A(x +y — 16)

Dernvando

I

— =12y —6x—A =0
O

IF
—=12x—-2y—A=0
63’
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OF
—=—x—y—A44+16=0
)

De las primeras dos ecuaciones se obtiene

9
12y —6x=12x—2y - 14y =18x — y=§x

Sustituyendo en la restriccion

x+y=16 — x —i—gx =16 — x =7,y por tanto, ¥ = 9. Concluimos que la

funcién tiene un extremo en (7,9)

Ejemplo 28

Minimice la funcion flx,v,2) = x> +y? + 2?2 con la condicion
2x —y+3z= 24

Solucién

La langrangeana es F(x,v,z,4) = x2+y%2 + 22 —A(2x —y + 3z + 24)

Derivando

OF
—=2x—24=0
F

%—2 +1 =0
a, Y4~

0r
—=2z+31=0
0,

De la primera de estas ecuaciones se tiene que A = x.

De la segunda A = —2y

De la tercera A = ;z , sustituyendo estos valores en la restriccion se tiene
2(—2y) —y+3(-3y) = —24

—4y+y—9y= —24

—12y = —24
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y=2 porloque x=—4 yv z= —6

Entonces, el valor minimo es

(=42, —6) = (—4)2 + (2)2 + (—6)2 =56

Ejemplo 29
La funcion de produccion de Cobb- Douglas para cierto producto es:
P(L,K) = 32L 4K/

L es el nimero de unidades de mano de obra y K el nimero de unidades de capital
para producir P unidades de un producto. Cada unidad de mano de obra le cuesta a la

empresa 50 Bf 'y cada unidad de capital 100 Bf. Determine la produccion maxima con
un presupuesto de 500000 Bf.

Solucién

La restriccion presupuestaria puede escribirse como 50x + 100y = 500000

La langrangeana es F(L, K, 1) = 32 /ag s — (50x + 100y — 500000)

Denvando
IF =3 3 4 -3 3
—=8L%FKz:—-5014 =0 —- A= —L*K-=
a; 25
O 11 6 1 -1
— = 24L:K+ —100A =0 — A= —L3K=
Ok 25
Igualando

1
Gl I e 6 I* K = 1,5L
— L3 K:s= —I]l3aKks —» — — =
25 25 25 g3 ’

Sustituyendo en la restriccion

50L + 100(1,5L) = 500000 — L = 2500 vy entonces K = 3750 y la produccion
maxima es: P(2500,3750) = 1.085.432,24
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Ejemplo 30

Suponga que una empresa ha recibido un pedido por 200 unidades de su producto y
desea distribuir su fabricacion entre dos de sus plantas, planta 1 y planta 2. Sea g, v g3
las producciones de las plantas 1 y 2, respectivamente, y suponga que la funcion de
costo total esta dada por: € = f(qq1,q2) = 212+ q1q2 + q2% + 200. ;Como debe
distribuirse la producciéon para minimizar los costos?

Solucién

Se minimiza ¢ = f(q1,q2) dada la restriccion q; + g2 = 200 se tiene

f(q1,920) = 2q,% + q1q; +q2* + 200 — A(q; + q, — 200)

Derivando

L —4q,+q,—21=0
dq,

o 2q, — A
aq, q1+2q; —A=
0y

== —q;—q,+200 =0

De las dos primeras ecuaciones tenemos
A=4q,+q;

A=q1+2q; — 3¢:—q2=0 - q;=3q
Sustituimos este valor en la tercera ecuacion
—q;—3q,+200=0

—4q, = —200

q1 =50

Luego g2 = 150. Por lo tanto, la planta 1 debe producir 50 unidades y la planta 2

debe producir 150, para minimizar los costos.
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Ejemplo 31

Suponga que una empresa debe producir una cantidad dada Py de un producto de la
manera mas barata posible. Si se tienen dos factores de entrada L y K, y los precios
por unidad se fijan en P, ¥ Px respectivamente, analice el significado econémico de
combinar las entradas para lograr el menor costo. Esto es, describa la combinacion de
entradas para el costo minimo.

Solucién

Sea P = f(I,K) la funciéon de producir. Entonces se debe minimizar la funciéon costo
c=LP, + KPg suyjetaa Py = f(L,K)

Se construye

F(L,K,X) =LP, + KP; — A[f (LK) — P,]

Derivando

d d

—f = — o =

aL PL A aL [.f(LJ K)] 0

d d

L= pe—A—[fLK)] =0
dx

0y
2. —[fL,K)]+P =0
1

De las dos primeras ecuaciones se tiene

d
P Py P, 3 [f (L, K)]

JlwK) LK) L0 '9)
L K K

1= P~

Se concluye que cuando se usa la combinacion de factores para costo minimo, la razon
de las productividades marginales de los factores de entrada debe ser igual a la de sus
precios unitarios correspondientes.
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4.7. Integrales Multiples

Son Integrales definidas de funciones de dos o mas variables llamadas “Integrales
multiples” y se calculan mediante un proceso relacionado con la antiderivacion parcial
repetida. Estas itegrales mvolucran el proceso de integracion sobre una region en el
plano.

A las mtegrales multiples también se les conoce como “integrales repetidas” y su
notacion es la siguiente:

L b f ey dydx = f ’ [ f ooy dy] dx

Para resolver una integral doble, primero se calcula la integral indefinida interna, en
d o . .
este caso fc f(x,y) dy tomando la antiderivada de  con respecto a y mientras x

permanece constante. El resultado sera una funcion de una solo variable x, la cual se
integrara con respecto ax, entre x =a y x = b

Ejemplo 32
Calcular la siguiente integral doble [, 01 ) 12 x%ydxdy
Solucién

. . . 2 ..
Primero resolvemos la integral interna fl x2ydx en términos de x y tomando a vy

como constante, es decir:

de_xa_f 1 8 1 7
LY TR B e Y T3 3 T3

En segundo lugar, resolvemos la integral externa; en términos de la variable y, asi:

f? g _711 go 7 2T
(Y=g Y=gy =g
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Ejemplo 33

Calcular f; fj,l (x + 2y)dydx

Solucién

f_l (x+2y)dy = _1 xdy + _1 2ydy (x es constante)
1 1 1

=xy +y?

=[x + (2] - [x (-1 + (-1)?]
=x+1+x—1

= 2x

3
j 2xdx=x*=[(3)*] -[(2)*)]=9—-4=5
2

Ejemplo 34

Calcular ff f;ﬂx xydydx

Solucién
fnx xy? lx (Inx) 2] lx (0) 2] 1
xydy = = — = — x(Inx)?
L 2 2 2 | 2

=]

1 1
j —x(Inx)?dx = —f x(Inx)? dx
L2 2

1

Resolviendo y aplicando el método por partes, obtenemos

X2

flx)= (Inx)?> f'(x)= Z(Inx)i gx)=x G(x) = =
€ 2 e 2

%J' x(Inx)?dx = %l% (Inx)? —f ;Inx.%dxl —
1

1

12! 2 1jel d
4_x(nx) 5 | xlnxdx

1

[\
<
[&21
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Resolviendo nuevamente por partes, obtenemos

flx)=Inx f'(x) =i gx)=x G(x) = %, luego

12‘;' 2 12‘;' +ljed_
2x (Inx) g X lnx+ o lx X =

Exz(lnsz — Elenx + éxz =

%(e)z (Ine)? — % (e)*Ine + %62] - E (1)?(In1)? — %(l)zlnl — %(1)2] =

Comolne=1 y Inl=0,tenemos
1 1 1 1 1
Te? 24 le24 - “(e2_1
2 2 € + ¢ + 8- 8 (e )
Ejemplo 35

1.1
Resolver fu fn x?e™ dydx

Solucién

1 1 x? .

fﬂ x%e™ dy = x? fn e dy = ;exy = xe™¥  sustituyendo y en [0,1] obtenemos
1

f x?e® dy = [xe*D] — [xe*@] = xe* —x
0

Ahora integrando nuevamente en términos de x

1 1 1
f (xe* —x)dx = j xexdx—J' xdx
0 0 0

Integramos por partes y obtenemos,
flx)=x f(x) =1 glx)=¢€* G(x) = e* luego

1 1 1 1
fﬂ xexdx—fﬂxdxzxex—fﬂ exdx—fnxdx
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2
X
=xe* —e¥ ——

2

z z
=[lel—ei—1—]—[ﬂe°—e°—ﬂ—
2 2

= P
=e—e— =3
Ejemplo 36

Calcular f_nl f_zl ff 6xy?z®dxdydz
Solucién

. . 2
Primero resolvemos la integral fl 6xy?z3dx, (v, z constantes)

2
J 6xy?z3dx = 3x%y?z? = [(3(2)%y?%2® — (3(1)%y?z?)] = 12y%23 — 3y2%Z?
1
— 9}’223
Ahora resolvemos la segunda integral f_zi 9y2z3dy (z constante)
[2, 9y2z%dy = 3y%23 = [(3(2)°2%) — (3(~1)%2%)] = 2423 + 32° = 2723

. . 0
Por ultimo, resolvemos la integral f_l 27z%dz

0 34 27 4 [27 jhna 27 4 27
2 272%dz = Tzt = [T (0 - T (-1t = -7

4.8. Kjercicios y Problemas de Aplicacién Propuestos
Definiciones Bésicas

Determine el valor de la funcién en el punto que se indica
. fl,y)=3x+y enf(2,1)
2. flx,y) = 3xe¥ enf(1,0)

3. flx,y2z)= x+ylnz enf(1,21)
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4. flx,yv,zzw)= x+vyvz+xyziyw enf(1,2,34)

-

5. flx,y,zw)=

Ix-2y
2 en f(3,2,3,2)

Determine el dominio y la imagen de las siguientes funciones
6. fl,y)=x+y

7. flx,y) = x> +y?

8. floy) = x2+y

9. flx,y,z)= In(2x —y)

10. flx,y,z)= Jtl-—x?—yz—zz

Derivadas Parciales

Calcule las derivadas parciales de las siguientes funciones
1. fly)= Py +4x?y3+2x+y2 +4

12. flx,y) = 5x%y? +xy® —x?—y+6

13. flx,y) = sz + 4y? —5x
4. flx,y) = 2ye®™*”

15, flx,v) =(x+y)er

Calcule la derivada parcial en el punto indicado

16. f(x,y) = 3x%y? —2xy3 +8 f(1,2)
a5

17. flx,y) = 2x+ y? ay (0,2)

8. feoy =2 2@

x2+4 ay
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19. flx,v) = x3yin(x + 2y) £(2,3)

20. flx,v,2z)= Inxy + Inxz + Inyz £(2,1,2)

Derivadas Parciales de Orden Superior

Calcule las derivadas indicadas en cada funcién

C — 2 ﬂ . azf
21, f(x,y) = 3x%y 2y2 ' ayox
Oc¢ — 2 3 _ ﬂ . o%r
22. flx,y) = 3x*+2y° —xy ax? ' axdy
- aZf a2
9. fluy) = Bx—37 Folls
| e cro o
24.  flx,¥) = 3x*In(2y°) 8x% ' axdy
1974 — 2,2y 62}’ , azf
25. f(x,v) = 4x’e ayz ' axdy
azy  @%r

or — 2.,3 _—
2(). f(X, ¥, Z) = X"y -z Ax2 ! axayaz

a*r  @r
ay? ' dxdydz

27. flx,y,2)= (x*+3y—2z)*
28. flx,y) = x*—3xy? +x%—y? fey (1,2)
29.  f(x,¥) = 3v%e* +In(xy) fey (1,1)
30. floy)=x2=3y*+3x—-2y+4 [,(32) ; f(32)
3l. fley) = x®=3xy? +x—9y*x*  f,(1,2) ; fi(1,2)
32. flx,y) = 2x+3y fyy(3,4)

33. flx,y) = /3x2—2y fy(B1) 5 £3(31)
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Encuentre las derivadas indicadas mediante la Regla de la Cadena

34. z = e*ty x=t2+3 y =t %

35, w= x?z? +xyz + yz? x =5t y=2t+3 z=6-t é;—‘:
w = x?+xyz + z° x=12—5% y=rs z=1?+s? Z_‘“S"'

36. y=x*—-7x+5 x = 19rs + 2s%t? g—f

37. Siz=(M4x+3y)’donde x=1%s y=7r—2s z—:cuandor:(] s=1
Siw= e®*¥(x?+4z%),dondex=rs y=42s—3r z=r1+s,

, dw
evalie . cuandor =1 y s=0

Miximos y Minimos sin Restricciones

Determine los puntos criticos de las funciones, clasifiquelos como méaximos, minimos
o puntos silla y calcule los valores miximos o minimos, en caso de existir.

38. flx,v)=x*+xy+y?—3y+2

39. flx,y)=1—x%2—y?

40.  fley) = 9x2 — 6xy + y? + 3y — 10

41, flx,v) = —4x? —8y? — 2xy + 36x + 40y
42. fle,v) = x* —3kxy + 3

43. floy) = x>—3xy+y>+xy—9x—5

1

1
44, flx,y) = Xy—175

45, flx,y) = 6x% + 12x + y? — 4y
46.  f(x,y) = 6+ 4x + 6y —x2 —3y?

47. floy) = x*+y3 —12x -3y
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Miximos y minimos con Restricciones

Determine los puntos criticos de la funcién con la restriccién indicada

48.

60.

200x 100y

5+x 10+y

restriccion x +y = 25

flx,y) = 3x2+ 4y? — xy restriccibn x+y =21

flx,¥) = —10x?% + y? restriccion x —y = —18

flx,v,2z) = xyz restriccion x+2y+3z=18 xyz #0
flx,y,z) = x> +xy+2y% + z? restriccion x— 3y —4z =16

flx,y,z) = x> +y2 +2z% restriccibn 2x + 3y +4z = 29

flx,y)= —3x+4y restriccibn 2x +5y =3

fx,v,z2)= x+yv+z restricciéon x%+y?+z%2 =12

flx,v,z) = x> +y? +2z? restriccibn 2x —y+3z = —28

flx,y) = 5x?+ 6y?2 — xy restriccibn x+ 2y =24

ga vy qg son funciones de demanda para los productos A y B respectivamente.

dga dqa dgp 8gg
P, '8Pg '8P, ' 8Py

complementarios o ni uno ni otro

Incuentre y determine s1 A y B son competitivos,

Q) ga= 1000 — 5P, + 2P, gz = 500 + 4P, — 20P,
1 ) 100 . 500
D qda — PAE Qg — Pg 3 Pa

Una estimacion de la funcion de produccion para las granjas lecheras en
Venezuela estd dada por: P = A%27p901¢001p0.23p0.09p0.27 (onde P es la
produccion, A es el terreno, B el trabajo, C son mejoras, D activos liquidos, E
activos de trabajo y F gastos de operaciones en efectivo. Encuentre las
productividades marginales para el trabajo y las mejoras.

En un estudio sobre el éxito alcanzado por jovenes graduados con titulo de

maestria en Administracion de Empresas (MAE), se esimé que para gerentes,
contadores, analistas, etc., la compensacion actual (en Bf) estaba dada por:
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61.

63.

262

z = 43900 + 4480x + 3492y donde x e y son el nimero de anos de

experiencia en el trabajo antes y después de recibir su titulo de MAL,
gz

5 € mtérprete su resultado.

respectivamente. Encuentre

En ocasiones se desea evaluar el grado de legibilidad de un documento escrito y
la siguiente funcion de dos variables nos permite evaluar dichos documentos:

R = f(w,s) = 206,835 — (1,01w + 0,8465) donde a R se le llama
calificacion de facilidad de lectura, w es el nimero promedio de palabras por
oracion en muestras de 100 palabras, y s es el nimero promedio de silabas en
tales muestras. Se afirma que un articulo para el cual R = 0 es “practicamente
ilegible”, pero que uno con R = 100 es “ficil para cualquier persona que sepa
leer”

ar

) =

b) ¢Qué es mas facil de leer: un articulo para el cual w = wy ¥ s = s5 u otro
parael cual w = wy ¥y § = 557

Las ecuaciones de demanda para los productos relacionados A y B estan dados
P B _ 3 |P, 'A .
por g4 = 10 5. Vs = 3 o donde Py ¥ Pg son las cantidades demandadas
A B

de Ayde B,y Py ¥ Pg son los precios correspondientes (Bf.)/unidad.

a) Encuentre los valores de las dos demandas marginales para el producto A
cuando Py =9 y Pg =16

b) Si Pg se reduce de 14 a 16, con P4 fijo en 9, use el resultado del literal a)
para estimar el cambio correspondiente en la demanda para el producto A.

Para las elecciones al Congreso de EE.UU. en 1974, el porcentaje republicano R
del voto republicano - democratico en un distrito esta dado por:

R = f (E'.'"l Ed.: I"."'l Id: N)

= 15,4725 + 2,5945E, — 0,0804E2 — 2,3648E, + 0,0687E2 + 2,19141, —
0,0912I2 — 0,80961, + 0,00811% — 0,0277E,I, + 0,0493E,I, +
0,8579N — 0,0061N2

E, y Eg5 son los gastos de campana (en unidades de $10.000) de los
republicanos y democratas, respectivamente; I € Iz el nimero de periodos en

lo que han estado en el Congreso, mas uno, para los candidatos republicano y
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66.
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democrata, respectivamente, y N es el porcentaje del voto presidencial de los dos
partidos que Richard Nixon obtuvo en el distrito en 1968. La variable N
proporciona una medida de la fuerza de los republicanos en ese distrito.

a) En la ley de 1974 de la campana federal de elecciones, el congreso
establecié un limite de $188.000 para los gastos de campana. Tras analizar
R ) . . :
35 ¢habria aconsejado usted a un candidato republicano con nueve
periodos en el congreso, gastar $188.000 en su camparia?
b) Encuentre el porcentaje por encima del cual el voto de Nixon tuvo un efecto

. dR
negativo sobre R; esto es, encuentre N cuando Frris 0. De su respuesta al

porcentaje entero mas cercano.

Suponga que el costo ¢ de producir g4 unidades del producto A vy gg unidades

del producto B esta dado por: ¢ = (3¢3+ q3 + 4-)1f 3 y que las funciones de

demanda para los productos estan dados por:
qA::I.O_PA‘i‘PB‘? qB:2n+PA_11PB

Use la Regla de la Cadena para evaluar ¢ y 9¢ uando P,=25y P =4
dps~ 9Pp

a) Suponga que w es una funcion de x e y, y que a su vez x e y son funciones de s
dw , .
y t. Establezca una regla de la cadena que exprese 27 €N términos de las

derivadas de éstas funciones.

b) Sea w = 2x2In|3x — 5y|, donde x =svVt2 +2 e y= t —3e?7%, use el
. d

literal a) para evaluar a—‘: cuandos =1 y t=0

Sea P una funcién de produccion dada por:

P=f(l,k) = 0,541> — 0,021 + 1,89k? — 0,09k3

Donde 1y k son las cantidades de trabajo y capital, respectivamente, y P es la
cantidad producida. Encuentre los valores de | y k que maximizan P.

Suponga que P = f(I,k) = 1,081%2 — 0,031° + 1,68k% — 0,08k? es una funcion
de produccion para una compania. Encuentre las cantidades de entrada 1y k que
maximizan la produccién P.

Una empresa produce dos tipos de chocolate, A y B, cuyos costos constantes de
produccion son de $20 y $30 por kilogramo, respectivamente. Las cantidades
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Ga ¥ qplen libras) de A y B que pueden venderse cada semana estan dadas por

las siguientes funciones de demanda conjuntas

qq = 400(p, — pa)
qp = 800(9 + p, — 2pp)

Donde pg; ¥ Pp son los precios de venta (en dolares por libra) de A y B,
respectivamente. Determine los precios de venta que maximizan la utihdad de la
empresa.

Suponga que p3 = f(l, k) =61 — 21> + 8k? — 0,4k® cs una funcion de
produccion para una empresa. Encuentre las cantidades de entrada I y k, que
maximizan la producciéon p.

Para producir cierta manufactura, las maquinas A y B utilizan x y ¥ horas,
respectivamente. Si la produccién diaria Q es una funcion de x ey, dada por
Q = 6x +4y — 0,6x? — 1,2y% + 0,6xy, encuentre los valores de x y ¥ que

maximizan a Q.

Los costos promedios de producir dos tipos de dulces a y b, son constantes de
80y 90 centavos por gramo, respectivamente. Las funciones de demanda para A
v B estan dadas por

qq =20 (pb - pa)
qp = 400 + 4(pa — 2pp)
Encuentre los precios de venta pg v Pp que maximizan la ganancia de la empresa.

Un monopolista esta practicando discriminacion del precio al vender el mismo
producto en dos mercados distintos a diferentes precios. En el mercado A la
funcion de demanda es p; = 100 — g5 v en B es pp = 49 — gy, donde qz ¥ qp

son las cantidades vendidas por semana en A y en B; pg ¥ Pp son los precios

respectivos  por unidad. Si la funcion de costos del monopolista es
c = 800 + 4(gq, + qp). (Cuanto debe vender en cada mercado para maximizar

la utilidad? :Qué precios de venta dan la utilidad maxima? Encuentre la utilidad
maxima.

La funcién de costos conjunta para los productos Ay B es € = 2q,% + 6q,% v
las funciones de demanda son p, = 30 —qg% v pp = 30 — qp2. Encuentre el

nivel de produccion que maximiza la utilidad.
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Las ecuaciones de demanda de un monopolista que vende dos productos
competitivos son

Pa =38 —q.> + qp
Py =25—qp° +4qq

La funcién de costos conjunta es
€ =—20—2q,° +3qaqy + 30q, + 124, + 24,7

a) ¢Cudntas unidades de A y B tienen que venderse para que el monopolista
obtenga una utilidad maxima relativa? Use la prueba de la segunda derivada
para justificar su respuesta; b) determine los precios de venta requeridos
para obtener la utihidad maxima relativa; ¢) encuentre la utilidad mdaxima
relativa.

Kl niimero de franelas que puede vender el equipo Real Madrid por semana es
4x 2y ,
m-l-m, donde x e y representan sus gastos semanales (en doélares) por

publicidad en periodicos y TV, respectivamente. La utihdad es de 125 doélares
por franela vendida, menos el costo de la publicidad, de modo que su utilidad

semanal P esti dada por P =125 [i—i-z—y —x —y. Lncuentre las
5+x 10+y.

cantidades de publicidad en periddico y de publicidad en TV, y, a fin de
maximizar la utilidad.

Una empresa ha recibido un pedido por 400 unidades de su producto. Puede
distribuir su fabricacion entre sus dos plantas; planta 1 y planta 2. Sean g, ¥ g2

las producciones de las plantas 1 y 2, respectivamente y suponga que la funcion
de costo total estd dada por € = f(gq,92) = 2q1% + q1q2 + q2* + 200. ;Coémo

debe distribuirse la produccion para minimizar los costos?

La funcion de produccion de una empresa esta  dado  por
C =3q,%+ q1q1 + 264g,2% donde g1 ¥ g3 son las cantidades que se producen en
las plantas 1 y 2, respectivamente. Encuentre las cantidades que debe producir
cada planta si la produccion total es 1.400 unidades y queremos que el precio sea
minimo.

La funcién de producciéon de una empresa es f(I, k) = 241 + 40k — 21? — 6k?
donde el costo de Ly k es de $3 y $6 por unidad, respectivamente. Si la

empresa quiere que el costo total de insumos sea $12.960, encuentre la
producciéon maxima posible sujeta a este control presupuestario.
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Cuando se invierten [ unidades de trabajo y k unidades de capital, la produccion
g total de un fabricante estd dada por la funcion Cobb-Douglas de produccion

q= 101/5k™5. Cada unidad de trabajo cuesta $15 y cada unidad de capital $4..

Si se van a gastar exactamente $60.000 en la produccion. Determine las unidades
de trabajo y de capital que deben mvertirse para maximizar la produccion.
(suponga que el maximo se presenta en el punto critico obtenido).

La funcion de produccion de un fabricante estd dada por:
1
q= E[lOD —3(l— 4)? — 2(k — 5)7]

y su costo es de $12 por unidad de trabajo y de $8 por unidad de capital. El
precio de venta del producto es de $32 por unidad: a) determine la funcion de
utilidad y encuentre todos los puntos criticos. Aplique la prueba de la segunda
derivada en cada punto critico. Si la utihdad es un maximo relativo en un punto
critico, calcule la utilidad maxima relativa correspondiente; b) la utilidad puede
considerarse como una funcion de I, k y g (esto es: m = 32q — 121 — 8k) sujeta

a la restriccion
1
q= Te [65 —4(l — 4)? — 2(k — 5)?]

Use el método de los multiplicadores de Lagrange para encontrar los puntos
criticos de

m = 32q — 121 — 8k sujeta a la restriccion.

Empleando L unidades de mano de obra y K unidades de capital, una empresa

elabora P unidades de su producto con P(L, K) = 150 sz 3K Y 3. A la empresa
$30 la mano de obra de cada unidad y $90 por cada unidad de capital empleado
y dispone $270.000 para propositos de produccion; a) determine las unidades de
mano de obra y de capital que la empresa debe utilizar con objeto de maximizar
su produccion; b) demuestre que en éste nivel maximo de produccion la razon
de los costos marginales de mano de obra y de capital es igual a la razon de sus
costos promedio.

Una empresa puede destinar su planta a la elaboracion de dos tipos de
productos, A y B. Obtiene una utilidad de 9610 por unidad de A y de $20 por
unidad de B. las unidades de los dos tipos que puede producir en su planta estan
restringidos  por la sigulente ecuacion de transformacion del producto
x?+y%—4x — 2y — 120 = 0. Sean x y ¥ los millares de unidades de A y B,
respectivamente, producidas por semana. Halle las cantidades de cada tipo que
deben producirse para maximizar la utilidad.
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El costo de producir x modelo de un producto y, y modelos de otro, esta dado
por la funcion conjunta C(x,y) = 4x? + 6y% + 1000. ¢Cudntas unidades de

cada tipo deben producirse a fin de minimizar los costos totales si la empresa
decide producir un total de 600 unidades?

Una empresa puede elaborar su producto en dos de sus plantas. El costo de
producir x unidades en su primera planta y y unidades en la segunda esta dado
por la funcion conjunta de costos €(x,v) = 6x? + 3y? + 15xy + 600. Si la
empresa tiene una orden de suministrar 2000 unidades. ;Cudntas unidades debe
producir en cada planta para minimizar el costo total?

La funcion de produccion de una empresa es Q(L, K) = 80 Lk 4, donde L
y K representan el nimero de unidades de mano de obra y capital utihzadas y P
es el nimero de unidades elaboradas del producto. Cada unidad de mano de
obra tiene un costo de $50, cada unidad de capital cuesta $200 y la empresa
dispone de $40.000 destinados a la produccion; a) aplicando el método de
multiplicadores de Lagrange determine el nimero de unidades de mano de obra
y de capital que la empresa debe emplear a fin de obtener una produccion
maxima; b) demuestre que cuando la mano de obra y el capital estin en sus
niveles maximos, la razon de sus productividades marginales es igual a la razon
de sus costos unitarios.

La funcion de produccién de una empresa es P(L, K) = 800,/3L? + 1,5K? .

Los costos unitarios de la mano de obra y del capital son de $250 y de $50 y la
empresa dispone de $13.500 para gastos de produccion. Determine la
combinaciéon de unidades y mano de obra que maximiza la produccion.

La funcion de producciéon de una empresa es
Q(L,K) = 100L + 15K — 2L? — 3K? y los costos unitarios de la mano de obra
y del capital son $40 y $90, respectivamente. El presupuesto estd restringido a
$7.000: encuentre las cantidades de mano de obra Ly capital K que maximicen
la produccion.

La funcion de produccion de una empresa es
P(L,K) = 144L 4+ 60K + 10LK — 41? — 6K?. Los costos unitarios de la mano
de obra y del capital son de $80 y $150, respectivamente. El presupuesto esta
restringido a $5640. Encuentre las cantidades de mano de obra L.y de capital K
que se necesitan para maximizar la produccion.

La funcién de producciéon de una empresa es P(L, K) = 30,/5(L% + K2) y los

costos unitarios de mano de obra y de capital son $200 y $100, respectivamente.
La empresa decide producir 9.000 unidades; a) halle el nimero de mmsumos de
mano de obra y de capital que deben emplearse con objeto de minimizar el
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90.

91.

costo total; b) demuestre que, en este nmivel de produccion, la razéon de costos
marginales de mano de obra y de capital es igual a la razon de sus promedios.

Cuatro acciones A, B, C y D dan rendimientos anuales de ./qa, +/1,2qg,
J1.3qc v +/1,5qp cuando se invierten 4,9, GcY Gp en  dolares,

respectivamente. Una persona desea invertir $120.000 dolares en esas cuatro
inversiones. (Cudnto deberd mvertir en cada una de ellas a fin de maximizar el
rendimiento anual?

Cuando clerta empresa gasta una cantidad x (en dolares) en publicidad en la
ciudad de Tampa, sus ventas potenciales (en miles de dolares) en esta crudad
estan dadas por %. Si se gasta y miles de doélares en Orlando, sus ventas
1000y
y+15

. S1 la utthidad es 309% de

potenciales (en miles de dolares) estan dadas por

las ventas y la empresa dispone de una restriccion del presupuesto de $33.000
destinados a publicidad en las dos ciudades, Cuanto debera gastar en cada
ciudad con objeto de maximizar la utilidad neta de la empresa?

Integrales Mltiples

Resolver las siguientes integrales

92.

93.

94.

96.
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[ JS x dy dx 07. 1T 14x%y dy dx

Jﬂﬂﬁl Jrul xydxdy 98. f; fnmy dy dx

J~13 flz(xz —y)dxdy 99. f_ll f:_x 3(x +y)dy dx

Jﬂnﬁl »ruz(x +y)dy dx 100. ful [ e¥* dx dy

[ 13"y dy dx 101, % 2 [ 6xy?z® dx dy dz

102. ful f; fnxy dz dy dx



GLOSARIO

Acciones. Derecho a la propiedad parcial de una empresa.

Ahorro nacional (ahorro). Renta total de la economia que queda una vez pagado el
consumo y las compras del Estado.

Ahorro privado. La cantidad de renta que les queda a los hogares una vez pagados sus
1mpuestos y su consumo.

Ahorro publico. La cantidad de ingresos fiscales que le queda al Estado una vez
pagado su gasto.

Apreciaciéon. Aumento del valor de una moneda expresado en la cantidad de divisas
que pueden comprarse con ella.

Arancel. Impuesto sobre los bienes producidos en el extranjero y vendidos en el
mterior.

Balanza comercial. Valor de las exportaciones de un pais menos el valor de las
importaciones; también llamadas exportaciones netas.

Banco central. Institucion destinada a vigilar el sistema bancario y regular la cantidad
de dinero que hay en la economia.

Beneficio. Ingreso total menos costo total.
Bono. Certificado de endeudamiento.
Cambios margmales. Pequenos ajustes adicionales de un plan de accion.

Cantidad de equilibrio. Cantidad ofrecida y demandada cuando el precio se ha
ajustado para equilibrar la oferta y la demanda.

Cantidad demandada. Cantidad de un bien que los compradores quieren y pueden
comprar.

Cantidad ofrecida. Cantidad de un bien que los vendedores quieren y pueden vender.

Capital fisico. Stock de equipo y estructuras que se utiliza para producir bienes y
Serviclos.

269



Manual de Cilculo Integral y funciones de varias variables

Capital humano. Conocimientos y cualificaciones que adquieren los trabajadores por
medio de la educacion, la formacion y la experiencia.

Capital. Equipo y estructuras utilizados para producir bienes y servicios.

Colusién. Acuerdo entre las empresas de un mercado sobre las cantidades que van a
I q

producir o los precios que van a cobrar.

Complementarios. Dos bienes son complementarios cuando la subida del precio de

uno de ellos provoca una disminuciéon de la demanda del otro.

Compras del estado. Gasto de la administracion central y de las locales en bienes y

SErviclos.

Consumo. Gasto de los hogares en bienes y servicios, con la excepcion de las compras
de nueva vivienda.

Costo fijo medio. Costos fijos divididos por la cantidad de produccion.

Costo marginal. Aumento que experimenta el costo total cuando se produce una

unidad mas.
Costo Total. Cantidad que paga una empresa para comprar los factores de produccion.

Costo. Valor de todo aquello a lo que debe renunciar un vendedor para producir un

bien.
Costos Fijos. Costos que no varian cuando varia la cantidad producida.
Costos Variables. Costos que varian cuando varia la cantidad producida.

Curva de Demanda. Grafico de la relacion entre el precio de un bien y la cantidad
demandada.

Curva de Indiferencia. Curva que muestra cestas de consumo que reportan al

consumidor el mismo nivel de satisfaccion.

Curva de Oferta. Grafico de la relacion entre el precio de un bien y la cantidad

ofrecida.

Curva de Phillips. Disyuntiva o intercambio a corto plazo entre la inflacion y el

desempleo.

Déficit Comercial. Exceso de las importaciones sobre las exportaciones.
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Déficit Presupuestario. I'xceso del gasto publico sobre los ingresos del Estado.

Deflactor del PIB. Indicador del nivel de precios que se calcula dividiendo el PIB
nominal por el PIB real y multiplicando el resultado por cien.

Depésito de Valor. Articulo que pueden utilizar los individuos para transferir poder
adquusitivo del presente al futuro.

Dep6ésitos a la Vista. Saldo de cuentas bancarias a los que los depositantes tienen
acceso a la vista extendiendo un cheque.

Depreciacion. Disminucion del valor de una moneda expresado en la cantidad de

divisas que pueden comprarse con ellas.
Depresion. Grave recesion.

Dinero. Conjuntos de activos de la economia que utilizan los individuos normalmente

para comprar bienes y servicios a otras personas.

Dinero-Mercancia. Dinero que adopta la forma de una mercancia que tiene un valor
mtrinseco.

Discriminaciéon de Precios. Prictica de las empresas consistente en vender el mismo
bien a precios diferentes a los distintos clientes.

Disposicién a Pagar. Cantidad méxima que pagaria un comprador por un bien.

Economia de Mercado. Economia que asigna los recursos por medio de las decisiones
descentralizadas de muchas empresas y hogares conforme mteracttian en los mercados
de bienes y servicios.

Economia. Estudio del modo como la sociedad gestiona sus recursos escasos.

Economias de Escala. Propiedad segun la cual el costo total medio a largo plazo
disminuye conforme se incrementa la cantidad de produccion.

Efectivo. Billetes y monedas en manos del pablico.

Efecto Multiplicador. Desplazamientos adicionales que experimenta la demanda
agregada cuando una politica fiscal expansiva eleva la renta y, por lo tanto, el gasto de
consumo.

Eficiencia. Propiedad segin la cual la sociedad aprovecha de la mejor manera posible

SUS recursos €scasos.

271



Manual de Cilculo Integral y funciones de varias variables

Elasticidad- Precio de la Demanda. Medida del grado en que la cantidad demandada
de un bien responde a una variaciéon de su precio; se calcula dividiendo la variacion
porcentual de la cantidad demandada por la variaciéon porcentual de precio.

Flasticidad- Precio de la Oferta. Medida del grado en que la cantidad ofrecida de un
bien responde a una variacion de su precio; se calcula dividiendo la variacion

porcentual de la cantidad ofrecida por la variacién porcentual de precio.

Elasticidad. Medida de la sensibilidad de la cantidad demandada o de la cantidad

ofrecida a uno de los determinantes.

Equidad. Propiedad segin la cual la prosperidad economica se distribuye
equitativamente entre los miembros de la sociedad.

Equilibrio. Situacién en que la oferta y la demanda se 1gualan.
Escasez. Caracter limitado de los recursos de la sociedad.

Excedente del Consumidor. Disposicion a pagar de un comprador menos cantidad
que paga realmente.

Excedente del Productor. Cantidad que percibe un vendedor por un bien menos el

costo de produccion.

Exceso de Demanda. Situacion en que la cantidad demandada es mayor que la

ofrecida.

Exceso de Oferta. Situacion en que la cantidad ofrecida es mayor que la demandada.
Exportaciones. Bienes producidos en el iterior y vendidos en el extranjero.
Factores de Producciéon. Factores utilizados para producir bienes y servicios.

Fallo del Mercado. Situacion en la que un mercado no asigna eficientemente los

recursos por si solo.

Fondo de Inversién. Institucion que vende participaciones al pablico y utiliza los

INgresos para comprar una cartera de acciones y bonos.
Huelga. Retirada organizada de trabajo de una empresa por parte de un sindicato.
Huida de Capitales. Gran y repentina reduccion de la demanda de activos de un pais.

Importaciones. Bienes producidos en el extranjero y vendidos en el interior.
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Impuesto de la Inflacién. Ingreso que recauda el Estado creando dinero.

Impuesto Sobre la Renta. Sistema tributario que recauda ingresos de los hogares e
mstituciones de renta alta y realiza transferencias a los de renta baja.

Indice de Precios al Consumidor (IPC). Medida del costo total de los bienes y servicios
comprados por un consumidor representativo.

Indice de Precios al por Mayor. Indicador del costo de una cesta de bienes y servicios
comprada por las empresas.

Indiciacién. Correccion automatica por ley o por contrato de una cantidad monetaria

para tener en cuenta los efectos de la inflacion.
Inflacién. Aumento del nivel general de precios de la economia.

Ingreso Marginal. Variacion que experimenta el ingreso total cuando se vende una
cantidad mads.

Ingreso Medio. Ingreso total dividido por la cantidad vendida.

Ingreso Total (en un mercado). Cantidad pagada por los compradores y percibidas por
los vendedores de un bien; se calcula multiplicando el precio del bien por la cantidad
vendida.

Ingreso Total (en una empresa). Cantidad que recibe una empresa por la venta de su
produccion vendida.

Intermediarios Financieros. Instituciones financieras a través de las cuales los
ahorradores pueden suministrar fondos indirectamente a los prestatarios.

Inversion. Gasto en equipo de capital, existencias y estructuras, incluidas las compras
de nueva vivienda por parte de los hogares.

Ley de la Demanda. Ley que establece que manteniéndose todo lo demas constante, la
cantidad demandada de un bien disminuye cuando sube su precio.

Ley de la Oferta y de la Demanda. Ley que establece que el precio de un bien se ajusta
para equilibrar su oferta y su demanda.

Ley de la Oferta. Ley que establece que manteniéndose todo lo demds constante, la
cantidad ofrecida de un bien aumenta cuando sube su precio.
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Liberalismo. Filosofia politica segin la cual el Estado debe elegir la politica que se
considere justa tal como la evaluaria un observador mmparcial tras un <velo de

ignoranciaz>

Liquidez. Facilidad con que puede convertirse un activo en medio de cambio de la
economia.

Macroeconomia. Estudio de los fenomenos que afectan al conjunto de la economia, el
desempleo y el crecimiento economico.

Medio de Cambio. Articulo que los compradores entregan a los vendedores cuando
quieren comprar bienes y servicios.

Mercado Competitivo. Mercado en el que hay muchos compradores y muchos
vendedores, por lo que cada uno de ellos ejerce una influencia nsignificante en el
precio del mercado.

Mercado. Grupo de compradores y vendedores de un bien o de un servicio.

Mercados Financieros. Instituciones financieras a través de las cuales los ahorradores
pueden suministrar directamente fondos a los prestatarios.

Microeconomia. Estudio del modo en que los hogares y las empresas toman

J

decisiones y de la forma en que interactiian en los mercados.

Monopolio. Empresa que es la tinica que vende un producto que no tiene sustitutivos
cercanos.

Multiplicador del Dinero. Cantidad de dinero que genera el sistema bancario con cada
dolar de reservas.

Oferta Monetaria. Cantidad de dinero de que dispone la economia.

Oligopolio. Estructura del mercado en la que sélo unos cuantos vendedores ofrecen
productos similares o 1dénticos.

Operaciones de Mercado Abierto. Compraventa de bonos del Estado por parte del
banco central.

Paridad del Poder Adquisitivo. Teoria de los tipos de cambio segin la cual una unidad
de una moneda debe ser capaz de comprar la misma cantidad de bienes en todos los
paises.
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PIB Nominal. Produccion de bienes y servicios valorada a los precios de cada
momento.

PIB Real. Produccion de bienes y servicios valorada a precios constantes.

Poblaciéon Activa. Numero total de trabajadores, incluidos los ocupados como los
desempleados.

Poder de Mercado. Capacidad de un tinico agente economico (o de un pequenio grupo
de ellos) para influir considerablemente en los precios de mercado.

Politica Comercial. Politica del gobierno que influye directamente en la cantidad de

bienes y servicios que importa o exporta un pais.

Politica Monetaria. Fijacion de la oferta monetaria por parte de las autoridades

monetarias del banco central.

Precio de Equilibrio. Precio que equilibra la oferta y la demanda.

Precio Maximo. Precio legal mas alto al que puede venderse un bien.

Precio Minimo. Precio legal mas bajo al que puede venderse un bien.

Precio Mundial. Precio de un bien vigente en el mercado mundial de ese bien.
Productividad. Cantidad de bienes y servicios producidos con cada hora de trabajo.

Producto Interno Bruto (PIB). Valor de mercado de todos los bienes y servicios finales

producidos en un pais durante un determinado periodo de tiempo.

Producto Marginal. Aumento que experimenta la produccion con cada unidad

adicional de factor.

Producto Nacional Bruto (PNB). Valor de mercado de todos los bienes y servicios
finales producidos por los residentes permanentes de un pais durante un determinado

periodo de tiempo.
Recesion. Periodo de disminucién de las rentas reales y de aumento de desempleo.
Recursos Comunes. Bienes que son rivales pero no excluibles.

Recursos Naturales. Factores que intervienen en la produccion de bienes y servicios y
que son aportados por la naturaleza, como la tierra, los rios y los yacimientos naturales.

Renta Permanente. Renta normal de una persona.
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Reservas Exigidas. Cantidad minima de reservas que deben tener los bancos para

respaldar los depositos.
Reservas. Depositos que los bancos han recibido, pero no han prestado.

Seguro de Desempleo. Programa publico que protege parcialmente la renta de los
trabajadores cuando se quedan desempleados.

Sindicato. Asociaciéon de trabajadores que negocia con los empresarios sobre los
salarios y las condiciones de trabajo.

Sistema Financiero. Grupo de instituciones de la economia que ayudan a conectar el

ahorro de una persona y la inversion de otra.
Superavit Comercial. Exceso de las exportaciones sobre las importaciones.

Sustitutivos. Dos bienes son sustitutivos cuando la subida del precio de uno de ellos

provoca un aumento de la demanda del otro.

Tabla de Demanda. Cuadro que muestra la relacion entre el precio de un bien y la
cantidad demandada.

Tabla de Oferta. Cuadro que muestra la relaciéon entre el precio de un bien y la

cantidad ofrecida.

Tasa de Actividad. Porcentaje de la poblacion adulta que pertenece a la poblacion

activa.
Tasa de Desempleo. Porcentaje de la poblacion activa que estd desempleada.

Tasa de Inflacién. Variacion porcentual que experimenta el indice de precios al

consumidor con respecto al periodo anterior.

Tasa de Pobreza. Porcentaje de la poblacion cuya renta familiar se encuentra por
debajo de un nivel absoluto llamado umbral de pobreza.

Tasa Natural de Desempleo. Tasa normal de desempleo en torno a la cual fluctda la
tasa de desempleo.

Teorfa Cuantitativa del Dinero. Teoria segtn la cual la cantidad disponible de dinero
determina el nivel de precios y la tasa de crecimiento de la cantidad disponible de

dinero determina la inflacion.

Teoria de los Juegos. Estudio del modo de comportamiento de los individuos en

situaciones estratégicas.
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Tipo de Cambio Nominal. Relacion a la que una persona puede intercambiar la

moneda de un pais por la de otro.

Tipo de Cambio Real. Relacion a la que una persona puede intercambiar los bienes y

servicios de un pais por los de otro.

Tipo de Descuento. Tipo de interés de los préstamos que concede el banco central a

los bancos comerciales.

Tipo de Interés Nominal. Tipo de interés que suele anunciarse sin corregirlo para
tener en cuenta los efectos de la inflacion,

Tipo de Interés Real. Tipo de interés corregido para tener en cuenta los efectos de la

inflacion.

Umbral de Pobreza. Nivel absoluto de renta fijado por los gobiernos para cada tamano
de familia por debajo del cual se considera que una familia estd en pobreza.

Utihdad. Medida de la felicidad o de la satisfaccion.

Utlitarismo. Filosofia politica segin la cual el Estado debe elegir la politica que
maximice la utihdad total de todos los miembros de la sociedad.

Variables Nominales. Variables expresadas en unidades monetarias.
Variables Reales. Variables expresadas en unidades fisicas.
Velocidad del dinero. Tasa a la que el dinero cambia de manos.

Ventaja Absoluta. Comparacion entre los productores de un bien de acuerdo con su
productividad.

Ventaja Comparativa. Comparacion entre los productores de un bien de acuerdo con

su costo de oportunidad.

277






APENDICE

Tabla de integrales seleccionadas

Formas racionales que contienen (a+bu)

n+1
1. fu“du=u+1+c
n
d
9. [ =lmla+bul +c
a+bu b
. udu E_i
3. IMM = Inla+ bu| + ¢
z z
4. J = =u——E+—In|a+bu|+c
a+bu Zb b2
5. [ __ 2 |+r:
u(a+bu) a a+bu
. du _ 1 B a+bu
6. fuzl:a+bu)_ au+azh'1 |+C
udu i( a )
7. ‘I(a+bu]2 == In|la + bu| + —Mbu +c
Zdu u a?
8. wdu _u @ Za
) "r (a+bu)® b?  b¥(a+bu) Inla + bul te
9 f du _ 1 j;
o ula+bu)? ala+bu) a?
du a+2bu a+bu
10, [ __oa2bu |
u? (a+bu)? azu(a+bu] a3 I te
du 1 a+bu
11. - |
f(a+bu](c+ku] be—ak c+ku te
d
12. = — [Eln|c+ku|—55n|a+bu|]+c
(a+bul(c+ku) be—ak Lk b
Formas que contienen va + bu

2
13. Juva+budu = Z(Eb“‘gﬂ](ﬁbu)z_l_c

15b%

14. qu m du = 2(3.1.2—12abu+15b2uz}(a+buj§ e

10552
15 J~ udu  2(bu—2apa+bu
0 \-a+bu 3b2
. 2(3b%u® —sabu+3a® Wa+bu
6. === +c
vatbu 15h2
17 J~ 1 Jat+tbu—a c-a>0
’ wa+tbe  a Vatbu+ia !
va+bu du
18. [/ —=2Ja+bu+a [
uvat+bu
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Formas que contienen v a? — u?

du u
19. T = +rc
=
[Z_.Z
1 at+va“—u
20. = —=In +c
‘Iu‘\aa.z [aZ—u? a
91 J- du _ Va?-u® c
’ wEaZ au
a+vVa®—u? a?—u?

99. IM Va2 —aln

u

Formas que contienen +/ u% + a2
23.  [Jur +a? du= %(uﬁuz +a?+a’in |1.t+1..fu2 + azl) +c
4
24, [uJut+a? du = E(Zuz +a?)Ju? +a? - % In |u +Ju? £ azl +c

+c:a>=0

25. f@=\-’u2+az—ai'n@+c
keS
26. IM’T@: —”@+En|u+\fm|+c
927. f%=ln|u+ﬁuzia2|+c
8. [—— 2—11r1 Vurialoal o
WV U+ a

29. e du (uﬁuz +a?+a?in |u +Jut + azl)

30 du __ tuFta?
o u?yuta? N aZu
3 2t
3. [ +a®)zdu= E{Zuz + 5a?)yu +a® + % In |u +Ju? + a2| +c
du tu

32. — = —=tc
"r (uziazjafz a? Ju?ta?

2
33, [—=-= !—+1n|u+1xu2+a2|+c

@?ta?)’2  \[urta?

Formas racionales que contienen @* — u? y u?— a®
du 1 a+u
34. =—Inl—|+c
"r a®—u? Z2a a-u
du 1 u—a
35. = — —| +c
‘I u?—a? 2a u+a
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Formas exponenciales y logaritmicas

36. [etdu=e*+c
AL

37. [a*du = f—+c, a>0 ya=1
I a

. au _ gt _
38. Jue™du=-—]—(au—1)+c
a

39.  [u"e™ du = W _» Jur—te™ du
a
e gy gt a El
40. [ = “ooes oo j"uﬂ_l du, n#1
41, [lnudu=ulnu—u+c
mn+1 mn+1
12 [utlnudu=2"—"2%_ Y L. n=-1
n+1 (n+1)2

. du _
43. fu—lnu = In|lnu| +¢

4. du = X(cu—Inla+be ) +c
ac

a+batl
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RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

Capitulo I

Integrales Indefinidas

1. x+c

9. %x?-l—c

3. ;x_"‘—i-c

1. 4yVate

I 1 2

D. 52 +4z4+c¢

6. %zg—i-tl-zz—l—il-z—l—c

7. (74+e)x+c
Ba, 1 2

8. s X —|—mx +c

9. 2e*+c

10. Sx73+c
1 4,3 2

11. h +2x +c

¢ 1 42 3 a4 -3

12. PR A Al + Inly| — 2ny + ¢

o 3.2 4

13. o U 5u+c
u9+1 u .

14. i1 +e'*+co

15. §x3f2—§x5/4+c
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. 1
16. 1x4—x3+2x2—12x—|—c
-3 5
17. Ex j3 — 7‘\1{5 +c
2 7 6 & 10 3
18. =x2—2x2a+=x24¢
7 5 3
19. JU +3u+§u +c

C E 3 E 2
20. -z +zz +c

21. §x4f5—x +c

2. 2x+e¢

2
o 1 oy
23. vl +c
C i —2
24. 7 X +c

25. _2—1;\:2 +3x+¢

26. %elf3x—gln|x|+2\/§+c
¢ 1 06, &%

27. n,sx + 5 +mx+c

98. ;w’xg—ﬁ—i-c

C 1 2

929. X —Inlx| +¢

30. §x3+c

31. %xz—i-c

39. x*+2x+c

33. _4—3;{_4/3 —3x a4 %xzﬁ +c
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34. 6x1/3 + 6x2f3 +c

35. 323/4 — EZS'/G +c
37. Iyt42y34lyzge
38. —+¢c

39. x+e*+c

40.

Problemas de aplicacién de integrales indefinidas

11. a)€(g) = —q3+ 12¢% + 10q + 20

b) €(2) = 80
) C(5) =9
12. R(q) = —q3—§q2—|—15q p= —qz—gq—l—lS

43. a) C(g) = 2000 %0014
b) C(200) = 2.442,8

¢) €(50) = 42,051

2000e°-0014

d) C(q) = .

44. m(220) = 3.019,2
45. a) C(g) = 0,025g2 + 30g + 1000

b) €(180) = 7.210
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) g = 400

46. mw(5) = —0,001q2 + 5 — 140

47. a) C'(g) = 140 por unidad
b) €(40) = 14.000

48. C(x)=2x%2+2x+80

19. ) C)=6x"1+:x+8
b) €(12) = 10,167

50. R(x) =7.267,84

51, G(x) =2.300

59.  P(10) = 504 especies

Ejercicios de integrales por sustitucién

53 = (2-x)°+c

54. 3(%;{ + 6)2/3 +c

55, 2@ —-3x)%7+¢
12

56. 2In|l2x+ 1|+ ¢

57. %ezx”s—i-c

Ind 1 2

58. 2 n“3x+c

A ( E 3 E 2

59. X + S X +c

60. In|x®?+2x+3|+c
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61.

62.

63.

64.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

76.

77.

78.

Z+e3)ate

-1

. N
ze 3x Bx+5+c

2nlx® —6x+ 1] +¢

~@t+8)Yate
1 3
glnlz—l-t | +¢

ﬁlnlﬁl-i—c

-1
S

In|lnx| + ¢

—10
—+c
Vinw

SWx+27P +ec

5+1
Ee(x }f2+ c

T—u —(In7T)x+c

x—Inlx+1|+¢

242
e~ +c

%x3 + 4x +%In|x2 —2x|+c¢

2In|x* — 4| +¢
In|x3 — 2x| +¢

_3—23_""?4— c
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Problemas de aplicacién de integrales por sustitucion
79. 55
80. a)C(g) = 20In(g +5) + 3967,8

b) €(100) = 4.060,9

¢) C(100) = 40.609

3.967.8
q

A C(q) = Z—nln(q +5)+

81. p=0,0125

—200

82. p= q(g+2)

83. €(g)=20In(q +5) + 1.967,8
84. V(10) ~ 711/m?

85, 1=3

86. ) C’(81) =0,5667

b) C(I) = %f +3,74431— 1,8

87. a) C(x) = (x +180)1% — 33,365 R(x) =4,/05x+4+28x—8
b) G(x) = 114,74 — x = 200 mil unidades

88. a) C'(36) =32
b) €(36) = 1.255,86

¢) C(36) = 34,88
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Ejercicios de integrales por partes

89.

90.

91.

92.

93.

94.

96.

97.

98.

99.

100.

101.

102.

103.

104.

105.

%xez*’ —Eezx +c

_S—Bx(Z —x)5f2 —3(2 —x)?/Z +c
xInx —x+¢

2(2 +x)m—§(x— 22+ ¢

1 3
1x+;h‘t|4—x —3|+¢

1 _ 1 _
_xe3x 4__63:,1: 4+C
9 27

§x3 +e*(2 —2x)+§ezx +c

_2—1;\:2 —In|x?-2|+c¢

2e"2(x —2) + ¢
(2x—1)e™*+¢c
1, 1

St (I’an—E) +c

—Inx 1
2x2 4x2

fxlnyx —d/x +c

+c

3
),
x(2x + 1)1/ 2 — —(2x+31) ’
S+ D+ ——(x+2)° +c

tZ
tilnt — ) +c

f(xz — 1! _L(xz — D2 4e¢
22 264
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Problemas de aplicacién del método por partes.
106. C(200=7,3%

(e+10°

107. PO -Sln(e+1) - — 2In(t + 1) + 2000,125 = 2010 personas
108, Q(3) - 176,87
109.  13.202.06 $

110. Cx=x+3[xIn (x+1) - (x+1) +In (x+1) ] + 103

Capitulo 11

Ejercicios sobre integrales definidas

I.. 8

2. -50/3
3 68

4. 98/3
. 1

6. 22,718
7. 1,2859
8. 6,7279

9. T (e-1)

10. Z(e+et—1)

11. e’

12. 2(1 -e)

p 1 3 3 3 3 1
= e e =
4. 109,714
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16. 1/3

Problemas de aplicacion de las integrales definidas

17. 1500
18. 328
19. 0,02

20. 8639 $

21. 1973, 33

22. ) 696 b) 492
93. - [1— e %]
24. as/?T

25. 1728,28 Bf

26. 98 personas

27. 1220 personas

28. 176,256 $

29. -231,373 %

Ejercicios sobre célculo de areas
30. 24 u®
31. 7.5 u®
32. 42 u*

33. 17,367 u*
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34. 16 u*

35. 1/12 u®

36. 4,5 u*

37.  33/2 u*

38. 84 u’

39. 0,15 u?

40, 4/3 u?

41, 22/3 u®

492. 0,75 u®

43. 9 u?

44.

45. 1/6 u?

46.  4/3 u*

47. 846 u?

48. 40 u*

49. 125/6 u®

50. 9 u*

5Hl1. 125/12 u®

52.  44/3 u®

53 (G5 - 2V

4. 0,5 u~
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5. 12 u®
56. 125/6 u®
57. 19/3 u®
58. 5/6 u*

59. 4/3 u®

Problemas de aplicacién de las 4reas
Curva de Lorenz
60.  a) CG (1980) = 0,35

b) CG (1990) = 0,37

Fue mas equitativa en 1980, por tanto, el efecto de las leyes tributarias no fue tan

eficiente
61. a) CG (blancos) = 0,391
b) CG (negros) = 0,431
Para los blancos es mas equitativo.
62. a) 0,051 ,el 20% de los perceptores ganan 5,1 % del ingreso
b) 0,31
63. a) 26,19 %
b) 0,317
64. a) 0,33

b) 0,5
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Excedente de los consumidores y productores
65. EC =32 EP =16
66. EC = 89,081 EP =225
67. ax=4%
b) EC = 4,22
68. EP =50,67
69. a) EC = 2.438,17
b) EP = 2.178,10
70. EC=236%

71. EC=1.920

72. a)q =18
b) EC =162
73. a)

b) EC = 33,34

Valor promedio de una funcién

74. a) 485
b) C(40) = 23§
75. a) 1.402 unidades
b) 535.333,33
76. a) 102,5 unidades

b) 100 unidades
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77.  2.740,4
78. 4.833,3
79. a) 29.836
b) 24.428
c) 24591

80. 7,40%

Problemas de aplicacién sobre flujo de ingresos continuos

81. 2.594.000 § aproximadamente
82. BOa.00d0

83. 346.664 §

Problemas de aplicacién sobre valor presente y futuro de un flujo de ingresos

84. Vp=699.000§

85. Vf =4.699,05millardos de §

86. V¥p= 265781 Vf =377.161

87. Vp=190.519 VF = 347.140

88. Tiendarapa infantil 151.024; Tienda de video 141.093

La tienda de video es una mejor compra

Ejercicios sobre integrales por fracciones parciales

A B
89. -l
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x2+9x—12

90. (3x—1)(x+6)2

. S+Z+o+=

X X x—1
A B
92. 1+—+—
x-1 x+1

0 Ax+E  Cx+D Ex+F
‘)'3 2 2 2 2

x“+1 x“+4  (x*+4)
94 A B C Dx+FE Fx+G Hx+I

To(x-2)  (x—2)%  (x-2)%  (x%+1)  (2x%+5x+7) (222 45x+7)2

95 Ax+B Cx+D Ex+F
o))

x2+9  (x249)2  (x2+9)3

A B

96. —+—

xt1 + x+6

A Bx+cC
97. =+ =

x x°+1

A B
98. —+—
i x+2 + x+3

99. 2Inlx|+3Inlx —1|+¢

(x-2)*
(x+1)%

100. ln| te

1 [3x2 1.5
101 [Z+mE?] +e

x23x—2
V&7

102. In

103. In|x®+ 2x*—x*—-2|+¢

(x-2)’

4
104. E + n (x—1)5

+c

- 2 _ 2z
105. 2ln(x +1) St

106. In[(x? +1)*(x?+2)?]+ ¢

107. 18 In4 —10In5 —8In3 + ¢
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108.

109.

110.

I11.

112.

113.

114.

116.

117.

118.

5. In|lx+ 1|+

2+ x4+ 2n|x|+3n|x+1| -In|jx -3|+¢

——4-ln(x +4)— +c

2+4

1(5 7
g(glnlx +3| +zinlx — SI) +c

In [—(xz +:4+1)2] +c

(1-1n2)
2

2In2+ 0,5

——In|x+5| +1

6(x+5) I’n|x -1l +¢c

1
(_.x+1) 2(x+1)2 te

27 9
?Inz — Eln3 +c
2Iin|x| +3n|x+ 2|+ x 1+ ¢

05In(t2 +1) + 0,5In(t2 +2) — %tg_l(t) oy

Ejercicios de integrales por medio de tablas

119.

120.

121.

122.

123.

i I 1l6x=+3
\"i n
033 In % :9'3 Ty

1[4 2
E[Elnlll-—l— 5x| —Elnlz —|—3x|] +c

1—15 [3x —In(5+ 2e3¥)] + ¢

[5(5+2x) |5+2 ” te

Alexis de Ia Cruz Martinez Nieto
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124.

126.

127.

128.

129.

130.

131.

132.

133.

0,5(xVxZ—3 —3In|x + Va2 —3|) + ¢

1
144

e*(x? —2x+2)+c

?(— 5::3:1 —i—Inl\fEx +/5x2 + 1|) +ec

o

(I‘nll—l— 3x| +1+1E) te

1 ( 1 I ﬁ+v’§x|)+

N CN A N

4 [(3x}51n 3x  (3x) 6] e
81 6 1
1

V3

ViexZ+3—3

™ +c

In

? (3In(4x) —1) +¢

x
gfg—x2 Te

Ejercicios sobre regla de los trapecios y Simpson

134.

136.

137.
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138.  a) Ry:G,7430
b) Rs:0,7469
139.  a) Rp:(,8991
b) Rs:0,8990
140.  a) 0,5090 ; |E,| =0,0313
b) 0,5004 ; |E4| = 0,0026
141. ) 0,5090 ; |Eg| = 0,125
b) 0,5004
142.  a) 0,5090 ; |E,| = 0,0052
b) 0,5004 ; |E,| =0,0021
143. a) 0,5080 ; |E,| = 0,0005

b) 0,5004 ; |Eg| = 3,33x10°°

Problemas de aplicaciéon sobre métodos numéricos de integracion

144. 1.74€.937.5
145. 154

146. 312 pies?
147.  &L71 millas

148. 21 pacientes

Ejercicios sobre integrales impropias

149. 1/3"
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150. 2
151, oo
152. oo
153. 1
154. 1
155. o
156. 0,5
157. 1
158. e
159. o
160. oo
161. 0,5
162. 10
163. 0

Problemas de aplicacién de integrales impropias

164.  700.000 Bf
165. 100.000 Bf
166.  70.000 Bf
167. 20.000 Bf

168. 210.000 Bf

169. a1 b) g ) =
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170. a1l
171.  a) 0,0577
172. ) 14,47 %
173.  0,3333
174.  0,3679
175.  0,1353
176. a) ? seg
b) 3 minutos
¢) 4 minutos
Capitulo ITT

Ecuaciones diferenciales

—_

6.

1 B
y = (Gxz+c)?

y=rc(l+x?%)

Bx3
y= ’?—I-Zx—l-c

2
y=1In (x—-i- c
2
c e Yalzt+1)
= (2t+1) /s
_ ¢
y - X
_ 2
y x2 +c
y=cx

)

b) 0,3298
b) 0,4512

b) 63,21 %

¢) 0,1991
c) 0,5488

¢) 36,79 %

Alexis de Ia Cruz Martinez Nieto
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9. y=133x-2

Problemas de aplicacién sobre ecuaciones diferenciales

3
10. y=mnZ=2
3
11 _ 48(3x%+2)%
) T 4+31(3x242)2

2
12. y= f(%%)? -1

13. y=In(0,5vxZ + 3)

3
4. y=G2+1)zi4c

2.5
¢ g0-a{t+1)

15, x=
69,66

16. 4.441,53 millones

17. 63,40 anos

18. 156.800

19. 4=0,01022 Vy = 67,82 dias
20. N = NpeKlt-to) t=>¢,

21. a)A=400(1—-¢"%)  b)157 9/ ,

22.  11.980
23. 6.923
24. 500

25. 2.637 votos

26. 155.555,56 %
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27. 28,43 semanas

98. 78.415,61
1
9. p=—
P= 7
23,39
30. =
P=F
Capitulo IV

Definiciones bésicas

1. 7

2. 3

3. 1

4 115
5

d. E

6. Dominio = R? = {xx—y ER,yE R}; Imagen = R

7. Dominio= R? ; Imagen = [0,)

8.  Dominio = {x,y) € R?/x*+ y = 0}; Imagen = [0,»)
9. Dominio= {x,y) ER?/2x —y > 0}; Imagen= R

10. Dominio = {(x,y) € R?/4 —x* — y?> — z? = 0} Imagen = [0,2]

Derivadas parciales

1. L= 3x2y 4 8xy3 +2 O — x3 4 12x2y2 4 2y
dx ay

o or _ 2 3 of _ 2 2 _

12. Pl 10xys +y° —2x 3y — 10x“y +3xy-—1
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13 6_}’ _ 2x—5 6_}’ _ 4y
Toex 2/x +4y% —5x ay 2 +4y%—s5x
ar _ 2x+y or _ 2x+y
14. o = dve 3y = 2(1 +y)e
= 9r _ x 9F _ oy
15. ax—(l—l—x—l—y)e ay ¢
16. 8
17. 1
A5
18.  —
19. 22,636
20. 2

Derivadas parciales de orden superior

azr ar
s — —
21. 377 0 5,0% 6x
azr ar
OcC — e
29. o 6 520, 1
o atr —3y° 8%r _ 3y*-36xy
23. ax2  (3x2—y3)"/ 8,8, 2 3y
ye) iz x0y  4(3x"-y*) /2
a*r 3 82f  18x
¢ R i— = —
24, o3 6ln2y onty ¥
- 9%r 2,2 a%r 2
QF = ¥ = X
25 377 léx<e 2ndy l6xe
9%f 3 a5 2
C — =
26 P 2y°z 520,77 bxy
97, LI _ 54(x?+ 3y — z) T _ _36x
©oay? X y—Zz 8x8y8;

98. fiy(12)= —12
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2. fuy(1,1) = 6e

30. fy(32)=0 £u(3,2) = 2

3l fy(1,2) = —156 fi(1,2) = —426
32, fy(34) =0

8. fyBD = 5 fxBD = o
Regla de la cadena

31, [zt + 2 exts

35. 5(2xz%?+4yz)+ 2(xz+2%) — (2x%z+ xy + 2yz)
36. —28(2x + yz) + r(xz) + 2s(xy + 2z)

37. 19s(2x —7)

38. 324

9. 2

a2

Miximos y minimos sin restricciones

40.

41.

42.

43.

44.

f (x,y) tiene un minimo en (—1,2)y el valor minimoes f(—1,2) = —1
f(x,v) tiene un punto silla en (0,0)

f (x, y)no tiene maximo, minimo ni punto silla

f (x, y)tiene un maximo en (4,2)y el valor maximo es f(4,2) = 112

f(x, ¥)tiene un minimo en (k,k)y el valor minimoes f = —k?3

39
f (x, y)tiene un minimo en (3,9) y un punto silla en (— X 1)
y el valor minimo es f(3,9) = —59
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45, f(x,y)tiene un minimo en (—1,1)y el valor minimo es f(—1,1) = 3

46.  f(x, y)tiene un minimo en (—1,2)y el valor minimo es f(—1,2) = —10
A47.  fl(x, y)tiene un maximoen (2,1)y el valor maximo es f = 13

48. Lospuntos criticos de f(x,y)son (2,1); (—2,—1);(—2,1); (2,—1);

Son puntos silla (—2,1); (2, —1), el valor minimo es f(2,1) =—18
vy el valor maximoes f(—2,—1) = 18

Maximo y minimos con restricciones

49. Punto critico (15,10)

50. Puntominimo (g , 4-)

51. Punto critico (2,20)

52. Punto critico (6,3,2)

53. Punto critico (g, —g, —g}

54. Punto critico (2,3,4)

55. No posee puntos criticos

56. Maximo f(2,22) =6 Minimo f(-2,-2,-2) = —6
57. Minimo f(—4,2,—6) = 56

58. Minimo f(6,9) = 612

Problemas de aplicacion

50. a)laa— 50 Jua_ 50 Zsa_ 50  %aa_ 50 competitivo

dp , dp , dp , dp,
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61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

Alexis de la Cruz Martinez Nieto

a —100 a —-50 d —500 .

b) -4 = —— 44— . JBE = = (Complementarios)
apA PAPB apB Py PE a'PB PBPA

a -

a_P — 'D,D 14 B,Z?B 0,99 CB,BIDB,ZBEB,BB FB,Z?

B
dp
E — D,'D].A B,Z?BB,B‘IC B,BBDB,ZSE‘B,BB FB,Z?

4.480; Si un gerente con grado de MAE tiene un afio adicional de

experiencia en el trabajo antes del grado,recibira 4480 Bf.
por afo adicionales.

a) —1,015 — 0,846 b)unoparaelcualw =wy y s = 5
a) CuandoP, =9 yPy=16; wa_ 20 9y _ 5
4 8 ' apA 27 apB 12

b) La demanda de A disminuye en aproximadamente g unidades

a) No
b) 70%
dc 1 dc 5
Cuando Py = 25 y P = 4,entonces — = —- y _Z
Py 4 apB 4

a 3y, d a9
a)_W:_W_" Wy

dr  8x 0 0y 0

) 20
3/Z+15e

L=18 y K =14
L=24y K=14
P, =51 Pg=7625

L=2 K =13,333

307



Manual de Cilculo Integral y funciones de varias variables

73.

74.

75.

76.

77.

78.

79.

80.

81.

82.

83.

84.

85.

86.

87.

88.

308

P, = 96,25

qa=48 q,=225 P,=52 P,=265

Ga = 2,565
a) o =3
b) B, = 34

¢) Utilidad

x =45

g, = 100
q, = 1275
L =1852
L =800
a)L =3
b)L=3

P, = 163,75

q, = 1,572
qp =5
P, = 23
maxima = 64,5
vy =40
g, = 300
q, = 125
K =1234

K = 1066,67

K=4

K=4, gq=3040

a)L =6000 K =1000

1
b) ambas razones valen 3

x=7 y=11

L=360 K=240

L = 1500

a) L =60

K =500

K=5

1
b) ambas razones valen A

Taax = 2010,3



89.

90.

91.

92.

93.

L=58 K=52
L=33 K=20
a)L=120 K =60
b) Crgr = Cproms = 200

gs = 24.000$ g = 28.800 $

x=11.023§ y=21997%

Ejercicios sobre integrales maltiples

94.

95.

96.

97.

98.

99.

100.

101.

102.

103.

104.

18

0,25

(S ]

0,5e? —e + 0,5

—27

gc = 31.200$

Alexis de Ia Cruz Martinez Nieto

qp = 36.000 $
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Sin duda uno de los problemas importantes cuando se estudia el
calculo diferencial e integral es el escaso uso de las aplicaciones,
sembrando en los estudiantes la duda de donde aplicar los
conocimientos aprendidos en la carrera y en la vida cotidiana.
Conocedores de esta problematica, el proposito de este manual es
presentar las habilidades y conceptos matematicos, para aplicarlos
a 1deas mmportantes para los estudiantes en la administracion,
economia, la vida y las ciencias sociales; igualmente, ayudar a
adquirir las habilidades matematicas necesarias para evidenciar los
valores instrumentales, estructurales y formativos que posee la
matemadtica, con la intencion de formar profesionales que utilicen
la matematica como una herramienta para solucionar problemas,
pero a su vez logren desarrollar las capacidades de aplicar el
pensamiento deductivo, el de andlisis, la abstraccion y puedan
modelar objetos o situaciones a fin de modificar los conceptos a
nuevos contextos. Para ello, todos los capitulos del manual
contienen variados ejemplos, ejercicios resueltos de aplicacion y

€Jerciclos propuestos con sus respectivas respuestas.

El manual presenta la siguiente organizacion: Capitulo I, trata las
integrales indefinidas, formulas basicas de mtegracion y problemas
con condiciones iniciales, los métodos de cambios de variables e
mtegrales por partes. Capitulo II se estudia la integral definida, el
calculo de dreas bajo la curva y sus diferentes aplicaciones, entre
ellas: indice de Gini, excedente de los consumidores y
productores, valor presente y futuro de un fluyjo de gresos
continuos, fracciones parciales, mtegrales por medio de tablas,
métodos numéricos de Integracién, integrales impropias y sus
aplicaciones en el campo de las probabilidades y la estadistica.
Capitulo III hace referencia al estudio de las ecuaciones
diferenciales y sus aplicaciones en el campo de las ciencias
economicas. Capitulo IV trata de las funciones de varias variables,
en ellas estudiaremos las derivadas parciales y sus aplicaciones,
multiplicadores de Lagrange para hallar maximos y minimos con

restricciones, integrales multiples.

Debido a la sencillez y claridad de su exposicion, esta obra es un
valioso instrumento motivador a la creatividad e imaginacién en el
aprendizaje matematico basado en sus aplicaciones que permitira

formar 1deas nuevas y emocionantes de manera continua.





