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Introduccion

Los juegos infinitos entres dos jugadores han sido usados desde hace varios afios para abordar
problemas o situaciones de diferentes areas como la economia, biologia, sociologia y la misma
matematica pura. Entre los mas conocidos se encuentran los juegos de Banach-Mazur y Gale-
Stewart, los cuales han sido usados en Teoria Descriptiva de Conjuntos (ver {5]). A continuacion,
mostraremos un ejernplo sencillo.

Sea N™ 1a coleccion de todos los subconjuntos infinitos de N. Denotaremos por &(N, N, N™)
al juego en el cual dos jugadores, T'y I, alternan turnos en una sucesion infinita de jugadas tal como
se indica en el siguiente diagrama.

: o i i n.myp € N,Vke N
I o n e g

Cada partida se prolongara hasta completar una sucesion (mq, ng, my, 1y, ...} € NN, Si el con-
junto {n : k e N} e N, se dird que ¢l jugador II gana la partida del juego & (N, N,N"™"), mientras
que si {nm ke N} ¢ N e ganador serd 1.

Ademas, se dira que el juego (N, N,N'"“') esti determinado, si uno de los dos jugadores
tiene una estrategia ganadora; es decir, si cuenta con un criterio para determinar cada una de sus
jugadas en funcion de las jugadas anteriores de modo que sin importar cuales sean las jugadas
de su adversario, termina ganando la partida. En este juego es obvio que el jugador II tiene una
estrategia ganadora en 6(N,N,NM), basta que ny, < ny.y para todo k € N.

La determinacion de ciertos juegos infinitos, en particular, aquellos cuyo conjunto de apues-
tas es de Borel, fue un problema que estuvo abierto durante varios afios, hasta que en 1962 los
matematicos polacos Jan Mycielski y Hugo Steinhaus tuvieron la audacia de proponer un axioma
alternativo para la teoria de conjuntos, el Axioma de Determinacién. Sin embargo, aunque ese es
uno de los aspectos mas importantes e interesantes de la Teoria Descriptiva de Conjuntos, en el



presente trabajo no tocaremos este tema dado que nuestro objetivo principal es continuar la in-
vestigacidn iniciada por Laflamme en [6]; esto es, caracterizar las estrategias ganadoras de varios
Juegos infinitos que involucran filtros sobre N en términos de las propiedades combinatorias y es-
tructurales de los filtros.

La introduccion de estas propiedades de filtros, tiene como motivacion la importancia del rol
que han jugado en algunas de las aplicaciones de la Teoria de Conjuntos y en las nociones clasicas
de filiros magros, P-filtros y ultrafiltros selectivos. Como por ejemplo, la caracterizacion de filtros
magros dada por Bartoszynski y Scheepers en [1], en la cual tener la propiedad de ser magro es
equivalente a afirmar que el jugador I del juego & (N, N, F) tiene una estrategia ganadora.

En este trabajo solo consideraremos juegos de la forma & (X, Y, Z) donde X ¢ ) representan
las colecciones de donde juegan 1y II, respectivamente; y Z representa la coleccion que determina
¢l resultado del juego. Ademas, sélo consideraremos juegos tales que las colecciones X'y Z se
asocian a un filtro F. En particular, supondremos que X es F, F. 6 F*, YV es N6 N y ZesF,
Fr,FCo Fr.

Aunque las distintas versiones de juegos que producen dichas posibilidades fueron estudiadas
por Laflamme en [6], en la primera parte de este trabajo sélo consideraremos aquellos juegos cuyas
estrategias ganadoras pueden ser caracterizadas en términos de las propiedades de filtros que se
muestran en el siguiente diagrama.

Num.Generado

N

Diagonalizable

+ Ramsey wtdiagonalizable

7\ i |

P"-Tree (F*)  Deb. Ramsey w-diagonalizable

/

P*-Tree (.7'— ) Q+ (N) Magro

PT(F)

Figura 1: Propiedades de filtros

En trabajos como los de Bartoszynski y Scheepers ([11), y Laflamme y Leary ([71) fueron con-
sideradas con el mismo objetivo algunas variaciones de este tipo de juegos. (En la tabla 1 de [7]
se resumen los resultados sobre juegos de filtros obtenidos hasta el momento).

A lo largo del capitulo 3, mostraremos que muchas de las propiedades que se muestran en la



figura | pueden reducirse a un mismo esquemna puramente conjuntista, como es la determinacion
de ciertos juegos infinitos. Este punto de vista nos proporcionara demostraciones alternativas de
algunos resultados que ya conocemos.

No obstante, en el capitulo 4 consideraremos otras propiedades de filtros, que aunque han sido
estudiadas bastante en Teoria de Conjuntos y Topologia, no fueron abordadas mediante el enfoque
de juegos mostrado por Laflamme. Ver figura 2.

Selectivo

7\
+ Q* local w-diagonalizable
¢ !

Q" (F) =—— F-local w-diagonalizable

P

Figura 2: Otras propiedades de filtros

En la seccién 4.2.1 introduciremos una variacion de los juegos de la forma &(X,Y, Z), con
el fin de caracterizar algunas de las propiedades que se muestran en fa figura anterior, pues hasta
dondc sabemos, ninguna de cstas ha sido caracterizada en términos de las cstrategias ganadoras
en juegos infinitos que involucran filtros sobre N. Por tltimo, mostraremos dos cuadros en los que
resumiremos algunas de las ideas abordadas en este trabajo, como son: la identificacion de las
propiedades que cumplen cada uno de los ejemplos de filtros definidos a lo largo del capitulo 3 y
los correspondientes teoremas de caracterizacion mostrados para cada una de estas propiedades.

El trabajo se estructura de la siguiente manera: en el capitulo 1 se hard una revision de la nota-
cién 'y de algunos de los conceptos que usaremos a lo largo de este trabajo. En el segundo capitulo,
introduciremos el concepto de juegos de filtros y de algunos otros conceptos asociados a éste,
como partida legal, estrategia, estrategia ganadora, juego determinado, entre otras. En el capitulo
3, caraclerizaremos varias de las propiedades definidas en el capitulo 1. Iniciaremos mostrando
algunos lemas deducidos de [6]. Luego, teniendo como guia el diagrama anterior, presentaremos
ejemplos de filtros que cumplen con estas propiedades, y de manera simultdnea, iremos mostrando
cada una de las implicaciones que se indican en el diagrama. En el capitulo 4, estudiaremos algu-
nas propiedades de filtros que no fueron abordadas mediante el enfoque de juegos mostrado por
Laflamme, como son: selectivo, P*, Q" y Q" (F). De manera analoga a como se hizo en el capitulo
3, mostraremos las relaciones existentes entre cada una de estas propiedades y su relacion con las
propiedades definidas anteriormente, asi mismo, presentaremos ejemplos de dichas propiedades, y
finalmente, mostraremos dos cuadros en los que resumiremos los resultados mostrados a lo largo
del trabajo.



Preliminares

CariTtuLo 1

Preliminares —

En este capitulo haremos una revision de la notacidn y de algunos conceptos que usaremos a lo
largo del trabajo.

1.1. Notacién y conceptos basicos

Denotaremos por N al conjunto de los nimeros naturales y a P(N) como la coleccion de todos
los subconjuntos de N. Dado un conjunto X € P(IN), denotaremos por X y X" alas coleccio-
nes de subconjuntos finitos e infinitos de X, respectivamente. Si 4 es un subconjunto infinito de
X tal que 4 \ X es finito, entonces diremos que 4 esta casi contenido en X y lo denotaremos por
A c* X. Definiremos el conjunto A/n = {x € 4 : x > n} para todo n € N, y la diferencia simétrica
de los conjuntos 4 y B,como A & B= (A~ Byu (B~ A4).

NN denotar4 el espacio de todas las sucesiones infinitas de niimeros naturales dotado de la
topologia producto que resulta de dar a N 1a topologia discreta. Los términos “nunca denso™, “ma-
gro” y “propiedad de Baire”, los cuales estudiaremos mas adelante, se refieren a dicha topologia.
Recordemos que si X' es un espacio topolégico y 4 un subconjunto de X', entonces se dice que A4

€s magro si se escribe como union numerable de conpuntos nunca densos, esto es, si A = J X,
neN
donde int(X,,) = @ para todo » € N. Por otro lado, diremos que 4 tiene la propiedad de Baire, si

existe un abierto O € X tal que 4 A O es magro.

Escribiremos como N para denotar el conjunto de todas las sucesiones finitas de elementos
de N. Si s y # son sucesiones finitas de niimeros naturales y s extiende propiamente a ¢; es decir, si
t(n) = s(n) para todo n en el dominio de ¢, entonces diremos que ¢ es un segmento inicial de sy
lo denotaremos por < s. Para cada s ¢ N, denotaremos por Is] a la longitud de s y escribiremos
como s"¢ para denotar la concatenacion de sy ¢, esto es, la sucesién que comienza con los ele-
mentos de s y continua con los de ¢.

Filtros sobre N, juegos infinitos y estrategias ganadoras 5
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Dada una sucesion @ € NV y 7 ¢ N denotaremos por ¢ | n al segmento inicial de o de longitud
n'y lo escribiremos como a | n = {@(0),a(1),...,a(n - 1)}. Por convencion, denotaremos « | 0
como la sucesion vacio.

Para cada sucesion s € N™ definiremos el conjunto U = {a ¢ NN s < a}. La coleccion
{Uy : s e N} constituye una base numerable de la topologia de N puesto que el conjunto de
sucesiones finitas de N es numerable.

Diremos que un conjunto T € N™ es un drbol sobre N, si es cerrado bajo segmentos iniciales;
es decir, si satisface que: siz€ Ty s < ¢, entonces s € T. Si « es una sucesion infinita de elementos
de N tal que @ | # € T para todo » € N, entonces diremos que o es una rama de T. Denotaremos
por [T] al conjunto de todas las ramas de T.

Andlogamente, diremos que S es un drbol de conjuntos finitos de N si S es un conjunto de
sucesiones finitas de subconjuntos finitos de N cerrado bajo segmentos iniciales, y asimismo, que

f\,w'( N .
lasucesion Be (N} esunaramadeS,sif | neSparatodoneN.
p

1.2. Filtros y ultrafiltros

En esta seccion introduciremos la nocion de filtro y de algunos otros conceptos que se relacio-
nan con ¢ste. Asimismo, mostraremos algunos resultados que usaremos con frecuencia a lo largo
del irabajo.

Definicién 1.2.1 Una coleccion F de subconjuntos de N es un filtro sobre N si no contiene al
conjunto vacio y es cerrada bajo intersecciones finitas y supraconjuntos; es decir, si
(H@¢FyNeF
(ii)Side FyB e€F, entonces AnBe F.
(iii) Si A€ Fy B es un subconjunto de N tal que A € B, entonces B ¢ F.

Las colecciones F = {N} y F4 = {X ¢ N : 4 ¢ X} donde 4 es un subconjunto no vacio de
N, son algunos ejemplos sencillos de filtros sobre N. Un ejemplo més interesante, en reiacion a
nuestro trabajo, es el llamado filtro de Fréchet que se define como F, = {4 ¢ N: N\ 4 es finito}.

Ahora bien, si adicional a las condiciones anteriores se tiene que (iv) F, ¢ F, entonces diremos
que F esun filtro libre sobre N.

Definicion 1.2.2 Sea F un filtro sobre N. Diremos que F es un ultrafiltro sobre N, si no estd
contenido propiamente en otro filiro. O lo que es equivalente, si para todo A € P(N) se tiene que

AeFo N\AdelF.

Observacién 1.2.3 Un ultrafiltro libre es un filtro libre maximal. Se sabe que los ultrafiltros libres
existen solo con la ayuda del Lema de Zorn (ver [3], pdg. 5).

Filtros sobre N, juegos infinitos y estrategias ganadoras 6
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Note que F es un subconjunto de P(N), y por lo tanto, es posible identificar, via funciones
caracteristicas, a cada uno de sus elemenios con un elemento de 2%, esto es, el espacio de todas las
sucesiones infinitas de ceros y unos dotado de la topologia producto del espacio discreto {0, 1}.

Observacion 1.2.4 Como 2N estd contenido en NN, entonces es claro que su topologia se genera
por los conjuntos Uy, donde s es una sucesion finita de ceros y unos.

En base a esto, enunciaremos a continuacion un teorema que nos permitird caracterizar, en
términos combinatorios, dos de las propiedades que definimos en la seccion anterior. Para una
prueba de este teorema ver [11].

Teorema 1.2.5 (Jaili-Naini, Talagrand). Si F es un filtro sobre N, entonces las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

(i) F tiene la propiedad de Baire.
(i) F es magro.

(iii) Existe una sucesion ny < ny < ... tal que para todo X € F, existe m € N tal que
X0 [ng,npe1) # @ para todo k > m.

(iv) Existe una particion {J, - n € N} de N en subconjuntos finitos tal que para todo X ¢ F, existe
m € N tal que X 0 Jy + @ para todo k > m. 0

La proposicién que demostraremos a continuvacion es sélo uno de los resultados obtenidos en
este trabajo como consecuencia del teorema 1.2.5. En los siguientes capitulos, veremos otros de
estos resultados.

Propeosicion 1.2.6 No existen ultrafiltros magros.

Demostracion

Por reduccién al absurdo vamos a suponer que F es un ultrafiltro magro y {Fy : k € N} es
la particion de N en conjuntos finitos que satisface las condiciones del teorema 1.2.5. Escribamos
N=U Fu U Fi.1. Como N € F, entonces es claro que U FyeFo U F5;.y € F. Supongamos

ieN ieN
que U Fy; € F y veamos que esto nos lleva a una contrad1cc10n (el otro caso se trata de manera

analoga).

En efecto, si U Fy; € F, entonces existe m € N tal que U Foin Fy + @ para todo k > m, en

ieN
particular, para todo k > m impar, lo cual es una contradlccwn puesto que U Fy;n Fy,,| = & para

eN
todo n ¢ N. 0

A continuacion, veremos como generar filtros a partir de una coleccion de subconjuntos infi-
nitos de N.

Filtros sobre N, juegos infinitos y estrategias ganadoras 7
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Definicién 1.2.7 Sea B = {B, : i € I} una familia no vacia de subconjuntos no vacios de N. Dire-
mos que.

w B tiene la propiedad de interseccibn finita, si la interseccion de cualquier cantidad finita de
elementos de BB es no vacia,

w B es una base de filtro, si para cada A, B € B existe un C € B tal que C S An B.

Proposicion 1.2.8 Si B = {B;:i ¢ I} es una familia no vacia de subconjuntos no vacios de N con
la propiedad de interseccion finita, entonces la coleccion

F={XcN:3By,...,B,eB,(B;c X}

i<n

es un filtro sobre N, a

Denotaremos por (B) al filtro definido en la proposicién 1.2.8 y lo denominaremos como
el filtro generado por B.

Definicion 1.2.9 Sea F es un filtro sobre N. Diremos que F es numerablemente generado, si
existe una familia B = {By: k€ N} tal que B€ F y F = (B).

Proposicién 1.2.10 Sea I8 una familia no vacia de elementos de F. Entonces, (B) = F si, y solo
si, para todo X € F existe Be B tal que BE X. o

Ejemplo 1.2.11 F, es numerablemente generado.

Para probar que F, es numerablemente generado basta considerar la coleccion {By : k € N}
donde By = (k, +00) para todo k € N; pues es claro que si X € F, , entonces existe un n € N tal que
(n,+00) € X. Tome n = max{x: x e N\ X}. O

Observe que los generadores de F, lucen como se ilustra en la figura 1.3.

Figura 1.3: Conjuntos generadores de F,

Los resultados que expondremos de ahora en adelante seran mostrados para filtros libres sobre
N. Por lo tanto, cada vez que hagamos referencia a un filtro sobre N el lector debe tener presente
que nos estamos refiriendo es a un filtro que contiene a F,. .

Definicion 1.2.12 Sea F un filtro sobre N. Si A es un subconjunto de N tal que An X + & para
todo X ‘€ F, entonces diremos que A es un conjunto positivo de F. Denotaremos por F* a la
coleccion de todos los conjuntos positivos de F y a su complemento en P(N) por F*.

Filtros sobre N, juegos infinitos y estrategias ganadoras 8
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Observacion 1.2.13 Si F es un filtro sobre N, entonces (i) F* es cerrado bajo supraconjunios,
(ii) todo conjunto positivo es un subconjunto infinito de N y (iii) todo elemento del filtro es un
conjunto positivo.

La proposicién que demostraremos a continuacion nos muestra una definiciéon de conjunto
positivo equivalente a la definida en 1.2.12.

Proposicién 1.2.14 Si F es un filtro sobre N, entonces X € F* si, y solo si, X ¢ F.

Demostracién
(=) Por reduccion al absurdo vamos a suponer que X© € F y X € F*, entonces por 1.2.12 se
tiene que X N X° # @, lo cual absurdo. Por lo tanto, se tiene que X° ¢ F.

(<=) Ahora bien, si X ¢ F*, entonces existeun Y e Ftalque YnX =@ . Noteque Y € X® y
como JF es cerrado bajo supraconjuntos, entonces X € F, pero esto es absurdo, dado que contra-
dice la hipdtesis. En consecuencia, se tiene que X € F*, =

De la proposicién 1.2.14 y 1a observacion 1.2.13 podemos afirmar lo siguiente.
Proposicion 1.2.15 Si F es un ultrafiltro sobre N, entonces F = F*. m)

El siguiente lema nos muestra como construir un conjurnto positivo a partir de la base que
genera a un filtro.

Lema 1.2.16 Sea F un filiro sobre Ny B = { By k ¢ N} una familia no vacia de subconjuntos no
vacios de N tal gue F = (B). Si A es un subconjunto de N tal que A n By + @ para todo k € N,
entonces A€ F*.

Demostracion
Note que 51 X ¢ F, entonces existe un i € Ntal que B; € X. Asi, dado que 4 n By # @ para todo
k e N, se tiene que 4 N X # &, y en consecuencia, que 4 € F*. O

Como consecuencia del lema 1.2.16 podemos afirmar lo siguiente.

Corolario 1.2.17 Si 4 ¢ N es infinito, entonces A € (F.)*. o

Lema 1.2.18 Si F es un filtro sobre Ny A € F, entonces A ~ B € F para todo B ¢ N finito.

Demostracion
Note que si B es un subconjunto finito de N, entonces B¢ € F, . Luego, como F es libre, se
tieneque BCnAdeF. o

Los conceptos que definiremos a continuacion serdn usados con frecuencia a lo largo de este
trabajo dada la importancia de su relacién con las “cstrategias ganadoras™ de los “jucgos infinitos™
que definiremos en el siguiente capitulo.

Filtros sobre N, juegos infinitos y estrategias ganadoras 9
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Definicién 1.2.19 Sea X una coleccion no vacia de subconjuntos infinitos de N y sea T un drbol
sobre N. Diremos que:

w T es un X-drbol sobre N, si para toda sucesién s € T existe un conjunto Y ; € X tal que la
sucesion s"ne T paratodone Yy .

a T tiene una rama en X, si existe una sucesion « € [T] tal gue el conjunto {a(n) :n e N} ¢ X.

Analogamente, diremos que el drbol de conjuntos finitos S es un X'-drbol de conjunios finitos de
N, si para toda sucesion € S, existe un conjunto Y, € X tal que "¢ € S para todo subconjunto
finito @ de Y, . Diremos también que S tiene una rama cuya union estd en X, si existe una sucesion

S e [S]tal que UNﬁ(n) e X.

La proposicion que enunciaremos a continuacion nos muestra una definicién de X'-arbol equi-
valente a la definida en 1.2.19.

Proposicion 1.2.20 Sean T un drbol sobre N y X una coleccion no vacia de subconjuntos infinitos
de N cerrada bajo supraconjuntos. T es un X-arbol sobre N si, y solo si, para toda sucesién s € T
el conjunto {(neN:s"'neT}eX. a

1.2.1. Propiedades de filtros

Las propiedades combinatorias y estructurales de los filtros han jugado un rel importante en
algunas de las aplicaciones de la Teoria de Conjuntos y en las nociones clasicas de filtros magros,
P-filtros y ultrafiltros selectivos.

A continuacioén, definiremos algunas de las propiedades que consideraremos en este trabajo.
Definicién 1.2.21 Sea F un filtro sobre N. Diremos que:
(i) F es + Ramsey, si todo F*-drbol tiene una rama en F*.

(i) F es P*-Tree(F*), si todo F*-arbol de conjuntos finitos de N tiene una rama cuya union
estd en F*,

(iii) F es P*-Tree(F), si todo F-drbol de conjuntos finitos de N tiene una rama cuya unién esta
en F*.

(iv) F es P*(F), si para toda sucesion de elementos del filtro {A,} yen, existe un conjunto A € F+
tal que A C* A4, paratodo ne N

(v} F es débilmente Ramsey, si todo F-arbol tiene una rama en F*.

(vi) F es Q*(N), si para toda particién de N en conjuntos finitos {A, : n € N}, existe un conjunto
S e F* tal que |S nA,| <1 paratodone N

Filtros sobre N, juegos infinitos y estrategias ganadoras 10
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(vii) F es w-diagonalizable, si existe una coleccion {X,, :ne€ N} ¢ N tal que para todo Y € F,
existe n€ N tal que X, €* Y.

(viii) F es diagonalizable, si existe un conjunto X S N infinito tal que X €* Y para todo Y € F.

(ix) F es w+diagonalizable, si existe una coleccion de conjuntos positivos {X, : n € N} tal que
g y p q
para todo Y € F, existe unn € N tal que X, C* Y.

En el siguiente diagrama se indican las relaciones existentes entre cada una de las propiedades

definidas hasta el momento. Note que este diagrama es s6lo una parte del mostrado por Laflamme
en [6].

Num.Generado

N\

Diagonalizable

+ Ramsey wtdiagonalizable

P*-Tree (F*) Deb'. Ramsey w-diagonalizable

/

P*-Tree (F) Q*(N) Magro

PT(F)

Figura 1.4: Propiedades de filtros

En el capitulo 3 demostraremos cada una de las implicaciones que se muestran en la figura 1.4,
probaremos que algunas de esas implicaciones no son estrictas, y finalmente, veremos que varias

de estas propiedades se pueden caracterizar a partir de las “estrategias ganadoras™ en cierto tipo
de “juegos infinitos” que definiremos en el capitulo 2.

En el capitulo 4 estudiaremos algunas propiedades de filtros que no fueron consideradas por

Laflamme en [6], como son: selectivo, P™, Q" y Q" (F). Adicionaremos dichas propiedades al
diagrama anterior, mostraremos las relaciones existentes entre cada una estas, y por ultimo, enun-

ciaremos y probaremos los teoremas de caracterizacion de varias de estas propiedades.
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CapiTULO 2

Juegos Infinitos

Desde principios del siglo XX varios matematicos abordaron algunos problemas en términos
de “juegos™; es decir, de planteamientos en los cuales dos o mas jugadores realizan por turnos una
sucesion de “jugadas” respetando unas “reglas de juego” con el objetivo de “ganar” una “partida”,
[4]. Este planteamiento dio origen a la teoria de juegos, que aunque en sus comienzos fue desa-
rrollada como una herramienta para entender el comportarniento de la economia (por ejemplo, en
1944 von Neumann y Morgensten usaron la teoria de juegos para modelizar determinados com-
portamientos de agentes econdmicos), actualmente se usa en otros campos como la biologia, la
sociologia e incluso la materndtica pura.

En este capitulo introduciremos la nocion de un cierto tipo de juegos infinitos, los juegos
de filtros. Estudiaremos varios de los conceptos asociados a éste, asi como sus propiedades més
relevantes, y finalmente, mostraremos algunos ejemplos encontrados en la literatura.

2.1. Juegos Infinitos

Los juegos infinitos son juegos en los que dos o mas jugadores alternan turnos en una sucesion
infinita de jugadas. Los juegos que consideraremos a lo largo de este trabajo son juegos en los cua-
les s6lo participan dos jugadores, Iy II. Mateméticamente, un juego infinito consiste en una terna
&(X,), 2) donde X e Y representan las colecciones de donde juegan I y 11, respectivamente; y
Z representa la coleccion que determina el resuftado del juego. Diremos que &(X,), Z£) es un

Juego de filtro, si X' 'y Z son colecciones que se asocian a un filtro F. Esta noci6n se aclarard mas
adelante.

Observacion 2.1.1 En trabajos como los de Bartoszynski y Scheepers ([1]), y Laflamme y Leary
({7]), se estudiaron juegos en los que los jugadores 1 y 11 responden con miembros de N y F*,
respectivamente. No obstante, en este trabajo sélo consideraremos juegos infinitos en donde X
ser6 F, Fo 6 F*, Y seraN o N v Z serd igual a F, F*, F°, el complemento de F en P(N) o
incluso F™.
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Cada una de las versiones de juegos que producen dichas posibilidades fueron estudiadas por
Laflamme en [6]. Sin embargo, en este trabajo solo haremos referencia a los juegos infinitos cuyas
estrategias ganadoras caracterizaremos en términos de las propiedades de filtros definidas en 1.2.9
y 1.2.21.

Antes de dar una definicion formal del juego & (X, Y, Z) mostraremos dos ejemplos que nos
permitiran hacernos una idea mas clara de los mismos.

= &(F, N F *) denota el juego en el cual el primer jugador escoge en cada jugada un
miembro de F vy el segundo jugador escoge un subconjunto no vacio y finito del conjunto
jugado por el primer jugador. Este proceso se repite por ambos jugadores, alternando turnos,
en una sucesion infinita de jugadas.

Alfinal del juego, el segundo jugador serd declarado ganador, si el conjunto formado por la unién
de sus respuestas es un miembro de F*. En caso contrario, el primer jugador es quien sera decla-
rado ganador.

s &B(F., N, F*) denota al juego en el cual el primer jugador escoge en cada jugada un miem-
bro de F, y el segundo jugador escoge un nimero natural perteneciente al conjunto jugado
por el primer jugador.

Al final del juego, el segundo jugador sera declarado ganador, si el conjunto de naturales formado
por sus respuestas es un miembro de F*. En caso contrario, el primer jugador serd declarado ga-
nador.

En general, denotaremos por & (X, N , Z) al juego de filtro en el cual el jugador 1 juega en
cada turno un miembro de X" y el jugador 1I responde con un subconjunto finito de ese conjunto;
es decir, I escoge en la k-ésima jugada un X; € X' y II responde con un subconjunto finito s; de X,
ver diagrama de representacion en la figura 2.5.

1 X, X, X st € Xy es finito y

I S0 Si Sk s+ @, VkeN

Figura 2.5: Diagrama del juego &(X, N 2)

Diremos que la sucesion (Xg, 5o, X1,51,...) es una partida legal del juego & (X ,N{(w],Z ) si
ambos jugadores juegan siguiendo las condiciones definidas anteriormente. Si un jugador incum-
ple las condiciones del juego, entonces éste se dara por terminado y el otro jugador serd declarado
ganador de la partida. En caso contrario, la partida se prolongara infinitamente. El jugador Il sera

declarado el ganador de la partida si {J s € Z, st no diremos que I gana.
keN
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Andlogamente, denotaremos por (X, N, Z) al juego de filtro en cuya k-ésima jugada el
jugador [ escoge un Xy € X'y el jugador I1 responde con un ny € X, para todo k € N, ver diagrama
de representacion en la figura 2.6.

1 X X X
0 ' * n € X, Vk e N
11 ) n Wy

Figura 2.6: Diagrama del juego & (X, N, Z)

Diremos que la sucesién (Xo,n9,X7.71,...) es una partida legal del juego &(X,N, Z), si
tanto I como 11 juegan siguiendo las condiciones definidas anteriormente. Siun jugador incumple
las condiciones del juego, entonces éste se dard por terminado y el otro jugador serd declarado
ganador de la partida. En caso contrario, la partida se prolongara infinitamente. 11 serd declarado
el ganador de la partida si el conjunto {n; : k € N} € Z, si no diremos que [ gana.

2.1.1. Estrategias en juegos de filtros

Una estrategia, para 1 o II, es una regla que le indica al jugador cual debe ser su proxima
jugada dependiendo de cuales hayan sido las jugadas anteriores del otro jugador.

Formalmente, diremos que o es una estrategia para el jugador 1 en &(X,Y, Z), si es una
funcion de valores en X' cuyo dominio es la coleccion de todas las sucesiones finitas de elementos
de Y, ver diagrama de representacion en la figura 2.7.

I o(2) a({n}) (. 1)) ooyt
I Yo bg! Y2 .o om

Figura 2.7: Estrategia para | en &(X, Y, Z)

Analogamente, diremos que T es una estrategia para Il en &(X,Y, Z), si es una funcion de
valores en ) cuyo dominio es la coleccion de todas las sucesiones finitas de elementos de X' y es
tal que para toda sucesion (Xo, Xi,...,X;) € X~ se tiene que T((Xo,Xi,...,X;)) € X; para toda
k € N, esto en el caso que ) sea N. O bien, que T({Xo, X1,..., X)) € X,[:'”] para toda k € N, en el

[<a] . iy :
caso que Y sea N' | ver diagrama de representacion en la figura 2.8.

Una estrategia es ganadora cuando el jugador para el cual fue definida gana cada partida del
juego en la que sigue dicha estrategia.
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1 Xo Xi X

1 T({Xo)) T({Xe. X1)) s T(Xo, X1 XR))

Figura 2.8: Estrategia para Il en &(X,), Z)

Formalmente, diremos que o es una estrategia ganadora paral en &(X, ), Z), si ] es decla-
rado ganador en cada partida de &(X,Y, Z) en que I usa a o como estrategia. Analogamente,
diremos que T es una estrategia ganadora para Il en &(X,), Z), si Il es declarado ganador en
cada partida de &5(X, ), Z) en que 1l usa a T como estrategia.

Diremos que el juego &(X, Y, Z) estd determinado si uno de los dos jugadores tiene una
estrategia ganadora; es decir, “si cuenta con un criterio para determinar cada jugada en funcién de
las jugadas anteriores, de modo que, sean cuales sean las jugadas del adversario, termina ganando
la partida”, [4].

Observacion 2.1.2 No todos los juegos son determinados. En la siguiente seccién mostraremos
un juego en el cual ningun jugador tiene estrategia ganadora.

2.2. Otros Juegos de Filtros

En trabajos como los de Bartoszynski y Scheepers ([1]); Laflamme y Leary ([7]), entre otros,
fueron consideradas algunas variaciones de los juegos definidos en la seccion anterior. En el pri-
mero, s¢ analizaron juegos en los que tanto I como I juegan nimeros naturales, mientras que en
el segundo, se estudiaron juegos en los cuales II juega miembros de F*. El objetivo en ambos
trabajos, al igual que en el nuestro, fue caracterizar las estrategias ganadoras de los dos jugadores
en términos de las propiedades combinatorias y estructurales de un filtro dado.

En esta seccion mostraremos dos variaciones naturales de los juegos de la forma &(X, ), Z);
sin embargo, en la literatura se pueden encontrar variaciones importantes de este tipo de juegos, los
cuales han sido estudiados por varios aiios y resultan de gran interés para la Teoria de Conjuntos,
como por ejemplo el juego de Banach-Mazur (ver [5]).

s Eljuego &o(N,N, Z)

Sea Z una coleccidn no vacia de subconjuntos infinitos de N. Denotaremos por &,(N, N, Z) al

juego infinito en el que tanto I como II juegan nimeros naturales, tal como se indica en el diagrama
de la figura 2.9.

El jugador II sera declarado ganador, si el conjunto {#; : k € N} € Z. En caso contrario, dire-
mos que I gana.
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g > myg, VkeN
11 ny ny ny

Figura 2.9: Diagrama del juego &¢(N, N, Z)

El juego que mostraremos a continuacion es uno de juegos de filtros considerados por Bar-
toszynski y Scheepers en [1]. Este juego servira de ejemplo de la afirmacion de que no todos los
juegos son determinados.

= Eljuego & (N,N,F)

Denotaremos por & (N, N, F) al juego infinito en el que tanto | como Il juegan nlimeros naturales
y II juega teniendo en cuenta las siguientes dos condictones. La primera, es que debe jugar de
manera creciente, y la segunda, es que debe jugar en infinitas oportunidades por encima de lo
jugado por I; es decir, deben existir infinitos s tales que n; > my, donde ng y my son las k-ésimas
jugadas de I y U1, respectivamente. Ver diagrama de representacion en la figura 2.10.

] ny m my
3%k, np > my

i g < Mmoo e L3

Figura 2.10: Diagrama del juego &, (N, N, F)

El jugador 11 sera declarado ganador, si el conjunto {n : & € N} € F. En caso contrario, dire-
mos que I gana.

En [1], Bartoszynski y Scheepers mostraron que II no tiene estrategia ganadora en &, (N, N, F),
y que el filtro F sea magro, es equivalente a afirmar que el jugador | tiene estrategia ganadora en
&1 (N, N, F). Por lo tanto, si F es un ultrafiltro, entonces por la proposicion 1.2.6 podemos afir-
mar que el juego & (N, N, F) no es determinado.
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CapriTUuLO 3

Propiedades de Filtros y Estrategias Ganadoras

En este capitulo veremos que muchas de las propiedades definidas en 1.2.9 y 1.2.21 pueden redu-
cifse 4 un mismo esquema puramente conjuntista, como es la determinacion de ciertos juegos infi-
nitos. El objetivo en cada caso sera caracterizar en términos de dichas propiedades las estrategias
ganadoras de varios de los juegos definidos en 2.1 teniendo como base los trabajos desarrollados
por Laflamme y, Bartoszynski y Scheepers, en [1] y [2] respectivamente.

Iniciaremos el capitulo mostrando algunos lemas, que aunque no aparecen enunciados expli-
citamente en los articulos, han sido deducidos de los mismos y son una herramienta {til en la
demostracion de varios de los resultados aqui expuestos. Luego, teniendo como guia el diagrama
de la figura 1.4 iremos presentando ejemplos tanto de filtros que cumplen con dichas propiedades,
como ejemplos de filtros que no cumplen con éstas. Posteriormente, mostraremos los teoremas
de caracterizacion de algunas de éstas, y para terminar, presentaremos dos cuadros en los que
resumiremos los resultados mostrados a lo largo del capitulo.

3.1. Lemas Basicos

Comenzaremos mostrando tres lemas que nos permitiran asociar estrategias en juegos de la
forma & (X, ), Z) a arboles sobre N, y viceversa.

Lema 3.1.1 Sea F un filtro sobre N y Z una coleccion no vacia de subconjuntos infinitos de N.

(i) Si T es una estrategia para 11 en &(F, N, Z), entonces existe un F*-arbol T que satisface
que si a € [T], entonces el conjunto {a(n) : n € N} puede ser jugado por 1l en una partida
legal de &(F,N, Z) en la que 1 usa a T como estrategia.

(ii) SiT es un F*-drbol sobre N, entonces existe una estrategia T para el jugador W en & (F,N, Z)
que satisface que si (Aq, Ay, . ..) es la sucesion jugada por 1 en una partida legal de &(F, N, Z)
en la que 11 usa a T como estrategia, entonces (T({A¢)),7({Ao,A1}),...) € [T].
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Demostracion
(i) Supondremas que T es una estrategia para Il en &S (F,N, Z) y definiremos por recursion
un conjunto Ty € N¥ para cada k € N, Y, ¢ N para cada 7 € Ty y A” € F para cada t € T; y para
cadan €Y, .Lucgo, veremosque T = H\I Ty es un F™-arbol que satisface las condiciones deseadas.
€

La recursion inicia con &k = 0, entonces To = {@} y Y, = {r((A)) : Ae F}. Paracadanec Y,
escojamos un conjunto A € F tal que n = 7({A}), y denotémoslo por A”.

Sik=1,entonces Ty = {{n) :n e Y,}y Yy = {r({A],A)) : A € F} para cada sucesion
(n) € Ty. Luego, para cada m € Y,y escojamos un conjunto A € F tal que m = 7({A,A)), y
denotémoslo por AZ’;).

Para tener una idea mas clara de la forma en que se escogen los conjuntos A7 para cada 7 € Ty
y cada n € Y, , observe el diagrama en la siguiente figura.

1 A() = Ag’ A] = A?'llo) Ay = Aﬂz

- (mo.m)

11 t({Ao)) =no t({AZ. A1) =m T((Ag A

'
{10

)’AZ)) =hy
Figura 3.11: Determinacion de los conjuntos AY.

.y <@ . o .y
Para cada sucesion s = {no,...,n;) € N usaremos la siguiente notacion

As= (A;O’ A?'llo)’ A?'io-,”l)’ e A:\"I;orniw-,nk»l)) ’
Ahora bien, supongamos que hemos definido los conjuntos Ty ¢ N¥parak e N y Y, = {z( X,‘A) :
A € F} para cada r € T, y que ademas, hemos escogido para cada n; € Y, un conjunto A% € F
tal que m; = T(X, ~ A7%). Entonces, definamos los conjuntos Ty = {t " me:te Tyym e Y}y
Y, = {T(X,*nk "A): A € F}. Luego, para cada ng.; € Y, €scojamos un conjunto A € F tal
que my.q = T(K,*,,k "A), y denotémoslo por A:’.k;; .

Observe que T = U Ty es un F*-arbol sobre N; es decir, que T es un arbol sobre N tal que
keN

para toda sucesion s € T el conjunto {n e N: s"ne T} € F*. Enefecto,sit e Ty s < ¢ tal que
—

|s| = k+ 1, entonces s = {ng,...,n;) donde n; = (A 111 ) paratodo i = 0,... k. Note que n; € Y y;

paratodoi=0,...,k,y por lo tanto, (ng,...,n) € Tis .

Por otro lado, note que si s € T, entonces s “»n € T para todo » € Y, y en consecuencia,
-—
Y, c {neN:s5"neT}. Ahora bien, como 7(A;"A) € Y, N A para todo s € T y para todo A € F,
s¢ tiene que Y € F* para todo 5 € T, y por consiguiente, el conjunto {# € N: s ne T} ¢ F* para
todo s e T.
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Para terminar, note que si @ € [T], entonces a | n € T, para todo n € N, y por lo tanto,
a(n) = T(Xn;nH) para todo # € N. En conclusion, se tiene que {a(n) : n € N} es el conjunto
jugado por II en una partida legal de & (F,N, Z) en la que 1l usa a T como estrategia.

(i1) Supongamos que T es un F*-arbol sobre N y denotemos por Y, = {n: s"n € T} para todo
s € T. Veamos que la aplicacién 7 : F<“ - N definida como 7({A)) = min{A " Y} para toda

..........

para Il en &(F,N, Z).

Note que 7 esta bien definida para toda sucesion 1 € F<“. En efecto, si {Ag,...,A;) € F<“,
entonces la sucesion (t({Aq)),...,7({Aq,....Ax))) € T. Luego, como T es un F*-arbol sobre N,
se tiene que Y (y(A)...c(Ap.uAz)) € F *,y en consecuencia, que

Agep 0 Y(T(A()) {Agr-mAr}) # & para todo k € N.

fovay

Ahora bien, supongamos que la sucesion {(Ag, Ay, ...) es jugada por I en una partida legal de
&(F,N, Z) en la que Il usa a T como estrategia (ver diagrama de representacion en la figura
3.12). Por un razonamiento analogo al anterior, es claro que {T({Ag)),...,T({Ag,...,Ar))) € T

para todo & ¢ N, y finalmente, que Ia sucesion (7({Aq)}), 7({Ag,A1)),...) € [T]. o
1 Ao A A,
1 T{{Ag)) = min{Agn Y} (Ao, Ar)) = min {A; N Y ag} (A0, Ay, A)) = min {A 0 Y 1 iag) r(ag A |

Figura 3.12: Diagrama de una partida legal del juego &(F,N, Z)

Para probar los siguientes resultados supondremos que X' y Z son dos colecciones no vacias
de subconjuntos infinitos de Ny X es cerrada bajo supraconjuntos.

Lema 3.1.2 (i) Si o es una estrategia para 1 en &(X, Nz ), entonces existe un X-drbol

de conjuntos finitos S que satisface que si B € [S], entonces el conjunto {B(n) : n ¢ N}
puede ser jugado por 11 en una partida legal de &(X, N
estrategia.

,Z) en la que | usa a o como

(ii) Si S es un X -drbol de conjuntos finitos de N, entonces existe una estrategia o~ para el jugador
Ten (X Nz ) que satisface lo siguiente, si {(ag,a1,...) es la sucesion jugada por 11
en una partida legal de &(X N
(ao,a],. . ) € [S}

Demostracion
(i) Por una pruoeba analoga a la realizada en el lema 3.1.1, es claro que si o es una estrategia
para [ en QS(X,N[W],Z), entonces el conjunto S = | Sy, donde So = {@} y Sp1 = {t"a:t¢€
keN

,Z) en la que 1 usa a o como estrategia, entonces

Sk y a ¢ o(t) es finito} para todo k € N, es un arbol de conjuntos finitos de N.
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Ahora bien, veamos que S es un X-arbol de conjuntos finitos de N; es decir, que para toda
sucesion ¢ € S existe un conjunto Y, € X' tal que 1" a € § para todo subeonjunto finito a de Y,. En
efecto, considere el conjunto Y, = o(¢) paracada € S.

Finalmente, note que si B € [S], entonces B | n € S, para todo n € N, y por tanto, 8(n) €s un
subconjunto finito de o(B | n) para todo # ¢ N. En conclusion, se tiene que {B(n) : n € N} es el

conjunto jugado por II en una partida de &(X',N et ,Z) en la que I usa a o como estrategia.

(i1) Supongamos que S es un X-arbol de conjuntos finitos de N y denotemos por Y, € &’ tal
que Y ¢ Uf{a € N : 1~ 4 € S}. Consideremos la aplicacion o : (N™“) - X tal que

a(t) = { \I;It ii ;Z : y veamos que o es una estrategia para el jugador 1 en 6(X,N[<‘"} ,2)

que satisface las condiciones deseadas.

De la definicion de arbol de conjuntos finitos de N, es claro que o estd bien definida y es una
estrategia para I en &(X, Nz ). Por otro lado, note que si (ag,qay,...) es la sucesion jugada
por II en una partida legal de & (X, N <l g ) en la que I usa a o como estrategia (ver diagrama de
representacion en la figura 3.13), entonces los conjuntos ag y ag.1 son subconjuntos finitos de Yy
Y Y(apar,...ci)» tESPECtivamente. Luego, como S es un X'-arbol de conjuntos finitos de N, se tiene
que {ag, ..., a;) € S para todo k € N, y en consecuencia, que (ag, ay,...) € [S]. 0

1 o(@) =Yg o({an)) = Y ag) o((ag,a1}) = Yiga) o({ao.ai,a2)) = Y (uya,.a)

i agp a @

Figura 3.13: Diagrama de una partida legal del juego ¢(X,N'", 2)

Lema 3.1.3 (i) Si o es una estrategia para 1 en &(X,N, Z), entonces existe un X-darbol T que
satisface que si a € [T, entonces el conjunto {a(n) : n € N} puede ser jugado por 11 en una
partida legal de & (X, N, Z) en la que | usa a o como estrategia.

(ii) Si T es un X-drbol sobre N, entonces existe una estrategia o para el jugador Len & (X, N, Z)
que satisface que si (ng, ny,. . .) es la sucesion jugada por 11 en una partida legal de & (X, N, Z)
en la que 1 usa a o como estrategia, entonces {ng,ny,...) € [T].

Demostracion
(i) Por una prucba analoga a la realizada en el lema 3.1.1, es claro que si ¢ es una estrate-
gia para I en (XN, 2), entonces el conjunto T = |J Ty, donde Ty = {@} y Ths1 = {s " n:
keN
s €Ty yneo(s)) para todo k € N, es un X-arbol sobre N. En efecto, basta observar que
o(s)c{neN:s"neT} paratodo seT.
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Ahora bien, note que si a € [T], entonces el conjunto {e(n) : n € N} es jugado por Il en una
partida de & (X, N, Z) en la que I usa a o como estrategia, puesto que o [ n ¢ T, paratodon e N,
y por lo tanto, a(n) € o(a | n) para todo n € N.

(ii) Supongamos que T es un X'-drbol sobre N y definamos para cada sucesion s € T el con-
junto YT = {n e N:s"# e T}. De la proposicién 1.2.20, es claro que la aplicacién ¢ : N > x

T .
dada por o(s) = { Y§ ji i :,}: } esta bien definida y es una estrategia paral en &(X, N, Z).

Ahora bien, note que si (ng,n,...) es la sucesion jugada por Il en una partida legal de
G(X,N, Z) en la que T usa a o como estrategia (ver diagrama de representacion en la figura
3.14), entonces ng € Y; Y Hgst € Y(Tno’ ity PATA todo & € N. Luego, como T es un X'-arbol sobre
N, se tiene que (no, ..., n) € T para todo k € N, y por tanto, que (n9,ny,...) € [T]. a

I 0'(93) = Y‘; 0(("0)) = Y(T,,O) 0-((’70’”1)) = Y{no.m) (T((n(),ﬂ],nz)) = Yz‘na.nl.nl)

It g " ny
Figura 3.14: Diagrama de una partida legal del juego &(X,N, Z)

El lema que mostraremos a continuacion nos permitira asociar arboles a arboles de conjuntos
finitos de N. Este resultado, al igual que los anteriores; sera usado en varias oportunidades a lo
largo del capitulo.

Lema 3.1.4 Sea X una coleccion no vacia de subconjuntos infinitos de N cerrada bajo supracon-

Juntos. Si S es un X-arbol de conjuntos finitos de N, entonces existe un X-arbol T sobre N tal que

para toda sucesion a € [T), existe una sucesion 8 € [S] que satisface que {a(k) : k e N} ¢ U p(k).
keN

Demostracion

Supongamos que S e¢s un X’-arbol de conjuntos finitos de N, esto es, que para toda sucesion
? € S existe un conjunto X, € A tal que "¢ € S para todo subconjunto finito a de X,. Por recursion,
definiremos un conjunto Ty € N para cada k € N, un elemento Y; € X para cada ¢ € T; y una
sucesion s, € S para cada ¢ € Ty tal que s = k y £(i) € s,(i) para todo i = 0,...,k — 1. Luego,
mostraremos que T = H\] T, esun X-arbol que satisface las condiciones deseadas.

<3

La recursion inicia con & = 0, entonces To = {@}, Y, = X, y 5, = @. Si k = 1, entonces
Ty ={(n):neY,}, Yy = X, donde a = {n} y 51,y = (a). Note que a es un subconjunto finito
de X, y puesto que S es un X-arbol de conjuntos finitos de N, entonces la sucesion (a) € S.

Ahora bien, supongamos que hemos definido un conjunto Ty ¢ N¥parak e N, Y, e Xy 5, € S
para cada ¢ € Ty. Entonces definamos Tryy = {t"m 1 1 € Tr y m € Yy}, Yoy, = X2, donde
ar = {n} y Siom, = 5. ax. Note que a; es un subconjunto finito de X;,, y como S es un X-arbol de
conjuntos finitos de N, entonces la sucesion s;”ax € S. Finalmente, observe que sik > 1y 1€ Ty,
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entonces (i) = n; y s,(i) = a; paratodo i = 0,...,k - 1, y en consecuencia, 7(7) € s,(i) para todo
i=0,... k-1

Por una prueba analoga a la realizada en el lema 3.1.1 es claro que T = U Ty es un X-arbol
keN
sobre N, para ello basta observar que Y, = {n ¢ N: ¢ "n ¢ T} para todo 7 € T. Por otro lado, note

que si a € [T], entonces a | k € Ty para todo &k € N, y por lo tanto, s, € S para todo k € N.

Finalmente, si @ = (ng,n1,...) Y So = {(ag.ai,...} donde a; = {n;} para todo i € N, se tiene que

{nk:keN}gH\}ak y B={ag,a1,...) € [S]. O
€

A continuacion, estudiaremos cada una de las propiedades definidas en 1.2.21. Iniciaremos
clasificandolas en cuatro grupos de acuerdo al conjunto al cual se asocia su definicion.

Clasificacién de las propiedades de filtros

Las propiedades definidas en 1.2.21 se relacionan en general con cuatro tipos de conjuntos
como son los arboles, los arboles de conjuntos finitos de N, las pseudo intersecciones y los selec-
tores parciales. Teniendo en cuenta dichos conjuntos clasificaremos como sigue las propiedades
de filtros.

1. Propiedades de drboles: +Ramsey y débilmente Ramsey.
2. Propiedades de drboles de conjuntos finitos: P*-Tree(F*) y P*-Tree(F).
3. Propiedades de selectores parciales: Q*(N).

4. Propiedades de pseudo interseccion: Numerablemente generado, P*(F), diagonalizable,
w+diagonalizable y w-diagonalizable.

3.2. Propiedades de Arboles

Llamaremos propiedades de arboles al grupo de propiedades de filtros cuyas definiciones se
dan en términos de arboles, como son + Ramsey y débilmente Ramsey.
3.2.1. + Ramsey

Recordemos que en la definicion 1.2.21 vimos que un filtro F es + Ramsey si todo F*-arbol
tiene una rama en F*; es decir, que si T es un F'-arbol sobre N, entonces existe una sucesion
@ € [T] tal que {a(n) :n e N} € F*.

Ejemplo 3.2.1 F,. es + Ramsey.

En efecto, si T es un (F,)*-arbol sobre N, entonces basta considerar una sucesion (ng,ny,...) en
[T]tal que g < my < ... Por el corolario 1.2.17, el conjunto {ny : k € N} € (F,)*. (]
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El teorema que mostraremos a continuacion nos permitira caracterizar las estrategias ganado-
ras del juego & (F, N, F*) en términos de las propiedades + Ramsey y numerablemente generado.

Teorema 3.2.2 Dado un filtro F, considere el juego &(F,N, F*). Entonces,
(i) 1 tiene estrategia ganadora si, y solo si, F es numerablemente generado.
(ii) 11 tiene estrategia ganadora si, y solo si, F no es + Ramsey.

Demostracion

(1) (<=) Supongamos que {B,, : m € N} es una coleccion no vacia de subconjuntos no vacios
de N que genera a F y veamos que la aplicacion o : N™ - F definida como o(t) = By, para todo
e N, es una estrategia ganadora para I en &(F,N, F*).

En efecto, si {ng,m1, . ..) es la sucesion jugada por Il en una partida legal de &(F,N,F*)enla
que I usa a o como estrategia (ver diagrama de representacion en la figura 3.15), entonces ny, € By,
para todo k € N, y por lo tanto, {n; : k € N} n B, # & para todo m € N. Luego, por el lema 1.2.16,
es claro que el conjunto {ny : k € N} € 7, lo cual garantiza que ¢ es una estrategia ganadora para
Ten G(F,N, F*).

I (@) = B a({no}) = By a({ng. 1)) = Bz

II "o m 2
Figura 3.15: Estrategia para [ en & (F,N, F*)

(=>) Supongamos que ¢ es una estrategia ganadora para [ en &(F,N, F*) y veamos que la
coleccion B = {o(7) : t € N} es una base que genera a F. [Observe que: como o (t) € F para
todo 1 € N*, entonces la prueba de esta implicacion se reduce a mostrar que F < (B), puesto que

BcFy(B)c Fl.

Por reduccién al absurdo vamos a suponer que F ¢ (B), esto es, que existe un conjunto
Y € F tal que o(r) ¢ Y para todo 7 € N*. Note que como ¢ es una estrategia ganadora para I en
S(F,N,F*)y F* = (F")°, entonces para llegar a una contradiccion basta que definamos una
partida en la que el jugador T use a o~ como estrategia y el jugador II responda con un conjunto
disjunto de Y.

En efecto, considere la sucesion « = (@(0),(1),...) donde a(k) = min{o(a | k) \ Y} para
todo k € N. Como a(k) € o(a | k) para todo k € N se tiene que la sucesion « es jugada por I
en una partida de &(F,N, F*) en la que I usa a - como estrategia, y en consecuencia, que el
conjunto {a(k) : k e N} € F*, lo cual es absurdo, puesto que {a(k) :keN}nY =g.

(ii) (=) Supongamos que 7 es una estrategia ganadora para II en &(F,N, F*), entonces
por el lema 3.1.1 existe un F*-arbol T sobre N tal que para toda sucesion @ € [T} el conjunto
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{a(n) : n e N} € F*. Luego, como F* = (F*)¢, se tiene que {a(n) : n € N} ¢ F*, y en conse-
cuencia, que J no es +Ramsey.

(<) Si F no es + Ramsey, entonces existe un F*-arbol T tal que para toda sucesion « ¢ [T]
el conjunto {a(n) : n € N} ¢ F*. Como T es un F*-arbol sobre N, entonces por el lema 3.1.1
existe una estrategia 7 para el jugador I en &(F,N, F*) que satisface que si (Ag,Ay,...) es la
sucesion jugada por I en una partida de &(F, N, F*) en la que I usa a T como estrategia, entonces
(t({A0)),T({A0,A1}),...) € [T]. Por hipétesis, es claro que {T({Ag,...,A,)) :neN} ¢ F* yen
consecuencia, se tiene que T es una estrategia ganadora para Il en & (F, N, F*). O

Como consecuencia del teorema 3.2.2 podemos afirmar lo siguiente.

Corolario 3.2.3 Sea F un filtro sobre N. Si F es numerablemente generado, entonces F es
+ Ramsey. o

3.2.2. Débilmente Ramsey

Recordemos que en la definicion 1.2.21 vimos que un filtro F es débilmente Ramsey si todo
F-arbol tiene una rama en F*; es decir, que si T es un F-arbol sobre N, entonces existe una suce-
sion @ € [T] tal que {a(n) :ne N} ¢ F*.

Note que F € F*,y por tanto, las propiedades débilmente Ramsey y + Ramsey se relacionan
de manera directa como se muestra en la siguiente proposicién.

Propaosicion 3.2.4 Sea F un filtro sobre N. Si F es + Ramsey, entonces F es débilmente Ramsey.

De la proposicién 3.2.4 y el ejemplo 3.2.1, es claro que F, es un filtro débilmente Ramsey.

Mas adelante daremos una caracterizacion de esta propiedad en términos de juegos de filtros
(ver teorema 3.5.9).

3.3. Propiedades de Arboles de Conjuntos Finitos

En esta seccion estudiaremos las propiedades de filtros cuyas definiciones se dan en términos
de 4rboles de conjuntos finitos de N, como son: P*-Tree(F*) y P*-Tree(F).

3.3.1. P+-Tree(F™)

Recordemos que en la definicién 1.2.21 vimos que un filtro F es P*-Tree(F*) si todo F*-
arbol de conjuntos finitos de N tiene una rama cuya union esta en F*; es decir, que si S es un
JF*-arbol de conjuntos finitos de N, entonces existe una sucesion g € [S] tal que (U B(n) € F*.

neN

A continuacién, mostraremos un ejemplo de un filtro P*-Tree(F™).
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Ejemplo 3.3.1 E!filtro de los co-selectores.

Sea {1, : n € N} una particion de N en intervalos finitos tales que [I,| > » para todo n € N.
Diremos que el conjunto A € N pertenece a F (el filtro de los co-selectores) si, y solo si, existe un
m € N tal que para todo » € N se tiene que |A° N 1,| < m.

Note que fos conjuntos generadores de F fucen como se muestra en la figura 3.16, y ademas,

observe que X € F* si, y solo si, el sup |X n1,| = oo, esto es, que para todo m € N existe un n e N
neN

tal que | X N L,| > m.

Figura 3.16: Conjuntos generadores del filtro de los co-selectores

Ahora bien, para probar que F es P*-Tree(F™ ) supondremos que S es un F*-arbol de conjun-
tos finitos de N y definiremos por recursién una sucesion g € {S] tal que el sup| U B(k) nL,} = co.
ne keN
Recordemos que si S es un F*-arbol de conjuntos finitos de N, entonces para cada f € S existe
un conjunto X; € F* tal que la sucesion ¢"a € X; para todo subconjunto finito a de X,.

La recursion inicia con & = 0, entonces 8 | 0 = @. Note que como S es un F*-arbol de conjun-
tos finitos de N, entonces X, € 7,y por tanto, existe un ng € N tal que |X; n],;} > 0. Denotemos
por B(0) = {xg0} donde xgp = min{X, n 1, } y definamos la sucesién B } 1 = (8(0)). Analoga-
mente, como S | 1 €S, se tiene que Xg € F*, y por tanto, existe 7y > ng tal que |Xgy N1, | > L.
Denotemos por (1) = {x10,x1; } donde xyo = min{Xgy 0 Ip, } y xpy = min{(Xgp 0 Ip, ) ~ x10}, ¥
definamos la sucesion 8 | 2 = (8(0),8(1)).

Ahora bien, supongamos que hemos definido una sucesion 8 } k = (8(0),...,8(k - 1)) € §,
y veamos que, como S es un F*-4rbol de conjuntos finitos de N, entonces Xgy € F*, y por lo
tanto, existe un n; € N tal que |Xgy 0 1,,.| > k. Denotemos por S(k) = {xx : i = 0,...k} donde
w0 = min{Xpy NIy, }y xg = min{(Xgp 0 1y, ) \ xgio1) } para todo i = 1,..., k. Finalmente, de-
finamos la sucesion B t k+1 = B t k "B(k). Note que S es una sucesion en [S] que satisface las
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condiciones deseadas, y en consecuencia, F es P*-Tree(F*). O

En la siguiente proposicion mostraremos que si F es un filtro sobre N, entonces las propieda-
des P*-Tree(F*) y +Ramsey se relacionan como consecuencia directa del lema 3.1.4.

Proposicién 3.3.2 Sea F un filtro sobre N. Si F es + Ramsey, entonces F es P*-Tree(F*).

Demostracion

Supongamos que S es un F*-arbol de conjuntos finitos de N y sea T el F*-arbol dado por
el lema 3.1.4. Si F es + Ramsey, entonces existe una sucesion @ € [T], y por consiguiente, una
sucesion B € [S] tal que {a(n) :neN} e Fry {a(n) :ne N} ¢ U B(n) Como F* es cerrado

bajo supraconjuntos, entonces es claro que U ﬂ(n) e F*,y por lo tanto, que el filtro F es P*-
Tree(F ™). o

A partir del siguiente ejemplo, mostraremos que ¢l reciproco de la proposicion 3.3.2 no es
cierto; es decir, que P*-Tree(F* )+ + Ramsey.

Ejemplo 3.3.3 El filtro de los co-selectores no es + Ramsey.

Ya vimos en el ejemplo 3.3.1 que F, el filtro de los co-selectores, es P*-Tree(F™*). A conti-
nuacién, mostraremos que J no es + Ramsey, esto es, que existe un F*-arbol T tal que para toda
sucesion @ € [T] el conjunto {a(n) : n € N} ¢ F*, 0 lo que es equivalente, que para toda sucesion
a € [T] existe un m € N tal que [{a(n) : n € N} n1,| < m para todo n € N.

En primer lugar, definiremos por recursion un conjunto Ty ¢ N* para cada k e Ny X, ¢ F*

para cada t € Ty, y luego mostraremos que T = |J Ty es un F*-arbol que satisface las condiciones
keN
deseadas.

La recursion inicia con k = 0, entonces Tg = {@} y X, = N. Ahora bien, supongamos que
hemos definido un conjunto Ty ¢ N¥ para k€ N y X, € F* para cada t € Ty, entonces definamos
Tii={t"n:teTyyneX} y Xep = U 1, donde my € Ny es tal que » € 1,,,. Note que

">y

U In € F .,y por lo tanto, X;~, € F*. Por una prueba analoga a la realizada en el lema 3.1.1
m>nty

y teniendo en cuenta que X, € {n e N:¢1"ne T} paratodoz e T,esclaroque T = U Ty es un
keN
F*-arbol sobre N.

Finalmente, note que si « € [T}, entonces existe una sucesion (my )i tal que a(k) € 1, para
cada k € N, y por lo tanto, |{a(k) : ke N} n],| < | paratodon e N. o

El teorema que mostraremos a continuacién nos permitird caracterizar las estrategias gana-
doras del primer y segundo jugador de &(F *,N[w],f *) en términos de las propiedades P*-
Tree(F") y w-diagonalizable por conjuntos F *-universal, respectivamente. Sin embargo, dado
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que esta segunda propiedad no es objeto de estudio del presente trabajo, en la prueba del teorema
mostraremos solo el item que hace referencia a la primera propiedad, P*-Tree(F*).

Antes de enunciar el teorema de caracterizacion para filtros P*-Tree(F*) veamos la siguiente
definicion.

Definicion 3.3.4 Sea F un filtro sobre N y X una coleccién no vacia de subconjuntos finitos de
N. Diremos que:

a X es un conjunto Z-universal (usualmente Z sera F o F*), si para cada Y € Z existe un
{<a}

conjunto ae XnY .

e F es w-diagonalizable por un conjunto Z-universal, si existe un conjunto {X, : n € N}
Z-universal tal que para todo Y € F, existe un n € N tal que an'Y + @, excepto para una
cantidad finita de a € X,,.

Teorema 3.3.5 Dado un filtro F, considere el juego &(F", N *). Entonces,
(i} 1 tiene estrategia ganadora si, y solo si, F no es P*-Tree(F").
(ii) 11 tiene estrategia garnadora si, y solo si, F es w-diagonalizable por conjuntos F*-universal.

Demostracion
(1) (=) Supongamos que o es una estrategia ganadora para I en &(F N *) y veamos
que F no es P*-Tree(F™), esto es, que existe un F*-arbol de conjuntos finitos S tal que para toda
sucesion B € [S] se tiene que la /H\I Blk) ¢ F*.
€,

{<w]

En primer lugar, note que si o es una estrategia para [ en &(F*,N ' F*), entonces por el
lema 3.1.2 existe un F*-arbol de conjuntos finitos S tal que para toda sucesion B € [S] el conjunto

{B(n) : n € N} puede ser jugado por II en una partida legal de QS(]:*.NMI,}'*) en la que I
usa a o como estrategia. Ahora bien, si o es una estrategia ganadora para I en &S (F™, N« JF),
entonces la kU B(k) ¢ F* paratoda B € [S], y por lo tanto, el filtro F no es P*-Tree(F ™).

eN

(+=) Supongamos que J no es P*-Tree(F ") y veamos que la estrategia dado por el lema 3.1.2
es una estrategia ganadora para [ en &(F*, N ).

En efecto, si S es un F*-arbol de conjuntos finitos de N, entonces por el 3.1.2 existe una
estrategia o~ para el jugador I en 65(F*, N F *) que satisface que: si (ag, ay,. . .) es la sucesion
jugada por II en una partida legal de QS(}"’*,N[W],}”‘) en la que I usa a o como estrategia,
entonces (ag,ay, ...} € [S]. Note que como F no es P*-Tree(F"), se tiene ademas que H\I ap ¢ F*,

€

y por lo tanto, que ¢~ ¢s una estrategia ganadora para I en &(F™, N ). 0
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3.3.2. P*t-Tree(F)

En la definicion 1.2.21 vimos que un filtro F es P*-Tree(F), si todo F-arbol de conjuntos
finitos de N tiene una rama cuya unidn estd en F*; es decir, que si S es un F-arbol de conjuntos
finitos de N, entonces existe una sucesion g € [S] tal que U g(n) € F*.

neN

En las siguientes proposiciones demostraremos que si F es un filtro sobre N, entonces las
propiedades débilmente Ramsey y P*-Tree(F ") se relacionan de manera directa con P*-Tree(F).

Proposicion 3.3.6 Sea F un filtro sobre N. Si F es débilmente Ramsey, entonces F es P*-Tree(F).

Demostracién
La prueba de esta proposicion es analoga a la realizada en 3.3.2, ]

Mas adelante, se podra comprobar que el reciproco de la proposicion 3.3.6 no es cierto, esto es,
que P*-Tree(F )= débilmente Ramsey.

Proposicion 3.3.7 Sea F un filtro sobre N. Si F es P -Tree(F*), entonces F es P*-Tree(F). 0
De la proposicion 3.3.7 y el ejemplo 3.3.1, es claro que el filtro de los co-selectores es P*-Tree(F).

El teorema que enunciaremos a continuacion nos permitira caracterizar las estrategias ganado-

res del primer y segundo jugador de &(F, N F *) en términos de las propiedades P*-Tree(F) y
w-diagonalizable por conjuntos F-universal, respectivamente. Dado que la segunda de dichas pro-
piedades tampoco es objeto de estudio del presente trabajo, en la prueba del teorema mostraremos
solo el item que hace referencia a la primera propiedad, P*-Tree(F).

Teorema 3.3.8 Dado un filro F, considere el juego &(F,N el 7 *). Entonces,
(i) | tiene estrategia ganadora si, y solo si, F no es P*-Tree(F).
(ii) 11 tiene estrategia ganadora si, y solo si, F es w-diagonalizable por conjuntos F-universal.

Demostracion
La prueba de este teorema es andloga a realizada en 3.3.5. 0
3.4. Propiedades de Selectores Parciales

En esta seccion estudiaremos una de las propiedades de filtros cuyas definiciones se dan en
términos de los selectores parciales de una particion.

34.1. Q*(N)

En la definicion 1.2.21 vimos que un filtro F es Q*(N), si para toda particion de N en conjun-
tos finitos {A,, : n € N}, existe un conjunto S € F* tal que [Sn A,| < 1 paratodon e N,
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A continuacion, y a diferencia de la forma en que se han estudiado las propiedades definidas
hasta el momento, vamos a iniciar mostrando un ejemplo de un filtro que no cumple con esta
propiedad.

Ejemple 3.4.1 El filtro de los co-selectores (ejemplo 3.3.1) no es Q*(N).

En efecto, basta considerar la particion {I, : » € N} tal que |I,] > » para todo n € N; pues
recordemos que si S € F7, entonces para todo m € N existe un n € N tal que [S n1,| > m. Asi,
tomando m = 1 se tiene que [S N 1,| > 1 para algin » € N, y en consecuencia, F noes Q" (N). 0

Mas adelante daremos una caracterizacion de esta propiedad en términos de juegos de filtros
(ver teorema 3.5.17).

3.5. Propiedades de Pseudo Interseccion

En esta ultima seccion estudiaremos cuatro de las propiedades de filtros cuyas definiciones se
asocian a la pseudo interseccion de ciertas colecciones de conjuntos. Dichas propiedades serén
clasificadas a la vez en dos grupos que denominaremos como propiedades P y propiedades de
diagonalizacién.

Propiedades P

35.1. P (F)

Recordemos que en la definicion 1.2.21 vimos que un filtro F es P*(F), si para toda sucesion
de elementos del filtro {A,, } en, existe un conjunto A € F* tal que A €* A,, para todo n € N.

Iniciaremos mostrando un ejemplo de un filtro sobre N x N que no es P*(F).
Ejemplo 3.5.1 Elfiltro F, ® F, no es P*(F).

Sea X, = {n} x N para todo n € N. Diremos que A € F, ® F; si, y solo si, existe k ¢ N tal que
X, " Aparatodon > k.

Observe que los conjuntos generadores de 7, ® F, lucen como se muestra en la figura 3.17,
y ademas, note que Y € (F; ® F;)* si, y solo si, el conjunto Xz n'Y € N x N es infinito para una
cantidad infinita de k ¢ N.

Para probar que F, ® F, no es P*(F) consideraremos la sucesion {A,}qen tal que A, =

U {k} x N para todo n € N y mostraremos que si A € (F; ® F;)*, entonces existe un » ¢ N tal que
k2n

A \ A, es un subconjunto infinito de N x N.
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_____

Figura 3.17: Conjuntos generadores de F, ® F,

En efecto, si A € (F,® F;)*, entonces el conjunto XN A ¢ N x N es infinito para una cantidad
infinita de k € N. Denotemos por m = min{k € N : Xz n A es infinito}. Como {A,},n €s una
sucesién decreciente en F, ® F, , es claro que A \ A, es un subconjunto infinito de Nx N, y por
tanto, 7 ® F, no es P*(F). =]

En la siguiente proposicion mostraremos la relacion que existe entre las propiedades P*-
Tree(F) y P*(F).
Proposicién 3.5.2 Sea F un filtro sobre N. Si F es P*-Tree(F), entonces F es PT(F).

Demostracién
Supongamos que {A,},ey €s una sucesion de elementos de F y definamos el conjunto S =

&
U Sk donde So = {@} y Skv1 = {#"a: 1€ Sy yac N A, es finito} para todo & € N. Por una prueba
keN =0

k
analoga a la realizada en el lema 3.1.1, y definiendo el conjunto Y, = (‘(l) A;paracadate Sy, es
=

claro que S es un F-arbol de conjuntos finitos de N.

Ahora bien, supongamos que F es P*-Tree(F), entonces existe una sucesion a € [S] tal que
la U a(k) e F©. Como U a(k)~Ay=0Yy U alk) N A, € U a (i) para todo » € N, es claro que
keN
siA= U alk), entonces A c* A, para todo n e N lo cual garanuza que F es un filtro P*{F). o
keN

De la proposicién 3.5.2, es claro que el filtro de los co-selectores es P* (F).
Propiedades de Diagonalizacién

3.5.2. Diagonalizable

En la definicion 1.2.21 vimos que un filtro F es diagonalizable, si existe un conjunto X ¢ N
infinito tal que X' ¢* Y para todo Y € F.
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En la siguiente proposicion, mostraremos la relacion que existe entre esta propiedad y la pro-
piedad de ser numerablemente generado.

Proposicion 3.5.3 Sea F un filtro sobre N. Si F es numerablemente generado, entonces F es
diagonalizable.

Demeostracion
Supongamos que {B; : k ¢ N} es una base que genera a F. Fijemos un xo € By y un

kel
Xpel € (ﬁ B;)/xx para todo k € N, y veamos que el conjunto X = {x; : k£ € N} es un subcon-
e

junto infinito de N que diagonaliza a F.

En efecto, si Y ¢ F, entonces existe un m € N tal que X~ Y € X\ B,,. Como X\ B,, =
{x0,X1,...,Xm—1}, €8 claro que XC*Y, y por consiguiente, F es diagonalizable. ]

De la proposicion 3.5.3 y el ejemplo 1.2.11, es claro que F, es un filtro diagonalizable.

A continuacién mostraremos que el reciproco de la proposicion 3.5.3 no es cierto; es decir,
que diagonalizable+numerablemente generado.

Ejemplo 3.5.4 (@ x FIN)* es un filtro diagonalizable que no es numerablemente generado.

Sea X un subconjunto infinito de NxN. Diremos que X € (gxFIN)” si, y s6lo si, {m}xNc* X
para todo m € N. O lo que es equivalente, si existe una funcion f € NN tal que para todo par (m, n)
que satisface que f(m) < n, se tiene que (m,n) € X.

Denote por Ay = {(m,n) e NxN: f(m) < n} y observe que la coleccién {4, : f € N} es una
base que genera a (& x FIN)*.

N .
L

N

Figura 3.18: Conjuntos generadores de (@ x FIN)*
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Note que los conjuntos generadores de (@ x FIN)* lucen como se ilustra en la figura 3.18 y
que cualquier conjunto de la forma {m} x N diagonaliza a (@ x FIN)*.

Antes de probar que (@ x FIN)* no es numerablemente generado, mostraremos el siguiente
lema.

Lema 3.5.5 Si {f; : k € N} es una coleccion en NV, entonces existe una funcion g € NN 1al que
para todo k € N, existe un n € N tal que fi.(n) < g(n).

Demostracion
Considere la funcion g: N - N definida como g(n) = f,(n) + 1 para todo n € N. O

Ahora bien, veamos que (@ x FIN)* no es numerablemente generado, esto es, que para toda
coleccion no vacia {By : k € N} € (@ x FIN)*, existe un conjunto ¥ € (& x FIN)* tal que para todo
ke N setiene que B ¢ Y.

En efecto, note que si {B : k € N} es una coleccion no vacia de elementos de (@ x FIN)*
y {fi : k € N} es la coleccion de elementos de N tal que 4, € By para todo £ € N, entonces
el conjunto Y = {(m,n) : g(m) < n} donde g es la funcién en NV dada por el lema 3.5.5, es un
elemento del filtro. Finalmente, note que el par (%, f;(k)) € By \ ¥ para todo £ € N, y por [o tanto,
By ¢ Y paratodok e N. O

3.5.3. w+ diagonalizable

Recordemos que en la definicion 1.2.21 vimos que un filtro F es w+diagonalizable si existe
una coleccion de conjuntos positivos {X, : # € N} tal que para todo ¥ € F, existe un » € N tal que
X, c* Y.

A continuacion, mostraremos la relacidén que existe entre las propiedades w+diagonalizable y
diagonalizable.

Proposicién 3.5.6 Sea F un filtro sobre N. 8i F es diagonalizable, entonces F es w+diagonalizable.

Demostracién
Para probar que esta proposicion es cierta, basta observar que si X es un subconjunto infinito
de N tal que X ¢* Y para todo Y € F, entonces X € F*. ]

Mas adelante, mostraremos que el reciproco de la proposicién 3.5.6 no es cierto (ver ¢jemplo
3.5.13).

Ohbservacion 3.5.7 De la proposicion 3.5.6 y el ejemplo 3.5.4, se tiene que (@ x FIN)* es un filtro
w+diagonalizable,

A continuacién, mostraremos un feorema que nos permitird caracterizar las estrategias ga-
nadoras del juego ¢(F,N, F*) en términos de las propiedades w+diagonalizable y débilmente
Ramsey. Sin embargo, antes de enunciar el teorema mostraremos el siguiente lema.
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Lema 3.5.8 Sea F un filtro sobre N y {X, : n € N} una coleccion de subconjuntos infinitos de
N que diagonaliza a F. Si A es un subconjunto de N tal que A n X, es infinito para todo n € N,
entonces A e F*.

Demostracion

Por reduccion al absurdo supondremos que A ¢ F, entonces existe un conjunto F € F tal
que AnF = @. Ahora bien, como {X, : n ¢ N} diagonaliza a F, entonces existe un » € N tal que
X, ¢* F. Note que X, N A € X, nF¢, y por lo tanto, X,; 0 A es un subconjunto finito de N, lo cual
contradice la hipdtesis. a

Teorema 3.5.9 Dado un filtro F, considere el juego &(F,N, F*). Entonces,
(i) 1 tiene estrategia ganadora si, y solo si, F no es débilmente Ramsey.
(ii) U tiene estrategia ganadora si, y solo si, F es w+diagonalizable.

Demostracion

(i)(«) Si F no es débilmente Ramsey, entonces existe un F-arbol T tal que para toda suce-
sion @ € [T] el conjunto {a(n) : n € N} ¢ F*. Note que esta ultima afirmacion garantiza que la
estrategia o~ dada por el lema 3.1.3 es una estrategia ganadora para I en &(F,N, F*) puesto que
satisface que si (ng,ny, ...} es la sucesion jugada por II en una partida de &(F,N, F*) en la que
T usa a o como estrategia, entonces (ng,#y,...) € [T].

(=>) Si o es una estrategia para I en &(F,N, F"), entonces por el lema 3.1.3 existe un F-
arbol T tal que para toda sucesién a € [T] el conjunto {a(n) : n € N} es jugado por I en una partida
legal de &(F, N, F*) en la que I usa a o- como estrategia. De esta tltima afirmacion, es claro que
si o es una estrategia ganadora para [ en &(F, N, F*), entonces el conjunto {a(n) :ne N} ¢ F*
para todo a € [T]; lo cual garantiza que F no es débilmente Ramsey.

(ii) («=) Supongamos que {X, : n € N} es una coleccion de conjuntos positivos que dia-
gonaliza a F y fijemos una funcién sobreyectiva y : N — N tal que y~!(n) es un subconjunto
infinito de N, para todo »n € N. Veamos que la aplicacién 7: 7 — N dada por 7({Yo, ..., Yi)) =
min{Y n (X, x/ k)} para toda sucesion (Yo, ..., Yc) € F<“, s una estrategia ganadora para II
en &(F,N,F*).

En primer lugar, note que 7 estd bien definida y es una estrategia para 1l en &(F,N,F*),
puesto que X,y € F* para todo k € N, y por tanto, (X, )/ k) nY # & para todo Y € .

A continuacion, mostraremos que 7 es una estrategia ganadora para Il en &(F,N, F*). En
efecto, note que si (Yo, Yi,...) es la sucesion jugada por I en una partida de &(F,N, F*) en la que
I usa a T como estrategia (ver diagrama de representacicn en la figura 3.19), entonces el conjunto
{T({Y0)),t({(Y0,Y)),...} interseca infinitamente a cada X,,, puesto que y~ ' (r) es un subconjunto
infinito de N para todo n € N. Por el lema 3.5.8, se tiene que {7({Y0}),7({(Yo0,Y1)),...} e F*; lo
cual garantiza que 7 es una estrategia ganadora para [l en &(F,N, F*).
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I Yo Y, Y;
1 ((Yo)) = min{Yan (X,0)/ 0}} (Yo V1)) = min {¥; n (X,1y/ 1)}

Figura 3.19: Estrategia para Il en &(F,N, F")

(=) Supongamos que 7 es una estrategia ganadora para II en &(F,N,F*) ysea T el F~-
arbol dado por el lema 3.1.1. Denotemos por X; = {r : s 'n € T} para todo s € T y veamos que
{X; : s € T} es una coleccion de conjuntos positivos que diagonaliza a F.

Por reduccion al absurdo vamos a suponer que existe un conjunto A € F tal que X; \ A es
infinito para todo s € T. Como T es un F*-arbol sobre N, entonces es claro que la sucesion
a = {2(0),a(1)...) donde a(k) = min{X,n ~ A} para todo & € N, es una rama de T tal que
{a(k) : k € N} n A = @, lo cual es una contradiccién puesto que {a(k) : k € N} corresponde al
conjunto jugado por II en una partida legal de &(F,N, F*) en la que Il usa a T como estrategia.
En conclusion, se tiene que {X; : s € T} es la colecciéon de conjuntos positivos que diagonaliza a
F,y por tanto, F es w+diagonalizable. O

Como consecuencia del teorema 3.5.9 podemos afirmar lo siguiente.

Corolario 3.5,10 Sea F un filtro sobre N. Si F es w+diagonalizable, entonces F es débilmente
Ramsey. ]

Antes de probar que el reciproco de la proposicion 3.5.6 no es cierto, definiremos el siguiente
filtro.

Definicion 3.5.11 Sea G un filtro sobre N. Diremos que A € F, @ F:(G) si, y solo si, A e F. @ F,
y{m:(n,m)e A} eG paratodoneN.

Note que 7, ® F,.(G) es un filtro sobre N x N cuyos generadores lucen como se muestra en la
figura 3.20. Ademas, observe que Y € (F, ® F.(G))" si, y solo si, Y¢ ¢ F, ® F, 6 bien, existe un
n e Ntal que {m: (n,m) € Y} ¢ G. O lo que es equivalente, Y € (F, ® F,.(G))" si, y solo si, el
conjunto ({k} x N)nY ¢ N x N es infinito para una cantidad infinita de k£ ¢ N 6 bien, existe un
neNtalque {m: (n,m)eY}eG".

Observacion 3.5.12 Del corolario 3.5.10, el ejemplo 3.5.1 y las proposiciones 3.5.6, 3.5.2 y 3.3.6,

se tiene que F, ® F, es un filtro no diagonalizable.

Abhora si, veamos que el reciproco de la proposicién 3.5.6 no ¢s cierto; es decir, que w+diagonali-
zable#-diagonalizable.

Ejemplo 3.5.13 Si G es unfiltro no diagonalizable, entonces F,®F (G) es un filtro w+diagonaliza-
ble que no es diagonalizable.
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Figura 3.20: Conjuntos generadores de F,. ® F,.(G)

En primer lugar, mostraremos que F,. ® F.(G) es w+diagonalizable.

Considere la coleccion {X, : n € N} tal que X, = {n} x N para todo n € N, y note que
X, € (F,® F(G))" para todo n € N, puesto que {m: (n,m) < X,} = N e G* para todo n < N.
Ademas, note que si Y € F; ® F.(G), entonces Y € F; ® F, , y por lo tanto, existe un n € N
tal que X ¢* Y para todo £ > n. De esta ultima afirmacion, se tiene que {X, : » € N} es una
coleccién de conjuntos positivos que diagonaliza a F, © F,.(G), v en conclusion, F, @ F.(G) es
w-+diagonalizable.

Ahora bien, veamos que F, ® F.(G) no es diagonalizable, esto es, que para todo conjunto
A ¢ N x N infinito, existe un X € F, ® F,(G) tal que A \ X es un subconjunto infinito de N x N.

En efecto, sea A un subconjunto infinito de NxN. Como F,®F, no es diagonalizable, entonces
existe un conjunto Z € 5, ® F, tal que A\Z es infinito. Supongamos que X; ¢* Z para todo &k > ng
y notemos B=(ANZ)n (kU X) es un subconjunto finito 6 infinito de N x N, ver figura3.21.

2Ho

A continuacién, analizaremos los casos en que B es finito o infinito, y mostraremos que en
cualquiera de ellos, es posible definir un conjunto X € F, ® F,.(G) tal que A \ X es un subconjunto
infinito de N x N,

. 0 . . - ’10_1
Caso 1: Si B es un subconjunto infinito de N x N, entonces basta considerar X = ( U Xk) uZz.
k=0

Note que X € F, ® F,, dado que Z € X y F, ® F, es cerrado bajo supraconjuntos. Ademas,
observe que {m : (n,m) € X} = Nparatodon <ngy {m: (n,m) € X} ¢ F, para todo n > ng, lo
cual garantiza que {m : (n,m) € X} € G para todo n € N. De esta diltima afirmacion, es claro que
X e F. ® F.(G). Finalmente, note que AN X=An( U X)nZ° =B,y por lo tanto, A \ X es un

k2ng
subconjunto infinito de N x N.
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Figura 3.21: Representacion del conjunto B

N

Figura 3.22: Representacién del conjunto X

Caso 2: Si B es un subconjunto finito de N x N, entonces existe un m < ng tal que X, N A
es un subconjunto infinito de N x N. Como {n : (m,n) € A} ¢ N es infinito y G no es
diagonalizable, entonces existe un conjunto G € G tal que {n : (m,n) € A} ~ G es un
subconjunto infinito de N. Denotemos por G, = {(m,y) : y € G} y definamos el conjunto

no—1
X:( U Xk\Xm)quuZ.
k=0

Al igual que en el caso anterior, es claro que X € F, ® F,(G), puesto que X ¢ F, ® F, y el
conjunto {p : (n, p) € X} € G, para todo n € N. En efecto,

{p:(n,p)eX}=Nparatodon<nyyn=m,
{p:(np)eX}=G paran=m y
{p:(np)eX}eF paratodon > ny.
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Figura 3.23: Representacion del conjunto X

Ahora bien, observe que:

I

ANX An(X,,,uUXk)mecnzc

k>ng

il

(AnG, )n [(Xm \Z)u ( U X~ Z)}

k a0

Luego, como m < ng , se tiene que X, \ Z = X, , y por tanto,

ANX = (AmecﬁXm)U[AﬂGmcﬂ(U.Xk\Z):I

kzngy

Finalmente, note que A N G,,° N X, es un subconjunto infinito de N x N, y por consiguiente,
A \ X es infinito. 0O
3.54. w-diagonalizable

En la definiciéon 1.2.21 vimos que un filtro F es w-diagonalizable, si existe una coleccion
{X,:neN} ¢ N tal que para todo ¥ € F, existe un n € N tal que X, c* 7.

Ejemplo 3.5.14 Los filros F, ® F, y (@ x FIN)* son w-diagonalizables.

En efecto, basta considerar la coleccion {X,, : n € N} tal que X, = {n} x NparatodonecN. O

Note que F* ¢ NM, y por lo tanto, las propiedades w-+diagonalizable y w-diagonalizable se
relacionan de manera directa como se muestra en la siguiente proposicion.

Proposicién 3.5.15 Sea F un filtro sobre N. Si F es w+diagonalizable, entonces F es w-diagonali-
zable. |
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Observacién 3.5.16 F,®F, es unejemplo de un filtro w-diagonalizable que no es w+diagonaliza-
ble, y por tanto, el reciproco de la proposicion 3.5.15 no es cierto.

A continuacidén, mostraremos un teorema que nos permitirad caracterizar las estrategias ganadoras
del juego &(F,,N, F*) en términos de las propiedades Q*(N) y w-diagonalizable.

Teorema 3.5.17 Dado un filtro F, considere el juego &(F,,N,F*). Entonces,
(i) 1 tiene estrategia ganadora si, y solo si, F no es Q*(N).
(ii) 1 tiene estrategia ganadora si, y solo si, F es w-diagonalizable.

Demostracién
(i)(=) Sea o una estrategia ganadora para [ en &(F,,N, F*). Supongamos que F es Q*(N)
y definamos una sucesion {m, },en tal que 79, 00) € (@) ¥

[ap1,00) € o ((no,ni,... 1)) tng <ny <...<n; <my,} paratodon e N,

Note que {[71,, 7,41 ) - 1 € N} es una particion de N en intervalos finitos, y por lo tanto, existe
un conjunto S € F* tal que |S N [my. m,.1)] < 1 para todo » € N. Reescribamos S como la union

de los conjuntos Sg = Sn Y [ﬂv,,,lr2”+1) y $=8Sn U [72n1,M2me2), ¥ Veamos que tanto Sy
HG I?G

como S; pueden ser jugados por II en una partida de &(F,,N, F*) en la L usa a o como estrategia.

En efecto, supongamos que Sg = {xg, x;,...}. Como xg € Sg, entonces es claro que xg > mg, y
por tanto, xg € [mg, 00) € o(&). Por otro lado, note que si x; € S, entonces existe un j € N tal que
my; £ X < myj41. Luego, dado que x; < x;41 para todo & € N, se tiene que xj.1 > @542, y por lo
tanto, x;.1 € [m2/42,00) € 0"({xp,...,x)). El otro caso se trata de manera analoga.

Finalmente, note que como ¢ una estrategia ganadora para I en & (F,,N, F*), entonces Sg y
S| ¢ F*, y por tanto, S ¢ F*, lo cual es una contradiccion.

(+=) Supongamos que F no es Q" (N), entonces existe una particion de N en conjuntos finitos
{A, : ne N} tal que para todo S € F*, existe un n € N tal que |[Sn A, > 1. Definamos la aplicacién
o:N“ > F, tal que o(@)=Ny o({ng,...,m)) = U A; donde my € Ny es tal que ny € A,

>y

Note que o estd bien definida y es una estrategia ganadora para I en &(F,,N, F*), puesto
que si {ng, ..., n;) es la sucesion jugada por II en una partida de &(F,,N,F*) en la que I usa a
¢l conjunto

{m keN} ¢ F*.
(i) (=) Supongamos que 7 es una estrategia ganadora para Il en &(F,,N, F*). Para cada

sucesion s € 7, definamos el conjunto X; = {7(s"4) : 4 € F.} y veamos que {X seF, w} es
una coleccion de subconjuntos infinitos de N que diagonaliza a F.

En efecto, basta observar que:

(VXeF)(EneN)3se F")({A e F, :1(s"A4) ¢ X)} es finito).
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(<=) La prueba de esta implicacion es andloga a la realizada en el teorema 3.5.9. En efecto,
l;ast:;: observar que X, )/ k € F, para todo k € N, y por lo tanto, (Xy(k) / k) NY # @ para todo
eFr. O

Como consecuencia del teorema 3.5.17 podemos afirmar lo siguiente.
Corolario 3.5.18 Sea F un filtro sobre N. Si F es w-diagonalizable, entonces F es Q*(N). O

Observacion 3.5.19 Del ejemplo 3.4.1 y el corolario 3.5.18 se tiene que el filtro de los co-
selectores (ejemplo 3.3.1) no es w-diagonalizable.

En la signiente proposicion, mostraremos la relacion que existe entre las propiedades w-
diagonalizable y magro.

Proposicion 3.5.20 Sea F un filtro sobre N. Si F es w-diagonalizable, entonces F es magro.

Demostracion

Sea {X,, : n € N} una coleccion de subconjuntos infinitos de N que diagonaliza a 7. Definamos
una sucesion ny < ny < ... tal que |[ng, mpe1) N X;| = 1 para todo i < k, y veamos que si ¥ € F,
entonces existe un m € N tal que [ng, ng,y ) 0 Y # @ para todo k > m.

En efecto, si Y € F, entonces existe un m € N tal que X, €* Y. Asimismo, existe un k > m tal
que X, N Y € {0,...,m}. Note que [#;, #icr ) N Y # & para todo i > k, y por el teorema 1.2.5, se
tiene que F es un filtro magro. O

A continuacién, mostraremos que el reciproco de la proposicion 3.5.20 no es cierto; es decir,
que magro+w-diagonalizable.

Ejemplo 3.5.21 El filtro de los co-selectores es magro.

Ya vimos en la observacidn 3.5.19 que F, el filtro de los co-selectores, no es w-diagonalizable.
A continuacion, mostraremos que F es magro.

Sea {I; : k € N} una particion de N en intervalos finitos tal que |I;] > & para todo k € N. Sin
perdida de generalidad, supondremos que I < Iy, para todo & € N, esto es, que el maximo de I;
es igual al minimo de I;,;. Luego, denotaremos por m; = minl; para todo k € Ny veremos que la
sucesion {my : k € N} satisface el item (iii) del teorema 1.2.5.

En efecto, si X € F, entonces existe un m € N tal que |[X° n1,| < m para todo » € N, Como
|L;| > n para todo n € N, es claro ademas que |X N 1| > 1 para todo k& > m, y por lo tanto, que
(7%, k1) N X # @ paratodo k > m + 1. O

Para terminar, mostraremos dos cuadros en los que resumiremos algunas de las ideas aborda-
das a lo largo del capitulo. En el primero, identificaremos ejemplos tanto de filtros que cumplen
con las propiedades definidas en 1.2.21, como ejemplos de filtros que no cumplen con éstas, y en
el segundo, sefialaremos los teoremas de caracterizacion mostrados para cada una de estas propie-
dades.
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[ Propiedad | F [Cossclectores [ /,®F | (@xFIN)* | F 0 F(G) |
Si No
Num.Generado Bil2.11 No No Fj3.54 No
Si No
+ Ramsey Ej3.2.1 Ej.3.3.3 No
Si
+ + :
P*-Tree(F ") Si Bj33.1 No
P*-Tree(F) Si Si No Si Si
. . . No . .
P (F) Si Si Ej3.5.1 Si Si
Débilmente Ramsey Si No Si Si
No
. . . . .
Q" (N) Si Ei34.1 Si Si Si
. . . Si Si .
w-diagonalizable Si No Bj3.5.14 Fj3.5.14 Si
. . . . . Si
w+diagonalizable Si No No Si Ej3.5.11
. . . No Si No
DigsopylizaRle = Mo Obs3512 | FEj3.54 Ej35.11
. Si . . g
Magro Si £j3.521 Si Si Si
Cuadro 3.1: Ejemplos de cada propiedad.
Teorema Tuego Propiedad de filtro Propiedad de filtro
g Estrategia ganadora jugador I | Estrategia ganadora jugador II
322 S(F.N,F*) F es numerablemente generado F no es +Ramsey
[<w] pt_ + F es w-diagonalizable
335 G(F N, FY) F no es P"-Tree(F*) por F*-universal
(<ol oy + JF es w-diagonalizable
3.3.8 S(F,N 7, F) F no es P*-Tree(F) por F-universal
3.59 S(F,N,F") F no es débilmente Ramsey F es w+diagonalizable
3.5.17 &(F, N, F*) F no es Q*(N) F es w-diagonalizable

Cuadro 3.2: Teoremas de caracterizacion.
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CariTuLo 4

Filtros Selectivos —!

En este capitulo estudiaremos algunas propiedades de filtros que no han sido abordadas me-
diante el enfoque de juegos mostrado por Laflamme, como son: selectivo, P*, Q* y Q*(F). Lo
que nos motiva a ello, es el hecho de que aunque estas propiedades han sido estudiadas bastante
en Teoria de Conjuntos y Topologia, no fueron consideradas en los trabajos de Laflamme, ni de
ninguno de los autores estudiados para la elaboracion de este trabajo.

De manera andloga a como se hizo en el capitulo anterior, iniciaremos definiendo las propie-
dades que estudiaremos en este capitulo, incluyendo dos nuevas propiedades de diagonalizacion
local que surgieron con el fin de caracterizar las estrategias ganadoras de un cierto tipo de juegos
infinitos en términos de algunas de estas propiedades. Luego, mostraremos las relaciones existen-
tes entre cada una de estas propiedades y su relacion con las propiedades definidas en 1.2.21. Para
terminar, presentaremos dos cuadros en los que resumiremos los resultados mostrados a lo largo
de este capitulo, los cuales complementaran el trabajo realizado en el capitulo anterior.

A continuacion, definiremos cuatro de las propiedades de filtros que consideraremos en este
capitulo.

Definicién 4.06.1 Sea F un filtro sobre N. Diremos que:

(i) F es P*, si para toda sucesion decreciente de conjuntos positivos {Ay }pen, existe un conjunto
Ae F*tal que A<* A, paratodoneN.

(ii) F es QF, si para todo A € F* y para toda particion de 4 en conjuntos finitos {A, : n € N},
existe un conjunto S € F* tal que S €A y |S N A, < 1 paratodoneN,

(iii) F es selectivo, si es Q* y P*.

(iv) F es Q*(F), si para todo A € F y para toda particion de 4 en conjuntos finitos {4, : n € N},
existe un conjunto S € F* tal que S S A y |S N A4,| < 1 para todo n e N,

Filtros sobre N, juegos infinitos y estrategias ganadoras 41



Filtros Selectivos

Note que las propiedades P*, Q* y Q*(F) forman parte de dos de los grupos definidos en
¢l capitulo anterior, Propiedades de pseudo interseccion y Propiedades de selectores parciales,
respectivamente. No obstante, dada la relevancia del aporte que hace nuestro trabajo a la investi-
gacion iniciado por Laflamme en [6], hemos decidido dedicar parte de este capitulo al estudio de
las mismas.

Antes de iniciar con el estudio las propiedades definidas en 4.0.1, introduciremos dos nue-
vos conceptos de diagonalizacion local, que como lo podremos ver mas adelante, nos permitiran
caracterizar las estrategias ganadoras de algunas de estas propiedades.

Definicion 4.0.2 Sea F un filtro sobre N. Diremos que:

(i) F es localmente w-diagonalizable, si para todo A € F*, existe una coleccion {X, : n € N} de
subconjuntos infinitos de A tal que para todo Y € F, existe unn e N tal gue X, C* Y.

(ii) F es F-localmente w-diagonalizable, si para todo A € F, existe una coleccion {X,, : n € N}
de subconjunios infimitos de A tal que para todo Y € F, existe un n € N tal que X,, €* Y.

En el siguiente diagrama, se indican las relaciones existentes entre cada una de las propiedades
definidas en 4.0.1 y 4.0.2.

Selectivo
y \
Pt Q* local w-diagonalizable

! |

Q*(F) =—— F-local w-diagonalizable

Figura 4.24: Propiedades de filtros

Observe que las flechas horizontales son las que necesitan mayor trabajo y que las demas se
obtienen como consecuencia de sus definiciones 6 del hecho que F esta contenido en F*. Asi-
mismo, note que al incluir este diagrama en el de la figura 1.4 se dan nuevas relaciones entre cada
una de estas propiedades y las definidas en 1.2.21, como es el caso de la relacion entre las propie-
dades asociadas a drboles y las propiedades de selectores parciales. Ver diagrama en la figura 4.25.

Note que todas las implicaciones que se indican con las flechas negras han sido probadas en el
capitulo 3, y por lo tanto, en este capitulo solo seran probadas aquellas que se indican con flechas
azules.

A Jo largo de este capitulo, y de manera andloga a como se hizo en el capitulo anterior, demos-
traremos cada una de las implicaciones que se muestran en la figura 4.25, probaremos que algunas
de esas implicaciones no son estrictas, y finalmente, mostraremos los teoremas de caracterizacion
de algunas de estas propiedades.
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Numerablemente Generado
Diagonaiizable

\ T
+ Ramsey ;

b Troe () yd \ local w-diagonalizable wdiagonalizable ——
~ / \ pd
;J

Pt e Selectivo — Q7 F-local w-diagonalizable l

-
P*-Tree (F) l

\ Deb. Ramsey l / w-diagonalizable
PH(F T~ 0r) }
(F) i Magro

Q ()

Figura 4.25: Propiedades de filtros

4.1. Otras Propiedades de Filtros

En esta seccion estudiaremos cada una de las propiedades definidas en 4.0.1. Iniciaremos con
las propiedades de selectores parciales.

4.1.1. Q*

Recordemos que un filtro F es QF, si para todo 4 € F* y para toda particion de 4 en con-
juntos finitos {4, : n € N}, existe un conjunto S € F* talque S € A y |Sn4,| < 1 paratodon e N.

A continuacién mostraremos un ejemplo de un filtro Q™.
Ejemplo 4.1.1 F, ® F, es Q.

Sea A un conjunto positivo de 5, ® F, y {A, : n € N} una particion de A en subconjuntos
finitos. Fijemos una funcion y : N — N tal que rango(y) = {k ¢ N: ({k} x N)n A es infinito} y
¥~!(n) es un subconjunto infinito de N para todo 7 € rango(y). Definamos una sucesion {k, } e
tal que ko = min{n: (y(0) xN)nA, # @} y ki1 =min{n:n>kiy (y(i+1) xN)nA, # @} para
todo i € N, y denotemos por y; = min{n : (y(i),n) € Ay, } para todo i € N.

Dado que el conjunto y~!(n) ¢ N es infinito para todo # € rango(y), entonces es claro que
S ={(y({),y:) : i e N} € (F. ® F,)*, y ademas, que como la sucesion {k, },n es estrictamente
creciente, entonces |S N 4,| < 1 para todo n € N. En consecuencia, se tiene que F, ® F, es Q*.0O

En la siguiente proposicion mostraremos la relacion que existe entre las propiedades + Ramsey

y Q"
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Proposicion 4.1.2 Sea F un filtro sobre N. Si F es + Ramsey, entonces F es Q*.

Demeostracion

Supongamos que F es + Ramsey. Sea A un conjunto positivo y {A,, : n € N} una particion de
A en conjuntos finitos. Definamos por recursion un conjunto Ty ¢ N* para todo £ € Ny X, € F*
para todo ¢ € Ty, y notemos que el conjunto T = |J Ty es un F*-arbol que satisface las condiciones

keN
deseadas.

En efecto, considere To = {&} y X, = A. Para cada & ¢ N, denote el conjunto Ty = {s"n:

seTyyneX,}yconsidere como X+, = | Ay, para todo s € Ty, donde my es un elemento en
m>my

Ntal que ne Ay,.

Por una prueba analoga a la realizada en el ejemplo 3.3.3, es claro que T es un F*-drbol sobre
N, y por lo tanto, existe una sucesion « € [T] tal que {a(k) : k € N} € F*. Finalmente, note que
{a(k):ke N} nA,| <1 paratodo n e N,y en consecuencia, se tiene que F es Q. O

Observacion 4.1.3 (i) + Ramsey = P*(F) y como consecuencia del ejemplo 3.5.1, se tiene que
Fr ® F, no es + Ramsey. (ii) Dado que F, @ F, es QF (ejemplo 4.1.1), se tiene que el reciproco
de la proposicion 4.1.2 no es cierto, es decir; que Q" #> + Ramsey.

Mas adelante daremos una caracterizacion de esta propiedad en términos de juegos de filtros
(ver teorema 4.2.3).

4.1.2. Q*(F)

Recordemos que en la definicion 4.0.1 vimos que un filtro F es Q*(F), si para todo 4 € F
¥ pare toda particion de A4 en conjuntos finitos {4, : #» € N}, existe un conjunto § € F* tal que
ScAy |SnA, < 1paratodoneN.

A continuacidn, mostraremos la relacién que existe entre las propiedades Q" (F) y débilmente
Ramsey.

Proposicion 4.1.4 Sea F un filtro sobre N. Si F es débilmente Ramsey, entonces F es Q* (F).

Demostracion
La prueba de esta proposicion es analoga a la realizada en 4.1.2. O

De la proposicion 4.1.4, se tiene que (@ x FIN)* y F, ® F,.(G) son filtros Q" (F).

Ahora bien, note que en las siguientes proposiciones, cuyas demostraciones son inmediatas, se
tiene que si F es un filtro sobre N, entonces las propiedades débilmente Ramsey y Q¥ se relacionan
de manera directa con Q" (F).

Propesicion 4.1.5 Sea F un filtro sobre N. Si F es Q" (F), entonces F es Q*(N). o
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Proposicion 4.1.6 Sea F un filtro sobre N. Si F es Q, entonces F es Q" (F). o

Observacion 4.1.7 (i) Débilmente Ramsey = P*(JF) y como consecuencia del ejemplo 3.5.1, se
tiene que F,. ® F, no es débilmente Ramsey. (ii) Del ejemplo 4.1.1 y la proposicion 4.1.6, se tiene
ademas que F, @ F, es Q" (F).

De la observacion 4.1.7 es claro que el reciproco de la proposicion 4.1.4 no es cierto; es decir,
que Q' (F) #débilmente Ramsey.

Mas adelante daremos una caracterizacion de esta propiedad en términos de juegos de filtros
(ver teorema 4.2.10).

4.13. P

La propiedad que estudiaremos a continuacion, es una de las propiedades de pseudo intersec-
cion definidas en 4,0.1.

Recordemos que un filtro F es P*, si para toda sucesion decreciente de conjuntos positivos
{4y }new, €xiste un conjunto 4 € F* tal que A €* A, paratodonreN.

En las siguientes proposiciones, demostraremos las relaciones que existen entre P* y algunas
de las propiedades definidas anteriormente.

Proposicion 4.1.8 Sea F un filtro sobre N. Si F es P*-Tree(F*), entonces F es P™.

Demostracion
Supongamos que F es P*-Tree(F ") y {A,}nen €s una sucesion decreciente de conjuntos po-
sitivos de JF. Por recursién, definiremos un F*-arbol de conjuntos finitos S tal que para toda
sucesion B € [S] se tiene que H\I Bk) € A, para todo n € N.
€

La definicion de S se hara de manera analoga a como se hizo en la proposicion 3.5.2; es decir,

<ér k
definiremos un conjunto Sy € (N[ ]) para todo k € N y X, € F* para cada 7 ¢ Sy. Luego,
mostraremos que S = {J S; es un F*-arbol de conjuntos finitos de N que satisface las condiciones

keN
deseadas.

La recursion inicia con k = 0, entonces Sy = {@} y X, = Ao. Ahora bien, supongamos que
<] VA
hemos definido los conjuntos S; < (N{ ]) para k € Ny X, ¢ F* para cada ¢ € S;, entonces
definamos Sy, = {t"a:1€ Sy yac X, esfinito} y X,~, = Agy1 N a para cada k € N,

Por una prueba analoga a la realizada en el lema 3.1.1, es claro que S = U S es un F*-arbol
keN

de conjuntos finitos de N, puesto que X, € F" para todo ¢ € S. Finalmente, note que si f3 € [S],
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entonces U k) ~Ap=2 y UBK) Ay & CJ B(i) para todo n € N, lo cual garantiza que
keN keN =0

U B(k) c* A, para todo » € N, y en consecuencia, se tiene que F es P*-Tree(F ™). o
keN

De la proposicion 4.1.8, se tiene que F, y el filtro de los co-selectores son P,

Propesicién 4.1.9 Sea F un filtro sobre N. Si F es P*, entonces F es P*(F).

Demostracién
La prueba de esta proposicion es inmediata, dado que F es cerrado bajo intersecciones finitas
yFcF+. s}

4.1.4. Filtros Seiectivos

La propiedad de ser Selectivo ha sido estudiada bastante en Teoria de Conjuntos y Topologia.
En esta seccion relacionaremos esta propiedad con algunas de las propiedades consideradas en
el capitulo 3. Es importante aclarar, que aunque en la definicién 4.0.1 vimos que un filtro F es
selectivo si es Q" y P*, la manera original como se defini este concepto, es la reformulacion dada
en la parte (ii) del signiente lema, ver/§].

Lema 4.1.18 Si F es un filtro sobre N, entonces los siguientes enunciados son equivalentes:
(i) F es selectivo.

(ii) Para toda sucesion decreciente de conjuntos positivos {A, }nen, existe un conjunto B € F*
tal que Bfn < A, para todo n € B.

(iii) Para toda coleccion A; € Ncon s € NIW] tal que N A, € F* para todo subconjunto finito F
seF

en N, existe un conjunto A € Ntal que A € F* y A/ max(s) € A para todo s € A finito.

Demostracion

(1)=>(ii) Sea F un filtro selectivo y { A, } ey una sucesion decreciente de conjuntos positivos de
F. Como F es P*, entonces existe un conjunto B € F* tal que B ¢* A, para todo » € N. De esta
ditima afirmacion, es facil definir una sucesion ng < n; < ... que particione a B en subconjuntos
finitos de N y satisfaga que BN A, € {0,1,...,mp1 — 1} para todo k ¢ N.

Ahora bien, note que como F es Q*, entonces existe un conjunto C € F* talque Cc B vy
IC v [, mee1)] < 1 para todo k € N. Partamos C en dos pedazos como se hizo en ¢l teorema
3.5.17, y sin pérdida de generalidad, supongamos que C N [na;41,m42) = @ para todo i € N. Note
que si k € C, entonces existe un j € N tal que ny; < k < np41. Por otro lado, note que si m € B/,
entonces m > ny;.2, y €n consecuencia, m € A,,zjﬂ. Luego, como {A, } e es decreciente, se tiene
que Anzm ¢ Ap, y finalmente, m € Ay para todo k € C.
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(ii)=(iii) Sea {AS is€ Nkw]} una colecciéon de subconjuntos de N tal que QF Ag € F* para
&

todo F ¢ N finito. Note que la coleccion {B,},ny donde B, = [ A paratodon e N, es
max{s)<n

una sucesion decreciente de conjuntos positivos de F, y por hipoétesis, existe un conjunto A € F*

tal que A/n € B, para todo n € A. Finalmente, observe que si s es un subconjunto finito de A tal

que » = max(s), entonces A/ max(s) € B, C A, y por lo tanto, A/ max(s) € A;.

(iii)=>(i) Para probar que F es selectivo primero mostraremos que F es P*.

Supongamos que {B, },ey €s una sucesion decreciente de conjuntos positivos de F y defina-
mos para cada s € N el conjunto A, = Binax(s)- Como {By}nen es decreciente, es claro que

M A, € F* para todo subconjunto finito F ¢ Ny por hipotesis, existe un conjunto A ¢ N tal
seF

que A € F* y A/ max(s) € A para todo subconjunto finito s € A.

Note que si 7 € N, entonces existe un m € A tal que m > n, y por lo tanto, A/m ¢ Ay = By
Luego, como B,, € B, se tiene que A/m ¢ B, para todo m > n, y en consecuencia, A\B, ¢
{0,...,m} para todo m > n.

Ahora bien, veamos que F es Q.

Sea B € F' y {F; : k € N} una particion de B en conjuntos finitos de N. Denotemos por

B, = U Fy para todo n € Ny veamos que {B, },n €s una sucesiéon decreciente de conjuntos
k2n

positivos de F. Por un razonamiento andlogo al anterior, observe que si definimos ¢l conjunto

Ay = Brx(s) para cada s € NMI, entonces existe un conjunto A € F* tal que A/n € B, para todo
neA.

Finalmente, note que |A~B,| = |An (FouFyu...uF, ()| < nparatodo ne A,y por lo tanto,
|ANFy <1 paratodo k < ny para todo n € A, lo cual garantiza que A es un selector parcial de la
particion {Fy : k e N}. o

En las siguientes proposiciones mostraremos las relaciones existentes entre las propiedades
+ Ramsey, débilmente Ramsey y selectivo.

Proposicion 4.1.11 Sea F un filtro sobre N. Si F es + Ramsey, entonces F es selectivo.

Demestracién
La prueba de esta proposicion es consecuencia directa de los lemas 3.3.2, 4.1.8 y 4.1.2. ]

De la proposicion 4.1.11, se tiene que F, es un filtro selectivo.

Proposicion 4.1.12 Sea F un filtro sobre N. Si F es selectivo, entonces F es débilmente Ramsey.
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Demostracién
Sea F un filtro selectivo y T un F-arbol sobre N. Denotemos por X = {n : s n € T} para
todo s € T y para cada k ¢ N definamos el conjunto Ay = Xy 0 N X, donde s = (ng,n1,..., 1)
seT

y ng <n <...<mn <k Note que {As}ren €s una sucesion decreciente de elementos del filtro,
y por el lema 4.1.10, existe un conjunto B € F* tal que B/k € Ay para toda k € B. Ahora bien,
supongamos que B = {byp < by < ... } y veamos que la sucesion 8 = (b;, ba.... ) € [T]; es decir,
quef | neT paratodoneN.

En efecto, sin = 0, entonces B | 0 = &, y por lo tanto, 8 1 0 € T. Denotemos por 8 | n =
{by,b2,...,b,) para n € Ny supongamos que 8 | n € T. Entonces, como b,.1 > b,, se tiene
que byyy € B/b, € Ap,, y asu vez, que Ay, € Xp, p, 5, NOte que esto ultimo, garantiza que
busy € X(p, by....b,)> Y POr lotanto, B 1 n+ 1= (b, b,...,by1) € T para todo n e N. ]

4.2. Propiedades de Diagonalizacién Local

Las propiedades de filtros que introduciremos a continuacién surgieron con el fin de carac-
terizar las estrategias ganadoras de un cierto tipo de juegos infinitos en términos de dos de las
propiedades de selectores parciales estudiadas en este capitulo, Q* y Q*(F). Hasta donde sabe-
mos, ninguna de estas propiedades ha sido abordada mediante el enfoque de juegos mostrado por
Laflamme ni por ninguno de los autores de los articulos revisados en la elaboracion del presente
trabajo.

4.2.1. Lecalmente w-diagonalizable

En la definicion 4.0.2 vimos que un filtro F es localmente w-diagonalizable, st para todo
A4 € F*, existe una coleccion {X, : » € N} de subconjuntos infinitos de 4 tal que para todo ¥ € F,
existe un 7 € N tal que X, ¢* Y.

En la siguiente proposicion, mostraremos la relacion que existe entre las propiedades numera-
blemente generado y localmente w-diagonalizable.

Proposicién 4.2.1 Sea F un filtro sobre N. Si F es numerablemente generado, entonces F es
localmente w-diagonalizable.

Demeostracion

Supongamos que 4 es un conjunto positivo y { By : k € N} es una base que genera a . Como
By € F para todo k € N, entonces es claro que 4 n By es un subconjunto infinito de 4 para todo
k € N. Denotemos por X, = 4 n B, para todo n € N 'y veamos que {X,, : n € N} es una coleccion de
subconjuntos infinitos de 4 que diagonaliza a F.

En efecto, si ¥ € F, entonces existe un k ¢ Ntal que By € Y. Como ByLnACANY # &, se
tiene que X € Y, lo cual garantiza que X, ¢* Y. O
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De la proposicion 4.2.1 y el ejemplo 1.2.11, se tiene que F,. es un filtro localmente w-diagonali-
zable.

Antes de mostrar ¢l teorema de caracterizacion de esta Gltima propiedad, definiremos el si-
guiente juego:

Definicién 4.2.2 Sea A es un subconjunto infinito de N. Gy (N, N, F*) denotard al juego infinito
en el cual tanto 1 como 11 juegan numeros naturales y 1l juega como se indica en el siguiente
diagrama.

ni € Afmy, Vke N
I ny < Mo< .. n

Figura 4.26: Diagrama del juego Ga (N, N, F*)

Il serd declarado ganador de Ga(N,N, F*), si {ny : k ¢ N} € F*. En caso contrario, diremos
que 1 gana.

Teorema 4.2.3 Si F es un filtro sobre N, entonces

(i) Ltiene estrategia ganadora en G (N, N, F* ) para algim A € F* si, y solo si, F no es QF,

(ii) U tiene estrategia ganadora en GA(N,N, F*) para todo A € F* si, y solo si, F es localmente
w-diagonalizable.

Demostracion
La prueba de este teorema es andloga a la realizada en 3.5.17.

(i)(<=) Si F no es Q*, entonces existe un conjunto A € F* y una particiéon de A en conjuntos
finitos {A,, : n € N} tal que para todo S € F*, existe un n ¢ N tal que |[Sn A, > 1. Definamos una

m,
aplicacién o : N<“ - N como o(@) = 0y o({ng,ny,...,n;)) = max {Lj Ai} +1 donde ng € A,y
i=0
para todo k € N, y veamos que es una estrategia ganadora para I en Go (N, N, F*).
En efecto, si (ng,ny, ..., m) es la sucesion jugada por II en una partida de Ga(N,N, F*) en la
que I usa a o como estrategia, entonces ({n; : k € N} nA,| < 1 para todo n € N, y por consiguiente,
{n ke N} ¢ F*.

(=) Sea o una estrategia ganadora para I en Ga(N,N, F*). Supongamos que F es Q" y
definamos una sucesion {7, },en tal que mo € AJ/o (@) y

Tue1 € A/ max{o-({no,n1,....n)) :ng<ny <...<n; <y} paratodo neN.
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Note que {{7,, 1) N A}, €S una particién de A en subconjuntos finitos de N, y por lo tanto,

existe un conjunto S € F* tal que S € Ay [Sn {n,,7,.1)| < 1 para todo » € N. Reescribamos S

como la union de los conjuntos Sp = Sn UN ([m2ns2e1) NA) ¥ Si=8Sn UN ([mne1, mone2) NA),
nelN ne

y veamos que tanto Sg como S; pueden ser jugados por Il en una partida de Ga (N, N, F*} en la |
usa a o como estrategia.

Supongamos que So = {xq, x1,...} y veamos que xz.1 > o({x0,x1,..., X)) para todo & € N.
En efecto, como xq € Sy, entonces xg > o, y por tanto, xg > o-(@). Ahora bien, note que si x; € S,
entonces existe un j € N tal que my; < x; < 7m2;,1. Ademas, como x; < x4 para todo k € N, se
tiene que xg.q > 71242, y por lo tanto, o-({xg, x1,..., X)) < m242 < X1 El otro caso se trata de
manera analoga.

Finalmente, note que como ¢ una estrategia ganadora para I en Ga(N,N, F*), entonces los
conjuntos Sg y S; ¢ F*, y en consecuencia, S ¢ F*, lo cual es una contradiccion.

Antes de mostrar la segunda parte del teorema 4.2.3, enunciaremos dos lemas que resultan
utiles en la demostracion del mismo. En este capitulo, no presentaremos detalles de ninguna de
ninguna de las pruebas, dado que éstas son andlogas a las realizadas en 3.5.8.

Lema 4.2.4 Sea F un filtro sobre Ny A € F*. 8Si T es una estrategia ganadora para 1l en
Ga(N,N, F*), entonces (VX ¢ .’F)(Els € Nm)(Bn e N)(Vm > n)(r(s"m) ¢ X).

Lema 4.2.5 Sea F un filtro sobre Ny A € F*. Si {X, : n € N} es una coleccion de subconjuntos
infinitos de A que diagonaliza a F y B es un subconjunto infinito de N que interseca infinitamente
a cada X, , entonces B € F*.

(i))(=>) Supongamos que A € F* y sea 7 una estrategia ganadora para Il en Go (N, N, F*).
Por un razonamiento andlogo al realizado en 3.5.17 y como consecuencia del lema 4.2.4, es claro
que si definimos como X, = {r(s"m) : m € N} para cada s € N, entonces {X, : s € N} es
una coleccidn de subconjuntos infinitos de A que diagonaliza a F, y por lo tanto, F es localmente
w-diagonalizable.

() Sea A € F* y {X,, : n € N} una coleccién de subconjuntos infinitos de A que dia-
gonaliza a F. Fijemos una funcién sobreyectiva ¢ : N — N tal que ¢~'(#) es un subconjunto
infinito de N para todo n € N, y definamos una aplicacion 7: N — N tal que 7({(nq, ....nz)) =
min {(X,e) \ ) N A} para todo k € N.

En primer lugar, note que 7 es una estrategia para Il en Ga (N, N, F*), puesto que X,y \nz € F
para todo & € N, y por lo tanto, (X, ) \ ) N A # & para todo A € F*. Ademis, note que como
¢! (n) es un subconjunto infinito de N para todo n € N, entonces T es una estrategia ganadora
para I en GA (N, N, F*), puesto que si {ng,n; ...} es la sucesion jugada por I en una partida de
Ga(N,N, F*) en la que II usa a T como estrategia, entonces el conjunto {7({no}),v({no,n1}),...}
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interseca infinitamente a cada X,,, y por €l lema 4.2.5, {1({no}),7({ng,m)),...} € F*. o

Como consecuencia del teorema 4.2.3 podemos afirmar lo siguiente.

Corolario 4.2.6 Sea F un filtro sobre N. Si F es localmente w-diagonalizable, entonces F es Q*.

4.2.2. F-localmente w-diagonalizable

Recordemos que en la definicién 4.0.2 vimos que un filtro F es F-localmente w-diagonali-
zable, si para todo 4 € F, existe una coleccion {X,, : n € N} de subconjuntos infinitos de 4 tal que
para todo ¥ € F, existe un n € N tal que X, €~ Y.

A continuacion, mostraremos la relacion que existe entre esta propiedad y algunas de las pro-
piedades estudiadas anteriormente,

Proposicién 4.2.7 Sea F un filtro sobre N. Si F es w+diagonalizable, entonces F es F-localmente
w-diagonalizable.

Demostracion

Sea 4 un elemento del filtro y {¥, : # € N} una coleccion de conjuntos positivos que diagona-
liza a F. Como ¥} € F* para todo 4 € N, entonces es claro que 4 n ¥ es un subconjunto infinito
de 4 para todo k € N. Denotemos por X, = 4 n ¥, para todo » € N y veamos que {X,,: » ¢ N} es
una coleccion de subconjuntos infinitos de 4 que diagonaliza a F.

En efecto, si B € F, entonces existe un £ € N tal que ¥, €* B. Luego, como An ¥z n B€ esun
subconjunto finito de 4, se tiene que X; \ B es finito, lo cual garantiza que X; €* B. ]

De la proposicion 4.2.7, se tiene que (@ x FIN)* y F, ® F,.(G) son filtros F-localmente w-
diagonalizables.

Las siguientes proposiciones, cuyas demostraciones son inmediatas, nos dicen ademas que si
F un filtro sobre N, entonces las propiedades localmente «w~diagonalizable y w-diagonalizable se
relacionan de manera directa con esta ultima propiedad. Para elio, basta considerar que F ¢ F*.

Proposicion 4.2.8 Sea F un filtro sobre N. §i F es localmente w-diagonalizable, entonces F es
F-localmente w-diagonalizable. O

Proposicion 4.2.9 Sea F un filtro sobre N. Si F es F-localmente w-diagonalizable, entonces F
es w-diagonalizable. o

Para terminar, enunciaremos un teorema que nos permitird caracterizar las estrategias gana-
doras del juego Ga(N,N, F*) en términos de las propiedades F-localmente w-diagonalizable y
Q7 (F). La prueba de este teorema es analoga a la realizada en 4.2.3.
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Teorema 4.2.10 Si F es un filtro sobre N, entonces

(i) 1 tiene estrategia ganadora en Ga(N,N, F*) para algiin A € F si, y solo si, F no es Q*(F).
(i) 1 tiene estrategia ganadora en GA(N,N, F*) para todo A € F si, y solo si, F es F-localmente
w-diagonalizable. O

Como consecuencia del teorema 4.2.10 podemos afirmar lo siguiente.

Corolario 4.2.11 Sea F un filtro sobre N. Si F es F-localmente w-diagonalizable, entonces F es

Q*(F). o

4.3. Resumen

En esta seccion mostraremos dos cuadros en los se complementard el trabajo realizado en el
capitulo anterior.

4.3.1. Teoremas de caracterizacion

Teorema Tuego Prqpiedad de filtro Propiedad de filtro
Estrategia ganadora jugador I | Estrategia ganadora jugador II
322 &(F,N,F*) F es numerablemente generado F no es +Ramsey
335 | &(F, N F*) F no es P*-Tree(F™) 7 w;ijagopalizable por
-universal
[<al " F es w-diagonalizable por
3.3.8 S(F,N ", F) F no es P"-Tree(F) Founiversal
359 S(F,N,F") F no es débilmente Ramsey F es w+diagonalizable
3.5.17 &(F., N, F*) Fnoes Q*(N) F es w-diagonalizable
423 Ga(N,N, F) Fnoes QF F es local w-diagonalizable
4.2.10 Ga(N,N, F*) Fnoes QT (F) F es F-local w-diagonalizable

Cuadro 4.3: Teoremas de caracterizacion.
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4.3.2. Ejemplos de cada propiedad

Propiedad F, Co-selectores | F,.@F, | (s xFIN)* | F,.e f ;{'y,_ﬂ
Si No
Numerablemente generado Eid2.11 No No Fj3.54 No
Si No :
+ Ramsey Ej3.2.1 Ej3.3.3 No
. Si
+ +
P*-Tree(F*) Si Ej33.] No
P*-Tree(F) Si Si No Si Si
. No . .
+ .
P*(F) Si Si Ej3.s.1 Si Si
Débilmente Ramsey Si No No Si Si
. No . . .
+
Q*(N) Si Ej3.4.] Si Si Si
. . . Si Si .
w-diagonalizable Si No Fj3.5.14 Fj3.5.14 Si
. . . . Si
w+diagonalizable Si No No Si Ej3s.11
) . ] No St No
DR =ole j b | Obs35.12 |  Ej3.54 Ej.3.5.11
. Si . . .
Magro Si Ej3.521 Si Si Si
pt Si Si No
. Si
+
Q St No Ej4.1.1
Selectivo Si No No
Q' (F) Si No Si Si Si
Local w-diagonalizable Si No
F local w-diagonalizable Si No Si Si

Cuadro 4.4: Ejemplos de cada propiedad.

Finalizaremos este capitulo formulando algunas preguntas que surgieron durante la realizacion

de este trabajo.

4.4. Preguntas Abiertas

Aunque a lo largo de los capitulo 3’y 4 se demostraron cada una :

%)
o

muestran en la figura 4.25, quedan pendientes algunas de las pruebas de que estas implicaciones
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no son estrictas. Los interrogantes que enunciaremos a continuacion hacen referencia a algunas de
dichas implicaciones.

PH(F) = P -Tree(F)?

PH(F) y Q7 (F) =débilmente Ramsey?

(Débilmente Ramsey=> w-+diagonalizable?

Q" (N) = w-diagonalizable?

(localmente w-diagonalizable=>Numerablemente generado?
Q" =localmente w-diagonalizable?

(w-diagonalizable=> F-localmente w-diagonalizable?

(F-localmente w-diagonalizable= w+diagonalizable?

Otros de los interrogantes que surgieron durante la realizacion de este trabajo se relacionan con
la caracterizacion de propiedades como selectivo, P*, P*(F) y diagonalizable. Es decir, jexisten
juegos de la forma &(X,), Z) tal que las estrategias ganadoras de cada uno de sus jugadores
pueden ser caracterizadas en términos de dichas propiedades?

~Ex
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