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RESUMEN

Sea (X, f) un sistema dindmico, donde X es un espacio métrico compacto y f es
una funcién continua de X en si mismo. El semigrupo de Ellis, denotado por E(X, f),
asociado al sistema dindmico (X, f), es la clausura del conjunto {f™ : n € N} en el
espacio producto XX, Este trabajo se centra en los aspectos siguientes:

1. Mostrar que si X es un espacio métrico compacto numerable, si cada punto de acu-
mulacién del espacio X es periddico, entonces cualquier h € E(X, f) es continua
en X 6 cualquier b € E(X, f)\ {f" : n € N} es discontinua en X.

2. Exhibir un ejemplo donde se ilustra que si infinitos puntos de acumulacion de X,
tienen 6rbita finita no periddica, existen g, h € E(X, f)\ {f™ : n € N} talesque ¢
es continua en X y h es discontinua en X.

3. Dado P = {s € N : (3r € X)(f*(z) = z)}. Mostraremos que en ¢l caso de
sistemas dindmicos (X, f), donde X es un espacio métrico compacto, si P es un
subconjunto infinito de N que cumple cualquiera de 1as siguientes condiciones:

» Existe 7 € N tal que P contiene una sucesion A = (ra;);en donde (a;)ien €s
una sucesion de primos relativos.

= Sea A un subconjunto de P tal que para cualesquiera ¢,b € A donde ¢ < b,
entonces clb,

entonces E(X, f) es no numerable.

4. Demostraremos que, si X es un espacio métrico compacto numerable, el semigrupo
de Ellis E(X, f) es una compactificacion de N, si existe una sucesion (wy )nen €n
X tales que para cadan € Ny cadal < n, el punto f*(w,,) no es periédico.



Introduccién

Un sistema dindmico es, en términos generales, un fendmeno que evoluciona con €l
tiempo. Analizar esa evolucién es el interés primordial del area de la matematica conocida
como sistemas dindmicos. Esta area ha fascinado a numerosos matematicos a lo largo de
los siglos X X y X X 1.

En un sistema dindmico el tiempo puede ser medido de forma continua o discreta.

Cuando el tiempo se mide de forma discreta, se mide con los nimeros enteros o naturales.
En este caso se dice que el sistema dinamico es discreto.

Nosotros analizaremos solo sistemas dindmicos discretos. En nuestro caso particu-
lar, entenderemos por un sistema dinamico discreto un par (X, f), donde X es un espacio
métrico compacto y f es una funcién continua de X en si mismo.

Dado un sistema dinamico (X, f), el principal objetivo es describir el comporta-
miento asintotico de las drbitas de los distintos puntos de X. Dadoun z € X, se conoce
como 6rbita de z, denotado por Of(z), al conjunto

Os(x) = {z. f(2), 2 (=), ..., [Mx),.. .}

En general, estudiar el comportamiento asintético de las 6rbitas de los distintos
puntos de X no resulta facil, atin cuando el espacio X tenga una estructura topologica
"sencilla". Para esto se han usado herramientas de otras dreas de la matematica como son:
algebra, topologia, geometria, andlisis, etc. En nuestro caso concreto, usaremos funda-
mentalmente los ultrafiltros y los §-limites donde § es un ultrafiltro.

En este trabajo, nuestro interés se centra en el estudio de un objeto vinculado a los
sistemas dindmicos, el cual es conocido en la literatura como semigrupo de Ellis.

Definicién 1 Sea (X, f) un sistema dindmico con X un espacio métrico compacto.

2
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El semigrupo de Ellis del sistema dindmico (X, f), denotado por E(X, f), es la clausura
en el espacio producto X* del conjunto {f* : n € N}.

Este fué introducido por R. Ellis en [RE] (también llamado semigrupo envolvente) y
ha sido ampliamente estudiado tanto desde un punto de vista algebraico como topolégico.
El semigrupo de Ellis es una herramienta fundamental en dinamica topoldgica (ver por
ejemplo [GO7] que es un articulo de revision sobre este tema).

Nosotros estudiaremos propiedades topologicas y descriptivas del semigrupo de
Ellis asociado a un sistema dindmico (X, /). En este sentido, nuestro trabajo se centra
en el estudio de tres aspectos:

(i) Sistemas dinamicos WAP. El sistema (X, f) se dice que es débilmente casi periodi-
co (WAP, por sus siglas en inglés), si todas las funciones en £ (X, f) son continuas.
Estos sistemas WAP han sido ampliamente estudiados (ver [GO7]).

La pregunta acerca de los sistemas WAP que fué planteada en [GM07] y que motivé
este trabajo es la siguiente:

¢Existe un sistema dindmico (X, f) tal que existen
g. he E(X,f)\{f":n€Nj}
donde g es una funcién continua y h €s una funcién discontinua en X?

En torno a esta interrogante, S. Garcia y M. Sanchis mostraron en {GMO07] (ver
también [G10]) que en el caso donde X es una sucesion convergente no es posible
hallar una funcién continua f que-cumpla con las condiciones establecidas en esta
pregunta. De igual modo, S. Garcia en [G12] (ver también {G10]), prob6 que para
ciertas familias de funciones definidas sobre el espacio de Cantor tampoco es posi-
ble. Por otra parte, P. Szuca en [PS], mostr6 que ocurre lo mismo en el caso que X
sea el intervalo unitario [0, 1].

En este sentido, todos ellos obtienen la misma dicotomia sobre los elementos del
semigrupo de Ellis, asociados a los sistemas dindmicos que ellos estudiaron: o el
sistema dinamico es WAP o cada funcién h € E(X, f)\ {f" : n € N} es disconti-
nua.

En la busqueda de una respuesta a esta pregunta, nosotros analizamos sistemas di-
namicos donde X es un espacio métrico compacto numerable. A continuacion, pre-
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sentaremos el teorema mdas importante de nuestro trabajo sobre sistemas dindmicos
WAP.

Teorema 1 Sea (X, f) un sistema dindmico, donde X es un espacio métrico com-
pacto numerable tal que cada a € X' es periddico. Seal € X'. Luego, o cada [ es
discontinua en b para cada q € N*, o cada f9 es continua en b para cada q € N*.

Por otra parte, para el caso en que X es una sucesion convergente, hallamos una
condici6én sencilla que debe cumplir la funcién f para que el sistema dinamico
(X, f) no sea WAP.

Teorema 2 Sea X = {x, : n € N} U {2}, tal que z, — z y 2 es fijo. Las tres
condiciones siguientes son equivalentes:

a) [P es discontinua para algun p € N*,

b) Existe un punto z € X \ {z}, periddico de periodo s > 1 tal que el conjunto
H={y € X :z € O(y)} es infinito.

¢) f9es discontinua para cada q € N*.

De igual forma, si X es un espacio métrico compacto numerable con cada elemento
de X' fijo, encontramos una condicion andloga a la de la sucesién convergente para
que el sistema dindmico sea WAP.

Teorema 3 Sea (X, f) un sistema dindmico, donde X es un espacio métrico com-
pacto numerable tal que cada a € X' es fijo. Sea b € X'. Luego, las tres condicio-
nes siguientes son equivalentes:

a) Existe p € N* tal que fP es discontinuaenb € X'.
b) Existe z € X \ {b} periddico tal que para cada V € N(b), el conjunto

Iy ={y €V :2z€Oy)} es infinito.

c¢) f9es discontinua en b, para todo q € N*.

En contraste con lo presentado anteriormente, cuando debilitamos la hipotesis que
cada elemento de X' sea periddico y sélo pedir que tenga 6rbita finita, hemos con-
seguido un ejemplo de un sistema dindmico (X, f) tal que existen dos funciones g,
h € E(X,f)\ {f™: n € N} donde g es una funcién continua y k es una funcién
discontinua en X .
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(ii)

De esta forma, hemos obtenido una respuesta afirmativa a la pregunta acerca de los
sistemas WAP, que fué planteada en [GMO7]. Cabe destacar que, este ejemplo y el
Teorema 1 son los principales resultados de nuestro trabajo. ‘

Los resultados que hemos mencionado ya se enviaron a publicacién y fueron acep-
tados ({GRU]J).

Cardinalidad de F(X, f). La cardinalidad de F(X, f) esta acotada por la cardina-
lidad de X* (que es igual a 22 cuando X es de cardinalidad 2%¢). Los trabajos
de A. Kohler [Ko] y de E. Glasner y M. Megrehisvili [GMO06] contienen resultados
muy interesantes sobre cuando E(X, f) tiene cardinalidad a lo sumo 2 (y en este
caso, se dice que ¢l sistema es tame {G06)).

Notemos que-si X es un espacio métrico compacto numerable, la cardinalidad del
semigrupo de Ellis es a lo sumo 2% y claramente (X, f) serd un sistema dindmico
"tame". Dado que nuestro trabajo se ha concentrado en analizar sistemas dindmicos
donde X es un espacio métrico compacto numerable, nos concentraremos en pre-
sentar condiciones para que el semigrupo de Ellis sea finito, infinito numerable o
tenga cardinalidad 2%,

En este sentido, nuestros principales resultados obtenidos sobre la cardinalidad del
semigrupo de Ellis, en el caso que X sea un espacio métrico compacto numerable
son los siguientes. Sea P = {s € N : (3z € X)(f*(z) = )}, el conjunto de todos
los posibles periodos que puede tener un punto periddico z € X.

Teorema 4 Sea (X, f) un sistema dindmico, donde X es un espacio métrico com-
pacto. Si P es un subconjunto infinito de N que cumple cualquiera de las siguientes
condiciones:

a) Existe r.€ N tal que P contiene una sucesion A = (ra;);cn donde (a;)ien es
una sucesion de primos relativos,
b) Sea A un subconjunto de P tal que para cualesquiera c¢.b € A donde ¢ < b,

entonces cib,
entonces E(X, f) es no numerable.
Teorema 5 Sean (X, ) un sistema dindmico, donde X es un espacio métrico com-

pacto numerable tal que cada a € X' es fijo. Si P es un subconjunto finito de N,
entonces { f? : p € N*} es finito.
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(iii) Compactificacion de N. Recordemos que el semigrupo que E(X. f) es la clausura
del conjunto {f™ : n € N} en el espacio producto XX y por consiguiente E(X, f)
es compacto. Por esta razon, en [GM07], S. Garcia y M. Sanchis tratan el problema
de

(Cuando el semigrupo de Ellis s una compactificacion de N?

(ver también [G10]). Para esto, ellos prueban una condicion suficiente y necesaria
para que ¢l conjunto {f™ : n € N} sea discreto en E(X, f) y de esta forma,
E(X, f) sea una compactificacién de N.

Con respecto a esta pregunta, siguiendo las ideas de S. Garcia y M. Sanchis, noso-
tros presentaremos la proxima condicion suficiente y necesaria para que el conjunto
{f™: n € N} seadiscreto en el semigrupo de Ellis, donde X es un espacio métrico

compacto numerable. De este modo, el semigrupo de Ellis serd una compactificaci-
6n de N.

Teorema 6 Sean (X, f) un sistema dindmico, donde X es un espacio métrico
compacto numerable. El conjunto { ™ : n € N} es discreto en E(X. [) si solo si
para cadam € N, existe un w,, € X tal que f*(w,,), 0 < i < m no son puntos
periddicos.

Al inicio de nuestra investigacion, estabamos interesados principalmente en deter-
minar la complejidad de conjuntos de la forma

S(p) = {f € C(X. X) : f satisface la propiedad o(f)},

donde p(f) denotaba cualquiera de las siguientes tres propiedades: F(X, f) es metrizable,
es WAP o tiene cardinalidad a lo sumo 2% para X un espacio métrico compacto arbitrario
(no necesariamente numerable). Rapidamente nos dimos cuenta que esos problemas eran
mas complejos de lo que previmos, y por esa razon nos concentramos en analizarlos en el
caso en que X es numerable. Mostraremos algunos resultados donde hemos determinado
la complejidad de conjuntos S(g) cuando o(f) denota la propiedad: E(X, f) es WAP,
estableciendo condiciones sobre el sistema dindmico (X, f). Sin embargo, sigue siendo
interesante encontrar solucion al problema inicial en el futuro.

La complejidad de estos conjuntos se medira usando uno de los conceptos mas basi-
cos de la teoria descriptiva de conjuntos {AK], esto es, la jerarquia boreliana y proyectiva
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de subconjuntos de un espacio polaco (i.e. métrico, separable y completo). En general,
determinar la complejidad exacta de conjuntos como estos, no es facil.

Este enfoque ya ha sido usado para analizar los sistemas dindmicos. Para ilustrar es-
te hecho, presentaremos un par de resultados tomados de [AK], obtenidos por A. Kechris
y otro por F. Beleznay y M. Foreman (para este segundo resultado, también ver [BF95]).

La idea de estudiar la complejidad de familias de sistemas dindmicos que cumplen
las propiedades o( f) y las propiedades topoldgicas que hemos mencionado anteriormente
sobre el semigrupo de Ellis, surgi6 del curso “Aplicaciones de los Ultrafiltros a Sistemas
dindmicos discretos”, dictado por €l profesor Salvador Garcia Ferreira (Universidad Na-
cional Auténoma de México) durante la XXIII Escuela Venezolana de Matematicas y de
los trabajos {GMO07], [G12].

El presente trabajo-esté estructurado en cinco capitulos. En »el/cépitulo Preliminares,
se presentaran las definiciones y resultados propios de las areas: topologia, teoria descrip-
tiva de conjuntos y sistemas dindmicos, que son fundamentales para nuestro trabajo. En
el capitulo Antecedentes, presentaremos los resultados mencionados anteriormente, asi
como otros que fueron hallados en la revision bibliogréfica junto a las preguntas que sur-
gieron en el transcurso de esta investigacion. En los capitulos Sistemas Dindmicos WAP,
Cardinalidad del Semigrupo de Eilisy E( X, ') como compactificacion de N, exhibiremos
con detalle los resultados que hemos obtenido durante nuestro estudio sobre los sistemas
dindmicos WAP, cardinalidad del semigrupo de Ellis y condiciones para que E(X, f) sea
una compactificacion de N, respectivamente.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se presentaran los aspectos de topologia, teoria descriptiva y siste-
mas dindmicos necesarios para nuestro trabajo.

1.1. Nociones Basicas de Topologia

En esta seccion, introduciremos algunos aspectos de topologia necesarios para nu-
estro trabajo. En la mayor parte de nuestro estudio, trabajaremos con espacios métricos
compactos numerables.

Primero, veremos las definiciones de filtros y ultrafiltros en N. Los ultrafiltros en
N los clasificaremos en dos tipos: los ultrafiktros fijos y los libres. Para la construccién
de ultrafiltros libres se usara el Lema de Zorn, mientras los ultrafiltros fijos son senci-
llos de construir. Finalmente, enunciaremos algunas caracterizaciones de los ultrafiltros y
veremos algunos ejemplos de ellos (ver [CN]).

Los ultrafiltros son fundamentales para enunciar el teorema 1.3.11, donde se carac-
teriza el semigrupo de Ellis en términos de ultrafiltros. Este teorema se ha usado para la

obtencién de los resultados sobre el semigrupo de Ellis, de Garcia y Sanchis en [GMO07],
[G10], [G12].

Segundo, introducimos el conjunto BN que consiste de todos los ultrafiltros en N.
Dotaremos a este conjunto de una topologia con la cual BN resulta ser la compactificacion
de Stone-Ceech de los naturales. Asi mismo, definiremos una operacion + sobre SN que
extiende a la adicion en los niimeros naturales, la cual es asociativa, por lo que el par
(BN, +) es un semigrupo.
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Finalmente, en esta seccién definiremos los p—limites, donde p es un ultrafiltro en
N y mostraremos algunos resultados respecto a ellos.

El uso de la teoria combinatoria y de los filtros para analizar sistemas dindmicos
es antiguo. H. Furstenberg, en {F81], analiz6 la nocion de proximalidad y recurrencia de
puntos en sistemas dindmicos, usando familias de conjuntos con la propiedad de intersec-
cién finita. Siguiendo las ideas de H. Furstenberg, E. Akin en [A97], estudi6 también la
recurrencia en sistemas dinamicos usando filtros y ultrafiltros. Posteriormente, A. Blass
en [B93] estudia propiedades dinamicas de sistemas dindmicos vinculandolas a propie-
dades combinatorias y topolégicas de los ultrafiltros. Asi mismo, S. Garcia y M. Sanchis
en [GMO07], [G12], usando ultrafiltros en N, estudian propiedades topoldgicas de sistemas
dindmicos en espacios compactos Hausdorff.

1.1.1 Filtros y Ultrafiltros

Veamos la definicién de filtro en N.

Definicion 1.1.1 Un filtro § en N es una familia no vacia de subconjuntos no vacios de
Nales que

1. 0¢ 3.

2. SiAeFyAC B, entonces B € 3.

3. SiA,B € g, entonces ANB€§.
El filtro mas sencillo sobre N es {N}.

Ejemplo 1.1.2 Un filtro muy conocido en la literatura es el Filtro de Fréchet de N, el
cual es §r = {A € P(N) : A® es finito}.

Ejemplo 1.1.3 Dado n € N, definimos el filtro §, = {A € P(N) : n € A}

En general, es sencillo construir filtros. Para eso usamos familias con la propiedad
de interseccion finita.

Definicion 1.1.4 Sea D una familia no vacia de subconjuntos no vacios de N. Diremos
que D tiene la propiedad de interseccion finita si la interseccion de una cantidad finita de
cualesquiera elementos de D es no vacia.
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El teorema siguiente nos muestra como generar filtros en N usando familias de
conjuntos D C P(N) con la propiedad de interseccion finita.

Teorema 1.1.5 Sea D C P(N) una familia con la propiedad de interseccion finita, en-
tonces el conjunto ® = {A C N : (3Dy,..., D, € D) (N ; C A)} es un filtro en
N.

Demostracion. Sean A, B € 9. Luego, existen A,,..., As, By,..., B, € D tales que
Ni_,Ai C Ayn,B; C B. Por tanto, (N;_;A;) N (N2, B;) CANByANB € ®. Por
otra parte, supongamos que H € ©® y H C K. Entonces, existen H;, ..., H, € D tales
que N H; € H. Notemos que N;_; H; C K, por lo que K € D. Asi, D es un filtro en
N. |

Como mencionamos antes, €n el inicio del capitulo, nosotros -clasificaremos los
filtros en dos tipos: filtros fijos y filtros libres.

Definicion 1.1.6 Un filtro § se dice que es un Siltro fijo si Npeg B # 0. Un filtro que no es
fijo se le llama filtro libre.

El filtro de Fréchet es claramente un filtro libre. Los filtros que son de la forma
Sa={F CN:AC F},endonde A C Nesno vacio, son ejemplos de filtros fijos.

La siguiente proposicion nos da una regla sencilla para determinar si un filtro es
fijo.
Proposicion 1.1.7 Un filtro § en N es fijo si y sélo si existe un subconjunto no vacio

ACNutwlqueF C Fa.

Demostracion. Si § es fijo, NpegB = A,porloque A C Bparacada B € §y B € §a.
Concluyéndose que § C Fa. Reciprocamente, sea A C N. Si § C Fa, se tiene que
A C Npep By § es un filtro fijo. ]

Asi mismo, tenemos la siguiente caracterizacion de los filtros libres.

Proposicion 1.1.8 Unfiltro § en N es libre si y sélo si §, C §.

Demostracion. Si §, C §, entonces NpegB C Npeg, D = 0. Por lo que § es un filtro
libre. Supongamos ahora que NpegB = 0y que (F,)° N F # 0. Luego existe un sub-
conjunto finito H = {hj,..., h,} de N tal que H°¢ ¢ §. Por ser § libre, para cadai < n
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podemos encontrar un H; € § tal que h; ¢ H;. Sea S = My, Hi. Observemos que S € §
y SN H = {. Por lo cual, S C H€y por ser § un filtro, concluimos que H¢ € §. De esta
contradiccion, se sigue que ¥, C 3. =

Los filtros en los que estamos principalmente interesados son los ultrafiltros.

Definicion 1.1.9 Un filtro § en N se llama ultrafiltro si no estd contenido propiamente en
otro filtro.

Como se muestra en ¢l ejemplo 1.1.3, es sencillo construir un ultrafiltro fijo, sin
embargo, no ocurre eso mismo con los ultrafiltros libres. La existencia de ultrafiltros libres
estd garantizada por-el Lema de Zor (ver [Di]).

Lema 1.1.10 (Lema de Zorn) Sea U un conjunto ordenado tal que todo subconjunto bien
ordenado de U tiene una cota superior. Entonces U tiene un elemento maximal.

Teorema 1.1.11 Todo filtro estd contenido en un ultrafiltro.
Demostracion. Sean § un filtroen Ny
S={H:HesunfiltroenNyF C H}.

Notemos que C es un orden parcial en S. Si C es una cadena bien ordenada de S, tendre-
mos que UC es un filtro que estd en S y ademas es una cota superior de la-cadena C. Por
el Lema de Zom, el conjunto S tiene un elemento maximal $4, el cual es un ultrafiltro. =

Corolario 1.1.12 Toda familia de subconjuntos no vacios de N con la propiedad de in-
terseccion finita estd contenida en un ultrafiltro.

Demostracion. Sea D una familia de subconjuntos no vacios de N con la propiedad de
interseccion finita. Como por el teorema 1.1.5,

D={ACN:@3D,,...,D, € D)(N,D; C A)}

es un filtro en N tal que D C D. Por el teorema 1.1.11, existe un ultrafiltro 3 tal que
D CPB,porloque D CP. (]

Veamos algunas propiedades que caracterizan a los ultrafiltros.
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Teorema 1.1.13 Las siguientes propiedades son equivalentes para un filtro § en N:

1. § es un ultrafiltro.

2. Paracada A€ P(N), Ae F6 A° €.

3. Paracada A € P(N) \ Fexiste F € F talque ANF = {.

4. SiA€P(N)y ANF # QO paracada F € §, entonces A € §.

5. § esta contenido en un unico ultrafiltro.

Demostracion.

1) = 2) Supongamos que A ¢ Fy A° ¢ F. Veamos que § U { A°} tiene la propiedad de
interseccion finita. En caso contrario, existen A,,. .., A, € § tales que la intersec-
cion A;N...NA,NA® = . Siguiendo de esto que, A;N...NA, C Ay A€ 3F.Lo
cual es imposible. De igual medo, se puede mostrar que F U { A} tiene la propiedad
de interseccion finita. Por el corolario anterior, existen ultrafiltros 4, 20 en N tales
que FU {A°} C Uy FU{A} C Y. Por esta contradiccion, obtenemos que o bien
A€ Fobien A° € §.

2)=3) SiA¢F,entonces A FyA°NA=0.

3)=>4) Si A ¢ 3, existe F € § tal que AN F = {. Pero esto no es posible. Por lo que
Aeg.

4) = 5) Sea Ul un ultrafiltro en N tal que § C 4. Sea B € U\ §. Podemos mostrar
que F U {B} tiene la propiedad de interseccion de forma analoga que en el caso
1) = 2). Por hipétesis, B € §.

5) = 1) Es evidente. L]

1.1.2 El semigrupo SN

Denotaremos por AN, al conjunto de todos los ultrafiltros sobre N. A cada numero
natural n, lo identificaremos con el ultrafiltro fijo

Sn={ACN:neA}
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De este modo, N se puede ver como un subconjunto de SN. Denotaremos por N*, al
conjunto de ultrafiltros libres en N. A partir de este momento, denotaremos los ultrafiltros
con letras minusculas. Por ejemplo: p,q,r.

Existe una enorme cantidad de ultrafiltros libres en N, como lo muestra el siguiente
teorema (ver [CN]).

Teorema 1.1.14 Existen 2% ultrafiltros libres en N,
Dadoun A C N, consideremos los siguientes subconjuntos de SN,
A={pepBN:AcplyA" ={pepN:Acpyp¢ N}

Al conjunto {n} lo denotaremos como 7. En el siguiente teorema se muestran algunas
propiedades de estos subconjuntos de SN.

Teorema 1.1.15 Sean A, B € N.

1. Si A C B, entonces A C B

Demostracion.

l.peA=>Acp=>Bep=pecb.

2.pcAUBeo Acp6Bepe AUBepepe AUB.
3.peﬁ\ﬂﬁﬁAEpyBEp@AﬂBep<=>pem.

4. peN\AeN\Aepe A¢pepefN\ A -

La coleccion {A : A C N} es una base para la topologia en SN. Nosotros veremos
que dotando a AN con esta topologia, BN es la compactificacién de Stone-Cech de N.
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Definicién 1.1.16 Sea X un espacio completamente regular no compacto. La compactifi-
cacién de Stone-Cech de X , denotada por BX, es la compactificacién que se caracteriza
por ser la unica compactificacion tal que cualquier aplicacion continua f : X — C enun

espacio de Hausdorff compacto C, se extiende de forma uinica a una aplicacion continua
g:BX > C.

Para nuestro trabajo s6lo usaremos la compactificacién de Stone-Cech de N (con la
topologia obtenida en el teorema 1.1.15). Es importante destacar que, SN coincide con
la coleccion de todos los ultrafiltros sobre N (ver [ST]). Un resultado fascinante sobre el
espacio AN es el siguiente (ver [ST)).

Teorema 1.1.17 BN no contiene sucesiones convergentes no triviales.

En el siguiente teorema, se muestra que SN es la compactificacién de Stone-Cech
de los nimeros naturales con la topologia cuya base fue obtenida en el teorema 1.1.15. Pa-
ra demostrar este teorema usaremos el siguiente lema que enunciaremos sin demostracion

(ver [ST)).

Lema 1.1.18 Sean B,..., B, C N. Luego, la interseccion M., B; = 0 si'y sdlo si
UL (N\ B;) = BN.

Teorema 1.1.19 El espacio BN cumple las siguientes condiciones:

1. BN es un espacio Hausdorff compacto.
2. N es un subconjunto denso discreto de N,

3. Dada cualquier funcion f : N — N, se puede extender a una funcion continua
f: BN = BN

4. Aesun subconjunto abierto-cerrado de BN, para cada A C N,
5. clgn(A) = A, paratodo A € N.

Demostracion,

1. Supongamos que existe una coleccion S C P(N) tal que SN C U Aes;i y no tiene
subcubrimiento finito. Sea H = {N\ A : A € S}. Por el lema 1.1.18, H tiene la
propiedad de interseccion finita. Por tanto H se puede extender a un ultrafiltro §.
Pero, ¥ € U AGSA\- Lo cual es una contradiccidn.
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2. Es claro que en 7 el Gnico ultrafiltro fijo es §,. Por lo que N es un subconjunto
discreto de SN. Por otra parte, para cada p € BNy D € p existe un nimeron € D,
de lo que sigue que §,, € D. Asi, N es un subconjunto denso en SN.

3. Consideremos la funcién dada por f(p) = {C C N : f~1(C) € p}. Claramente,
para cada p € ON, f(p) es un ultrafiltro. Veamos que fes continua. Efectivamente,
seap € Ny C € f(p) De aci que, f~ YC) € p. Luego, para cada g € f/(\)
se tiene que [ (q) € C, es decir, C € f (q) Por tanto f es una funcién continua que
claramente extiende a f.

4. Basta ver que SN = UA(;NA\.

5. Es evidente. B

Ahora veremos-como extender la adicion de N al-conjunto SN.

Definicién 1.1.20 Sean p, ¢ € BN, la operacion + : N x SN — N se define de la
siguiente manera

p+qg={ACN:{neN:{keN:k+n€ A} ep}eqg}

En general p + g # g + p. Del siguiente teorema, podemos concluir que esta ope-
racién + extiende a la adicion en los ntimeros naturales y que (8N. +) es un semigrupo
(ver [G10]0 [ST)).

Teorema 1.1.21 Para cadap, q, v € PN se tiene que
1. p+qe N
2. (p+g)+r=p+(g+7)

Ademas, la operacion + en N extiende la adicion de N.
1.1.3 p-limites

En esta seccion definiremos los §—limites de una sucesion en un espacio topologico
X, donde § es un filtro. De igual modo, en el caso que F sea un ultrafiltro mostraremos
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su existencia en espacios compactos y caracterizaremos la adicién en SN, en términos de
&—limites cuando § es un ultrafiltro. Denotaremos por N(z) a la coleccién de todos los
entornos de x.

Definicion 1.1.22 Sea X un espacio topolégico y § un filtro en N. Decimos que un punto
x € X es un F—limite de una sucesion (X )nen, i para toda vecindad 'V de x, se cumple
que {n € N : z, € V} € §. Al F—limite de (xy)nen, nosotros lo denotaremos por
T=F— 1M, o0 Zn.

Definicion 1.1.23 Sean X un espacio topolégicoy H C X. Diremos que x € X, es un
punto adherente de H si x € H.

Intentemos entender como un ultrafiltro p € AN escoge el p—limite de una sucesién
(%Tn)nen- Supongamos que (Zn)nen €8 una sucesion en el intervalo {0, 1]. Si dividimos el
intervalo {0, 1] en dos partes iguales A; = [0,3] y A2 = [3.1], por la propiedad (2) del
teorema 1.1.13, el ultrafiltro p selecciona los elementos de la sucesidn que estan en A4;
6 en A;. Supongamos sin perdida de generalidad, que selecciona los elementos de A;.
Nuevamente, dividimos el intervalo A; en dos partes iguales Ay, = [0, 3] y Az = 3, 3].
Por la propiedad (2) del teorema 1.1.13, el ultrafiltro p selecciona los elementos de la
sucesion que -estan en A;; 6 en Aje. Supongamos sin perdidad de generalidad, que el
ultrafiltro selecciona los elementos de Aj;. Repetimos el mismo proceso con Ay, divi-
diendo en Ai;; = [0,3] y A2 = [§, 1] Supongamos sin perdida de generalidad, que
el ultrafiltro selecciona los elementos de la sucesion que estan en A;;;. Continuando con
este proceso, obtendremos el p—limite de (z,, )nen.

En el préximo teorema se relacionan los p—limites, donde p € N son los puntos
de adherencia de una sucesion. En este sentido, este teorema nos da una idea mas clara de
lo que es el p—limite de una sucesion.

Teorema 1.1.24 Sea X un espacio topolégico. Un punto x € X es un punto de ad-
herencia del conjunto A = {z, : n € N} si y sélo si existe un p € BN tal que
T = p— limpyoo Zpn. Un punto x € X \ A es un punto de acumulacion de A si y sé-
lo si existe unp € N* tal que x = p — lim,_, 0 Zn.

Demostracion. Es claro que, si x = p — lim, Zn, 2 €5 un punto de adherencia de A.
Reciprocamente, si z es un punto de adherencia del conjunto A, tendremos que la familia
A={{n € N:xz, € V}:V esunentornode z}, tiene la propiedad de interseccion
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finita. Por tanto, existe un ultrafiltro p € AN tal que A C p. Finalmente, obtenemos que
T=p—lim,_ o0 Tps.

Para el caso que, z € X \ A es un punto de acumulacién de A, la demostracion es
anéloga. m

A continuacion, se garantiza la existencia y unicidad de los p—limites de sucesiones
en un espacio compacto Hausdorff.

Teorema 1.1.25 Si X es un espacio compacto Hausdorff, entonces para cada ultrafiltro
p € BN y cada sucesion (x,,)nen en X tendremos que p — limy,,_,, &, existe y es unico.

Demostracion. Sea H = {{x, : n € A} : A € p} una familia de subconjuntos compactos
de X. Es Obvio, que esta familia tiene la propiedad de interseccion finita y que por ser
X compacto Naep{{z, :n € A} : A € p} # 0. Seax € Nuep{{zn : n € A} : A € p}.
Veamos que = p — limy,o Z,. Sean V un entomode x y B = {n € N: 2, € V'}.
Puesto que, z € {z, : n € A}, tendremos que BN A 5 () para cada A € p. Luego, B € p
yasiz =p — Hmy, 00 T

Ahora, veamos que si X -es HausdorfT, el p—limite es unico. Sea y € X,y # x tal
que y = p — lim,,, Z,. Sean U, V abiertos disjuntos de x y y respectivamente. Luego,
Up={neN:z,eU}epyV,={neN:z, € V} € p, por lo que existe
neUpnNV,yz, € UNV.Lo cual es una contradiccion. [ ]

Asi como, una funcién continua preserva la convergencia de una sucesion, las fun-
ciones continuas preservan los p—limites.

Teorema 1.1.26 Sean f : X — X una funcion continua y un ultrafiltro p € N*. Si
(% )nen es una sucesionen X y x = p — lim,_, o Z,,, entonces

f@)=p~ lim f(z.).

Demostracion. Sea V un entorno de f(z). Como f~1(V) es un entorno de z, tenemos
que {n € N:z, € f"4V)} € p. Luego, {n € N: f(z,) € V} € p. Concluyéndose
que, f(z) = p — limpoe0 f(Z0). =

Como dijimos al inicio de esta seccion, la operacion + en SN se puede caracterizar
en términos de p—limites de la siguiente manera:
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Parape€ fNyn € N,
p+n=p— lim m+mn.
m—00

Parap, g € BN,
p+qg=q— lim p+n.
n—00

Para concluir esta seccion veremos el siguiente teorema que sera muy util para el
estudio del semigrupo de Ellis de sistemas dindmicos en el futuro.

Teorema 1.1.27 Sean X un espacio Hausdor{f. Para cada sucesion (xn)nen en X y para
P, g € N* se cumple la identidad

(p+q)— lim zx =q¢— lim (p — Hm Zpmn)
. ko m—oo n—00
Demostracion. Sean
z=(+q) - limz, y y=qg— lim(p— limz,,.,)
k= m-—+co 00

Sean V y U abiertos de z y y respectivamente tales que V NU # (. Entonces, el conjunto
A={k e€N:z, € V} € p+q = q— limpy,e(p + m). Por otro lado, tenemos que
B={meN:p+meA}eqyC={meN:p-lim,yooZmin € U} € q.
Fijemos m € BNC. Luego,p+m € A*yE = {n € N;zp4, € U} € p. Como
p+m = p— lim, o m + n, se debe cumplirque F = {n € N: m +n € A} € p.
Ahora, tomemos n € EN F. Se sigue que m +n € Ay porello zm+n € VNU.Locual
es imposible. Por tanto, x = y. |

1.1.4 Conjuntos Perfectos

Ahora, introduciremos la definicion de los conjuntos perfectos, para después hablar
de la derivada de Cantor-Bendixon de un espacio X y el rango de Cantor-Bendixon de un
subconjunto cerrado de X.

Definicioén 1.1.28 Un conjunto cerrado no vacio es perfecio si no tiene puntos aislados.
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Los conjuntos perfectos son importantes en matematica, por las propiedades topo-
I6gicas que poseen.

Definicién 1.1.29 Sea A un conjunto de conjuntos. Diremos que A es transitivo si para
cada B € A y cualquier conjunto C, se tiene que si C € B, entonces C € A.

Ahora, hablaremos un poco de ordinales.

Definicion 1.1.30 Un ordinal es un conjunto transitivo bien ordenado por la relacion de
pertenencia "€".

Un ordinal « se dice que es sucesor si existe un ordina /8 tal que o = g U {#}. Un
ordinal que no es sucesor, se dice que es limite.

Definicion 1.1.31 Sean X un espacio métrico con una base numerable y H C X cerra-
do. Definimos la derivada de Cantor-Bendixon de H, de la siguiente manera:

H'={x € H : z no es aislado en H}.

Esta operacion elimina los puntos aislados de H. Esta se puede repetir y obtener
una cadena de subconjuntos encajados de H. Mas precisamente, definimos por recursion
transfinita, donde A es un ordinal limite

HO = H'
Hx(a+1) - (H.(a))'
HY =Ny H®.

Definicion 1.1.32 Sea H un subconjunto cerrado de un espacio métrico X con base
numerable. Se denomina rango de Cantor-Bendixon de H, y se denota por |H|cp, al
primer ordinal « tal que H® = H®*Y), Seq a € X. Se denomina rango de Cantor-
Bendixon de a, y se denota por |a|cp, al primer ordinal o tal que a € H® ya ¢ H(e+D),

Claramente, el rango de Cantor-Bendixon de un conjunto perfecto es 0. Por otra
parte, si |H|cp = a y H es numerable tendremos que H = §. Si H es no numerable,
H® es perfecto. En cierto modo, el rango de Cantor-Bendixon nos da una idea de cuan
cercano a un conjunto perfecto es un conjunto cerrado no numerable H.
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1.1.5 Compactos de Rosenthal

Antes que todo, veremos lo que es una funcién de primera clase de Baire, las cuales
son imprescindibles para definir lo que es un compacto de Rosenthal.

Definicion 1.1.33 Una funcion [ : X — R se dice que es una funcion de primera clase
de Baire si existe una sucesién de funciones continuas (f,)nen en C{(X) que converge
puntualmente a f, es decir, f{x) = lim f™(x) para todo z: € X.

El conjunto de funciones de primera clase de un espacio X, se denota por B, (X).
Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 1.1.34 Las funciones que son discontinuas en a lo sumo un conjunto numerable
son de primera clase de Baire.

Ejemplo 1.1.35 El ejemplo tipico de una funcion boreliana que no es de primera clase
de Baire es la funcion caracteristica de los racionales xq.

En torno a los compactos de funciones de primera clase, presentaremos la siguiente
dicotomia, enunciada como aparece en [ST].

Teorema 1.1.36 (Dicotomia de Rosenthal) Sean X un espacio polaco y ( fn)nen una su-
cesion de funciones continuas a valores reales acotadas puntualmente. Sea K la clausura
puntual de (fr)nen en RX. Luego, K C B,(X) 6 K contiene una copia homeomorfa a

BN.

Ahora veremos la definicién de un compacto de Rosenthal, los cuales fueron intro-
ducidos por H. Rosenthal.

Definicion 1.1.37 Un compacto de Rosenthal es un compacto que es homeomorfo a un
subconjunto compacto de B (X) dotado de la topologia producto.

A continuacién, daremos ejemplos de Compactos de Rosenthal.
Ejemplo 1.1.38 Todo compacto métrico es un compacto de Rosenthal.

Ejemplo 1.1.39 E! compacto de Helley compuesto por las funciones no decrecientes de

[0,1] sobre si mismo. Este espacio es separable y es un ejemplo de un compacto de Ro-
senthal no metrizable.



1.2. NOCIONES BASICAS DE TEORIA DESCRIPTIVA DE CONJUNTOS 21

Notemos que en el teorema 1.1.36, si K cumple la primera condicién de la dicoto-
mia, entonces K es un compacto de Rosenthal. Veamos lo que es un espacio Fréchet.

Definicion 1.1.40 Un espacio K es espacio de Fréchet si para cada A C K y todo
x € A, existe (Xp)nen C A tal quelimz, = 1.

Observemos que, todo espacio métrico es de Fréchet. El siguiente teorema es de
J. Bourgain, D. H. Fremlim y M. Talagrand, demostrado en [BFT]. Este teorema nos
muestra cual es la-estructura topologica de un compacto de Rosenthal.

Teorema 1.1.41 (Bourgain-Fremlim-Talagrand) Cada compacto de Rosenthal es Fré-
chet.

La prueba de este teorema es bastante complicada. No obstante, la conclusién es ex-
traordinaria, puesto que este teorema exhibe que la estructura topolégica de un compacto
de Rosenthal es "sencilla", puesto que, es muy parecida a la de los espacios métricos.

1.2. Nociones Basicas de Teoria Descriptiva de Conjuntos

En esta seccion, introduciremos conceptos y resultados concernientes a la feoria
descriptiva de conjuntos, que usaremos para analizar sistemas dindmicos en espacios mé-
tricos compactos. La feoria descriptiva de conjuntos es un area de la matematica que
analiza la estructura de familias de subconjuntos de un espacio polaco.

Definicion 1.2.1 Urn espacio topolégico X es un espacio polaco si es separable y existe
una métrica d sobre X compatible con la topologia (es decir, los abiertos con respecto a
d son exactamente los abiertos de X) y tal que (X ; d) es completo.

Recordemos que los conjuntos borelianos de un espacio topologico X son los ele-
mentos de la o—algebra generada por los conjuntos abiertos de X. La Teoria Descriptiva
clasifica los subconjuntos borelianos de un espacio Polaco X, de acuerdo a la estructura
de estos subconjuntos. Esto permite definir la jerarquia Boreliana que veremos a conti-
nuacion (ver [AK]).
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Definicién 1.2.2 Sea X un espacio polaco. Se definen las siguientes colecciones de sub-
conjuntos de X

3% X) es la coleccion de los abiertos de X,

ITY(X) la coleccion de los cerrados de X,

AV = 2)(X) N1 X).

Inductivamente definimos, para 1 < a < w (donde w, denota el primer ordinal no
numerable) las siguientes colecciones de subconjuntos de X .

X)) = {UA" tAp €I (X),an <a,n€N}sia>1.
n
(X)) ={X\A: AeZ(X)},

AL(X) = Z(X) NI (X).

El siguiente resultado puede verse en [AK]; y muestra que la union de todas las
clases definidas anteriormente es exactamente la o —algebra de Borel de X,

Teorema 1.2.3 Sea X un espacio polacoy B(X) la 0 —algebra de Borel de X . Entonces

B(X)= |J =(X) = | m(x) = [ A%X).

a<wi a<w) a<w]

Las clases de la jerarquia boreliana satisfacen las relaciones que se indican en el
siguiente diagrama:

AYX) C 2UX) & o )'C X)) &
X AYX
1 = 2 Zz

Im(X) g I(X) S

Sea I'(X) cualquiera de las colecciones X2(X), TIS(X) o A% (X). Diremos que un
subconjunto K de X es de clase T o su complejidades ' si K € T'(X) y K no pertenece
a ninguna de las colecciones anteriores.

Ejemple 1.2.4 Sea Q el conjunto de todos los numeros racionales. Notemos que, el con-
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Junto Q = U cola}, es una union numerable de conjuntos cerrados y Q € S9(R). Pero
Q no es un subconjunto cerrado o abierto de R. Ademas, Q no puede escribirse como in-
terseccion numerable de subconjuntos abiertos de R. Debido a esto, Q es un subconjunto
de complejidad 3 en R.

Sin embargo, no todos los subconjuntos de un espacio polaco son borelianos. En
este sentido, existen conjuntos mas complejos para describir como son los conjuntos ana-
liticos y coanaliticos. Denotaremos por Pr el operador proyeccion.

Definicion 1.2.5 Séa X un espacio polaco. Diremos que A es un subconjunto analitico
de X si existe un espacio polaco Y y un subconjunto boreliano B C X x Y tal que
A = Pr[B). 4 la coleccion de subconjuntos analiticos de X se les denota por (X ). Un
conjunto A es coanalitico si A° es analitico. A la coleccion de subconjuntos coanaliticos
de X se le denota por TI3(X).

Definicién 1.2.6 Sea X un espacio polaco. Diremos que el subconjunto A C X es un
subconjunto T1}—completo de X si

1. Aes II}(X).

2. Para cada espacio polaco Y y todo B € T1}(Y), existe f : ¥ — X borel medible
tal que B = f~1(A).

En el siguiente ejemplo veremos un conjunto que. no es boreliano.
Ejemplo 1.2.7 El conjunto
D ={f € C|0,1] : f es diferenciable en todo punto de [0, 1]}

es de complejidad 1} en el espacio C[0. 1) con la métrica del supremo. La prueba de este
hecho no es sencilla 'y se puede ver en [Sr] y en [AK].

El siguiente resultado de Suslin (ver [AK]) es fundamental en teoria descriptiva de
conjuntos y relaciona los conjuntos borelianos, analiticos y coanaliticos.

Teorema 1.2.8 Sea X un espacio polacoy B(X) la 0—algebra de Borel de X . Entonces

B(X) = Z1(X) NII(X).
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Por ultimo, precisemos un poco mas que se entiende por complejidad de un subcon-
junto de un espacio polaco. Los borelianos de un espacio topoiégico se definen como la
menor o-algebra que contiene a los abiertos. Uno puede entonces “medir” la complejidad
de un boreliano estimando la longitud del proceso que hay que realizar para obtenerlo
comenzando con una coleccion de conjuntos abiertos y usando solamente las operaciones
de tomar uniones numerables y complementos. Es bien conocido que en un espacio pola-
co este proceso puede tener como longitud cualquier ordinal numerable. Por otra parte, st
ademds incluimos la operacion de tomar imagenes bajo una funcion continua, obtenemos
conjuntos analiticos o coanaliticos. Desde ese punto de vista se considera a los conjun-
tos borelianos como “sencillos” y a los conjuntos analiticos y coanaliticos no borelianos
como “complejos”.

1.3. Nociones Basicas de Sistemas Dinamicos

En esta seccion, hablaremos de aspectos bésicos del 4rea de sistemas dindmicos que
son fundamentales para nuestro trabajo. Se iniciard la seccién, introduciendo la idea de
lo que es un sistema dinamico, la 6rbita de un punto, €l conjunto w-limite de un punto
y las n—iteradas de una funcion. Ademas, definiremos el objeto fundamental de nuestro
estudio: el semigrupo de Ellis. Respecto a este, presentaremos una caracterizacion de él
en términos de ultrafiltros en N. Para esto, se definiran las p—iteradas de f en un espacio
compacto Hausdorff, donde p € AN.

Por ultimo, hablaremos de los sistemas dinamicos WAP y tame. Con respecto a
estos, exhibiremos algunos ejemplos y resultados sobre ellos en el siguiente capitulo.

1.3.1 Sistemas Dindamicos

Entenderemos por un sistema dinamico discreto un par (X, f), donde X es un es-
pacio métrico compactoy f : X — X es una funcién continua.

A la funcién f, se le considera la ley que determina la evolucion del sistema di-
namico, al espacio X se le llama espacio de fases y a cada z € X, estados del sistema
dinamico.

Llamaremos n—iteradas de f, a las funciones f", las cuales se obtienen al componer
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f consigo mismo n veces. Sin = 0, f° es la funcion identidad en X. Claramente, para
cada n € N, la n—iterada de f es una funcién continua.

Definicion 1.3.1 Dado un x € X, entenderemos por drbita de x, denotado por O(x), al
conjunto siguiente

O4(2) = {z, f(2), f*(@)..... f"(@),...}-

Diremos que z € X es un punto periddico si existe un s > 1 tal que f*(z) = =.
El periodo de z es s = min{t : f%(2) = z}. Es evidente que, la 6rbita del punto z es
05(2) = {z, f(2), f2(2),..., [ (2)}. Es féacil ver que, todo y € Oy(z), es un punto
periédico de periodo s. Mas atin, |Of(y)| = s paracada y € O(z). Obviamente, los
puntos periédicos de periodo s = 1 son los puntos fijos de f.

Por otro lado, diremos que z € X es un punto eventualmente periddico si f*(y)
es periddico para algin [ € N. Veamos que cada punto de drbita finita es eventualmente
periédico.

Lema 1.3.2 Sea (X, f) un sistema dindmico. Si para algim y € X, el cardinal del punio
yes |Of(y)| = r conr € N, entonces existe un punto periédico z € X, de periodo
ke {l,...,r}tal que Of(z) C Oy(y).

Demostracion. Sea y € X tal que |Of(y)| = r. Como Of(y) = {y. f)..... [ (¥)},

existes € {1,...,r} tal que f*(y) = fi(y) y /™(f(y)) = fi(y). Por tanto, fi(y)
es un punto periédico de periodo r € {1,...,1}. ]

Se llamara tiempo de espera de un punto eventualmente periédicoz € X aunl € N
tal que f!(z) es periédico y f™(z) no es periddico para n < .

En un sistema dindmico, el principal objetivo es describir el comportamiento asin-
totico de las orbitas de los distintos puntos de X . Para esto, introduciremos la definicion
del conjunto w-limite.

Definicién 1.3.3 Sea (X, f) un sistema dindmico. El conjunto w—limite de x € X, de-
notado por ws{x), es el conjunto de puntos a € X para los cuales existe una sucesion
creciente (ny)xen tal que f™(2) — a.

Es evidente que, para cada y € Oy(2), ws(y) = wy(x). Més atn, si Oy(y) contiene
un punto periddico z, entonces wy(y) = Of(z).
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Definicion 1.3.4 Sea f : X — X una funcion. Decimos que H C X es f—invariante si
Hesnovacioy f(H) C H.

Claramente, las 6rbitas de un sistema dindmico (X, f) y los conjuntos w—limites
son subconjuntos invariantes de X . Asi mismo, la clausura de las érbitas son subconjuntos
invariantes de X.

Definicion 1.3.5 Sea (X, f) un sistema dindmico. Sea y € X. Diremos que y es punto
recurrente de X siy € ws(y).

Observemos que, los puntos periédicos son puntos recurrentes.

1.3.2 p—iteradas

En nuestro caso particular, estamos interesados en el estudio de sistemas dinamicos
donde X es un espacio métrico compacio, ya que de esta manera, la nocién de n—iterada
de una funcién f donde n € N, se puede extender a una p—iterada, denotada por f? donde
p € BN.

Para esto, consideremos lo siguiente. Supongamos que, para x, y € X se tiene que
r € wy(y). Para cada entorno V' de z, se cumple que {n € N : f™{z) € V} esun
subconjunto infinito de N, y la familia de conjuntos

H={{neN: f*z)€V}:Vesunentomno de z}

tiene la propiedad de interseccion finita. Por el corolario 1.1.12, existe un p € 8N tal que
‘H C p. Recordando la definicidn de §-limite, que vimos en el capitulo anterior, podemos
concluir que z = p — lim,_,o f™(y). Considerando esto, veamos que es una p—iterada de

f.

Definicion 1.3.6 Sea (X, f) un sistema dindmico. Para p € N*, la p—iterada de la fun-
cion f es la funcion fP : X — X definida por

fPx):=p— lim f™(z), paratodox € X.
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Es decir, para cualesquierax € X yV € N(fP(z)), se cumple que

{neN: f*z)eV}enp.

Sea X un espacio topoldgico y § un filtro en N. Decimos que un punto € X
es un §—limite de una sucesion {Z, )nen, Si para toda vecindad V de z, se cumple que
{n € N:z, € V} € §. Al F—limite de la sucesién (z,)nen lo denotaremos por

T =F — lim, e Zn.

Puesto que, X es un espacio métrico compacto, para cada p € fNycadaz € X,
tenemos que p— lim,,, f™(x) existe y es unico. Por tanto, la funcion f? estd bien defini- .
da. Observemos que, las funciones f™ corresponden a las p—iteradas con p un ultrafiltro
fijo.

Dado que las funciones f™ con n € N son continuas, podriamos pensar que, las

funciones f? con p € BN también lo son. Como se muestra en los siguientes ejemplos,
esto en general no ¢s cierto.

Ejemplo 1.3.7 Sean X = {1 :n e N\ {0}} U{0} y f : X — X una funcién dada por:

0, z=0;
1 r=1;
—_ ’ 2’
T) =
f( ) %’ .'L'=].,'
;—1}—_1’ .’.C=‘1-,'Il>2,

La funcion f es continua en X. Por ser x = 0 un punto fijo, tenemos que f*(0) = 0 para
todo n € N. Por la definicion de p—limite es claro que, fP(0) = 0 para cada ultrafiltro p.

Por otra parte, v = 1 y x = § son puntos periddicos de periodo 2 y las drbitas de
ambos es el mismo conjunto Oy(1) = Oy(3) = {1.3}. Determinemos las p—iteradas de
estos dos puntos.-Como el periodo de cada punto es 2, nosotros podemos descomponer al
conjunto N, en los siguientes dos subconjuntos N = 2N U (2N + 1). Observemos que, 2N
y 2N + 1 son disjuntos. Por el lema 1.1.18, claszﬁcaremos los ultrafiltros p € BN en dos
tipos: p € N (es deczr 2Nepype N1 (es decir, 2N + 1 € p). Hallemos f?(1)

y f?(3) parap € 2N. Claramente, Y1) =1y f3) = 5 paran € 2N De lo que se
desprende que, fP(1) = 1y fP(3) = § parap € IN. Ademds, hallemos P(1) y f7(3)
parap € IN+ 1. Es evidente que, f*(1) = 3y f*(3) = 1 paran € 2N + 1. Por lo que
concluimos que, fP(1) = 3y fP(3) = 1 parap € 9N + 1.
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Por otro lado, para cualquier n > 2, es sencillo ver que f’“(%) = - +k Luego, para
n > 2 se cumple que f*(=) — 0. Por tanto, paran > 2y cada V € N(0) tenemos que
el conjunto {l € N : (1) € V'} es cofinito, es decir, paran > 2y todo V € N(0) el
conjunto {l € N : f{(1) € V} € §.. Por laproposicion 1.1.8, {le N: f{(}) e V} ep
para cualquier ultrafiltro libre p. Por la definicion de p—limite es claro que, para todo
n > 2 se tiene que fP(%) = 0 para cada ultrafiltro p € N*.

De esta forma, concluimos que cada f? es continua en x = 0 para cada p € fN.

Ejemplo 1.3.8 Sean X = {2 :n e N\ {0}} U {0}y f : X — X la funcion dada por:

0, z=0;
flx)=<K 1, z=1;

1 _ 1

n T o

La funcion f es continua en X. Hallemos f? para cada p € N*. Paraxz = (,
F™0) = 0 para todo n € N. Concluyéndose que, fP(0) = 0 para todo p € BN. Analoga-
mente, [*(1) = 1 para cada n € N. De esta forma, fP(1) = 1 para todo p € fN.

Es sencillo ver que, j'm(}b) = 1 para cualquier m.. 2 n — 1. Luego, el conjunto
{m € :f™(}) = 1} es cofinito. Por la proposicion 1.1.8, {m € :f™() =1} € 3. Cp
para cada ultrafiltro libre p € N*. De este modo, fP (%) = 1 para todo p € N*,

Por todo lo anterior, fP es una funcion discontinua en x = 0 para cada p € N*.

Ejemplo 1.3.9 Sean X = {2 :n € N\ {0}} U {0}y / : X = X una funcion dada por:

0, =0,
1 1

f@) =1 may *‘zur
1 — 1

n—1’ ~ o

La funcion f es continua en X. Igual que en el ejemplo anterior, f*(0) = 0 para todo
n € N. Siguendo las mismas ideas del ejemplo precedente, fP(0) = 0 para cada p € N.

Hallemos f*(y) parap € N*. Sim es impar, f™(1) = f(L). Por otro lado, si m
es par, f’"( ) = L. A4si, parap € 9N (es decir, 2N € p) se tiene que P =Lysi
pE 9N + 1 (es deczr 2N + 1 € p) se tiene que f”( ) = f(2). Es decir, f* = f para
cualquier p € N + | 1y f? = Idx para todo p € AN.
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Por tanto, fP es continua en x = 0 para cada p € SN.

Notemos que en los ejemplos, o todas las fP son continuas o bien son todas discon-
tinuas para cualquier p € N*. En [GMO07], S. Garcia y M. Sanchis muestran que en el caso
que X es una sucesion convergente, para cualquier funcion continua f de X en si mismo,
o todas las fP son continuas en X, o bien, son todas discontinuas en X para todo p € N*.

1.3.3 Semigrupo de Ellis

Recordemos que para cualquier conjunto X, el conjunto X, de las funciones de
X en X, es un semigrupo con la composicién de funciones. Si X es un espacio métrico
compacto, entonces XX es compacto. Veamos a continuacién la definicién del semigrupo
de Ellis. El semigrupo de Ellis fué introducido por R. Ellis en {RE].

Definicion 1.3.10 Sea (X, f) un sistema dindmico con X un espacio métrico compacto.
El semigrupo de Ellis del sistema dindmico (X, ), denotado por E(X, [), es la clausura
en el espacio producto XX del conjunto { f* : n € N}.

Siendo X un espacio métrico compacto y E(X, f) un subconjunto cerrado del com-
pacto XX, es claro que, el semigrupo de Ellis E(X, f) es un subconjunto compacto del
espacio producto X*. :

En [RE], R. Ellis estudia propiedades algebraicas de E(X. f) y las relacionan con
propiedades recursivas de f. A su vez, E. Akin en [A97], analiza el semigrupo de Ellis
de sistemas dindmicos (X, f) cuando X es unespacio compacto dotado de una estructura
uniforme U y f -es una funcién uniformemente continua respecto de la uniformidad /.

En el préximo teorema, tomado de {G10], se da una caracterizacion de E(X, f) en
términos de ultrafiltros en N, usando el hecho que AN es la compactificacion de Stone-
Cech de N.

Teorema 1.3.11 Si (X, ) es un sistema dindmico con X un espacio métrico compacto,
entonces

. E(Xaf)z{fp:pEﬁN}, y fpofquqﬂ:
paracadap, q € BN,
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Demostracion. Sea h : N — XX la funcién definida por h(n) = f", entonces para
cualquier n € N. Puesto que N es un espacio discreto, es claro que, h es una funcién
continua. Por ser BN la compactificacién de Stone-Cech de los mimeros naturales con la
topologia discreta, la funcién h se puede extender a una funcién continua h:BN— XX
Claramente, E(X, f) = h(BN). Si p € N* y h es continua, se tiene que

-~ — B _ 1t —n— 1m P —_—a_ i no_ fp
h(p) = h(p — lim n) = p - lim h(n) =p — lim f" = f7.

Ahora, veamos que fP o f9 = f9*P para cada p, ¢ € BN. Efectivamente, por el teorema
1.1.27, paraz € X

f7%(@) = (¢+p) - lim f*(z) =p - lim (¢ lim [™*"(z)).
Por otra parte,
170 f1(2) = f(f(a))
= f7(g— lim f*(z))
=p— lim (f(g = lm f"(x)))
=p— lim (g— lim f™*"(z))
= f*(z).

Por lo que fP o f? = f9*P para cada p, g € BN. o

Este teorema nos ofrece nuevas herramientas para analizar propiedades topologicas
y descriptivas del semigrupo de Ellis, como puede verse en [GMO7], [G10] y [G12].
Asi mismo, facilita el célculo del semigrupo de Ellis de algunos sistemas dindmicos.
Tlustraremos este hecho, hallando el semigrupo de Ellis de los sistemas dinamicos de
los ejemplos 1.3.8 y 1.3.9.

Ejemplo 1.3.12 En el ejemplo 1.3.7, el semigrupo de Ellis del sistema dinamico (X, f)
es BE(X,f)={f™:n € N}U{h,t}, donde

0, z#1,3%;

0, 241 P FT by
o= {7 270 yum={ 1 o=k
r, = ) 3 1 =1
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En el ejemplo 1.3.8, el semigrupo de Ellis del sistema dindmico (X, f) es el con-
Junto siguiente E(X, f) = {f": n € N} N {g} donde la funcién g : X — X estd dada
por

() = 0, =0;
9= 1, z#0.

En el ejemplo 1.3.9 el semigrupo de Ellis es E(X, f) = {idx. f}.

Cabe resaltar, que en ambos ejemplos los elementos del semigrupo de Ellis son sélo
funciones continuas ¢ son discontinuas siempre que no sean n—iteradas.

En nuestro caso particular, los sistemas dindmicos en los que estamos principalmen-
te interesados son los sistemas dindmicos débilmente casi periodicos (WAP por sus siglas
en inglés) y los sistemas dindmicos "tames".

Definicién 1.3.13 Un sistema dindmico es WAP si todas las funciones en E(X, f) son
continuas.

Por otro lado, los sistemas dinamicos que definimos a continuacion, fueron introdu-
cidos por E. Glasner en [G06).

Definicién 1.3.14 Diremos que el semigrupo de Ellis E( X, f) es tame si es separable y

es Fréchet. Un sistema dinamico tame (X, f) es un sistema dinamico tal que su semigrupo
de Ellis E(X, f) es tame.

En torno a este tipo de sistemas dindmicos, presentaremos algunos ejemplos y re-
sultados en el siguiente capitulo.



Capitulo 2

Antecedentes

En este capitulo presentaremos los principales resultados hallados durante el proce-
so de revision bibliogréafica. Estos estan relacionados con los sistemas dinamicos WAP, la
cardinalidad del semigrupo de Ellis, el semigrupo de Ellis como compactificacion de Ny
complejidad de conjuntos. Como mencionamos en la introduccién, estos son los aspectos
en los cuales se centra nuestro trabajo.

Antes que todo, recordaremos la caracterizacién del semigrupo de Ellis en términos
de ultrafiltros, que vimos en los preliminares.

Teorema 2.0.15 Si (X, f) es un sistema dindmico con X un-espacio métrico compacto,
entonces

‘ E(X,f)={f":pe€pN},
y fPo f9= f9*P para cada p,q € BN.

Como vimos en los preliminares, este teorema es una consecuencia del hecho que
BN sea la compactificacion de Stone-Cech de {os niimeros naturales (ver [G10]). Es im-
portante resaltar nuevamente que, el teorema 2.0.15, es imprescindible para todo nuestro
estudio.

Este fue usado por A. Blass en [B93]. Ademas, en [A97], E. Akin usa un resultado
més general que este, en el caso donde AT es la compactificacion de Stone-Cech de un
semigrupo arbitrario T. De la misma manera, este resultado ha sido usado por S. Garcia
y M. Sanchis en [G10], [G12], para analizar el semigrupo de Ellis y mostrar algunas
propiedades topologicas de éste.

32
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2.1. Dicotomias en el semigrupo de Ellis

En esta seccién, mencionaremos algunos resultados relacionados con los sistemas
dinamicos WAP. En este sentido, en los espacios métricos compactos analizados se obtie-
nen dos posibilidades: o todos los elementos del semigrupo de Ellis son funciones conti-
nuas o cada funcién en el semigrupo de Ellis que no sea una n-iterada es discontinua.

A continuacién, enunciaremos tres teoremas de S. Garcia y M. Sanchis. Cabe desta-
car, que estos tres teoremas inspiraron en gran parte nuestro trabajo. Estos serdn enuncia-
dos tal cual aparecen en [G10], usando la nocién de p—iteradas de una funcién f donde
p € BN.

Teorema 2.1.1 (Garcia-Sanchis) Sea (X, f) un sistema dindmico en donde X es una su-
cesion convergente con su punto de convergenciay f : X — X es una funcion continua.
Entonces, las funciones fP con p un ultrafiltro libre son todas continuas 6 bien todas
discontinuas.

No sélo en el caso de un espacio compacto tan sencillo como una sucesion con-
vergente se concluye la tesis, sino que también, se cumple en ofros espacios como lo
muestran los siguientes resultados.

Teorema 2.1.2 (Garcia-Sanchis) Sea (X, f) un sistema dindmico con X un espacio mé-
trico compacto y sea x € X un punto fijo de f. Supongamos que existe m € N tal que
|O(y)] < m, para todo y € X. Entonces, las fP con p un ultrafiltro libre son todas
continuas o bien son todas discontinuas en .

Antes de enunciar el tercer teorema definiremos las funciones oy en 2V. Dada una
funcion f : N — N, la funcién o : 28 — 2N, esta dada por

- o5(x)(k) = 2(f(k)) paracada k € N, z € 2V
Cuando f es la identidad, s6lo escribiremos o.

Teorema 2.1.3 (Garcia) Sea [ una funcion de N en si mismo. Entonces, las funciones o
con p un ultrafiltro libre, son todas continuas o bien todas discontinuas.

Adicionalmente, a estos tres teoremas relacionados con los sistemas WAP, P. Szuca
mostré en [PS] algo similar para el caso del intervalo I = {0, 1].
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Teorema 2.1.4 (Szuca) Para una funcién continua f : I — I son equivalentes las si-
guientes condiciones:

1. La familia de funciones {f™ : n € N} es equicontinua.
2. La familia de funciones { f? : p € N} es equicontinua.

3. Existeun p € N* tal que f? es continua.

Es importante resaltar que, en todos estos teoremas la conclusion es la misma: todas
las p—iteradas son siempre continuas o son todas discontinuas para p un ultrafiltro libre.
Esto genera mayor interés en la busqueda de una respuesta a la siguiente interrogante de
S. Garcia y M. Sanchis, planteada en [GMO07]:

¢, Existe un sistema dinamico (X, f) tal que existen
9, he E(X, H\{f":neN}
donde g es una funcidén continua y h es una funcion discontinua en X ?

Por otra parte, en nuestro caso, las preguntas que sugieren los teoremas 2.1.1,2.1.2,
2.1.3 y 2.1.4, desde el punto de vista descriptivo son:

1. ¢Bajo que condiciones un sistema dindmico es WAP, en el caso que el espacio de
fases es un espacio métrico compacto numerable?

2. ¢ Qué complejidad tiene el conjunto {f € C(X, X) : (X, f) es WAP}?

2.2, Cardinalidad y Sistemas Dinamicos Tame

En esta seccion, trataremos el problema de la cardinalidad del semigrupo de Ellis.
A este respecto, A. Koler en [Ko] y E. Glasner junto a M. Megrehisvili en [GM06] ob-
tuvieron resultados sobre la cardinalidad del semigrupo de Ellis usando las ideas de J.
Bourgain, D. Fremlin y'M. Talagrand en [BFT]. En este sentido, ellos mostraron una di-
cotomia sobre la estructura topoldgica del semigrupo de Ellis andloga a la del teorema
1.1.36.
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A continuacién, presentaremos la dicotomia de E. Glasner junto a M. Megrehisvili
sobre la cardinalidad del semigrupo de Ellis (ver [GMO06]). En el caso analizado por E.
Glasner y M. Megrehisvili, 1a funcién f es un homeomorfismo sobre X y E(X, f) es la
clausura de {f™ : n € Z} en el espacio producto X X.

Antes que todo, definimos el conjunto E9 = {go h: h € E(X, f)}, para cada ho-
meomorfismo g sobre X, Es evidente que, £ es un subconjunto compacto puntualmente
de RX, por ser la imagen continua de E(X, f) bajo la aplicacion g, : E(X, f) — E¥,
pP—>gop.

Teorema 2.2.1 Sean (X, f) un sistema dindmico donde f es un homeomorfismo, X un
espacio compacto Hausdorffy E = E(X, f) su semigrupo de Ellis. Se cumple alguna de
las siguientes alternativas:

1. E es un compacto de Rosenthal separable, asi |E| < 2%.

2. El espacio compacto E contiene una copia homeomorfa a BN, de esta forma |E| =
22",

La primera posibilidad se cumple si y solo si E9 es un compacto de Rosenthal para cada
g € C(X).

Observemos que, en este teorema, no solo obtenemos, una dicotomia sobre la car-
dinalidad del semigrupo de Ellis, sino también sobre su estructura topoldgica. Aunado a
esto, relaciona la cardinalidad del semigrupo de Ellis con su estructura topoldgica.

Si E satisface la condicion 1) del teorema 2.2.1, entonces E es un compacto de Ro-
senthal separable y |E| < 2. Por el teorema de Bourgain-Fremlim-Talagrand (teorema
1.1.41), E es un espacio de Fréchet, por lo cual tiene una estructura topoldgica bastante
“sencilla”, pues es similar a la de los espacios métricos. En este caso, (X, [) se dice que
es tame (definicion 1.3.14).

Por otro lado, si E satisface la condicién 2) del teorema 2.2.1, la cardinalidad de F
es |E|] = 22°° y contiene una copia homeomorfa a AN. Ya vimos en el teorema 1.1.17,
que SN estd muy lejos de ser un espacio de Fréchet, pues ninguna sucesion no trivial es
convergente. Podriamos decir que en este caso el comportamiento del sistema (X, f) es
impredecible, (en oposicidn a los sistemas “tame” que son “domesticados, dociles™).

De esta manera, concluimos del teorema 2.2.1, que el semigrupo de Ellis es un com-
pacto de Rosenthal o contiene una copia homeomorfa a SN. Por lo que concluimos que
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un sistema dinamico es tame si, y s6lo si, su semigrupo de Ellis E(X, f) es un compacto
de Rosenthal si, y sélo si, la cardinalidad de F (X, f) es a lo sumo 2%,

Por otro lado, en el caso de los sistemas dinamicos (2V, o), S. Garcia en [G12]
muestra una condicién suficiente y necesaria para que E(2V, ;) tenga cardinalidad < 2™
y de esta forma por el teorema 2.2.1 sea un compacto de Rosenthal.

Teorema 2.2.2 f : N — N es una funcion con érbitas finitas si, y solo si el cardinal
|E@2N, 0)] < 2%.

Finalmente, recordemos que nosotros estamos interesados principalmente en los
semigrupos de Ellis E(X, f), asociados a sistemas dindmicos (X, f), donde X es un
espacio métrico compacto numerable. Se desprende del teorema 2.2.1, que en estos casos
E(X, f) es un compacto de Rosenthal, puesto que |E(X, f)| < 2%. En igual manera,
(X, f) es un sistema dinamico tame.

Las preguntas que queremos responder sobre la cardinalidad del semigrupo de Ellis,
cuando X es un espacio métrico compacto numerable son las siguientes:

1. ;Bajo qué condiciones E(X, f) es finito?
2. ;Bajo qué condiciones E( X, f) es numerable infinito?

3. ¢ Bajo qué condiciones E(X, f) es no numerable?

2.3. Teorema de Garcia-Sanchis

Como dijimos en la introduccién, los aspectos fundamentales para nuestro trabajo
son los sistemas dindmicos WAP, la cardinalidad del semigrupo de Ellis y el semigru-
po de Ellis como compactificacion de N. Hasta este momento, sélo hemos mencionado
resultados relacionados con los sistemas WAP y la cardinalidad del semigrupo de Ellis.

En esta seccion, presentaremos el teorema de S. Garcia y M. Sanchis que responde
parcialmente, la siguiente pregunta, interesante desde el punto de vista topolégico:

¢ Bajo qué condiciones el semigrupo de Ellis es una compactificacion de N?
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Garcia y Sanchis tratan este problema de cuando el semigrupo de Ellis es una com-
pactificacion de N (ver [GMO07] o [G10]) y obtienen el proximo teorema. Para esto, ellos
muestran una condicion suficiente y necesaria para que el conjunto {f™ : n € N} sea
discreto en E(X, f). De esta forma E(X, f) es una compactificacion de N.

Teorema 2.3.1 Sea (X , ) un sistema dindmico tal que X es compacito y f* # f™ para
cada par de numeros distintos n, m € N. Entonces {f™ : n € N} es discreto en E(X, f)
siysolo si f* # fP para cadap € N*.

Si bien es un resultado interesante, puesto que presenta condiciones suficientes y
necesarias para que {f™ : n € N} sea discreto en el semigrupo de Ellis, resulta dificil
poder determinar cuando el semigrupo de Ellis satisface las condiciones de este teorema.
Es por esto que, deseamos encontrar una caracterizacion mas manejable.

Para la prueba de estos teoremas, Garcia y Sanchis en [G10], [GMO07], usan tam-
bién la caracterizacion dada en el teorema 2.0.15, del semigrupo de Ellis en términos de
ultrafiltros.

2.4. Complejidad

En esta seccidn, revisaremos algunos resultados donde se determina la complejidad
de conjuntos relacionados con sistemas dinamicos (ver [AK]). Sea X un espacio métrico
compacto. Denotaremos por H (X ) al conjunto de todos los homeomorfismos de X en si
mismo.

Teorema 2.4.1 (Kechris) El conjunto de todos los h € H(X) tales que cada Oy(z) es
finita para todo x € X, es un conjunto I1}(X)—completo.

Un h € H(X) es minimal si no existen subconjuntos propios de X invariantes bajo
h. Ademas, h es distal si para x # y en X, existe un¢ > 0 tal que d(h"(z), h"(y)) > ¢
paratodon € N. -

Teorema 2.4.2 (Beleznay-Foreman) El conjunto de todos los h € H(X) minimales dis-
tales es T1} (X )—completo.

La demostracion de este teorema se puede ver con todo detalle en [BF95].



Capitulo 3

Sistemas Dinamicos WAP

En este capitulo se analizara el semigrupo de Ellis de diversos sistemas dinami-
cos (X, f), donde X es un espacio métrico compacto numerable, estudiando para esto el
comportamiento asintético de los puntos de X. Ademés, se usara la caracterizacion del
semigrupo de Ellis en términos de ultrafiltros dada en el teorema 1.3.11 y se estableceran
algunas condiciones para que el semigrupo de Ellis posea s6lo funciones continuas, es
decir que el sistema dinamico sea WAP, en algunos espacios métricos compactos nume-
rable. En este sentido, daremos algunas respuestas a las preguntas que mencionamos en
los antecedentes:

Pregunta 1 ; Bajo que condiciones un sistema dinamico es WAP?

Pregunta 2 ; Existe un sistema dindmico (X, f), donde X es un espacio métrico com-
pacto tal que existen funciones g, h € E(X, f)\ {f™ : n € N} donde g es una funcion
continua y h es una funcion discontinua en X ?

Pregunta 3 ; Qué complejidad tiene el conjunto

{f € C(X, X): (X, [) es WAP}?

Como ya lo hemos dicho, todas estas preguntas seran analizadas en el caso de sis-
temas dindmicos donde el espacio de fases es un espacio métrico compacto numerable.
Para esto, primero analizaremos el caso en que el espacio de fases es una sucesion con-
vergente, obteniendo respuesta a cada una de las preguntas 1 y 3. Notemos que, para la
sucesion convergente, S. Garcia y M. Sanchis respondieron negativamente la pregunta 2
con el teorema 2.1.1. Posteriormente, en el caso general de espacios métricos compactos

38
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numerables, daremos repuestas parciales a las preguntas 1 y 3, asi como un ejemplo que
satisface las condiciones planteadas en la pregunta 2.

Antes que todo, recordemos que un punto z € X se denomina punto peridédico de
[ siexiste s > 1 tal que f*(x) = z. Es evidente que, los puntos periddicos de periédo
s = 1 son los puntos fijos de f.

En lo sucesivo, denotaremos por
Py = {1 € X : z tiene periodo s},
para cada s € N, el subconjunto de X de todos los puntos periddicos de periodo s, y por
P={seN:(3z € X}z € PR},

el conjunto de todos los posibles periodos que puede tener un punto periddico z € X.

3.1. Propiedades Basicas

Primeramente, presentaremos algunos lemas basicos.

Lema 3.1.1 Para cada A € p se cumple
P — It n .. — ki
ff=p nllm ff=p hg}lf’”.

Demostracion. En efecto, por ser p un ultrafiltro, para cada V' € N/(f?) tenemos que
{neN:freV}epsiysolosiime A: fmeV}ep. ]

Lema 3.1.2 Definimos la aplicacion i : BN x P — N, dada por i(p, s) = k en caso que
p € sN+k, k < s. Entonces, para z € P, se tiene que

i(p,s) =k & fP(2) = f*(2).
Demostracion. (=) Nosotros tenemos que sN+ k € py

f7(z) =p= lim f*(z) = p— lim [H(z) = f4(2).
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(«=) Sii(p,s) =l entonces p € sN + 1. Puesto que z € P,

P(2) =p= lim [™(2) = fi(z) # [5() m

Lema 3.1.3 Seanz, y € X tales que existen s.l € N que cunﬂﬂ quex € P, fi(y) ==z
¥ f™(y) no es periédico paran < l. Sil = a (mod s) y p € sN + b, entonces

fPly) =) sibza

P(y) = £77%a) si b<a.
Demostracion. Existe l; € N tal que | = sl; + a. Como x € P, obtenemos que
fsn+bv(y) — fsn+b+l—sl;—a(,y) — fs(n—-ll)+l+b—a(y) — fs(n~—ll)+b—a(x)
Seap e SN/I?) Por el lema 3.1.1 y las identidades anteriores,
Jly) =p— lim f*y)=p = lim [*(y) = p— lim [ ) = o),
n—00 n—+00 n—o0

Sib > a, fP(y) = f*~%(z). Por otro lado, si b < a, entonces.b —a = s — b+ a (mod s)
y fPy) = f0+e (). =

Lema 3.1.4 Si ws(z) contiene un punto aislado z en Oy(z), entonces z es un punto pe-
riddico.

Demostracion. Claramente, por ser z un punto aislado en Oy(z), tenemos que el conjunto
A={neN: fYz) = z} es infinito. Dados n, m € A conn > m, se cumple que

M=) = () = ().

Por lo que z es un punto periddico. B

Lema 3.1.5 Seag = f°cons € N. Sia € X, entonces

Os(a) = Oy4(a) U f(O4(a)) U... U f7HOy(a)).
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Demostracion. Claramente, O,4(a) U f(Og(a)) U ... U f*71(Oy(a)) C Of(a). Para cada
n € N,existent € N, ! < s tales que n = ¢s + l. De esta forma, obtenemos que

f(a) € f'(Oy(a)) y

Os(a) = Og(a) U f(Oy(a)) U... U fHO,(a)) m
Lema 3.1.6 Paracadaz € X se tiene que wg(z) = {fP(x) : p € N*}.

Demostracion. Si a € wy(z), existe una sucesion de nimeros naturales (nx)ken tal que
f™(z) — a.Lacoleccion A = {{n; : f™*(z) € V}: V € N(A)} tiene la propiedad
de interseccidn finita. Luego, existe ¢ € N* tal que A C q. De lo que se desprende que,

JU(z) = a.

Por otro lado, sean a = f9x) para algin ¢ € N*y {V; : t € N} una base de
abiertos de a. Paracada ¢t € N, escogemosunm, € {n € N : f*(x) € V;} y construimos
la sucesion (f™(z))en que converge al punto a. Por tanto, a € wys(z). De lo anterior
concluimos que, wy(z) = {fP(z) : p € N*}. w

3.2. Sucesion Convergente

Como mencionamos al inicio de este capitulo, en esta seccion daremos una res-
puesta a las preguntas 1 y 3, en el caso que el espacio de fases X del sistema dinamico
(X, f) sea una sucesion convergente. Recordemos que en el teorema 2.1.1, se muestra
una dicotomia sobre el semigrupo de Ellis de esta clase de sistemas dinamicos que res-
ponde negativamente la pregunta 2. Este establece que (X, f) es WAP 6 cada funcion de
E(X, f)\ {f™ : n € N} es discontinua. No obstante, no se aclara cundo alguna de las
dos cosas sucede.

Para responder ambas preguntas, procederemos de la manera siguiente: primero
analizaremos el caso cuando el tinico punto de acumulacioén no es fijo y posteriormente el
caso contrario a este.

La demostracion del siguiente teorema es tomada de la demostracion del teorema
2.1.1, hecha por Garcia y Sanchis y presentada en [G10].
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Teorema 3.2.1 Sea X = {z, : n € N} U{z} tal que z,, — x y f(x) # 2. Entonces, f?
es continua para cada p € N,

Demostracion. Como f(x) es un punto aislado del espacio métrico X, el subconjunto
A={n€N: f(z) = f(z,)} es cofinito. Para cada n € A, f™(x) = f™(x,) para todo
m € N. Por tanto, fP(z) = fP(x,) paratodop € SNy m € A. De lo que concluimos
que, f? es continua para cada p € SN. |

En el caso que el punto de acumulacién de la sucesién sea un punto fijo, noso-
tros hemos encontrado la siguiente condicion suficiente y necesaria para que el sistema
dinamico (X, f) no sea WAP.

Teorema 3.2.2 Sea X = {z, : n € N} U {2}, tal que x, — x y x es fijo. Las tres
condiciones siguientes son equivalentes:

1. f? es discontinua para algun p € N*.

2. Existe z € X \ {z}, periddico de periodo s > 1 de tal forma que el conjunio
H={yeX:ze0y)} es infinito.

3. f%es discontinua para cada g € N*.

Demostracion. 1) = 2) Dado que f? es discontinua en z, existe una sucesion (b, )nen
tal que b, — zy fP(b,) - z. Como X es compacto, existe una subsucesion (1) ren
y un punto z € X, tal que b,, — 2. Supongamos sin perdida de generalidad, que esta
subsucesion es (b, )nen-

Por ser z aislado, el subconjunto A = {n € N : fP(b,) = z} es cofinito. Para
cadan € A, definimos el conjunto A, = {m € N : f™(b,) = z} € p. Se sigue
que, z € Oy(b,) para cadan € Ay por el lema 3.1.4, z es un punto periddico de f.
Claramente, el periodo de z es s = min{m € N: f™(2) = z}.

2) = 3) Sea ¢ € N*. Como z es periodico, para cualquier y € H, es evidente
que Of(2) = wy(y) = {fP(z) : p € N*}. Sea (b,),en una sucesion en H. Entonces,
f4(b,) € Oy(z) para cada n € N. Como x es un punto fijo y z es un punto aislado,
z ¢ Of(z). De esta forma, f%(b,) - z. Por lo que concluimos que f? es discontinua para
cada g € N*,

3) = 1) Es evidente. ™



3.2. SUCESION CONVERGENTE 43

Observacion 3.2.3 De los teoremas 3.2.1 y 3.2.2, concluimos que un sistema dindamico
(X, f) donde X es una sucesion convergente es WAP si el punto de acumulacion no es
fijo o el item 2) del teorema 3.2.2, no se cumple. Lo cual responde la pregunta 1, en el
caso que el espacio-de fases es una sucesion convergente.

De igual modo, estos dos teoremas nos llevan a concluir el siguiente resultado sobre
la complejidad del conjunto {f € C(X, X) : (X, f) es WAP}, obteniendo una respuesta
para la pregunta 3, en el caso que el espacio de fases es una sucesion convergente.

Teorema 3.2.4 Sea X = {z,:n € N} U {z} tal que x,, — x. Entonces el conjunto
B={feC(X,X):(X,[)es WAP}

es boreliano.

Demostracion. De los teoremas 3.2.2 y 3.2.1, tenemos que

fE€Ba@Ere X\{z})EmeN)(fe g g™(=) = 2Ag(z) =2}
Afef{g: {neN:zeOyzx,)} € NI},

Consideremos la funcion continua ¢, : X* — P(N) dada por

Y(f) ={n € N:z€ Op(zn)}

Por ser NI} un subconjunto boreliano de P(N), tendremos que (3,)~1(N[*]) es un sub-
conjunto boreliano de X X. De esto,

f¢sefe | UHo:g"e) =2n{g: gl2) =2} n (@) (NM).

zeX\{z} meN

Por lo que B¢ es boreliano y B también lo es. L]

Observacion 3.2.5 Con estos tres teoremas hemos exhibido las respuestas a las pregun-
tas 1y 3, para el caso que X sea una sucesion convergente.
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3.3. Dicotomias en Espacios Numerables

En esta seccidn exhibiremos respuestas parciales a las preguntas 1, 2'y 3, planteadas
al inicio del capitulo, en el caso particular que el espacio de fases del sistema dinamico es
un espacio métrico compacto numerable.

A este respecto, mostraremos condiciones para que el sistema dinamico (X, f) sea
WAP. Ademas, presentaremos condiciones para obtener una dicotomia como la de los teo-
remas 2.1.1, 2.1.3. En este sentido, veremos que en un sistema dinamico (X, f), donde
X es un espacio métrico compacto numerable y cada elemento de X'’ es un punto perid-
dico, cada f? es discontinua en X para todo ¢ € N* o cada f9 es continua en X para
todo ¢ € N*, En la siguiente seccion, veremos que la hipdtesis que cada punto de X’ es
periddico es necesaria.

Primero, veamos que en caso que todas las Orbitas del sistema dinamico (X, f)
donde X es un espacio métrico, sean finitas, se tiene que el sistema (X, f) es WAP.

Teorema 3.3.1 Sea (X, [) un sistema dindmico. Para cada mi € N, existe un . € X con
|Os(x)| > nsiysélosi f* # f™, nsm

Dempostracion. (=) Para cualesquiera n, m € N, siempre existe un punto z € X con
|Of(x)| > méx{n, m} + 1. Por esta razon, f"(z) # f™(z)y f™ # f™ paran # m.

(<) Supongamos que existe un M € N tal que |Of(x)| < M paracadaz € X.
Obviamente, P es finito.

Para cada z € X, existen [, € Nyun z, € |J,.p P, de periodo s, de tal forma
que f'=(z) = z,. Sean L = {l, : x € X} y t = méx(L). Claramente, f*(z) es un punto
periédico. Sea r = [],.p s. De todo lo anterior se desprende que,

@) = f1(f'(2) = f(=).
Como resultado de esto, f™+ = ft, Lo cual es una contradiccion. [ ]

Observemos que el teorema 3.3.1, generaliza el teorema 2.1.2 de Garcia y Sanchis.
Ademias, aclara que en general cuando el cardinal de las 6rbitas de cada punto de X es
acotada por un mismo nimero natural, el sistema dindmico es WAP. Este hecho se resume
en el siguiente corolario.
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Corolario 3.3.2 Sean (X, f) un sistema dindmico. Si existe un numero M € N tal que
|O¢(z)| < M, entonces (X, f) es WAP.

Demostracion. Por el teorema 3.3.1, {f* : n € N} es finito. Luego, E(X, f) es finito.
Por tanto, (X, f) es WAP. B

Ahora veremos que en un sistema dinamico (X, f), donde X es un espacio métrico
compacto numerable y cada elemento de X' es un punto periodico, cada f? es discontinua
en X para todo ¢ € N o cada f9 es continua en X para todo g € N. Es decir, obtenemos
una dicotomia igual que la de la sucesién convergente. Para esto, nosotros necesitaremos
algunos lemas auxiliares.

Lema 3.3.3 Seaa € X tal que |alcp = 1y f(a) = a. Supongamos que (ap)nen €s una
sucesion que converge al punto a. Entonces para cada entorno V € N (a) tenemos que
el conjunto By = {n € N : Of(a,) C V'} es cofinito.

Demostracion. Sea W € N'(a). Puesto que |a|cp = 1, entonces existe un abierto-cerrado
V € N(a) tal que V' \ {a} es una sucesién que converge al punto a. Para cada n € B,
existen y, € Of(a,) NV y f(yn) ¢ V. Para probar la tesis es suficiente mostrar que B,
es finito. Supongamos lo contrario, entonces (f™(z))meps ¥ (f™(#))mepg convergen
al punto q, por ser a fijo. Debido a que, V' es un abierto-cerrado, entonces a ¢ V. Esto es
una contradiccién. En consecuencia, By es cofinito. De igual forma, By es cofinito. =

Lema 3.34 Sean a € X 1al que |Of{(a)| = sy g = f°. Sea (ap)nen una sucesion de
puntos f—periddicos en X tal que a, — a. Supongamos que para cada V € N(a),
existe Ny € N tal que Oy(a,) C V paran > Ny. Entonces para cualquier entorno
W € N(Oy(a)), existe Ny € N tal que O¢(a,) C W paracadan > Ny.

Demostracion. Por hipétesis, dado V, € N (a), existe Ny, tal que Oyfa,) C Vp para
cada n > Ny,. Por ser f una funcién continua, para cada i € {1,...,s — 1} y dado
V; € N(f#(a)) existe un Ny, € N tal que f*(O,(a,)) C V; paracadan > Ny,.

Porellema3.1.5, paracadan € N,

Of(an) = Oylas) U f(O4(a,)) U... U f51O,(an)).

Supongamos que fy = Identidad en X. Dado W € N(Oy(a)), existen W; € N(f*(a))
de tal forma que U, ,_, Wi C W.
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Escogiendo Nw = maz{Nw, - .., Nw,_, }, obtenemos que

Of(an) = Oglan) U f(Oglan))U... U FHOp(a)) C | WicW.
0,...,s

i -1

1=l

paracadan > Ny. [ ]

A continuacién, mostraremos que cuando cada a € X' es periddico y una sucesion
de puntos periddicos (@, )nen converge a un punto fijo b € X, entonces Oy(a,) — b.

Lema 3.3.5 Sean a € X' y una funcion continua f : X — X tal que cada b € X' es
periddico y f(a) = a. Supongamos que (an)nen €s una sucesion de puntos periédicos
convergiendo al punto a tales que a,, # a,, paran # m. Entonces para cada W € N (a)
el conjunto By = {n € N :O¢(a,) C W} es cofinito.

Demostracion. Nosotros probaremos este teorema usando induccion sobre el rango de
Cantor-Bendixon de a. El caso en el cual |a|jcp = 1, fue probado en el lema 3.3.3. Su-
pongamos que |a|cp = @ y que el resultado se cumple para puntos de rango menor que
a.

SeaV € N(a) unconjunto abierto-cerrado tal que |c|cp < a paracadac € V\{a}.
Sin perdida de generalidad, nosotros supondremos que (a,),en C V' y ademas que B, es
infinito. Para cadan € By, existe y, € Of(an) N V'y fyn) ¢ V.

Existen d € V' y (n)ren tales que y,, — d. Claramente, a # d. Sin perdida
de generalidad nosotros supongamos que esta sucesion €s (Y, )nen- Sean s = |Of(d)| y
g = f°. Claramente, cualquier b € X' es g—periddico. Por hipotesis inductiva, como
V e N(d) y g(d) = d, existe Ny € N tal que O,(y,) C V paracadan > Ny.

Por lema 3.3.4, para cada I/ € N(Oj(d)), existe Ny € N tal que Os(y,) C U,
para cada n > Ny. Como a,, es periddico para cada n € N, O¢(y,) = Oy(a,) para cada
n € By. Ademés, por ser a fijo bajo f, a & O¢(d).

Sea Up € N(Oy(d)) tal que a ¢ Up. Luego, existe un nimero Ny, € N tal que
Os(yn) = Of(as) C Up paran > Ny, y n € By. Por tanto, (an)nepg no converge al
punto a. Lo cual es una contradiccion. Concluimos que BY, es finito. =

De los lemas 3.3.4 y 3.3.5 sigue el siguiente lema.

Lema 3.3.6 Dados una funcién continua f : X — X con cada a € X' periddico y un
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b € X' tal que existe una sucesion (a,)nen de puntos periodicos distintos entre si que
converge a b, entonces para cada entorno W € N (Oy(b)) obtenemos que el conjunto
Bw = {n € N:Of(an) C W} es cofinito.

En el caso de los sistemas dinamicos (X, f) con X un espacio métrico compacto
numerable donde cada b € X' es periddico, cuando un punto de X tiene una 6rbita infinita
y un punto de acumulacién fijo, entonces la drbita es una sucesién convergente.

Lema 3.3.7 Seana € X' con lalcg =1y f : X — X una funcion continua. Si x € X
tiene una orbita infinita con a € wg(z) fijo, entonces f™(z) — a.

Demostracion. Como |a|cp = 1, existe un abierto-cerrado V' € N(a) tal que V' \ {a} es
una sucesion convergiendo al punto a.

SeaT = {m € N: f™(z) € V and f™*'(z) ¢ V}. Supongamos que T es
infinito. Claramente, ( f™(2))mer ¥ (/™ (2))mer convergen al punto a. Lo cual es una
contradiccién. Por tanto, T es finito. Asi, f™(z) — a.

Teorema 3.3.8 Sean a € X' y una funcion continua f : X — X tal que cadab € X' es
periddico. Si z tiene una érbita infinita tal que o € wy(x) es fijo, entonces f™(x) = a.

Demostracion. Nosotros probaremos este teorema usando induccion sobre el rango de
Cantor-Bendixon de a. El caso en el cual |alcp = 1 fue probado en el lema 3.3.7.

Supongamos que {alcp = @y que el resultado se cumple para cualquier funcién
continua g : X — X ycada b € X' tal que |b|cs < a. Buscando una contradiccion,
supondremos que existe ¢ € ws(z) y ¢ # a. Sea V € N(a) un abierto-cerrado con ¢ ¢ V
y tal que |d|cgp < « para cada d € V \ {a}. De lo que se desprende que el conjunto
H={meN: f™a)eV A [ (x) ¢ V} es infinito.

Asi, existe e € V y una sucesién creciente (my)reny €n H tal que la sucesion
(f™(z))ren converge a e. Como V es abierto-cerrado y f es continua, entonces f(¢) & V
y f(e) # e. Puesto que f(a) = a, entonces a ¢ Oy(e).

Sean s = |Of(e)| y g = f°. Dado cualquier k € N, existen t, 7, € N tales que
me = tkS + T, Yy T < s. Como r, < s para cada k € H, existe un r < s tal que
T = {myx € H : 7, = r} es infinita. Sin perdida de generalidad nosotros supongamos
que T = H. Entonces e € wy(y) donde y = f7(x). Notemos que g(e) = ey le|lcs < a,
entonces por hipétesis inductiva sobre (X, g), nosotros concluimos que g™(y) — e.
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Veamos que w;(y) = Oy(e). En efecto, para cada i < s, f*™*(x) — f(e)y
O¢(e) C wy(y). Por otra parte, para 0o € wy(y), existe (ng)ren tal que f™(z) — o.
Claramente, existe 7 < s tal que {n; : k € N} NsN + i es infinitoy f™(z) — f*(e). Por
tanto, ws(y) = Oy{e).

Como y € Of(z), entonces wy(z) = ws(y) = Of(e). Pero, a ¢ Oy(e). Esto es una
contradiccion. En consecuencia, f™(z) — a. ]

El préximo teorema muestra que si dada una funcién continua f : X — X tal que
cadaa € X' es periodico, entonces wy(z)es una érbita periddica para cada 2 € X.

Teorema 3.3.9 Sea f : X — X una funcion continua tal que cada a € X' es periodico.
Para cada x € X, existe un punto periddico a € X tal que ws(x) = Of(a).

Demostracién. Si Of(z) es finito, existe un a € Oy(x) periddico. Un momento de refle-
xi6n revela que we(z) = Oy(a). '

En otro sentido, si 1a érbita Oy(z) es infinitay a € wy(z), claramente, a € X'. Sean
s = |Os(a)| y g = f*. Entonces, a = g{a). Por el teorema 3.3.8, g"(z) — ¢. Siguiendo
las ideas de la parte final de este mismo teorema, se muestra que wy(z) = Op(a). Por el
lema 3.1.6, { f(z) : p € N*} = wy{z) = Oyfa). |

De los dos siguientes teoremas concluimos que dado un sistema dinamico (X, f),
donde cada elemento de X' es un punto periddico, para cada b € X’ o cada f? es discon-
tinua en b para toda ¢ € N* o cada f? es continua en b para todo ¢ € N*.

Teorema 3.3.10 Sea f : X — X una funcion continua tal que cada a € X' es periddico.
Dado b € X' un punto fijo, entonces cada [ es discontinua en b para toda q € N* o cada
f9 es continuaen b para todo q € N*.

Demostracion. Supongamos que existe p € N* tal que f? es discontinua en b. De lo
que se desprende que, existe una sucesion (a, )nen tal que an, — by f?(a,) - b. De esta
manera, existen (nx)ren y ¢ € X \ {b} tales que f?(a,,) — c. Sin perdida de generalidad,
supongamos que esa sucesion es (a, Jnen-

Case 1. Supongamos que c es aislado. El conjunto

H={neN: f(a,) =c}
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es cofinito. Por lema 3.1.4, ¢ es un punto periddico. Por teorema 3.3.9, para cadan € H,
el conjunto { f9(a,) : ¢ € N*} = Oy(c).

Notemos que, O¢(c) es finito. Aunado a esto, b € X'y es fijo, por lo que b ¢ Of(c).
De esto, f? es discontinua en b para cada q € N*,

Case II. Supongamos que ¢ € X'. Por teorema 3.3.9, f9(a,,) es periddico para cada
geEN,ne N SeaH ={n € N: fP(a,) = c}. Por teorema 3.3.9, para cada n € H,

{f¥an) : ¢ € N} = O(c).

Si H = {n € N: fP(a,) = c} es cofinito, entonces como O (c) es finito, tenemos
que (f9(an))nen tiene una subsucesion que converge a un y, € Oy(c) paracada g € N* .
De esto, f?-es discontinua en b, para cada g € N*,

Supongamos sin perdida de generalidad que H¢ = N. Como f?(a,) converge a c,
por corolario 3.3.6, para cada V € N(Oy(c)) el conjunto

By = {n e N: Os(f*(an)) C V}

es cofinito. Puesto que ¢ # by b es fijo, entonces b ¢ Of(c). Luego, existe un abierto
cerrado W € M(Oy(c)) tal que b ¢ W'y By, es cofinito. Por tanto, (f%(a,)) no converge
a b para cada g € N*. Concluyéndose que, f? es discontinua en b para cada g € N’ B

Un hecho interesante, que presentaremos en breve, es que para cada funcion con-
tinua f tal que cada a € X’ es [—periddico, si existe algin p € N* con /7 discontinua
en b, entonces es f? discontinua en y para cada y € Of(b). Como mencionamos en la
introduccion, este es el teorema mas importante de nuestro trabajo junto al ejemplo que
se exhibe en la proxima seccion de este capitulo.

Lema 3.3.11 Sea f : X — X una funcién tal que cada a € X' es periddico. Seab € X'.
Si existe p € N* tal que fP es discontinua en b, entonces para caday € Og(b), f? es
discontinua en y.

Demostracion. Supongamos que existe p € N* tal que f? es discontinua en b. De esto,
existe una sucesion (a,)nen tal que a,, — by fP(a,) - b. Puesto que, X es compacto,
existe (ng)keny ¢ € X \{b} tal que fP(an,) — c. Sin perdida de generalidad, supongamos
que esta sucesion es (@, )nen.

Si ¢ es aislado, por el teorema 3.1.4, ¢ es un punto periédico. En caso contrario,
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¢ € X'y también es un punto periddico.

Sea s = |O;(b)]. Existe un i, < s tal que p € (sN + 7,)*. Para y € Oy(b), existe
| < stal que f{(b) = y. Por lema 3.1.2, fP(y) = f»(y). Nosotros mostraremos que

(o) # ().

Efectivamente, si b ¢ O;(c), tendremos que O;(b) N Of(c) = 0. De esta forma,
f(c) # f*(y). Por otro lado, si b € Of(c), entonces O;(b) = Of(c) puesto que by ¢ son
puntos periddicos. Luego, existe m < s tal que f™(b) = ¢. Supongamos por reduccion al
absurdo que, f(c) = fir(y). Asi, f*™(b) = f'(c) = fir(y) = fH(b) y m = 1,. Por lo
que tenemos que fP(b) = fi»(b) = c. Esto es una contradiccién, porque fP(ay) ~ fP(b).

Asi, f(c) # f*(y).

Puesto que f es una funcién continua, f'(a,) — y. Como

PP (an)) = [P (an) = fHe) # [ (y) = 7).
en consecuencia, f? es discontinua en y. ©

Este lema 3.3.11, resulta fundamental para mostrar una dicotomia sobre los elemen-
tos del semigrupo de Ellis, andloga a la presentada en el teorema 2.1.1, para el caso que
todos los puntos de acumulacion del espacio de fases (este espacio es numerable) sean
periddicos. A continuacién, mostraremos esta dicotomia en el proximo teorema, el cual
también es consecuencia del teorema 3.3.10.

Teorema 3.3.12 Sean f : X — X una funcién continua tal que cada a € X' es perio-
dico. Sea b € X'. Luego, o cada f7 es discontinua en b para cada q € N* o cada f9 es
continua en b para cada q € N*.

Demostracion. Sean s = |O;(b)| =y g = f*. Claramente, cada ¢ € Oy(b) es un punto
fijo de g. Por el teorema 3.3.10 y el lema 3.3.11, g7 es continua en Oy(b) para cada g € N*
0 g7 es discontinua en Of(b) para cada g € N*. Notemos que para cada g € N*, existe un
iy < stal que ¢ € (sN +14,)* y porel lema 3.1.1, f = g — Mmoo [ = ¢g7f*. En
consecuencia, si g7 es continua en b para cada ¢ € N*, entonces f7 es continua en b para
cada g € N* y si g7 es discontinua en b para cada g € N*, entonces f? es discontinua en b
para cada ¢ € N*. [

El préximo corolario es consecuencia directa del teorema .
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Corolario 3.3.13 Sea (X, f) un sistema dinamico donde X es un espacio métrico com-
pacto numerable tal que cada b € X' es periddico. Luego, cada f9 es discontinua en X
para cada q € N* o cada f? es continua en X para cada q € N*.

Observacion 3.3.14 Este corolario muestra que en el caso de sistemas dindmicos (X, f)
donde X es un espacio métrico compacto numerable tal que cada b € X' es periddico la
respuesta a la pregunta 2 es negativa igual que en el caso que el espacio de fases sea una
sucesion convergente.

Con respecto a las preguntas 1 y 3 formuladas al inicio del capitulo no tenemos una
respuesta concreta para este tipo de sistemas dindmicos (X, f). En lo que resta de esta
seccion daremos respuestas a estas preguntas en el caso particular que cada elemento de
X' sea un punto fijo. Para ello presentaremos el siguiente teorema analogo al teorema
3.2.2.

Lema 3.3.15 Sea f : X — X wna funcion continua que fija a cada a. € X'. Sean V
y W entornos abierios-cerrados de X tales que V N'W = 0. El conjunto de puntos
H={ze X :2€Vyf(x) € W} es finito.

Demostracion. Supongamos que existe una sucesion infinita (a,)nen C H. Por ser X
compacto, existe a € X y una subsucesién (nk)ken tal que a,, — a. Como f es una
funcién continua, V es cerradoy a € X', tendremos que f(a,,) — f(a) = a. Lo cual es
una contradiccion. Por tanto H es finito. |

Recordemos que todo punto fijo es periddico, por lo que en el caso que todos los
elementos de X’ sean fijos, tenemos por el corolario 3.3.13, que o cada f9 es discontinua
en X paracada g € N* o cada f? es continua en X para cada g € N*,

Teorema 3.3.16 Sean f una funcion de X en si mismo tal que cada a € X' es fijo. Dado
b € X', se tiene que las tres condiciones siguientes son equivalentes:

1. Existe p € N* tal que f? es discontinuaenb € X'

2. Existeun punto z € X \{b} periddico tal que para cualquier V € N (b), el conjunto
Iv ={y €V :z € O(y)} es infinito.

3. f9 es discontinua en b, para todo q € N*.
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Demostracion.

1) = 2) Si f? es discontinua en a € X', existe una sucesion (a,)ren tal que a, converge

- al punto a y fP(a,) no converge al punto a = fP(a). Por ser X compacto, existe

una subsucesion (n;) y un ¢ € X tal que f?(a,, ) — c. Supongamos sin perdida de
generalidad que esta subsucesion es (@ )nen-

Caso 1: ¢ es un punto aislado de X. Luego, B = {n € N : fP(a,) = c} es
cofinito. Por el lema 3.1.4, ¢ es periédico. Para cualquier n € B, se tiene que
A, = {m € N: f™(a,) = ¢} € p. Observemos que, B es infinito y si n. € B,
entonces ¢ € Oy(a,). De lo que concluimos que para cada V' € N(b), el conjunto
I, es infinito.

Caso 2: ¢ € X'. Luego, c=f{c). Como b # c, existe V € N(b) abierto-cerrado tal
que ¢ ¢ V. Puesto que fP(a,) — cya, — b, existe Ny € Ntalquea, € Vy
fP(a,) € V€ paran > Ny. De lo que se desprende que, para n > Ny, el conjunto
A, = {m € N: f™a,) ¢ V} € p. De igual manera, para cada n > Ny,
existe un punto d, € O(a,) NV y fP(d,) € V°. Por el lema 3.3.15, el conjunto
B ={d, : n > Ny} es finito. Luego, existed € Btalque H = {n e N:d =d,}
es infinito.

Si Of(d) es infinita, existe e € X' tal que e € wy(d). Puesto que e es fijo, por el
teorema 3.3.8, f™(b) — e. De igual modo, f™(a,) — e paracada n € H. De
lo que concluimos que f%a,) = e para cada ¢ € N*, n € H. Recordemos que
fP(a,) = c. Luego, ¢ = e. Por tanto, (f%(a,))ncn converge a c para cadag € N* y
cadan 2 Ny. Concluyéndose que, el conjunto Iy es infinito.

Si Oy(d) es finita, sabemos por el lema 3.3.9, que existe un e € X periddico tal que
O¢(e) = {f(d) : g € N*} = {f(a,) : ¢ € N*} paran € H. Dado que c es fijo,
Oy(e) es finitay fP(a,) — c, entonces ¢ = d. Por tanto, ¢ € Oy(a,), para cada
n € H. De lo que concluimos que para cada V' € N (a), el conjunto /v es infinito.

2)=3) SeanV € N(a)yy € Iy.

Caso 1: Si z es aislado y periddico, tenemos que Of(z) N X' = (. Claramente,
Oy(y) esfinitay porlema 3.3.9, O4(z) = {f9(y) : ¢ € N*}. Como X es un espacio
métrico, podemos construir una sucesion (Y, )nen tal que yn, — by f9(y,) - bpara
cada ¢ € N*, n € N. Por lo que f7 es discontinua en b para cada ¢ € N*.

Caso 2: Si z € X', entonces z es fijo. Si Of(y) es finita, es claro que wy(y) = {z}.
Por otro lado, si ' Os(y) es infinita, ya que z € wy(y) es fijo, tendremos por el
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teorema 3.3.8, que wy(y) = {z}. Considerando lo anterior, podemos construir una
sucesion (Yn)nen tal que y,, — by f9y,) - b para cada ¢ € N*, De lo que
concluimos que, f9 es discontinua en b para cada g € N*,

3) = 1) Esobvio. "

Del teorema 3.3.16, concluimos que un sistema dinamico (X, f) donde cadaa € X’
es fijo, es WAP si el item 2) del teorema 3.3.16, no se cumple para todo a € X'. De este
teorema también se concluye el siguiente corolario.

Corolario 3.3.17 Sea X un espacio métrico compacto numerable. Entonces el conjunto
D= '{f €C(X,X) :cadax € X'esfijoy (X, f) es WAP}
es boreliano.

De esta manera, con €l teorema 3.3.16 y el corolario 3.3.17, obtenemos respuestas
a las preguntas 1 y 3, en el caso que cada 2. € X' sea fijo.

3.4. Ejemplo

Nosotros podemos estar tentados a pensar que, sicada a € X' tiene una 6rbita finita,
la tesis del teorema 3.3.10 y del corolario 3.3.13 es también verdadera. Sin embargo, esto
no es cierto. En ¢l siguiente ejemplo, mostraremos que una funcién continua f en un
espacio métrico compacto numerable, donde la 6rbita de cada b € X’ es finita, existen p,
g € N*, tal que f? es discontinua en X y f9 es continua en X . Antes que todo, veamos el
siguiente lema.

Lema 3.4.1 Sea B C N infinito. Si B contiene una sucesion A = (a;);en de primos
relativos, entonces existe p € N* tal quep € (\(a;N + d;)*, 0 < d; < s;.

Demostracion. Escogiendo para cada 1 € N, un d; < a;, nosotros queremos mostrar que
{(a;N + d;)* : i € N} tiene la propiedad de interseccion finita. Efectivamente, fijaremos
iy, . .., a;, € Ay escojamos d;, < a;,. Veamos que,

(ailN + dix)* Nn...N (aiﬂN + di")* 7é @
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Para esto observemos el siguiente sistema

di, =z, (mod a;,);
d;,, ==z, (mod a;).

El cual tiene solucion por el teorema del Resto Chino, puesto que d;,, .. ., d;, son
primos relativos. En consecuencia,

(@;,N+di,)* N...N(a;,N+d;,) #0,
y existe p € (V;cy(a:N + d;)* para d;;, < a;; . "

Como dijimos en la introduccidn, el siguiente ejemplo presenta una respuesta afir-
mativa a la pregunta acerca de los sistemas WAP, que fué planteada en {GMO07].

¢(Existe un sistema dindmico (X, f) tal que existen

g, he E(X, )\ {f":neN}

donde g es una funcién continua y h es una funcion discontinua en X7

Cabe destacar, nuevamente, que este ejemplo y el teorema 3.3.12 son los principales
resultados de nuestro trabajo.

Ejemplo 3.4.2 Sea
X = Dau{d.}u{d},

neN
donde D,, = {d?, : m € N} tal que d? — d, y d,, = d. Sea A = (d?*)nep una sucesion
tal que d}} — d, donde P denota el conjunto de los nimeros primos. Graficamente,

(] ° L] [} ° o ® [] 2 ®

L] L] L] ? [ ]
dd} &y ds do dyd} dydy dy dfd}A3d dy d

Definimos la siguiente funcion f : X — X:

1. Paracadam €N, f(d%) = d° y f(do) = do.
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2. Paracadam € N\P, f(d},)=dy f(d;) =d.
3. Paracadam € P, f(d%,) = d™.

4. Paran € P, m €N, f(d™) = d™ ! para cadam < ny f(d™) = d*"} para cada
m > n.

5. Paracadan € P, f(d?) =
6. Paracadam € N,ne€ N\ {PU{0,1}}, f(d™) = d*.

7. Paracadan > 1, f(d,) =d,_,y f(d)=d

Primero, veamos la representacion grdfica de algunos puntos de X que no son
elementos de A.

Q000 O L { .. — Q
& & &

4 dododldldg d @ &d;dy | d d

Posteriormente, veamos una representacion grdfica de las orbitas de los puntos
periddicos d3, d3 € A.

° < ° ® ° @ ®

00900+
dodydyds do dofil,

Algunos ejemplos de érbitas de puntos de X son las siguientes.
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a Paran € P, O;(d?) = {d,dr,d2"2,...,d,}. A continuacion, veremos una

N

representacion grdfica de las orbitas de d3 y d3
s Paran €P,m>n>5 O0p(d?) = {d), dr 2, dr 3, ... .dL_,.d}.
Param € N,n € N\ {PU{0,1}}, Os(d7) = {21, d7-2,d73,. .., dy, d}.

Por la definicion de f, tenemos que

i. Paratodon > 1, f(D,) C* D,.1y f(Do) = Dy
ii. f(D1\{d}:neP})={d}yf({d},:meP})={dn:mecP}
iii. Si Ty, — d, entonces {x,, : m € N} N D, es finito para cadan € N.

iv. Siz ¢ U,epOy(dr), entonces existe m € N tal que f{(z) = d paracada | > m.

Por (i) y (i?) la funcion f es continua en d, para cada n. € N. En adicion, f es
continua en d por (1ii). Ademads, f es continua en X.

Parap € (), cp(nN + (n — 1)) y paracadan € B, fP(d7) = f*}(dy;) € Dy. 4si,
f? es discontinua en d.

Por otro lado, sea q € (\,ep, n>o(nN + 2$1)*. Claramente, {9 es continua en dy,
para cadan, m € N. Fijemos n € N. Sabemos que f%(d,) = d y ademas que para cual-
quier m ¢ P, f9(d?) = d por (iv). De esto se desprende que la sucesion (f¥(d2,))mep
converge a f(dy,).

Por otra parte, param € P conn > m, fi(d?) = d por (). Param > n,
fUdz) = f™(dy) € Dpmpn si ™2 > ny fYdy) = f#(dp) € Dmps_, si
=l < n (m es el periodo del punto d” con m > n). Por tanto la sucesion ( f q(d" ))mep
converae a f1(d"™). Asi, f9 es continua en d,,.

Veamos que f9 es continua en d. De igual modo, para cada sucesion (xy) que
converge a d, tendremos que para cada z, ¢ Uy,epOy(d?), fi(zx) = d por (iv). Para
T € U,ep Or(dyy) con periodo s, obtenemos f9(xx) = f 5 (2x) € D.y1. En consecuen-
cia, f9 es continua en d.

De esta manera, f? es discontinuaen X y f9 es continuaen X.



Capitulo 4

Cardinalidad del Semigrupo de Ellis

En este capitulo trataremos el problema de la cardinalidad del semigrupo de Ellis.
Como mencionamos en los antecedentes, A. Kéler en [Ko] y E. Glasner junto a M. Me-
grehisvili en [GMO6] obtuvieron resultados sobre la cardinalidad del semigrupo de Ellis
usando las ideas de J. Bourgain, D. Fremlin y M. Talagrand en [BFT]. En este sentido,
ellos mostraron una dicotomia en el teorema 2.2.1, sobre la cardinalidad del semigru-
po de Ellis y estableciendo, asi mismo, una relacién entre la cardinalidad v la estructura
topologica del semigrupo de Ellis.

Dado que, nosotros estamos interesados principalmente en los semigrupos de Ellis
E(X, f), asociados a sistemas dindmicos (X, f), donde X es un espacio métrico compac-
to numerable, se desprende del teorema 2.2.1, que en estos casos E(.X, f) es un compacto
de Rosenthal y en consecuencia (X, f) es un sistema dindmico "tame".

Notemos que, por el teorema 2.0.15, el semigrupo de Ellis se puede escribir como
la siguiente unién de conjuntos

EX,f)={f"'neNyu{ff:pe N}

Considerando esto, en este capitulo, daremos condiciones para que el semigrupo de Ellis
sea finito, infinito numerable, no numerable y el conjunto {7 : p € N*} sea finito.

Es por esto que, las preguntas que orientaran nuestro analisis en este capitulo son
las siguientes:

Pregunta 4 ; Bajo qué condiciones E(X, f) es no numerable?
Pregunta 5 ;Bajo qué condiciones E(X, f) es finito?

57
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Pregunta 6 ;Bajo qué condiciones E(X, f) es numerable infinito?

En este capitulo, salvo que se establezca algo diferente, X denotara un espacio
métrico compacto numerable y f una funcion continua sobre X.

4.1. Resultados sobre Subconjuntos de N

En esta seccion, presentaremos algunos resultados sobre subconjuntos de nameros
naturales que son vitales para analizar la cardinalidad del semigrupo de Ellis.

Recordemos que, para By, .. ., B, C N se cumple que

L iz Ba = (Miza B
2. U Br = (Ui B

Lema 4.1.1 Sea B C N infinito. Si existe un numero r € N tal que B contiene una
sucesion A = (ra;)ien donde (;);en es una sucesion de primos relativos, entonces existe
un ultrafiliro p € (\(ra;N + rk;)* donde k; = 0, 1.

Demostracion. Sea (k;) en 2N, Veamos que la coleccién {ra;N + rk; : i € N} tiene la
propiedad de interseccion finita. Para esto se debe cumplir que para cualesquiera subcon-
juntos ra; N+ rk;, ..., ra;, N+ rk;_, la interseccion
(railN + Tkil)* Nn...N (ra,-"N + ’T'ki")‘ ?é 0

Para esto observemos que el sistema

ra;, Yy, + vk, = x,

rQ;, Yo + ki, = 2,
es equivalente a

Y1+ ki, = z,

Qi Yn + ki, = 2,
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conz = rzycomo a,,, ..., @;, Son primos relativos, el sistema siguiente tiene solucion

ki =z, (mod a;);

k;,

=2z, (mod a;,).

Por lo que (ra;, N + rk;))* N... N{ra;,N + rk; )* # 0. En consecuencia, por
corolario 1.1.12, existe p € [}, cn(ra:N +rk;)*. =

Dados a € 2¥ y n € N, denotaremos por « | n a los primeros n elementos de

a. Ademés, dada una sucesion finita t = (¢;,....t,) € 2<N denotaremos por t —~ 1
a la sucesién finita t —~ i = (t1,...,tn,4). Es claro que, para cada a € 2N se tiene
alne2<N

Lema 4.1.2 Sea B C N infinito. Sea A un subconjunto de B tal que para cualesquiera
¢,b € Adonde c < b, entonces clb. Sea A = (s;)ien una enumeracion creciente de A.
Para cada o € 28, sea (bajn)nen una sucesion de niimeros naturales dada por

0 __ kt1 gk k+1 _ 1k
b@ - 0’ ba“n+1 bt ba[n + 0, barn+1 —_— afn + Sk_l.

Luego, para todo « € 2N, existe p € Npen(s,N + b7, )*.

aln

Demostracion. Veamos por induccién matematica que paracadak € N,t € 2<Nei = 0,1
se tiene que
SpaN + bfill C 5N+ bf

Para k = 0, tenemos que existe [; € N tal que s; = s%;
51N+ b5 = so1N C 5N,
siIN 48 = 5N+ 59 = so(LN 4 1) C soN.
Para el caso general, existe [x,; € N tal que s¢41 = Slp41 yparai = 0,1,

Sk1N + by ki1 = sl N+ bf + 57 = sk N +17) + bf C N+ bf



60 CAPITULO 4. CARDINALIDAD DEL SEMIGRUPO DE ELLIS

Por tanto, para cada k € N,
se+1N +bf0) s, N + bf,

para: =0, 1.

As’i, por corolario 1.1.12, para cualquier o € 2N, se tiene que Npen($,N+bapn) 7 0
pues
soN+83D...D s, N+, D

Por tanto, existe p € N* tal que p € Npen(snN + ban)* ]

4.2. Semigrupo de Ellis no numerable

En esta seccion exhibiremos algunas condiciones para que el semigrupo de Ellis
asociado a un sistema dinamico cuyo espacio de fases es un espacio métrico compacto,
sea no numerable. De esta manera, damos una respuesta parcial a la pregunta 4.

Recordemos la siguiente notacion, mencionada en el primer capitulo. Para cada
s € N, el subconjunto de X,

Py = {z € X : z tiene periodo s},
de todos los puntos periédicos de periodo s y
P={seN: (32 e X)}x e F)}
el conjunto de todos los posibles periodos que puede tener un punto periédico z € X.

En el préximo teorema se exhibe que en el caso que X es un espacio métrico com-
pacto, si P es un subconjunto infinito de N que cumple ciertas condiciones, el semigrupo
de Ellis E(X, f), es no numerable.

Teorema 4.2.1 Sean (X, f) un sistema dindmico, donde X es un espacio métrico com-
pacto. Si P es un subconjunto infinito de N que cumple cualquiera de las siguientes
condiciones:
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1. Exister € N tal que P contiene una sucesién A = (ra;);en donde (0;)ien €s una
sucesion de primos relativos,

2. Sea A un subconjunto de P tal que para cualesquiera c,b € A donde ¢ < b,
entonces c|b,

entonces E(X, f) es no numerable.

Demostracion. Sea P = (b;);cn una enumeracion creciente de P. Paracadap € SNy
cualquier b; € P, por el lema 1.1.18, existe un uinico j; < b; tal que p € b.N—i-\j,-. De esta
forma, podemos asociar a cada p € AN una tinica sucesion infinita (J;);en. Considerando
esto, definimos la funcién

¢: BN — H{O, ..., b; — 1} dada por ¢(p) = (ji)ien,
i€N

la cual claramente esta bien definida por el lema 1.1.18. Notemos que, [[,.5{0- . . .. i—1}
no es numerable.

Antes que todo, veamos que se cumple para todo p, ¢ € N

si f? = f9, entonces ¢(p) = ¢(q).

En efecto, si fP = f9, entonces fP(y) = f9(y) paracaday € X. Asi, para z € X un
punto periddico de periodo b; € P, existe un j; < b; tal que fP(z) = f7i(z) = f9(z), por
lo que p(p) = p(q).

Caso 1: Supongamos que P satisface (1) del teorema 4.2.1. Como P contiene una
sucesion creciente {ra;);en tal que (a;);en €s una sucesion de primos relativos, del lema
4.1.1, sabemos que para cada (d;)ien € 2N, existe p € [;en(raiN + rd;)*. Es claro
que cada p € N*, determina una funcién f? € E(X, f). Observemos que, para (d;)en,
(c:)ien € 2N distintas, existe 7 € N tal que d; # c;.

De esta forma, para z € X periodico, de periodo ra; € P, se cumple por el lema
3.1.2,

fP(z) = [ (2) y f1(z) = f(x)
parap € (Len(raiN +rd;)* y ¢ € N;en(ra:N + r¢;)*. Por lo que f? # f9.
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Puesto que, {(rd;)ien : (di)ien € 2V} C (N*), tendremos que los conjuntos o(N*)
y {f?: ¢(p) € ¢(N*)} son no numerables. Por tanto, E(X, f) es no numerable.

Caso 2: Supongamos que P satisface la condicion (2) del teorema 4.2.1. De esta
forma, existeun H C P, tal que sic, b € H y ¢ es menor que b, entonces b divide a c. Sea
A = (s;)ien una enumeracion creciente de H.

Sea @ € 2Ny (byjn)nen una sucesion de nimeros naturales dada por
0_q pk+l 1k k+1 gk
b@ - 0, ba[n-'}-l = ba[n + 0, b(x[n+1 -—_ ba[n + Sk._l.

Luego, por el lema 4.1.2, tendremos que para todo o € 2N existe p € N* tal que p €
nneN (sﬂ.N + bg[n)*~

Sia # 7, existeunng € Ntalque [ ng # v [ ng. Porel lema 1.1.18, existe p # ¢
en N* tal que ¥(p) = (batn)nen Y ¥(q) = (byin)nen. Asi mismo, para 2 € X periddico
de periodo s,, € P se tiene por el lema 3.1.2, que fP(z) = f{x)y f9(x) = f(x) donde
l= ba[ns L= b‘y[’m

Como {(bgm),;eN ta € 2V} C (N*), los conjuntos p(N*) y {f? : p(p) € ¢(N*)}
son no numerables. Por tanto, F(X, f) es no numerable. o

Observemos que, del teorema 4.2.1, sabemos que el semigrupo de Ellis es no nu-
merable cuando P satisface alguna de las tres condiciones de la hipétesis, dando una
respuesta parcial a la pregunta 4. No obstante, no sabemos que ocurre con la cardinalidad
del semigrupo de Ellis, cuando P es infinito y no satisface alguna de esas condiciones. De
esta forma, queda para el futuro el determinar si el semigrupo de Ellis es no numerable
siempre que P sea infinito.

4.3. Semigrupo de Ellis numerable

En esta seccidn, daremos una condicion para que el semigrupo de Ellis £(X, f)
sea finito cuando X es un espacio métrico compacto numerable. De este modo, responde-
mos la pregunta 5. Posteriormente, mostraremos que en el caso que X sea una sucesion
convergente, si P es un conjunto finito, entonces el conjunto {f? : p € N*} es finito.
Ademas, exhibiremos que para el caso que el espacio X es un espacio métrico compacto
numerable, donde cada a € X' es fijo, si P es finito, también { /7 : p € N*} es finito.
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De lo que se desprende que, si el conjunto {f” : n € N} es finito, tenemos que
E(X, f) es finito o si el conjunto {f™ : n € N} es infinito, tendremos que E(X, f) es
infinito numerable. Asi, damos una respuesta parcial a la pregunta 6.

Primero, veamos que en caso que todas las 6rbitas del sistema dindmico (X, f)
donde X es un espacio métrico compacto, sean finitas, se tiene que E(X, f) es finito.

Teorema 4.3.1 Sea (X, f) un sistema dinamico, donde X es un espacio métrico compacto.
Existe un M € N tal que |O¢{z)| < M paracada x € X, siy sélo si E(X, f) es finito.

Demostracion. Si existe un M € N tal que |Oy(z)| < M paracadaz € X, por el teorema
3.3.1, {f™ : n € N} es finito. Luego, E(X, f) es finito. El reciproco es evidente. E

Este teorema 4.3.1, responde la pregunta 5. A continuacién, revisemos los resul-
tados correspondientes a la cardinalidad del semigrupo de Ellis en el caso que X es
una sucesion convergente. En el proximo teorema veremos que, si P es finito, entonces

{f?: p € N*} es finito.

Lema 4.3.2 Sea (X, f) un sistema dindmico, donde X = {x,, : n € N} U {«} tal que
Zn —+ x. Siy € X tiene orbita infinita, entonces f*(y) — x.

Demostracion. Como la érbita de y es infinita, entonces cada » € wy(y) es un punto de
acumulacién de X. Como X' = {z}, entonces ws(y) = {2:}. Por tanto, f"(y) > z. m

Teorema 4.3.3 Sea (X, f) un sistema dinamico, donde X = {z, : n € N} U {z} tal que
Zp, — . Si P es un subconjunto finito de N, entonces { f? : p € N*} es finito.

Demostracion. Supongamos que, |P| = n. Sea P = (b;);<, una enumeracion creciente
de P. Recordm que, por el lema 1.1.18, para cada p € BN, b; € P, existe un j; < b;
tal que p € b;N + ;. De esta forma, asociamos a cada p € BN una tnica sucesion finita
(ji)ign. Analogamente, como en la demostracion del teorema 4.2. 1, definimos la funcién

¢:BN— H{Os -+, bi} dada por p(p) = (ji)icn-

i<n

Claramente, esta funcion esta bien definida por el lema 1.1.18. Cabe destacar que, el
conjunto [ ;.. {0,...,b;} es finito.
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Antes que nada, veamos que para p, g € N*

P = f¥siy sélosip(p) = p(q)-
De esto, concluimos que |[{ f? : p € N*}| = |¢(N*)|. Recordemos que, en la demostracion
del teorema 4.2.1, se prob6 que si fP = f9, tenemos que (p) = p(q).

Mostremos el reciproco. Supongamos que @{p) = (ji)icn = @(q). Siy € X es
un punto periddico de periodo s € P, se tiene que fP(y) = f¥(y) = f9y). Siynoes
periddico y tiene Orbita finita, es evidente que existe un punto periddico z € X de periodo
b € P tal que z € Oy(y) y existe un m, € Ntal que f™(y) = 2.

Luego, por el lema 3.1.3, para p, g € (sN + 5)*,

fPly) = f7™(2) = f2(y) sige > my

fP(y) = fo7m™(2) = fU(y) sigq > my.
Por lo que, fP(y) = f4(y) para y € X con Orbita finita.
Finalmente, si y tiene 6rbita infinita, entonces f(x) = a2y por el lema 4.3.3,

f™(y) — =z. Por tanto, fP(y) = x paracadap € N*. Asi, f?(y) = f9(y) paray € X con
orbita infinita.

De lo anterior se concluye que, fP(y) = f9(y) para todo y € X. De esta forma,
f? = f%. Como ¢(N*) es finito, tenemos que { f7 : p € N*} es finito. =

El siguiente corolario se sigue del teorema anterior. En este corolario se da una
respuesta a la pregunta 6, en el caso de la sucesién convergente.

Corolario 4.3.4 Sea (X, f) un sistema dindmico, donde X = {x,, : n € N}U{x} tal que
Zn, = . Si {f": n € N} es infinito y P es finito, entonces E(X, f) es infinito numerable.

Ahora, de forma andloga al caso de la sucesién convergente, mostraremos que, si
X es un espacio métrico compacto numerable, donde cada a € X’ es fijo y P es finito,
entonces el conjunto {f? : p € N*} es finito.

Teorema 4.3.5 Sea (X, f) un sistema dindmico, donde X es un espacio métrico com-
pacto numerable y cada o € X' es fijo. Si P es un subconjunto finito de N, entonces el
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conjunto { f? : p € N*} es finito.

Demostracién. Supongamos que, |P| = n. Sea P = (b;);<» una enumeracion creciente
de P. Igualmente, como en la demostracion del teorema 4.3.3, definimos la funcién

¢ : BN — [ J{0,....b:} dada por ¢(p) = (ji)icn-

i<n

Claramente, esta funcion esta bien definida por el lema 1.1.18. Ademés, [[,.{0, ..., b:}
es finito. Igual que en el teorema 4.3.3, basta mostrar que para p, ¢ € N*

f? = fesiysolosip(p) = ¢(q).

para concluir que |{f? : p € N*}| = |p(N*)|. Recordemos que, en la demostracién del
teorema 4.2.1, se probo que si fP = f9, entonces ¢(p) = (q)-

Mostremos el reciproco. Supongamos que ¢(p) = (ji)sep = ©(q). Siy € X es
un punto periddico de periodo s € P, se tiene que fP(y) = f7i(y) = fYy). Siy no es
periddico y tiene Orbita finita, es evidente que existe un punto periédico z € X de periodo
s € Ptal que z € Oy(y) y existe un m, € N tal que f™(y) = 2. Luego, por el lema
3.1.3, parap,q € (sN + 3)*,

fPly) = f7m(2) = f2(y) siqe > my

fPy) = Fm() = f(y) si gy > m,

Por lo que, fP{y) = f9(y) paray € X con 6rbita finita. Por otra parte, si y € X tiene
orbita infinita, existe a € wy(y) fijo. Por el teorema 3.3.8, f*(y) — a. Obtenemos que,
fP(y) = a = f¥y). Asi, fP(y) = f¥(y) para todo y € X. Concluyéndose que, f? = f9.
Como ¢(N*) es finito, tenemos que { f? : p € N*} es finito. =

El siguiente corolario se sigue del teorema anterior. En este corolario se da una
respuesta parcial a la pregunta 6, en el caso de un espacio métrico compacto numerable.

Corolario 4.3.6 Sea (X, f) un sistema dinamico, donde X es un espacio métrico com-
pacto numerable y cada a € X' es fijo. Si { f™ : n € N} es infinito y P es finito, entonces
E(X, f) es infinito.



Capitulo 5

E(X, f) como compactificacion de N

En los capitulos anteriores, analizamos cuando un sistema dinimico (X, f) es WAP
y la cardinalidad de E(X, f), en el caso que X sea un espacio métrico compacto nume-
rable. Junto a las preguntas que inspiraron ese anélisis, tenemos otra pregunta interesante
sobre el semigrupo de Ellis, desde el punto de vista topologico:

Pregunta 7 ; Bajo qué condiciones el semigrupo de Ellis es una compactificacion de N,
en el caso que, el espacio de fases sea un espacio métrico compacto numerable?

Como dijimos en los antecedentes, Garcia y Sanchis tratan este problema de cuén-
do el semigrupo de Ellis es una compactificacion de N (ver [GMO07] o [G10]) y obtienen
el teorema 2.3.1. Para esto, ellos muestran una condicion suficiente y necesaria que el
conjunto { f™ : n € N} sea discreto en F(X, f) y de esta forma E(X, f) es una compac-
tificacion de N.

Si bien este teorema es un resultado interesante, puesto que presenta condiciones
suficientes y necesarias para que {f™ : n € N} sea discreto en el semigrupo de Ellis,
no resulta facil determinar cuando el semigrupo de Ellis satisface las condiciones de este
teorema. Es por esto que, sentimos la inquietud de encontrar una caracterizacion mas
sencilla, en el caso de espacios métricos compactos numerables.

De esta forma, en este capitulo enunciaremos un resultado para que el semigrupo
de Ellis E(X, f) sea una compactificacién de N, en el caso que X sea un espacio métrico
compacto numerable y dar una respuesta parcial al problema 7. Para esto mostraremos
una condicién suficiente y necesaria para que el conjunto { /™ : n € N} sea discreto en
E(X, f). En este capitulo, X denotara un espacio métrico compacto numerable y f una
funcion continua sobre X.

66
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5.1. Puntos Recurrentes en Espacios Numerables

Primero que todo, nosotros mostraremos que cada punto recurrente de un sistema
dindmico cuyo espacio de fases un espacio métrico compacto numerable, es un punto pe-
riédico. Este hecho, resulta fundamental para probar el teorema principal de este capitulo.

Lema 5.1.1 Si z € X es un punto recurrente y existe z € Og(x) tal que z es un punto
aislado de w¢(x), entonces x, z son periddicos.

Demostracion. Se sigue directamente de que existen p,q € N* tales que fP(z) = =z,
fiz) =2y V € N(z) tales que V Nwy(z) = VNuwy(z) = {z}. u

Lema 5.1.2 Sean o un ordinal y f : o = « una funcion continua. Dada B € «, existe
v € wg(B) tal que v es un punto aislado en wg(f).

Demostracion. Como « es un conjunto bien ordenado, existe un ordinal v = min ws(8).
De esto es claro que, <y es un punto aislado en el conjunto w¢(f3). L]

Lema 5.1.3 Sea (o, f) un sistema dindmico donde o es un ordinal sucesor. Cada ordinal
B < o recurrente es periddico.

Demostracién. Por el lema 5.1.2, existe un v € ws(p) aislado en wy(fB). Como B es
recurrente, entonces v € Of(f). Se desprende del lema 5.1.1, que B y v son periédicos. m

Teorema 5.1.4 Sea (X, f) un sistema dindmico. Si x es un punto recurrente, entonces x
es un punto periodico.

Demostracion. Es bien conocido que existe un ordinal « tal que X es homeomorfo a «. m

S.2. Espacios Métricos Compactos Numerables

En esta seccion presentaremos varios resultados que establecen condiciones para
que el semigrupo de Ellis sea una compactificacion de N, obteniendo en cada caso respu-
estas parciales a la pregunta 7. Recordemos que, X denotaré un espacio métrico compacto
numerable y f una funcién continua sobre X.
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Iniciaremos la presentacion de estos resultados, con el siguiente teorema, el cual,
muestra que la existencia de una 6rbita infinita es suficiente para que el semigrupo de Ellis
sea una compactificacion de N.

Teorema 5.2.1 Si existe unx € X con drbita infinita, entonces el conjunto {f™ : n € N}
es discreto en E(X, f). Luego, E(X, f) es una compactificacion de N.

Demostracion. Puesto que z tiene una Orbita infinita, por el teorema 3.3.1, f* # f™
para todo n # m. Como cada y € Oy(x) tiene 6Orbita infinita, por el teorema 5.1.4,
f?(z) # f(x) para cadap € N* yn € N, Porel teorema 2.3.1, {f* : n € N} es discreto
en E(X, f). Luego, E(X, f) es una compactificacién de N. E

Recordemos que, llamamos tiempo de espera de un punto eventualmente periédico
z € X aunl, € Ntal que f=(z) es periédico y f™(z) no es periddico para n < I.

Igualmente que en el teorema 5.2.1, el proximo resultado exhibe que, la existencia
de una sucesion de puntos eventualmente periddicos con tiempo de espera no acotado es
suficiente para que E(X, f) sea una compactificacion de N,

Teorema 5.2.2 Si X tiene una sucesion (wy, )nen, de puntos eventualmente periédicos con
tiempo de esperal, tal que l, > ny f*(w,,) tiene periodo s,, > 1, entonces {f* : n € N}
es discreto en E(X, f). Ademas, E(X, f) es una compactificacion de N.

Demostracién. Claramente, |Of(wy,)| > n para cada n € N. Por el teorema 3.3.1, tene-
mos que f* # f™ para todo n # m.

Por otro lado, sea p € N* y m € N, Veamos que f™ # fP. Notemos que, existe
ipm < Sm tal que p € (suN + ipm)*. Como la érbita de wy, es finita y f'(wy,) es
periodico, es claro que, w(wy,) = Of(f'(wm)). Ademads, puesto que I, > m, se tiene

que f™(wm) ¢ O(f' (wm)).

Por el lema 3.1.6, sabemos que Of(2,,) = wi(wm) = {fY(wm) : ¢ € N*}. Por lo
que, f™(wm) # fP(wm). De lo que se desprende que, /™ # fP para cadam € Ny cada
p € N*. Por el teorema 2.3.1, { f* : n € N} es discreto en E(X, f). Concluyéndose que,
E(X, f) es una compactificacion de N. L

En otro sentido, en un caso mas general, si el conjunto formado por los tiempos de
espera de todos los puntos eventualmente acotados de X es acotado, existe una p—iterada
igual a una n—iterada conp € N*yn € N,
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Teorema 5.2.3 Sean (Y, g) un sistema dindamico, donde Y es un espacio métrico com-
pacto y g una funcion continua sobre Y tal que cada w € Y tiene orbita finita. Sea

L={l,:(3z € Y)(l, es el tiempo de espera de x)}
Si L es finito y r = méx L, entonces para cada | > r existe ¢ € N* tal que g7 = ¢'.

Demostracion. Seaw € Y. Como la 6rbita de w es finita y L es finito, entonces g"(w)
es periédico. Sea p € () .p(sN)*. Luego, g?*"(w) = ¢"(w). De lo que concluimos que
gP*" = g". De igual modo, se obtiene que gP*"+t = g"* parat > 0. [

El siguiente corolario es una consecuencia directa de los teoremas 2.3.1 y 5.2.3.

Corolario 5.2.4 Sean (Y, g) un sistema dindmico, donde Y es un espacio métrico com-
pacto y g una funcion continua sobre Y tal que cada w € Y tiene orbita finita. Sea

L={l,: 3z € Y)(l, es el tiempo de espera de x)}
Si L es finito, entonces {g" : n € N} no es discreio en E(Y, g).

Como mencionamos al inicio de este capitulo, enunciaremos un resultado para que
el semigrupo de Ellis E(X, f) sea una compactificacién de N, en el caso que X sea un
espacio métrico compacto numerable. Para esto se mostrara una condicion suficiente y
necesaria para que el conjunto de funciones {f™ : n € N} sea discreto en E(X, f). A
continuacion, lo presentaremos en el siguiente teorema.

Teorema 5.2.5 {f" : n € N} es discreto en E(X, f) si y sélo si para cadam € N, existe
un wy, € X tal que f*(w,,) no es periddico para cada i < m.
Demostracion. (<) Por el teorema 5.2.2, es claro.

(=) Obviamente, deben existir 6rbitas arbitrariamente grandes. De lo contrario,
existe un M € N tal que | Of(z) |< M para cada x € X. Por el corolario 5.2.4,
{f™ : n € N} no es discreto en E(X, f). Lo cual es una contradicciéon. Concluyéndose
que, existen oOrbitas arbitrariamente grandes.

Es evidente que, si existe un w € X con orbita infinita se concluye la tesis.

En otro caso, consideremos el conjunto de todos los posibles tiempos de espera de
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los distintos puntos de X
L ={l;: (3z € X)(l, es el tiempo de espera de z) }.

Si L es finito, por el corolario 5.2.4, {f® : n € N} no es discreto en (X, /). Lo cual
es una contradiccion. Lilego, L es infinito. De esta forma, para cada m € N, existe un
wy, € X con tiempo de espera I, € L, tal que [, > m y f(w) no es periédico para
0 < 7 < m, como queriamos. : o

El siguiente corolario es evidente por los teoremas 2.3.1 y 5.2.5. En este corolario
se da una respuesta parcial a la pregunta 7, en el caso de un espacio métrico compacto
numerable.

Corolario 5.2.6 Si para cada nimero m € N, existe un wy, € X tal que fi{wy,) no es
periddico para cada i < m, entonces E(X, f) es una compactificacion de N.
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