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Resumen

Introducimos la nocién de funciones (k, h) —Fuertemente Convexas como una combinacion
de las nociones dadas cn [1] y {9]. Sc expondran resultados que caracterizan a cste tipo de
funciones, y finalmente se demostrard una desigualdad del tipo Hermite-Hadamard para esta
nueva clase.



Introduccion

La convexidad ¢s una nociéon simple y natural que csta muy presente en nuestras vidas,
en la geometria de las hojas de los arboles; en lag formas de las frutas que consumimos, en
los utensilios de cocina, en la arquitectura de algunas iglesias, en telescopios, anteojos, obras
de arte, entre otras.

Otro ejemplo importante de la nocidén de convexidad en nuestra vida cotidiana es el de
nuestra posicion de “Bstar y permanecer de pie”. Pues dicha posicion queda garantizada
entre tanto la proyeccion vertical de nuestro centro de gravedad permanezca dentro de la
envolvente convexa generada por nuestros pies.

Desde épocas muy remotas, la hurnanidad ha pensado vy estudiado esta nocién. Los griegos
por cjemplo, prestaron mucha atencion a figuras convexas como poligonos v policdros. Tanto
cs asi que las denominaciones de estas figuras le son atribuidas. En el famoso tratado “Los
elementos de Euclides” (250 A.C) que consta de trece libros, y es el escrito mds leido en ¢l
mundo después de la biblia, aparecen varias contribuciones a esta materia, relativas princi-
palmente a propiedades de los poligonos y poliedros. Sin embargo, fue Arquimides (287-212
A.C) el primero en dar una nocién de lo que se entenderia por una curva convexa o superficie
convexa, en su libro “Sobre la esfera y el cilindro”. Especialmente relevante es la descripcion
de Arquimides de los cinco Poliedros regulares y de los trece Poliedros Semirregulares, tam-
bién conocidos como solidos Arquimedianos (Poliedros cuyas caras son poligonos de al menos
dos tipos distintos. cuyo grupo de isometria actia transitivamente sobre los vértices). Fue en
ese cntonces que se realizd la famosa estimacion del mimero 70 (Usando Poligonos regulares
inscritos y circunscritos en una circuneferencia). El noté un hecho importante, y es que el
perimetro de una figura convexa es menor que el perimetro de cualquier otra figura convexa
que lo rodea.

Un concepto de singular importancia en este contexto es el de funciones convexas. Este
tipo de funciones fue objeto de una intensa actividad de investigacion a finales del siglo XIX
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y durante el siglo XX. Posiblemente, el primer tépico en que se hizo necesario la aplicacion
de los métodos de esta teoria es el Andlisis Grafico. Paralelamente, se obtuvieron resultados
significativos en el campo del Andlisis Funcional, Geometria Convexa, Economia Matematica
vy Andlisis Convexo, cntre otras ramas de la Matematica. La convexidad cs una de las hipdtesis
mas frecuentemente utilizadas en la teoria de optimizacion. Se utiliza por lo general para dar
ralidez global a clertas proposiciones, que de lo contrario sélo serian verdaderas localmente.
Por ejemplo, un minimo local es también un minimo global para una funcién convexa.

El matematico Aleman, Otto Ludwig Holder en 1889 consideré el concepto de convexidad
ligado con las funciones reales que tienen segunda derivada no negativa [22]. En el anio 1893,
el Francés Jackes Hadamard obtiene una desigualdad entre integrales, para funciones que
tienen derivada creciente. Sin embargo, es el Danés Johan L. W Jensen a quien se le atribuye
el concepto de funcidén convexa. El realizé un estudio detallado de esta clase de funciones
(Ver [23] v [24)), demosirando que muchas desigualdades clasicas (Desigualdad de Holder,
Desigualdad de Mitkowski) se deriven de la hoy denominada Desigualdad de Jensen. Esta
designaldad que ilustrarcmos a continnacion fue desarrollada entre los afios 1905 y 1906:

Si f: 1 CR— R es convera, entonces
f (Z 01-137,) <N oif(x) (1)

Jensen unifica cn nn concepto aquellos que verifican propiedades estudiadas por sus pre-
decesores en el estudio de este tipo de funciones; O. Holder, O. Stolz, J. Hadamard y Ch.
Hermite (Ver [22],[39],(26] v [27]).

El libro de G .H. Hardy, J.E. Littlewood y G. Pélyak [12], titulado “inequalities” motivé el
incremento de la investigacion en el estudio de las funciones convexas. (Para ver maés detalles
de la historia del desarrollo de las funciones convexas, ver [11]).

Geométricamente, una funcidn real es convexa en un intervalo I C R, si, para cualquier
par de puntos (x1, f(z1), ((z2, f(z2)). que estdn en el el grafico de f, la recta que los une
estd sobre o por encima del gréifico de la funcién f. Esto es, una funcién f es convexa en
ICR, siparatodoz,yel ytel01]

FlA=te+ty) <A -0)f(x)+1f(y) (2)

Esta idea geométrica la generaliza el matemadtico estadounidense E. Beckenbach en 1937
[28], reemplazando los segmentos, por el grafico de funciones continuas que pertenecen a una
tamilia de funciones.

De igual manera, las siguientes desigualdades son cldsicas en el estudio de las funciones
convexas, y juegan un papel importante en el desarrollo del mismo, debido a sus aplicacio-
nes en distinéas dreas de las matematicas, tales como; en la teoria de optimizacién y en la
Economia matematica (Ver [11] v [29]): Si f: T C R — R es conveza, entonces:

2
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(5 < = [ oy « LI “

para todo ¢,y € I,z <y

Fl lado izquierdo fue demostrado por el Francés Jacques Hadamard [30] en 1893, en el
trabajo titulado Etude sur les propictés des fonctions enticres ot particulier d’une fonction
considérée por Riemann, para el caso de las funciones f con derivada creciente en un intervalo
cerrado de la recta real. Mientras, el lado derecho de la desigualdad (3) se le atribuye a
Charles Hermite y fue demostrado en 1883. En la actualidad, las desigualdades del tipo (3)
son Hamadas desigualdades del tipo Hermite-Hadamard.

A'lo largo del tiempo han surgido varios problemas v aplicaciones que han dado origen a
generalizaciones del concepto de funcion convexa. Una generalizacion de esta nocidn es la de
"Funciones Fuertemente Couvexas”, introducida por el Matemdtico ruso, B. T. Polyak [15]
en 1966, quien la definid de la forma siguiente:

Una funcion f: I CR — R se dice fuertemente conveza con modulo ¢ si:

flte + (1~ 1)y) < () + (1= Df(y) - )1 - Do y)? Q
para todo x,y € I,t € (0,1)

Este tipo de funciones, cumplen algunas propiedades de las funciones convexas, entre

lag que podemos citar: Una desigualdad tipo Jensen vy una desigualdad del tipo Hermite-
Hadamard.

Geownétricamente, la grafica de una funcion fuertemente convexa, con modulo ¢, esta por
debajo de la grifica de una funcién cuadrética, es decir, estd por debajo de g(x) = cx?+az+b,
para a,b € R arbitrarios y ¢ > 0 fijo. Es claro que si ¢ = 0, entonces se tiene la definicion de
convexidad.

Propiedades y aplicaciones de estas funciones pueden ser halladas en [12][14][17][18].

Otra generalizacion de las funciones convexas, atin mds reciente, es la de h-convexidad.
Esta nocién fue introducida en ol atio 2007 por S. Varosance [19], de la forma siguiente:

Fto + (1= 1)) < b1 (@) + A1 - )f(y) (
para todo x,y € Iyt € (0,1) con h:(0,1) = (0,00).

Tt
—r’

En el anio 2012, con K. Nikoden, A. Moros, y J. Giménez [1] introdujimos la nocién de
funcién h-fuertemente convexa, de la siguiente manera:

Una funcion f: I CR — R se dice h-fuertemente conveza si:
flte + (L= t)y) < h(t) f(z) +h(1 =) fly) — )1~ t)(z — y)? (6)

3
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para todo z,y € Iyt € (0,1) y h:(0,1) = (0,00).

Una generalizacién de conjunto convexo es la nocién de conjunto k-convexo. La cual se
define como sigue:

Sea X un espacio vectorial y k : (0,1) — R una funcion. Un subconjunto D de X se dice
que es k-convexo si:

k(t)r + k(1 -ty €D

para todo x,y € D,yt € (0,1)

Bartosz Micherda y Teresa Rajba en [9] introducen la nocidn de funciones (k, h)-convexa
COmMo sigue:

Una funcion f: D CR — R es (k, h)-convexa si:
FR(L =)y + k(t)z) < h(1 =) f(y) + h(t) f(z) (7)

para todo x,y € D, t € (0,1) con D un conjunto k-convezo

Esta nocion unifica y generaliza las clases de funciones converas, s-convezras, las fun-
ciones de Godunova-Levin v las P-funciones, que se obtienen al considerar en (7) las fun-
ciones h(t) = k(t) = t, k(t) =t y h(t) = 2, k(t) =t y h(t) = 1/t, v k{t) =
t 'y h(t) = 1, respectivamente. Propiedades-de estas funciones, pueden ser halladas en
[3][16]{17][18]. El objetivo principal de este trabajo es introducir el concepto de funciones
(k, h)-fuertemente convexas como una combinacion de las nociones dadas en [1], y [9]. Ob-
tener aplicaciones, propiedades y caracterizaciones de este tipo de funciones y finalmente,
presentar una desigualdad del tipo Hermite-Hadamard para esta nueva clase de funciones.

Con la finalidad de presentar de forma clara lo desarrollado en muetro trabajo, hemos
dividido el contenido en cuatro capitulos que ayudaran al lector a facilitar su comprension.
Un resurnen de loque se vera a continuacion es lo siguiente:

Capitulo 1
Consta de nociones basicas sobre funciones convexas y fuertemente convexas. Se enuncia y
se demuestra la desigualdad del tipo Hermite-Hadamard para cada una de ellas, y se incluye
un resultado que relaciona a este tipo de funciones.

Capitulo 2
En este capitulo, nos dedicamos a estudiar a las funciones h-convexas y a las funciones h-
fuertemente convexas. Este tipo de funciones son una generalizacién de las funciones que
fueron objeto de estudio en el capitulo. Finalmente, damos enunciado y demostracion del
Teorema de Hermite-Hadamard para este tipo de funciones.

Capitulo 3
Se estudian las funciones (k, h)-convexas definidas en un subconjuuto k-convexo. Estos con-
ceptos fueron introducidos en el ano 2012 por Bartosz Micherda y Teresa Rajba en [9].

4
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Expondremos algunos nuevos resultados que son producto de nuestra investigacion (Propo-
siciones 3.2, 3.3, 3.5, 3.6, 3.7, 3.8, 3.9) los cuales caracterizan a las funciones (k, h)-convexas.
Otro resultado novedoso que expondremos es el de una version fuerte de subaditividad de
este tipo de funciones (Proposicion 3.10), el cual garautiza la (k, f o h)-convexidad de una
funcion (k, h)-convexa.
Capitulo 4

Se desarrolla el objetivo principal de este trabajo. Introducimos un nuevo concepto de funcio-
nes llamada funciones (k, h)-fuertemente convexas, las cuales son resultado del estudio de las
funciones h-fuertemente convexas y las funciones (k, h)-convexas. Expondremos un resultado
que relaciona a las funciones (k, h)-convexas con las funciones (£, h)-fuertemente convexas en
espacioscon producto interno. Por tltimo, enunciaremos y demostraremos una version de la
desigualdad de Hermite-Hadamard para esta nueva clase de funciones.

Ut



En este capitulo exponemos nociones basicas sobre funciones convexas y fuertemente
convexas, propiedades, caracterizaciones en las que se relacionan ambos tipos de funciones
en espacios con producto interno y desigualdades que satisfacen estas funciones como lo es
la desigualdad del tipo Hermite-Hadamard.

También en este capitulo incluimos resultados que aungue no scan objeto de estudio en
nuestro trabajo, tienen como objetivo dar a conocer informacion adicional de la teoria de
funciones convexas al lector interesado.

1.1. Funciones Convexas

1.1.1. Definicién de funciones convexas

A. Wayne Roberts y Dale E. Varberg en su clasico libro sobre funciones convexas [31](Ver
también comentario p.62 de [11]), indican que el moderno concepto de funciones convexas
se remonta a finales del siglo XIX, sefialando que en 1889, el matemédtico aleméan. Otto
Holder considerd este concepto ligado con las funciones reales que tienen segunda derivada
no negativa [22], obteniendo en forma discreta, lo que se conoce hoy como designaldad de
Jangen. Pocos anos después, en 1893 el austriaco Otto Stolz [25] demuestra que si una funcién
f:la,b] = R es continua y verifica la desigualdad:

p(Ety PRACIERIC)
2 2
Para todo z,y € [a, b], Entonces tiene derivadas laterales.

Las funciones que cumplen la desigualdad anterior son conocidas hoy dia como Funciones
Midconvexas.



CAPITULO 1. PRELIMINARES

En ese mismo afio, el matemdtico Francés Jacques Hadamard [26] obtiene una desigual-
dad entre integrales para funciones que tiene primera derivada creciente. Pero es el Danés
Johan L. W. Jensen a quien se le atribuye la introduccién del concepto de funcion convexa,
porque a principios del siglo XX hace un estudio bastante detallado de este tipo de funcio-
nes, demostrando que muchas de las designaldades clasicas se derivan de la hoy denominada
Desigualdad de Jensen [23][24].

Tniciamos esta scecion con ¢l concepto clasico de funcién convexa para funciones reales
definidas en un intervalo de la recta. En lo que sigue, denotaremos I a cualquier intervalo de
la recta real.

La importancia que le da Jensen a estas funciones se manifiesta cuando hace la siguiente
afirmacion:

“La nocton de funcion convexa es casi tan fundamental como la de funcion positivae o
funcion creciente. Si no me equivoco, esta idea debe estar en los textos elementales de la
Teoria de Funciones Reales”

Definicién 1.1 Una funcion f: I — R es conveza si:

Sila desigualdad (1.1) es una desigualdad estricta, entonces la funcién f es estrictamente
convexa. Si se cumple en sentido opuesto se dice que f es concava y si se verifica en sentido
estricto, decimos que f es estrictamente concava.

Geométricamente , la designaldad (1.1) asegura que una funcién f : I — R es convexa
en el intervalo I, si el segmento de recta que une dos puntos cualesquiera (z, f(z)),(y, f(y))
del gréifico de f, estd por encima de la grafica de la funcién f en el intervalo [z,y] como lo
muestra la Figura.

Anslogamente, una funcién f es céncava si para cualquier par de puntos (z, f(2)),(y, f(¥))
del grafico de f estd por debajo de la gréifica de la funcién.
Como ejemplo de funciones convexas, tenemos:
Ejemplos 1.2
a- flz)=2% zeR
1
b.- h(z) ==, £ € (0,00)
T
c- plr)y=¢€", zeR

Definicién 1.3 Una funcion f: I — R es midconveza (o conveza en el punto medio) si:

7



CAPITULO 1. PRELIMINARES

Jy) e s e e e

L)+ (L= )f(y) frmm o mm e e =

Flay ===

Slta+ A=ty f——~= i

TS N

(1 — tYy y

Figura 1.1: Funcién Convexa

 Veyel (1.2)

f (1 ; y) < flz) ; ()

Si la desigualdad es estricta para x # vy, diremos que f es llamada estrictamente midcon-
vexa.

Observemos que de acuerdo con la definicién de funcién convexa, toda funcién convexa
es también midconvexa. El reciproco en general no es cierto, sin embargo, veremos que bajo
ciertas condiciones, ambas definiciones son equivalentes.

Teorema 1.1 Sea I un intervalo y f : I — R una funcion. Si f es midconveza y continua,
entonces [ es conveza.

Demostracién: Ver [31]. B

1.1.2. Operaciones con Funciones Convexas

En esta seccion presentanos un resumien de las operaciones que podemos hacer entre
algunas funciones para que ¢l resultado sea una tuncién couvexa. Para las demostraciones de
las distintas proposiciones ver [31][32].



CAPITULO 1. PRELIMINARES

Proposicién 1.2 Sean f,¢g: 1 — dos funciones convexas y ¢ >0, Entonces

a. f+ g ycf son funciones convexas.

b. Si f y g son funciones no negativas y crecientes (decrecientes), entonces el producto f.g
tienen las mismas propiedades.

Demostracién: Ver [33],[31]. ]

A continuacion, presentaremnos un ejemplo que ilustra el resultado anterior.
Ejemplos 1.4

a. Sean f : R - Ry g: R — R funciones definidas por f(z) = |z| y g(z) = z?, entonces la
funcién (f + g)@) = |z| + 2°, para todo = € R es convexa porque f y g lo son.

b. Como la funcién h : (0, +00) — R definida por h(z) = 1/z es convexa tenemos que la
funcién g(x) = 3h(x) = 3/x es convexa.

Proposicion 1.3 Una funcion f . I — R es convexa si y solo si se verifican alguna de las
sigutentes propiedades:

a. f(‘T + t(y """" :E)) < f(EU) + f(f(y) "N f(I))f € (0’1)7 T,y € I
b. f(sz+ty) <sf(z)+tf(y),s,t€(0,1), s+t=1

c. Sizyy,2€l,z <2<y

(y—2)f(x)+ (@ -y)f(z) +(z—2)fly) >0

Demostracion: La demostracion es inmediata de la definicién de funcion convexa.
B

En la siguiente proposicién se presentan propiedades que deben cumplir dos funciones f
v ¢ para que la composicion g o f sea una funcion convexa o concava.

Proposicién 1.4 Sean f: I =R y g:J — R dos funciones con f(I) C J. Entonces

a. mdr{f(z),9(x)} es conveza.
b. Si f y g son converas y g es creciente, entonces la funcion compuesta g o f es conveza.

c. Si f es concava y g es convera y decreciente, entonces g o f es conveza.

9



CAPITULO 1. PRELIMINARES

d. Si f y g son concavas y crecientes, entonces go f es concava.
e. Si f es convexa y g es concava y decreciente, entonces go f es concava.

Demostracion: Ver [33],[31]. [ ]

Describamos algunos ejemplos que ilustran este resultado:

Ejemplos 1.5
a. Sean f :R -5 Ryg:R— R dos funciones definidas por f(z) = 2% y g(z) = €, entonces
2 .
(9o f)w) =€ es convexa sobre R, pues f es convexa y ¢ es convexa y creciente.

b. Consideremos las funciones f : (0,+00) = Ry g : (0, +00) — R definidas por
f(z) = Vxz, g(z) = 7' Es facil verque f es cdncava y g es convexa y decreciente.
Luego, por el Teoremal.4 concluimos que la funcién (g o f)u) = 1//z es convexa
sobre (0, 4+00).

En las dos proposiciones que siguen se exponen resultados relacionados con familia de
funciones convexas.

Proposicién 1.5 Sea {f, : I — R} una familia de funciones convezas, entonces el conjunto
J={zxel:supf.(z) < oo} esun intervalo y f:J =R, definida por:

f(z) = supfa(z), z€J

Es conveza.
Demostracién: Ver [31]. ]

Proposicién 1.6 Sean f,, : I — R, n > 1, una sucesion de funciones convexas que converge
puntualmente a una funcidn f : I — R. Entonces f es conveza y la convergencia es uniforme
sobre cualquier intervalo incluido en intl.

. Demostracién: Ver [31]. B

Corolario 1.7 Sea I C R un intervalo y sea {f, }nex una sucesion de funciones converas,
donde

fo: I = R para cada N. 81 la serie S oo, fn converge a f(x) para cada x € I, entonces f es
una funcion convexa sobre I.

10
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Demostracién: Ver [33]. @
Ahora exponemos un resultado donde se presentan condiciones para que la funcién con-

vexa monotona sea concava o convexa.

Proposicién 1.8 Sea f: I — R una funcidn estrictamente mondntona y sea f~1: f(I) —
I lo funcion inversa de f. Entonces:

a. Si f es convera y creciente, entonces f~ es concava.
b. si f s céncava y creciente, entonces £~ es convera.
c. Si f es conveza y decreciente, entonces f~1 es conveza.
d. si f es concava y decreciente, entonces f~1 es céncava.

Demostracién: Ver [33] ]

Veamos el siguiente ejemplo:
Ejemplo 1.6

a. Sea f R — R una funcién definida por f(z) = €. Ya hemos visto que f es convexa, es
facil ver que f es creciente. Asi, por el Teorema 1.8 parte a, concluimos que f~}(z) =
In(z) es céncava.

1.1.3. Continuidad y Derivabilidad de Funciones Convexas

A continucién presentamos resultados de Continuidad y Diferenciabilidad de las funciones
convexas. Las funciones convexas sobre un intervalo I C R tienen propiedades que permiten
el cdlculo de limites y a través de este hecho, se garantiza la existencia de derivadas laterales
en cada punto del I. En lo que sigue, expondremos resultados que ilustren lo anterior.

Una propiedad importante de las funciones convexas es que son acotadas en cualquier
intervalo cerrado contenido en su dominio. En la siguiente proposicion, demostramos este
hecho.

Proposicién 1.9 Sea f : I — R una funcion convexa, entonces f es acotada en un intervalo
cerrado [a,b] C 1.

Demostracién: Sea [a,b] C I, un intervalo cerrado. Sea z = (1 — t)a + tb.

Por la convexidad de f, tenemos que:

11
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flz) < f((A —tla+tb) < (1—1t)f(a) +1f(b)
Luego, para t € [0, 1]:

tf(b) < f(b) < maz{f(a), f(b)}

(1 =1)f(a) < fla) < maz{f(a), f(b)}

De donde tenemos que:
f(2) € F((1 — t)a + tb) < 2maz{f(a), f(b)}

De esta manera, concluimos que f es acotada superiormente.

a+b a+b b—a
Por otra parte, sean z,y € [a,b], = = 5~ +tyy= —5— ~t cont€ [(), ——2—}, por
la convexidad de f, tenemos que:

f (a;b) |

IA

Asi,

\H
TN
o
o4
o~
+
o
N—’
vV

(5215

21 (452) - mas( @) S0

v

De esta manera, concluimos que f es acotada.

[ |
Observacién: La condicion de que el intervalo sea cerrado en la proposicion anterior es una
condicion necesaria. Esto se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.7 Consideremos la funcion f 1 [0,3) = R, definida por tan(z). Es fdcil ver que
esta funcion es conveza. También sc sabe que x = 5 es una asintota de esta funcion. Por lo
tanto, f no es acotada.

12
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Definicién 1.8 Sea f : I — R. Se dice que [ es Lipschitz en el intervalo I si existe una
constante k > 0 tal que:

1f(z) = fWl < Ellz =yl

Para todo x,y € 1. La constante k se le llama constante de Lipschitzidad de f

En [11] se sefiala que H. Rademacher en [34], demostrd que las fimciones convexas verifican
una condicién de Lipschitz en cualquier intervalo cerrado contenido en el interior de su
dominio, como se expone en la siguiente proposicién.

Teorema 1.10 Sea f : I — R una funcion convexa, entonces f cumple una condicidon de
Lipschitz en cualquier intervalo cerrado contenido en I.

Los detallcs de la demostracion de csta proposiciéon pueden verse en [35],[31].

A continnacién, presentamos la definicion de funcidén absolutamente continua estudiada

por G. Vitali [36].

Definicién 1.9 Una funcion [ : I — R es absolutamente continua, si para cada mimero
¢ = 0, cwste un mimero 6 = 0(c) > 0, tal que para cualquicr colcccion finita de intervalos
(a;,b;) coni € {1,...,n}, disjuntos dos a dos incluidos en I, sc verifica:

n n

If(bi) — flai)] <€, cuando E (b —a;) <o
n=1 n=1
Observacion: De esta definicién se obtiene inmediatamente que toda funcién absolutamente
continua es continua y que una funcién Lipschitz en un intervalo es continua.

Corolario 1.11 Sea f: I = R una funcion convexa, entonces f es absolutamente continua
en cualquier intervalo cerrado contenido en I

Otra propiedad de las funciones convexas en un intervalo I de la recta, es la existencia
de derivadas laterales en cada punto del interior de I. En esta seccién demostraremos esta
propiedad y expondremos otras que verifican las funciones convexas diferenciables.

La siguiente proposicion nos asegura que si x,y,2 € I, t <y < zy f:I — Resuna
funcion convexa, entonces la peudiente del segmento que une los puntos (z, f(z)) v (v, f(y))
es menor o igual a la pendiente que une los puntos (v, f(y)) v (2, f(2)) v esta Wltima es menor
o igual a la pendiente que une a los puntos (y, f(y)) v (2, f(2)), como se ilustra en la figura.

13
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Figura 1.2: Pendiente AB < Pendiente AC < Pendiente BC

Proposiciéon 1.12 Sean f : I — R una funcion convexa, x,y,z € I, tales que © < y < z,

fO) = fl2) ) = o) [ fz) =)
z-y

Z—X

entonces

y—
Demostracién: Para la primera desigualdad, consideremos:
Yy — &
(=~ 2)
z2—2x

y:;r-i-"

Luego, por Proposicién (1.3), parte a, se obtiene lo queremos. Para la segunda desigualdad

se procede de manera similar considerando:

De la proposicién anterior, se obtiene el siguiente resultado.

Corolario 1.13 Sea f: I — R wuna funcion conveza, entonces para cade x € I, la funcion

1\{x}9te__—————f(ti:i(”)

Es creciente.
14
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Respecto a la derivada de una funcién convexa, esta se define en términos de derivadas
laterales. A continuacion, recordaremos la definicién de estas.

Definicién 1.10 Sea f : I = R una funcion, entonces la derivada lateral derecha de f en
el punto z € I sc define como:

fJ’r(x) = lim M

ylx Yy —x
Donde y | © quiere decir y — x, y > x, y se supone que x no es el extremo derecho de I.

La Derwada lateral izquierda de f en el punto x € I se define:

¥ ) -t L) = F2)

T ytz Y —
Donde y 1 = quiere deciry — x, y < x, y se supone que T no es el extremo izquierdo de |
A continuacién, darcmos un resultado en donde s¢ demuestra que toda funcion convexa

f I — R posce derivadas laterales. Ete resultado fue demostrado en la 1iltima década del
siglo XIX por el Austriaco Otto Stolz [25]

Teorema 1.14 (Teorema de Estolz). Sea [ : I — R una funcion conveza, entonces f posee
deriadas laterales en cada punto de I, las derivadas laterales son crecientes y el conjunto E
de los puntos de I, donde f no es deriwvable es numerable y f es continua en I — E. no es
derivable

Demostracién: Ver [37] a

1.1.4. Resultados sobre Funciones Convexas
En esta seccion, exponemos resultados que garantizan la convexidad de una funcién. En

alguno de estos resultados, resulta de gran utilidad reconocer la convexidad de una funcién
derivable a través de la informacion que brinden su primera o segunda derivada.

sobre I. Entonces [ es convera si y sélo si la derivada [’ es creciente sobre I.
Demostracién: Ver [31] ]

Corolario 1.16 Sea I C R un intervalo abierto y f : I — R una funcion dos veces diferen-
ciable sobre I. Entonces f es convexa si y sélo si f”(x) > 0 para todo x € I.

Si la desigualdad es estricta, decimos que f es estrictamente conveza.

15
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El reciproco de este corolario no es cierto, es decir, un funcién f puede ser estrictamente
convexa y sin embargo no cumplir que f”’(z) > 0 para todo x € I. llustremos esto con el
siguiente ejemplo:

Sea f: (0,1) — R definida por f(r) = z*. Es facil ver que f es estrictamente convexa,
sin embargo, f”(x) = 0, para z = 0.

El siguiente resultado, relaciona la convexidad de una funcion con la integral de funciones
crecientes.

Proposicién 1.17 Una funcion f : (a,b) C R — R es convera si y solo si eviste una
funcidn creciente g : (a,b) — R y un punto ¢ € (a,b), tales que para todo x € (a,b)

§@) - f0 = [ g
Demostracién: Ver [31] [

Nuestra siguiente caracterizacion, surge de la idea geométrica que se describe en la si-
guicnte definicion

Definicion 1.11 Sea I € R un intervalo y f I — R una funcion. Se dice que [ tiene
soporte en xo € I si ewiste un niumero m € R tal que la funcién S(x) = f(zy) + m(x = o),
verifica que S(x) < f(x), para todo x € I. La funcion f se conoce como recta soporte de f
en Ty

Teorema 1.18 Sea f : (a,b) — R una funcion. [ es convera si y solo si existe al menos
una recta soporte para cada xo € (a,b)

Teorema 1.19 Sea [ : (a,b) — R una funcion conveza. Entonces la funcion f tiene derivada
en xy 81y solo si S(x) = f(zg) + f(x0)(z — x0) es la recta soporte.

Para la demostracién de los dos resultados anteriores. Ver [33].

1.1.5. Funciones Convexas y Desigualdades Clasicas
En esta seccidn, estudiaremos importantes desigualdades clasicas en el estudio de funcio-
nes convexas.

Usando ¢l Priucipio de inducciéon Matematica, podemos generalizar a mas de dos eleme-
mentos del intervalo I la desigualdad (1.1) y esto es lo que se conoce como desigualdad de
Jensen. A coutimacién mostraremos este resultado.

16
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Proposicién 1.20 (Desigualdad de Jensen) Sea f: I — R una funcion convezva, entonces

f (Z til‘z‘) < Zt’lf(l’1) (1.3)
i=1 i=1

Para todo x; € I,t; > 0,i=1,....n, tales que t; + ... +t, =1

Demostracién: Haciendo induccién en n, se tiene que para n = 2 la desigualdad (1.3) es
la que define la convexidad de f. Supongamos que la desigualdad (1.3) es cierta para n — 1.
Probaremos que es cierta para n.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que ¢, < 1. Asi, 1 — £, >0

Luego,

n
f (Z tzl;z) - f (tlxl + b2y + .+ 1T + ILn-Ln)
i=1

t1: toy + ...+t 1Ty
e ((1 i) < 127 =+ 2L21 t n—1Zn 1> +fn$n>

tl tn——l >
4 ee Lp— tn n
-t 1~m£1>+ flen)

= (1—t,)f (n% L 937) + tnf(zn)

. 1- tn
=1
n-1 t
< (1 - t'n,) 1 —“If »E,f(lq) + fnf(:}jn)
i=1 "
n-~1
= > zif (@) +taf (n)
i=]
= S tf)
=1

A partir de esta tltima desigualdad se deducen otras desigualdades que son de uso fre-
cuente en el Analisis Matematico.

Como (yz — /§)? > 0, se obtiene que si z e y son nimeros no negativos, entonces:

— x+y
\/15—-\/5\/§§————2

17
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Esta tima desigualdad asegura que la media geométrica de dos nimeros es menor o igual
gue su media aritmética. El siguiente resultado generaliza este hecho.

Proposicién 1.21 Sean z;,t;, con ¢ € 1,...,n, nimeros reales, tales que x; > 0,t; > 0y
S ti = 1. Entonces:

d==1

¢ t
.’]311 51322....’1,'t" < tixy +toxy + ...+ 1T,

n

Demostracién: Laidea es aplicar la Desigualdad de Jensen ala funcion f(z) = e*, tomando
r=tlnx +..+t,Inz,. B

Observacion: LEn el caso particular que p > 1,¢ > 1 sean mimero tales que % + i = 1. Al

tomar x; = x,, 2 = y, De la Proposicion 1.21 nos queda gue :

ry< 24 (1.4)
p q

Esta desigualdad también es una consecuencia directa de la convexidad de la funcion
exponencial. Usando la proposicion (1.3) parte b, se tiene que:

Lyp Ly aP 4
zy = = e Lo < 1 L
P q

Proposicién 1.22 (Desigualdad de Holder) Sean x;,y;, con i € 1,...,n, ndmeros no nega-
tivos; p > 1,q > 1, tales que i + 5 = 1. Fntonces:

1/p n 1/q

n n
- T [
E Ty < E z¥ E yil
=1 =1 =1

En el caso de p = ¢ = 2, la desigualdad de Holder se transforma en la Desigualdad de
Cauchy-Schawarz

1/2 1/2

n .
2
E Yi

=]

n T
2
E zy; < E T;
i=1 i=1

Demostracién: Ver [21].

Otra desigualdad de uso frecuente se establece en la siguiente proposicion.

18
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Proposicién 1.23 (Desigualdad de Minkowski) Sean xz;,y;, con i € 1,...n, nimeros no
negativos y p > 1. Entonces:

n 1/p [ 1/p 7 1/p
R
=1 i=1 i=1

Demostracion: Ver [21]. B

A continuacién presentaremos la Desigunaldad de Hermite-Hadamard. Esta desigualdad
de muchisima aplicabilidad en la teoria de funciones convexas.

Proposicion 1.24 (Desigualdad de Hermite-Hadamard) Si una funcion f © I — R es
convexa, entonces:

() < L [ o < L1100

Para todo xz,y € 1

Demostracion: Por hipdtesis, f es una funcién convexa, asi,

f(L =)y +tx) < (1 =) f(y) +tf(z)
Integrando con respecto a t en {0, 1], obtenemos que:

+1

a1
Oﬂm+0~wwﬁs/tﬂ@+u~ﬂﬂwﬁ

0
Realizando el siguiente cambio de variable:
u=at+ (1 -ty du=(z—y)dt

Luego,

Sit=0,u=ySit=1,u==x

ot @) | 1)
1 Y €T fy
y—w/m f(u)du<-—————+—-———

Por otro lado, tenemos que:

1 Y 1 & A Y ‘
y—2 /E fs)ds = V2 /.», f(s)ds + /%E f(s)ds
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. T+ T+
Luego, si s € {az, y} , 8§ = ( 5 y) t+ (1 —t)z, entonces:

2
5t YTty Y-
[T sas= [ (B era-0e) (L2 a
z 0 2 2
Por otro lado, si s € [E—;—g, y} ,s=(1-ty+ (f—g——y-) t, tendremos que:

vy () , ; oy
f(s)ds =/ f (1 —t)y + (ﬁl;l> t> (y - “) dt

De lo anterior, junto con el hecho de que f es convexa, tendremos que:

[ = (52 5 [ ((5R) -}
() [ (0 ()1

En el afio 1994 K. Baron, J. Matkoski y K. Nikodem [38] estudian el problema de deter-
minar condiciones necesarias y suficientes para que exista una funcién convexa m : I — R,
entre dos funciones f,g : I — R, con f < g, por ejemplo. Este resultado lo enunciamos a
continuacion.

Teorema 1.25 (Teorema del Sandwich para funciones convexas) Sean f,g : I — R dos
funciones. Entonces f y g verifican la desigualdad:

F((1 =ty +t2) < (1 - )gly) + ty(a), ¥ t € (0,1)

Si y sdlo si existe una funcion convezam I = R, tal que f <h <g.

20
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Demostracién: Ver [38],[39]. B

1.2. Funciones Fuertemente Convexas

En el afio 1966, el Matemédtico ruso B. T. Polyak en [40] estudia por primera vez el
concepto de funciones fuertemente convexas con modulo ¢. En esta seccidn, analizaremos
propiedades y caracterizaciones de este tipo de funciones, asi como también, presentaremos
una desigualdad del tipo Hermite-Hadamard que satisfacen estas funciones.

En alguno de los resultados que expondremos, haremos estudio en espacios con producto
interno. A continuacion, a manera de repaso, veamos definiciones y propiedades bésicas de
este tipo de espacios las cuales serdn usadas en el desarrollo de esta seccién y en el desarrollo
capitulos posteriores de este trabajo. Como referencia bibliogréfica para el desarrollo detallado
de estos resultados ver [20],][21].

Definicidn 1.12 Un espacio normado es un par (X, || -||) formado por un espacio vectorial
X y una aplicacion || - || : X = R, llamada norma, con las siguientes propiedades:

(1)
(i) [lzll = 0 &z = 0.

(ii1) flow

zl > 0.

=l
(1v) llz+yl <zl + |yl (Desigualdad Triangular)

Definicién 1.13 Un espacio con producto interno es una espacio vectorial X en el que se
define una aplicacion {-,-) : X x X — E con las siguientes propiedades:

(i) (Aditiva)(z +y,z) = (x,y) + (¥, 2);

(i1) (Homogénea)(az,y) = a{z,y);

(iii) (Hermitica){z,y) = (y, )

(iv) (Definida Positiva){z,z) > Oy{z,z) =0 x =0

Observacion: En particular, se tiene que todo espacio con producto interno es un espacio
normado, donde la norma asociada se define como ||z|| = /(z, z). Sin embargo, el reciproco

de esta afirmacion no es cierto, es decir no todos los espacios normados son espacios con
producto interno.

A continuacion, daremos una caracterizacion de los espacios normados para los que se
puede definir un producto interno cuya norma asociada sea la dada. Dicha caracterizacion se
basa en los siguientes hechios cuya demostracion es immediata.
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Proposicién 1.26 (Identidad del Paralelogramo) (X, (-)) es un espacio con producto in-
terno si y solo si la norma asociada verifica:

Iz +yl* + llz =yl = 2(]l=1* + llyl*)

El siguiente resultado, muestra como la norma asociada permite a su vez definir ¢l pro-
ducto interno. Supondremos que X es un espacio vectorial real.

Proposicién 1.27 (Identidad de Polarizacion) Sea (X,{-)) un espacio con producto in-
terno. Entonces:

z+yl* = llz - yl?]

@w>=%[

Proposicién 1.28 Sea (X, | - ||) un espacio normado. Si se verifica la proposicion 1.26.
entonces existe un producto interior {-,-) en X tal que |z| = (v, z)'/?

Los siguientes dos resultado son de gran utilidad como técnica para demostraciones en
espacios con producto interno.

Proposicién 1.29 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Para cualesquiera z,y € X
(@, )| < llzll - lwll
La igualdad se cumple si y sdlo si x,y son linealmente dependientes.
Una consecuencia de la proposicién anterior es la siguiente proposicion.
Proposicién 1.30 (Desigualdad triangular) Para cualesquiera x,y € X,

lz -+ ylf < flzff + llyll

La igualdad de cumple si y sélo siy=0o0z=cy (c>0)
Para la damostracion de los resultados anteriormente expuestos ver [20],[21].

En lo que sigue, consideraremos (X, || - ||) un espacio con producto interno, D un sub-
conjunto convexo y ¢ una constante positiva.

A continuaciou, daremos algunas caracterizaciones de funciones fuertemente convexas en
espacios con producto interno.
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1.2.1. Definiciéon de Funciones Fuertemente Convexas

Definicién 1.14 Sea (X, || - ||) un espacio normado y D C X. Diremos que una funcidon
f: D — R es llamada fuertemente convexa con mddulo ¢, si:

flz+ (1 =t)y) <tf(z)+ 1 -0)f(y) —c®)(1 -tz —yl*, Va,ye Dyt e (0,1) (1.5)

Diremos que f es fuertemente midconvexa con mdédulo ¢, si parat = 1/2, se tiene que:

f (w> TEHIW g vayep (1.6)

2 2 4

Observemos que si ¢ = 0, de las ecuaciones (1.5) v (1.6), obtenemos que la funcion es
convexa y midconvexa respectivamente.

Esta clase de funciones tienen mucha importancia en la Teoria de Optimizacién y en Eco-
nomia Matematica (Ver [41)[18]). Varias propiedades vy aplicaciones de este tipo de funciones
pueden ser halladas en [29][7][8][11][12][14][18].

Como ejemplo de funciones fuertemente convexa, tenemos:
Ejemplos 1.15

a~- f(z)=12%z€[-22

b. f(z) = sen(z), z € [-7,0], ¢ =2

A continuacion se da una interpretacion geométrica de las funciones fuertemente convexas
con modulo c.

Sea f: I — R una funciéu fucrtcmente convexa con médulo ¢. Sean z,y € I conx <y y
t € (0,1). Consideremos las funcién cuadréatica h(z) = cz® + az + b con a,b € R de tal forma
que h(z) = f(z) y hly) = f(y).

Por la convexidad de h tenemos que:

h((1 —t)y + tx) < (1 —t)h(y) + th(x)

Haciendo las cuentas para cada t € (0,1), se verifica la ignaldad:

(1 =t)h(y) +th{z) — (1 —t)y +tz) = ct(1 — t)||z — v (1.7)

Observemos que la ecuacion (1 — t)h(y) + th(z), representa a la recta que pasa por los
puntos (x, h(z)) ,(y, h(y)).



CAPITULO 1. PRELIMINARES

En la siguiente figura se ilustran estos resultados:

hz) = ca® +ax+b

Eh{m) + (1 = 1)h(y) b o i st e T e

et(] = Dl — yl|?

At + (L= By)

|
PO IR S

Figura 1.3: Iuterpretacion geométrica de et(1 — t)]jz — y|}?

En la Figura 1.3 se puede ver el grifico de h estd por debajo de la recta
(1 —t)h(z) +th{y).

De la desigualdad (1.6) y de la igualdad (1.7), tenemos que:

tf(e) + (1 =t)fly) ~ fltz + (1 - 1)y)
ct(1 =)z - yl®
= th(z)+ (1 —t)h(y) — h(tz + (1 —t)y)

v

De donde nos queda que

f((1 =ty +tz) <h((1 -ty +tx)

De esta manera, nos queda que en el intervalo (x,y), la grifica de f estd por debajo del
grifico de la parabola h como se ilustra en la Figura 1.4.
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Fx)

h{x) = ca? +ax+b

th(z) + (1~ h(y) P= = - =~ -

et(t = )ff = yl}?

hitw + (1 —t)y)

1

t
N I S S
|
|
|
|
AL
i

thiz) + (1 — Oh{y) — ftz + (L — Dy}

flte+ (1= 1)y)

tae+ (1 — 1)y u

Figura 1.4: Inferpretacion geométrica de convexidad fuerte

1.2.2. Resultados que relacionan funciones convexas y funciones
fuertemente
convexas

Lema 1.31 Sea (X, || -|]) un espacio con producto interno, D un subconjunto convezo y c
una constante positiva.

1. Una funcién f : D — R es fuertemente convexa con modulo ¢, si y sdlo s la funcion
g=f—c|.II? es conveza.

2. Una funcion f: D — R es Hamada fucrtemente midconveca con modulo ¢, si y solo si
lu funcion g = f — c||.||? es midconveza.

Demostracion:

1. Supongamos que f es una funcién fuertemente convexa con mddulo ¢. Usando el hecho
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de que X es un espacio con producto interno, tendremos que:

glte + (1 =t)y) = fltz+ (1 ~-t)y) —cltz + 1 - )y
= tf(z)+ (1 —t)f(y) — ct)(1 =Bz — yl|* = elltz + (1 - t)y|?
= tf(t) (1 —t)f(y) —ct) @ = O)[l=l* =2 < z.y > +|yll’]
~~~~~ ct?llzl? +2(0)(1 ) < zy > +(1—1)?|ly]l*]
= tf(ff) + (1=t f(y) — @ =Dyl + (1 - 1)]
—ct||z||*[(1 — t) +¢]
t(f(z) = cllz)®) + (L = )(F @) — clyl®)
= tg(z) + (1 - t)g(y)

Reciprocamente, si g es convexa se tiene que:

[tz + (1~ t)y) gtz + (1 = t)y) + clltz + (1 — t)y|?
tg(x) + (1 — t)g(y) + cltz + (1 — )yl

tg(x) + (1 = g(y) + clt*2ll® + 2001 = 1) <z > +(1 = )*y)’]

A

Usando el hecho de que 2 < z,y >= |lz||? — ||z — y||? + ||y || nos queda que:

flte+ (1 —t)y) < tgla)+ (1~ t)gly) + cft®|ll* + B (1~ ]
—(0)(L =tz =yl + O1 = yl* + 1 = )*[ly|]
= tg(a) + (1~ )g(y) + cltla*t + (1~ ) + (1= Dllyl*(L ~ ) + 1)
—t(1 = )]z —yl’]
= tg(z) + cllzl’] + (1 = g (y) + elly*] — )1 = D)z = y|*
= tf(2) + 1= )f(y) — )L =Dl —yl®

2. Supongamos que f es midconvexa con modulo c.

Por la definicién de g, tenemos que:
z+y +y z + y!
(552) - (532)

i 3

Ast,



CAPITULO 1. PRELIMINARES

g<x+y> c @+ fly) ¢

= Zlle =yl = Zlle +yl?

2 - 2 4
= LOHIW Ly oy
= BTG Loz 42y
| f)—ddel? 1) el

i

g(x) + g(y)

Reciprocamente, supongamos que g es midconvexa, luego:

T+yY _ r+y
1) - (5

g(x) + 9(y)

r+y 2

2

R s R LS 1 &
= R0 G ol el
_ gz +20H:EH“ + 9(y) w;ct!yll N %Ilﬂ? I

Con lo que concluimos que f es fuertemente midconvexa

A continuacion, daremos un ejemplo que muestra que la condicion de que X sea un espacio
con producto interno es un condicién necesaria en nuestro resultado.

Ejemplo 1.16 Sea X = R? y ||z| = |z1|+ |z2], con & = (21, o). Consideremos f(z) = || -||?
yg(x) = f—||-I|?. Claramente g es una funcion midconveza, sin embargo, f no es fuertemente

midconveza. En efecto, consideremos x = (1,0), y = (0,1). Asi,

(z+y (11 11\’
1(52)=1(33) = (5+3) =2

Por otro lado, tenemos que:
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flo)+fly) 1L (L[ +10D* + (of+ 1% 1

2 : 2
z—yll* = —(11] + {1
LD ey : S+ 1)
= 0
De donde concluimos que:
(YN _ _f@) A+ 1
f =1>0=—- |z -yl
2 2 4
Es decir, f no es fuertemente midconvera de mddulo 1.
Teorema 1.32 Sea (X, || - ||) un espacio normado. Las siguientes son equivalentes:
1. Para todo ¢ > 0 y para todo funcion f: D — R, f es fuertemente convexa con modulo
¢, sty s6lo si la funcion g = f — ¢||.||? es conveza.
2. Para todo ¢ > 0 y para todo funcion f : D — R, f es fuertemente midconvera con
médulo ¢ si y sélo si g = f —cl||.||* es midconveza.
3. Eaziste ¢ > 0 tal que para toda funcidn f : D = R, g es conveza si y solo si f = g-+c||.||>
es fuertemente convexa con mddulo c.
4. Existe ¢ > 0 tal que para toda funcion f : D — R, g es midconveza si y solo si
f=g+cll||? es fuertemente midconveza con mddulo c.
517 X = R es fuertemente conveza con mdodulo 1.
6. |- |*: X = R es fuertemente midconveza con mddulo 1.
7.(X, |- ) es un espacio con producto interno.

Demostracion: A continuacion, mostraremos nuestro teorema considerando las si-
gquientes implicaciones:

1=23=20=2T=1y2=4=6=>T7T=2

Demostracion: Las implicaciones 1 = 3 v 2 = 4 son obvias. Mostremos 3 = 3, para ello
consideremos ¢ == 0, Luego, f = 0+ c||.||? es fuertemente convexa con médulo c. Asf,

fltz+ (1 —1t)y)

Il

clltz + (1 = t)y|”
< ctllz]® +e(1 =)yl +ct) (1~ t)ljz — yli?
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Por lo tanto,

~fe+ (1= ty) < thall + (= Dyl + (B~ D)o~ ol

De donde concluimos que || - ||? es fuertemente convexa con médulo 1. Andlogamente se
prueba que es midconvexa con médulo 1.

En lo que sigue, mostraremos 6 = 7. La demostraciéon de 5 = 7 es andloga a la que
exponemos a continuacion.

(6 = 7) Supongamos que | - ||? es fuertemente midconvexa con médulo 1:
Jel® + lyl® 1

9 ZH“I’ - sz Va,ye D

<

Luego, ||z +yl* + llz — y|* < 2§zl + 2lyll*,  Vz,yeD
Por otro lado, consideremos v =2z + y, v =& — y, asi

U+ v U -

Xr = . ] ==
WL

Sustituyendo en nuestra iltima desigualdad, tenemos que:

U+ v 2 u—vl?
PTE 2 < '
full + ol < | 5 :
De donde nos queda que:
2\ull® + 2lwl|? < fu+v|® + ju— vl?, Yu,veD

De esta manera, concluimos que: flz + y||? + ||z — y||> = 2||z||* + 2||y||®, V 2,y € D
(7=1) v (7= 2) es un resultado directo del lema 1.31

1.2.3. Funciones Fuertemente Convexas y desigualdades clasicas

A continuacién, presentamos desigualdades que caracterizan a las funciones que son fuer-
temente convexa. En algunos casos solo nos limitaremos a enunciar los resultados indicando
una referencia de los detalles de su demostracion para el lector interesado.

En el afio 2010, Nelson Merentes y Kazierz Nikodem generalizan el Teorema del Sandwich
para funcioues fuertemente convexas [18] a través del siguiente teorema:
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Teorema 1.33 (Teorema del Sandwich) Sean f,qg : I — R dos funciones, y ¢ > 0. Eziste
una funcion fuertemente convexa h: I — R, con mddulo ¢ tal que f < h < g en I si, y sélo
st

FA =ty +tz) < (1 —t)g(y) +tg(z) — ct(l — t)]z — y|”

Para todo xz,y € I yt € (0,1)

Demostracién: Ver [18]. @

Las desigualdades del tipo Jensen juegan un papel importante en el estudio de las fun-
ciones convexas, asi como también en sus aplicaciones. En [17] N. Merentes v K. Nikodem
extendieron la definicién de funcion fuertemente convexa a combinacién convexa de n puntos
obteniendo la siguiente version clasica de la desigualdad de Jensen.

Teorema 1.34 (Desigualdad del tipo Jensen para funciones fuertemente convezas) Si f — R
es una funcion fuertemente convexa con mddulo ¢, entonces

n T m
f Ztixi < Zt7f($z) Czti(xi —I)?
Paratodox; € I,t; >0, 1=1,..,n, con ty+...+t, =1, dondeT = t 1z +taxo+.. . +tpTy.

En la seccién anterior, se presento una desigualdad del tipo Hermite-Hadamard para fun-
ciones convexas. A continuacion, expondremos una desigualdad del tipo Hermite-IHHadamard
para funciones fuertemente convexas la cual generaliza a este tipo de desigualdad para fun-
ciones convexas.

Antes de iniciar con la exposicion del resultado principal de esta seccidn, enunciaremos el
siguiente teorema que servird com herramienta para su demostracion.

Teorema 1.35 Una funcion [ es fuertemente convera con modulo ¢ si y solo st para todo
gy €1 existe m € R tal que

f(z) > e(z = 0)* + m(z — x0) + f(zo), w € 1
Es decir, [ tiene un soporte cuadrdtico en xg.

Demostracién: Ver [18]. @

Teorema 1.36 (Una desigueldad del tipo Hermite-Hadamard) Sea I C R. Si una funcidn
f I — R es fuertemente convexa con modulo ¢, entonces:
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f (?7 +y) + *C—(x ~y)? < y _1- x [ Fls)ds < a ;f(y) - %(I v’

2 12

Para todo z,y € I, conx < y.

Demostracién: Por hipétesis, f es una funcién fuertemente convexa con mddulo ¢, asi:

flty+ (1= 1)) < tF() + (1 - HF (@) — ()1 — D)y — o)
Integrando con respecto a t en [0, 1], nos queda que:
1 1 1 1
/ Flty + (1 — Ha)dt < / £ (y)dt + / (1 — t) f()dt / )1 — )y — )2t
JO J0 JO J0

Realizando el siguiente cambio de variable:

u=z(l—1t)+yt du=(y— z)dt

Luego,
Sit=0,u=zSit=1Lu=y
Asl,
Lo f@)  fly) (1 1 )
o< L ) (g~
U“T/z flwdu < 5 + 5 {373 (y — z)
T+y ¢ 9 ;
< Sy - I
< Eoty-a O

Para probar la otra desigualdad, tenemos que como f es fuertemente convexa con médulo
¢, del teorema 1.35; existe m € R tal que:

£(5) > efs — 5)* +mls — 55) + f(sy)

T+Y

con s, =

Ast,
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Y

Yy Y
/ f(s)ds > c/ (s — s5)%ds +m (.5 — §y)ds + / f(spds

iz

8

oy

(y — 50)3 —(x = s,)° ] + 7 [(y —59)° = (z - 30)2} +(y —2)f(sy)
Y

() - (52 |- (3Y)

- H- oo ()

wio wlo

Luego,

— [tz S ~x)2+f(1‘;’?") (an

De I y II concluimos lo que queriamos.
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En este capitulo, nos dedicamos a estudiar dos nodiones de tunciones que generalizan a
las cstudiadas en el capitulo 1.

Una generalizacion “natural” de las funciones convexas fue propuesta en el ano 2005 por
la la mateméatica croata S. Varoganec [19] v son las llamadas funciones h-convexas. En este
“apitulo; daremos la definiciéon de este tipo de funciones asi como también expondremos
propiedades v desigualdades que las caracterizan, como por ejemplo, una desigualdad del
tipo Hermite-Hadamard para esta clase de funciones.

La generalizacién anterior y la nocién de funciones fuertemente convexas, dan origen a
una nueva generalizacion de esta dltima, las cuales son llamadas funciones h-fuertemente
convexas. Estd nocién fue introducida en el afio 2012 por H. Angulo, J. Giménez, A. Moros,
K. Nikodem en [19]. Esta clase de funciones tambiés serdn objeto de estudio en este capitulo.
Expondremos su definicidn, una desigualdad del tipo Hermite-Hadamard para ellas y resul-
tados que relacionan a este tipo de funciones con las funciones h-convexas en espacios con
producto interno.

2.1. Funciones h-Convexas

Como ya hemos mencionado, las funciones h-convexas, son una generalizacién de las
funciones convexas las cuales surgieron luego de que las funciones convexas conducieran a
otro tipo de definiciones como son las de funciones s-convezas, las funciones de Godunova-
Levin y las P-funciones. Las propiedades de estas pueden ser halladas en [53][54][55].

En lo que sigue, I C R es un intervalo.

En el ano 1994 H. Hudzik y L. Maligranda [43], exponen un conjunto de propiedades de
las funciones s-convexas, en principio definidas por W. Orlicz [45] en 1961 y en una segunda
version por W. W. Breckner|44] en el afio 1978, como describimos a contitmacion.
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CAPITULO 2. FUNCIONES H-CONVEXAS/H-FUERTEMENTE CONVEXAS

Definicién 2.1 Sea s < 0 < 1. Una funcion f : [0,+0c] — R es s-conveza en el primer
sentido 0 s1-convera si
floax+ By) <o f(x) + 6°f(y),

Para todo z,y. a, 8 € [0,+x), o + = 1.

s-conveza en el sequndo sentido o sq-convera si

flaz + fy) <&’ flz) + 8°f(y),
Para todo z,y € [0,4+0), o, 8 € (0,1), a+ = 1.
Observacidn:

a. La nocién de funcién s;-convexa fue introducida en 1961 por W. Orlicz en [45], mientras
la funcién sy-convexa, fue introducida por W. W Breckner [44]. Es por esto que algunos
autores denominan las funciones sy-convexas como Brecker convexas.

b. fes si-convexa si y sélo si

F(1 = 2+ ty) < (1 1) fla) + E£@), 2,y € [0,+00), +€ (0,1)

c. f:[0,+00) — R es convexa si y solo si es s-convexa (con s = 1) en cualquiera de los dos
sentidos.

d. Sifes sy-convexa y f(0) =0, entonces f es sy-convexa.

Definicién 2.2 Sea f : I — R. Diremos que [ es una funcion Godunova-Levin, si f es no
negativa y para todo x,y € I ya € (0,1)

fld-t+ty) < {@14_1‘1%2

Esta clase de funciones fue introducida por Godunova y Levin ver [46]. Podemos encontrar
algunas propiedades en [5] y[ [47] .

Definicién 2.3 Sea f: I — R. Diremos que f cs una P-funcion, si f es no negativa y para
todo x,y € I y v € (0,1)

f(A = t)e+ty) < fz) + fy)

Algunos resultados de esta clase de funciones pueden ser encontrados en [48].
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2.1.1. Definicién de Funciones h-Convexas

Definicién 2.4 Sea I un intervalo de la recta real y sea h : (0,1) — (0, +00) una funcidn,
con h # 0. Decimos que f: D — R es h-conveza si, para todo z,y € I yt € (0,1) tenemos
que:

FI(L =ty +tz) < h(1=1)f(y) + h(t)f(2) (2.1)

Si cambiamos en (2.1) “<” por “> 7, entonces decimos que [ es una funcién h-céncava.
Observemos que en las funciones convexas, funciones s-convexas, funciones Godunova-
Levin v las P-funciones, estas coinciden en el término de la parte izquierda de las inecuaciones
que las definen, mientras que en el lado derecho adoptan la forma h(1 — ¢) f(x) + h(t) f(y)
con h(t) =t, h(t) =t h(t) = 1/t, h(t) = 1, con t € (0, 1) respectivamente.
Propiedades de este tipo de funciones y ejemplo de estas pueden ser hallado de manera
detallada en [10].

En lo que sigue, seguiremos considerando a la funcién i como una funcién que va de (0, 1)
a (0, +00).
2.1.2. Algunas designaldades para Funciones h-Convexas

En esta seccion, presentaremos algunas importantes desigualdades que caracterizan a las
funciones h-convexas, entre las cuales incluiremos la demostracion detallada de una desigual-

dad del tipo Hermite-Hadamard para funciones h-convexas.

Proposicién 2.1 Sea f : [a,b] — R,una funcion h-conveza y sea g > 0 simétrica con

, entonces:

0+
respecto a 5

! ’ t)g(t)dt < - f(b) qht t 1—t)b)dt
5’:’5/@ f(t)g(t) _-(f(a)-f—f())‘/o (H)g(ta + (1 — t)b)dt

Demostracién: Pongamos z =at+ (1 —t)by y = (1 —t)a + tb.
Por hipédtesis f es una funcién h-convexa en [a, b]. Asi

F((1=tb+at) <h(l~t)f(b)+h(t)f(a) ¥ f((1—t)a+th)y <h(1~—1t)f(a)+ h(t)f(b)

De la positividad y simetria de g, tenemos que:
f((L=8)b+at)g((1 = )b+ at) < [h(1 =) f(b) + h(t) f(a)] g((1 — )b+ at)
}I
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(A =t)a+th)g((1 - t)a+1tb) < [h(1—t)f(a) + h(E)f (D) g((1 — H)a+tb)

Sumando las tltimas desigualdades y reagrupando, obtenemos que:

F(A—=tb+at)g((1 —t)b+at) + f((1 —t)a +th)g((1 — t)a + tb)
< [A(1 = t)g((1 — t)a + tb) + h(t)g((1 — t)b + tb)] f(a)
+ (1 = )g((1 = )b+ at) + h(t)g((1 — t)a + tb)] f(b)

Integrando con respecto a t en el intervalo [0, 1], nos queda que:
1
/ (1 =t)b+ta)g(L—t)b+th) + f((1 —t)a+th)g((1 —t)a + tb)dt
Jo
1
< / (1 — )g((1 ~ t)a + tb) + h(t)g((L — )b + ta)] f(a)
Jo

+ /: [R(1 —t)g((1 — )b +ta) + h(t)g((1 — t)a + tb)] f(b)dt (1)

Realizando el siguiente cambio de variable:
a=1-1  da= —dt
Si t=0,a=1
Sit=1, a=0
Asi,
1 1
/0 h(1 —t)g((1 — tya + th)dt = / ha)g(aa + (1 — a)b)dt

Anélogamente. tendremos que:

/1 h(1 —t)g((1 — t)b+ ta)dt = /.1 h{a)g((1 — a)a + ab)dt
Jo Jo

Asi, de (I} obtenemos que:

/1 FIL = £)b + ta)g((1 — £)b + ta)dt + /‘1 F(( = t)a + th)g((1 — t)a + th)dt
0 JO
< 2f(a) /1 ht)g((1 — )b + ta)dt
0

+27(5) /O h(B)g((1 — £)b + ta)dt
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. a-+b
Usando el hecho de que ¢ es simétrica con respecto a

, nos queda que:

2
b—a

Es decir,

/'b F(O)g(t)dt < 2f(a) /‘1 R(B)g((1 — )b+ ta)dt + 2£(b) /'] h(#)g((L - )b + ta)dt
a JO J0

1 b .1
7 a / f(t)g(t)dt < [f(a) + f(B)] / h(t)g((1 — )b + ta)dt

0
8

Corolario 2.2 Sea f:[-1,1] = R, una funcién h-conveza. Si f es una funcidn par, enton-
ces

/ i< 10 [ nio

Demostracién: En efecto, en la proposicion 2.1, cousidere g(¢) = 1

Proposicién 2.3 Sea f, g : [a,b] = R dos funciones con f una funcion h-conveza. Supon-

o a+b b
gamos que g > 0 es simétrica con respecto a 5 Y / g(t)dt > 0. Entonces:

O

F(552) < [ st

Demostracion: Pongamos x = (1 —t)b+tay y = (1 —1t)a + tb.

Por la h-convexidad de f, tenemos que:

FIA = Oy +t2) < (1~ 1)f(y) +h(Df(z)  Conte (0,1)

Para t = 1/2 y haciendo sustituciones en z,y, tenemos que:

f (l ; y) =7 (a ; b) < h1/2) P =8+ at) + f((1 = t)a +1b)]
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Multiplicando por g(at + (1 — t)b) en la tltima desigualdad e integrando con respecto a t
en el intervalo [0, 1] se tiene que:

a+b
f( 5 )/ g{(1 = 1)b+ta)dt < h(l/z)/ F(1=1)b+ta)g((1 — t)b+ ta)dt
+ / f(A—=t)a+th)g((1 —t)b+ ta)dt]

Asi,

f(ajb)/ g(w)dw < 2h(1 /fw (w)dw

a
Lema 2.4 Si f es una funcion h-convexa, entonces:
fla+b—=) < (h(t) + A1 - 1) [f(a) + f(b)] - f(z)
Para todo z € [a,b] y t € [0,1]
Demostracién: Pongamos z = at + (1 — ¢)b, para todo ¢ € [0, 1].
Ast.
fla+b—z)=fla+b—((1 —t)b+ta)) = fla(l —t) +tb)
Luego, por la h-convexidad de f, tenemos que:
fla+b—z) < fla)h(l—1)+ FO(E) + flz) — [(z)
f(a)h(l )+ f(b)A(t) + f((1 = )b+ ta)
< h{1—=8f(a)+h@®)f(®)+ Fla)h(t) + R(1 —tf(b)) — f(x)
= [f(a) + fO][R(t) + A(1 = B)] - f(z)
&

Proposicién 2.5 Sea h : (0,1) — (0,+00) con h(1/2) > 0. Sean f,g : [a,b] — R dos
funciones integrables con f una funcion h-conveza y g una funcion simétrica con respecto a
a+b

. Entonces
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1 fa+b b b |
2/1(1/2)f< 7 )/ gl@)dz < | f(z)g(x)de
-b

<TI0 +ha o) [ gz, e )

a

Demostracién: Pongamos z = (1 —t)b+ta y y=(1—t)a+tb,cont € (0,1).

Para t = 1/2, tendremos que:
a+b a+b+r—z
() )

h(1j2) Y (z) = h(1/2) 9()

a-+b

¢

Usando la simetria de g con respecto a

, la h-convexidad de f y el hecho de que:

a+b—x=(1-ta+th

Tenemos que:

(=)

h(1/2)

g(z) < [fla+b—1x)+ f(z)]g(z)
= fla+b-a)gla+b—2z)+ flz)g(z)

Integrando con respecto a t en el intervalo [0,1] , tenemos que:
fa+b
f <——2“> 1 1
-———/ g(L=t)b+ta)dt < / F((1=t)a+th)g((1 —t)a + th)dt
h(1/2) 0 J0
1
+ / F((1 = )b+ ta)g((1 — )b+ ta)dt
0

Haciendo cambio de variable en las integrales anteriores, nos queda cue:

iga‘zﬂl /;b.q(w)dfv < / f@)g(x)dz ()

Por el Lema 2.4, tenemos que:
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[f(a) + FBO)][A(E) + R(L = )] = f(z) = fla+b—2)
Asi.

[f (@) + fO)][R(t) + h(1 = D)]g((1 = )b+ ta) > =[f(a+b—x)gla+b —z) + f(z)g(2)]

[NeR
(SR

Integrando con respecto a z = (1 — t)b+ ta en el intervalo [0, 1], tenemos que:

SUF@ + FOIR + 1~ 0) [ g@ds > [ f@iz ()

De (I)y (II) tenemos que:

a-+b
/ (—2">

b
%mm/ﬁwmé f(2)g(x)da <

b

[h(t) + h(1 —t)]/ g(z)dz

[¢2

[ﬂ@+fW

Para todo ¢ € (0,1)

2.1.3. Desigualdad del tipo Jensen para Funciones i1-Convexas

En esta seccién, nos limitaremos a enunciar la desigualdad del tipo Jensen para funciones
h-convexas. Su demostracién se ilustra con detalle en [10]. Antes. daremos la definicién de
un tipo de funcidn necesaria en la hipdtesis de nuestro teorema.

Definicién 2.5 Una funcion h: J C R — R es llamada funcion supermultiplicativa si

h(zy) > h(z)h(y) Ve, y € J

Teorema 2.6 Sean wy,wy, ..., w, mimeros reales positivos (n > 2). Si h es una funcion
supermultiplicatita no negativa, f h-convexa, y 1, s, ..., 2z, € I, entonces

(@) <2 ()

=1

o n ]
Con W, =3, w;
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2.1.4. Una desigualdad del tipo Hermite-Hadamard para Funcio-
nes h-Convexas

A continuacién, enunciamos un tipo de desigualdad de Hermite-Hadamard para funciones
h-convexas. Incluimos también su demostracion.

Teorema 2.7 Sea f una funcidn h-convezas, entonces:

1 a+b 1 b 1
h(1/2)f< 9 ) < b—-a/a f(ﬂ«")dzi(f(a)Jrf(b))/o h(t)dt

Para todo a,b € I,a < b.

Demostracion: Sean z =at+ (1 -t)b y y=(1 ~t)a+1tb

Para t = 1/2, por la h-Convexidad de f, tenemos que:

Mg%) _ (m+(1~t>b;(1—t>a+tb)

f (“ ; b> < B(1/2)f(ta+ (L= 0)b) +h(1/2)f(th+ (L — t)a)
= h(1/2)[f(ta+ (1 —t)b) + f(tb+ (L — t)a)]
Ast,

f(a;H)) < h(1/2) UO 1 ,f(t;z+(1 - t)b)dt—x»'/o S Hh 4 (1= Dot
= w1/ [ f@de ()

Reciprocamente, para & = a, y = b por la h-convexidad de f, tenemos que:

flta+ (1 =1)b) = h(t)f(a)+h(1-1)f(b)
/hlf(ta—k(l—t)b)dt < (f(a)+f(b))/ h(t)dt
J0

/0

Luego,

1 N . . \ .
b—a/a f(sﬂ)é(f(aHf(b))h/o ht)dt (1)
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De (I) y (II) Concluimos lo que querfamos.

2.2. Funciones h-Fuertemente Convexas

A continuacion, daremos la definicién de una nueva clase de funciones, cuya nocién fue
expuesta por primera vez en el ano 2012 como se menciond al inicio de nuestro capitulo.
Se expondran dos resultados que involucran a las funciones h-fuertemente convexas. Uno
de estos, relacionan a las funciones h-convexas y a las funciones h-fuertemente convexa en
espacios con producto interno. El otro, versa sobre un tipo de desigualdad del tipo Hermite-
Hadamard para esta clase de funciones. Un desarrollo detallado de este tipo de funciones
puede encontrarse en [10].

2.2.1. Definicién de Funciones h-Fuertemente Convexas

Definicién 2.6 Sea h : (0,1) — (0,+00) una funcion. Diremos que f : D C R — R es
h-fuertemente convera con modulo ¢, st

fltx+ (1~ 1)y) < hBF (@) + h(L ~ ) fly) — et)(1 ~ (= —9),  VaoyeDyte (0.1)

Podemos extender nuestro concepto anterior a espacios con producto interno, en este caso
tendriamos ol siguiente resultado.

Definicion 2.7 Sea (X, |- |l) un espacio con producto interno, D un subconjunto convezo y
¢ una constante positiva. Supongamos que b : (0,1) — (0, +00). Diremos que f : D C X — R
es h-fuertemente convera con mddulo ¢, si

fltr + (1 = y) < h@©)f(@) + AL = f@y) — )1 ~Dlz —y|,  VeyeDyte(01)

2.2.2. Relacién entre Funcién h-Convexa y Funcién h-Fuertemente
Convexa

A continuacidn, presentamos un resultado que relacionan a las funciones h-convexas y las

funciones h-fuertemente convexas. Antes, expondremos la demostracion de dos Lemas que
serviran de ayuda para demostrar uno de los principales resultados de esta seccién.

Lema 2.8 Sea (X, || - ||) un espacio con producto interno, D un subconjunto convero y c
una constante positiva. Supongamos que h: (0,1) — (0, +00)
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hty>t,  Vte(0,1)

Sig:D CR - R es h-conveza, entonces f: D C R — R definida por: f = g+ c||.||* con
z € D es h-fuertemente convexra con mddulo c.

Demostracién: Supongamos que g es h-convexa, asf:

fltz+(1=t)y) = gltz+ (1)) +cltz + (1~ t)y|”

< h(t)g(z) + h(1 — t)g(y) + clltz + (1 — t)y||?
= h(t)g(x) + k(1 = t)g(y) + ctlz)* + 2(H)(1 — 1) < z,y > +(1 = )*[|y]”]
= h(t)g(x) + h(1 = t)g(y) + c[t®[z)* + O (1 = fz]* = &)1 = )]z - y|*
+() A = D)llyl* + (1 = )2l
= h(t)g(z) + h(1 = t)g(y) + cltlz]® + (1 = O)|lyl* = (O ~ )]z — yl’]
< h(t)g(z) + h(1—t)g(y) + ch@®lzl® + (1 = )]y* = O = llz - y[|?]
)

1
t

= (t)[g(x) + cll= ] + b1 = 1)[g(v) + ellyl*] — e = Dllz — yll*]
@

De manera similar, podemos demostrar el siguiente Lema.

Lema 2.9 Sea (X, || - {|) un espacio con producto interno, D un subconjunto convero y c
una constante positiva. Supongamos que h: (0,1) — (0,+00) satisface la condicion:

h(t) <t, Vte (0,1)

Si f: D CR— R es h-fuertemente convesa con madulo ¢, entonces existe una funcion
h-conveza g: D C R — R tal que f=g+c|.||?, conz € D.

A contimacién, daremos un ejemplo que muestra la necesidad de las condiciones dadas
sobre la funcién A en los resultados anteriores.

Ejemplo 2.8 Definamos h(t) := 1, t € (0,1). Entonces f : [-1,1] = R, para todo t € (0,1)

es h-fuertemente conveza con modulo 1.
En efecto,

FA=ty+tr)=1<2—t(1~t)(z—y)° = fy) + fl) = {1 = t)(z —y)*

Sin embargo, g(x) := f(z) — z*, no es h-conveza, ya que
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s (31 +30) =12 0= -1+ 9

Por otro lado, consideremos h(t) := z?, t € (0,1). Entonces g : [—1,1] = R definida por
g(z) =1, z € [-1,1], es h-convera, sin embargo, f(z) := g(z) + 2%, = € [-1,1], no es
h-fuertemente convexa modulo ¢ como vemos en la linea que sigue

(304 500) =1 0= 3710+ 0 - 30+ 1"

Observacion: La condicién dada sobre b en el lema 2.8 lo satistacen las siguientes funciones
definidas en (0,1): hy(t) =1, ho(t) =1t°(s € (0,1)), hs(t) =1/t, hy(t) = 1. Por lo tanto, si
una funcién g : I — R es convexa, s-convexa, una funcién Godunova-Levin o una P-funcién,
por el lema 2.8, f : I — R dada por f(z) = g(z) + cz® es h;-fuertemente convexa con
i€ {1,2,3,4}.

Teorema 2.10 Sea (X, || - ||) un espacio normado. Sea : h(0,1) — (0,4+00) con h(t) <t
y h(t) = 1/2. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. (X, ||+ |) un'espacio con producto interno.

2. Para cada ¢ > 0 y para cada funcion h-convexa g : D C R — R, definida en un
subconjunto convezo D de X, funcion f = g+c||.||? es fuertemente convexa con mddulo
¢

3.0 11?: X = R es fuertemente conveza con mddulo 1.

Demostracién: (1 = 2) Es un resultado inmediato del Lema 2.8.

(2 = 3) Pongamos g = 0 (Claramente g es h-convexa). Luego f = 0+ || - [|* es una
funcién h-fuertemente convexa de maédulo c.

Esto es,

clitz + (1= tyl* < h®)clla® + h(1 = tellyl* — c()(1 =)z — yl*
Asi,
itz + (1= Oyll* < h@)liz)® +RQ - D]yl® - O =z —yl* ()

De donde concluimos que || - [|*: T — (0, 4+00) es una funcién h-fuertemente convexa de
modulo 1.
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(3 = 1) Sustituyendo ¢ = 1/2 en (I) y considerando el hecho de que h(1/2) = 1/2 se
tiene que:

= lyli?

<20
- 2

<=

T+Y 2
2

~ 7l — g

]

Asl,

Iz + yll* + lle = yll* < 2/l ) + 2[lyl®

Para obtener la otra desigualdad, consideremos u =z +y, v=1 —y

Finalmente, se tiene que (X, || - ||) es un espacio con producto interno.

2.2.3. Hermite- Hadamard para Funciones h-Fuertemente Conve-
xas

Para finalizar este capitulo, presentamos una desigualdad del tipo Hermite-Hadamard
para funciones h-fuertemente convexas. Este resultado generaliza la desigualdad del tipo
Hermite-Hadamar para funciones fuertemente convexas obtenida en el capitulo 1.

Teorema 2.11 Sea h : (0,1) — (0,+00) Una funcién dada. Si la funcion f : I — R es
Lebesque integrable y h-fuertemente convexa, con mddulo c. Entonces:

1 «h
b—a/,

1 a+b ¢ 9
—_—(bH — <
s |2 Tl Y } =

f(z)dz

(=21 e

1 P
< (@) + 1) [ htiat = 5o

Demostracién: Fijemos a,b € I con a < by tomemos = = at + (1 — )b, y = (1 — t)a + tb.
Por la h-fuertemente convexidad de f, tenemos que para ¢t = 1/2

f(g+g):f(”;ﬁ < B(1/2f (@) + /2 F() — e (1/2) (1 - 1/2) (2 — y)°
= h(1/2)[f(at + (1 —t)b) + f(th+ (1 — t)a)]
—2(1/2) (1= 1/2) (2t = Da+ (1 - 20)b)’

Integrando esta ultima desigualdad con respecto at en el intervalo (0, 1), obtenemos que:
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f (a;b) < h(1/2) Ul flat + (1 — t)b)dt + /1 F((1 —t)a + th)dt

i /1((%— Da + (1 — 2t)b)2dt

/f de ~ (b~ a)?

De donde tenemos que:

() -] g < s [ @i )

Para demostrar el lado izquierdo de la desigualdad, pongamos x = (1 — ¢)a + tb, usando

la h-fuertemente convexidad de f, tenemos que:

. b .1 R
’b%*g/ f(m)d:c:./o Flat+(1 = )b)dt < /0 (1 = 1) F(a) + hit) fb) — c(t)(1 = t)(m — y)?dt

~ fa) /O (i =t + 1) /O h(t)dt
—e(b - a)’ /l(t)(l )t
- +f(b)/ (i - So-aP (1)

Finalmente de (I) y (II), se tiene lo que queriamos.



k,h)-Convexas

En el afio 2012, Bartosz Micherda v Teresa Rajba introducen la nociéu de funciones (k, h)-
convexas definidas en un conjunto k-convexo [9]. Esta nocién generaliza todas las clases de
funciones convexas, s.convezas, las funciones de Godunova-Levin y la P-funciones.

En este capitulo estudiaremos la definicién de las funciones (k,h)-convexas, describire-
mos propiedades v nuevas desigualdades que caracterizan a este tipo de funciones asi como
Tambien etudiaremos desigualdades del tipo Hermite-HadamarD y Fejér para esta clase de
funciones.

A continuacién, definiremos la clase de conjunto k-convexo.

3.1. Conjuntos k-Convexos

Definicién 3.1 Sea k : (0,1) = R una funcidn. Diremos que D & R es un subconjunto
k-convezo si k(t)z + k(1 —t)y € D para todo z,y € D yt € (0,1).

La definicién dada anteriormente generaliza varias familias de conjuntos conocidos.
Ejemplos 3.2

1. Nuestra definicién corresponde a los conjuntos convexos si k(t) = ¢.

2. Si k(t) = tY? con p € (0,1) entonces D es k-convexo si y s6lo si es p-convexo.

3.2. Definicién de Funcién (k, h)-Convexas

A continuacion, daremos la definicion de funciones (k, h)-convexas. Presentaremos algunos
ejemplos donde se ilustran como la clase de funciones (k, h)-convexas generalizan todas las
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funciones convexas estudiadas hasta este momento.

Definicién 3.3 Sean h,k : (0,1) — (0,+00) dos funciones y suponga que D S R es un
conjunto k-convezo. Decimos que f : D — R es (k,h)-conveza si, para todo x
t € (0,1) tenemos:

k(1 =ty + k(t)z) <AL =) f(y) + h(t) f(2)

En caso de igualdad, diremos que f es una funcién (k, h)-afin.

3.3. Propiedades de las Funciones (k, h)-Convexas
A continnacién, estudiaremos propiedades de las funciones (k,h)-convexas y aiiadire-

mos condiciones sobre algunas funciones que cosideraremos para que la propiedad de (k. h)-
convexidad se siga satisfaciendo.

Proposicion 3.1 Sean f,g : D — R dos funciones (k, h)-convezas, y ¢ > 0. Entonces
f+g, cf son funciones (k,h)-convezas.

Demostracién: La prueba es directa de la Definicion 3.3

Proposicién 3.2 Sean f,g dos funciones igualmente ordenadas, es decir:

(f(z) = fW)g(2) —g(y)) 20 Vayel
Sean k, hi, hy 1 (0,1) — (0,+00) tres funciones, D € R un conjunto k-convezo. Si f,g :
D — R son funciones (k,hy), (k, he)-convezas, respectivamnete y h(t) + h(1 —t) < ¢ para

todo t € (0,1), donde h(t) = mazx {hi(t),ha(t)} y ¢ es un nimero positivo fijo, entonces f.g
es una funcion (k, ch)-conveza.

Demostracién: Del hecho de que f, g estén igualimente ordenadas, tenemos que:

f@)g(z) + fW)g(y) > f(x)gly) + f(y)g(z)
Luego,
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(f) k(1 —tyk(t)z) < [h(l =) f(y) + h()f(2)l{ha(l — t)g(y) + ha(t)g()]
< PO(fD @) + b1 =) f(x)g(z) + AR — 1) f()g(y)
+h*(1 = 6)(f9) )
= [A(t) + h(1 = O)[hE(f9) @ + A1 = D(f9)w)
< ch(t)(f9)w) + ch(l = 1)(fg)w)

Proposicién 3.3 Sean k,hy, he @ (0,1) — (0,+00) tres funciones, D & R un conjunto
k-convexo. Supongamos que hy(t) < hy(t), para todo t € (0,1). Si f es una funcion (k, hg)-
conveza, entonces f es una funcion (k, hy)-conveza.

Demostracién: Si f es una funcién (k, hy)-convexa, tenemos que:

FE(L = By + k(t)z) hi(1 =) f(y) + m(8) f(2)

+ho(1 — 1) f(y) + ha(t) f(x)

IAIA

Proposicién 3.4 h, k: (0,1) — (0,4+00) dos funciones y sea {fi}ier wuna familia de

funciones (k,h)-convezas definidas en un conjunto D. Si f =sup fi entonces f es una
el
funcion  (k, h)-conveza.

Demostracién: Por la (k, h)-convexidad de {f;}ier, tenemos que:
filk(T =8y + k(t)r) < k(1 —1t)fily) + h(t) filz)
< B =t)f 4+ (Wh(E) f(2)
Nuevamente, por la definicién de f, tenemos que:

filk@)z + k(1 —t)y) < flk(t)z + k(1 - t)y)

De donde concluimos que: f(k(1 —t)y + k(t)z) < h(1 —t)f(y) + h(t) f(z) , para todo
r,yel y te(0,1).
En efecto, si h(1 — ) f(y) + h(t)f(z) < (k(1 —t)y + k(t)z), existe j € I tal que:
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h(L =8)f(y) + h(t)f () < f5(R(L = Dy + k(t)z) < (+R(L = )y + k(t)z)
De donde tendremos que h(1 — t)fi(y) + h(t)fi(z) < fi(+k(1 — t)y + k(t)z), lo cual
contradiria la  (k, h)-convexidad de f;
B

A continuacién, mostraremos resultados sobre composicién de funciones del tipo (k, h)-
convexa. Presentaremos condiciones sobre algunas funciones para garantizar que la compo-
sicién de funciones (k, h)-convexa sea una funcién (k, h)-convexa.

Sean hy, hy : (0,1) — (0, +00), dos funciones. Sean Ki(k, h1), K2(k, he) espacio de fun-
ciones (k, h1)-convexas, con dominio I; C R y funciones (k, hg)-convexas, con dominio Ip
respectivamente. Fijemos g € KCy(k, hy) tal que g(I;) C L.

Definamos el operador lineal Cl:
Colf)=Ffeyg
Proposicién 3.5 Para toda f en KCy(k, hy) creciente, Cy(f) pertenece al espacio Kolk, hy).
Demostracién: Por hipétesis, g es una funcién (k, 7 )-convexa. Asi,
glk(t)e + k(1 = t)y) < ha(t)g(z) + (1 -t)gly)  Va,yelyte(0,1)

Por el hecho de que f es creciente, (hy, hy)-convexa y g(lz) C I, se tiene que:

flg(k(t)z + k(1 = t)y)) F(ha(h = t)g(y) + M ()g(2))
(y (

ho(1 =) f(g ))+h2(t) (9

IN A

z))
Asi,

(f 0 @) kwetr-vm) < ha(l =) ((f 0 9)))ha()((f 0 9)(a)

De donde concluimos que { fog) es una funcién (k, hy)-convexa, es decir, Cy(f) € Ka(k, ha)
|

Definicién 3.4 Sea g : J € R — R una funcion. Decimos que g es una funcion submulti-
plicativa si:

glay) < g(x)gly), VYa,yed
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Proposicién 3.6 Sean h,k: (0,1) = (0,4+00) dos funciones y f: I CR — R una funcion
(k, h)-convera, satisfaciendo las siguientes condiciones

a. f(0)=0
b. Inyectiva
c. Submultiplicativa

d. k(t) € I, para todo t € (0,1)
Entonces
(fok)<h
Demostracién: Sea z € I. Por la (k, h)-convexidad de f tenemos que:

fk@t)z + k(1 —1)0) < h(1 —t)f(0) + h(t) f(x)
Asl,

f(k(t)z) < h(t)f(z)

Por la submultiplicatividad de f, tenemos que:

f(k()f(z) < h(t)f(z)

Por otro lado, como f es inyectiva, se tiene que f(z) # 0

Asi,

(fok)®) <hlt), Vte(0,1)

Proposicién 3.7 Sean f, : Dy — R una funcion (k, h)-conveza y fo : Dy = R una funcion
(h, h)-conveza y creciente con fi(Dy) C Dy. Entonces f = fyo fi es (k, h)-conveza.

Demostracién: Ver Proposicion 3.5
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Proposicion 3.8 Sean h,k : (0,1) — (0,+00) dos funciones y sea f : I C R — R una
Juncion (k, h)-convexa no negativa. Si h{t) < 1/2 para todo t € (0,1) y 0 € I, entonces

£(0) =0.

Demostracién: Supongamos que f(0) > 0. De la (k, h)-convexidad de f tenemos que:

flk@)z + k(1 —)0) < +h(1 —t)f(0) + h(t) f(0)
Ast.
1< h{t) +h(1—1)

Como h(t) < 1/2 para todo t € (0,1), tenemos que 1 < h(t) + 1/2, es decir, h(t);1/2.
Esto ultimo serfa una contradiccion.

Dada f una funcién (k, h)-convexa, el siguiente resultado garantiza bajo ciertas condicio-
nes sobre las funciones k, h, f, la propiedad de submultiplicatividad para la funcion f.

Proposicién 3.9 Sean f,h.k:[0,1] = R tres funciones con k sobreyectiva y f(0) =0 con
las siguientes propiedades para todo t € (0,1):

a. k()] <
t < f(t)
c. h(t) < k(t)

Si f es (k,h)-convera entonces f es submultiplicativa

Demostracién: En efecto, sean z,y € (0,1). Del hecho de que |k(t)} <1y por la sobreyec-
tividad de k, existe t; € (0,1) tal que k(t;) =z

Asi. de nuestras hipdtesis, tenemos que

fley) = f(k(t)y) = f(k(t)y + k(1 —1,)0)
< h(t)fly) + M1~ 1) f(0)
< k() f(y)
= zf(y)
< f@)f)

A continuacion, expoudremos un resultado que garantiza una version fuerte de la pro-
piedad de subaditividad para una f una funcién (k, h)-convexa.
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Proposicién 3.10 Sea f : (0,1) = (0,4+00) una funcion (k, h)-conveza, creciente y subadi-
tiwa. Entonces existen m, g : (0,1) — R tal que:

flla+b)g(t)) < (fla)+ FB)m(t), VabeD

Demostracién: Por la (k, h)-convexidad de f, tenemos que:

fak(t) + k(1 — 1)) < f(a)k(t) + f(ORO = 1)) (I)
flak(l —1) +0k(t)) < fla)k(1 =) + f(D)R())  (JI)

Sumando (I) y (II) se obtiene que:
Fak(t) + b(L = 1)) + Flak(1 — £) + bh(2)) < F(@)[h#) + h(1 — 1] + FOR(E) +h(1 — )]
Asi.

flak(t) + bk(1 — t) + ak(l —t) + bk(t)) < [(t) + h(1 = O)][f(a) + f(b)]

Luego,

fla+b(k(t) + k(1 — 1)) < [A(t) + h(1 = B)][f(a) + [(b)]

B
Corolario 3.11 Con la hipdtesis anteriores tenenos que f es (k, f o k)-conveza.
Demostracién: En efecto, por la subaditividad de f, tenemos:
Flak(t) + k(L —)) < Flak(t)) + F(BR(L — 1)
< fla)f(k@) + F0)f(R(1 1))
[

3.4. Funciones (k, h)-Convexay Conjuntos k, h-Convexos

Eu esta seccion presentaremos algunos resultados que relacionan los conceptos de funcio-
nes (k, h)-convexas y conjuntos k, h-convexos. En lo que sigue, seguiremos considerando que
h y k son funciones no negativas con dominios en el intervalo (0,1).
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Proposicién 3.12 Si f: D C R — R es una funcion (k, k)-conveza con k > 0, entonces
el Epigrafo de f, epif = {(z,y) e RxR:z e D, y > f(z)} esun conjunto k-convezo.

Demostracién: Sean (z,,y; ), (22,42 ) € epif. Queremos ver que k(t)(z1,y; ) + k(1 —

t)(xz2, Y2 ) € epif
En efecto, por la (k, k)-convexidad de f, se tiene que:

FEW)z + k(1 —Bz1) < AL —1t)f(x2) + h(t)f (21)

<

< (1= t)ys + Aty

Es decir (k(1 —t)xy + k(t)zy), h(1 — t)ys + h(t)y, ) € epif.

L]

Proposicién 3.13 Sea f : D C R — R una funcion (k, h)-conveza con h(t) =t y definamos
fe={(z,y) e D: f(x) <c}. Entonces f° es un conjunto k-convezo para todo c € R

flk@z + k(1 -t)y) < tflz)+(1=f(y)
< te+ (1 —t)e

C

I

De donde concluimos que k(t)z + k(1 —t)y € D
@
Proposicion 3.14 Si D es un subconjunto k-convexo de X y f : D C R — R es una
funcion afin (k, h)-conveza, entonces f(D) es h-convezo en R.

Demostracion: Sean yi,y. € f(D). Queremos ver que h(t)y; + h(l — t)ys € f(D).

En efecto, como vy, 42 € f(D). existen z;,x2 € D tal que f(z1) = yy, f(x2) = ya. Por ser
f una funcién afin (k, h)-convexa, se tiene que:

FR(L =)y + k(t)zr) = h(1 =) f(x2) + h(t) f(x1)
= h(l —t)ye + h(t)n

De donde concluimos que h(t)y; + k(1 — t)yz € f(D), es decir f(D) es un conjunto A~
convexo.
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3.5. Desigualdad del tipo Hermite-Hadamard y Fejér
para Funciones (k, h)-Convexas

A continuacién, probaremos una nueva desigualdad de Hermite-Hadamard y Fejér para
funciones del tipo (k, h)-convexas.

Para lo que sigue, D C R es un conjunto k-convexo.

Teorema 3.15 Sea f : D C R — R una funcion (k, h)-conveza con h(1/2) > 0. Fijemos
a < b conla,bl C D yseag: la bl = R una funcidn no negativa, simétrica con respecto o
a+b

. Entonces,

J @

Demostracion: Supongamos que z = (1 — )b+ ta, y = (1 —t)a+tbcont € (0,1).
Para t = 1/2, tenemos que:

Fk(1/2)(@+D) = f(k(1/2)(x+y))
< RA/2)[f((1 = t)b+ta) + f((1 - t)a+1b)]
Asl,
L 2(/(‘2)* ) (1~ )b+ ta)

< [f((A=t)b+ta)+ f((1 —t)a+tb)]g((1 — )b+ ta)

b
Como g es simétrica con respecto a , tenemos que:

F4

g(1 —t)b+ta) = g((1 —t)a + tb)

Luego,

f(k(1/2)(a+b))
2h(1/2)

g(1=t)b+ta) < f((1-0b+ta)g((l1—1)b+ta)

+f((1=t)a + th)g((1 — t)a + tb)

De donde, concluimos que:
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f(k(;}/ji(/f;;f D [ytwyin < 2= [ rgtaris

@
Corolario 3.16 (Desigualdad del tipo Hermite-Hadamard para funciones (k,h)-convezas)

Sea f : D C R — R una funcion (k,h)-conveza con h(1/2) > 0. Fijemos a < b con
la,b] € D. Entonces

f(k(1/2)(a + b))
2h(1/2) b~a/ f(w)de

Demostracién: Considere g =1 en el Teorema 3.15.

Por otra parte, si k(t) = t/* y h(t) = t, obtenemos el siguiente resultado:

Corolario 3.17 Sea f : D C R — R una funcion s-orlicz conveza y a,b, g satisfacen las
condiciones del Teorema 3.15 Entonces,

F(552) [ otwan < [ swrotaras

Teorema 3.18 Sea f : D C R — R una funcion (k,h)-conveza con h(1/2) > 0. Fijemos
a <bconla,b) C D ysesg:[abl = R una funcion no negativa, simétrica con respecto a
a+b

2

. Entonces,
1/2 / FRQA/2)EE) + k(L —B)](a +b))g(ta+ (1 - t)b)di

/ F(R(L = )b + k(Ba)g((1 — )b+ ta)dt[f (a) + f(b) / h(t)g((1 — )b + ta)dt

Demostracién: Pongamos = k(1 — t)b+ k(t)a, y = k(1 — t)a + k(t)b, con t € (0,1).
Para t = 1/2, tenemos que:

FRQA/2)(@+y) < fRA/2)EE) + k(1 ~1)l(a+0)
)

< fk(
< R(2)[f(k(1 —t)b+ k(t)a) + f(k(1 —t)a + k(t)b)]
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Multiplicando ambos lados de la desigualdad por g((1 —t)b+ ta) y considerando el hecho
de que g((1 — )b+ ta) = g((1 — t)a + tb), tenemos que:

FOR(L/2) k() + k(1 - D))(a +b)glta+ (1 — b)) < h(1/2)[f(k(1 - )b+ kB)a)glk(1 — t)b + k(t)a)
+f(k(1 = t)a +k(t)b)g((1 — t)a + tb)]

Integrando con respecto a t en (0, 1), tenemos que:

/ FO(1/2) () + k(L= D](a+ b)g((1 — )b + ta)dt

< 2h(1/2) / P = Db+ k(Oa)g((1 - b+ ta)dt (1)
Por la (k, h)-convexidad de f y por el hecho de que a,b € Domf, tenemos que:

Fk(L = )b+ k(t)a) < h(1—t)f(b) + h(t)fla)

Multiplicando ambos lados de la desigualdad por g({1—t)b+ta) e integrando con respecto
a ten el intervalo (0,1), obtenemos que:

»1

/ fE(L =)o+ (k(t)a)g((1 — )b + ta)dt < [f(a) +f(b)]/ h(t)g((1 — t)b + ta)dt (11)

0

De (I) v (II), se concluye lo que querfamos.

Corolario 3.19 Si f : D C R — R una funcion (k,h)-conveza con h(1/2) > 0. Elijamos
a,be D. Entonces,

2%, (1/2 / j k(l/Q ()-f—l\(l ‘.f)](a+b))dt < / j(A b+k() )dt
< [fla)+ ) / W)t
0

De esta manera, obtenemos la segunda desigualdad de Hermite-Hadamard para funciones
(k, h)-convexas.



Habiendo hecho un estudio pormenorizado de las nociones y propiedades de funciones
convexas, fuertemente convexas, h-convexas,h-fuertemente convexas y (k, h)-convexas, hemos
llegado al punto en el que nos planteamos el paso siguiente el cual consiste en considerar una
nueva clase de funciones a la que llamaremos funciones (k, h)-fuertemente convexas.

Nuestro principal objetivo es presentar resultados que relacionan esta nueva nocion con
las funciones (k, h)-convexas que fueron estudiadas en el capitulo anterior, y presentar una
version de desigualdad de Hermite-Hadamard para este nueva clase de funciones.

En lo que sigue, (X, || - ||) denotara un espacio con producto interno, D un subconjunto
k-convexo y ¢ una constante positiva.

4.1. Definicién de Funciones (k, h)-Fuertemente Conve-
xas

Definicién 4.1 Sea X un espacio vectorial real y sean k,h : (0,1) — R dos funciones.
Supongamos que D S X es un subconjunto k-convexo de X. Decimos que f : D — R
(k,h)-fuertemente convexa con moédulo ¢ > 0, si para todo z,y € D y t € (0,1)

f@)z + k(1 —t)y) < A)f(z) + h(l = t)f(y) — ck(t)k(1 ~1)

|z —yll*.
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4.2. Relacién entre Funciones (k, h)-Convexa y
(k, h)-Fuertemente Convexa

Ew esta seccidn, presentaretnos un resultado que relaciona a las funciones (k, h)-convexas
y a las funciones (k, h)-fuertemente convexa en espacios con producto interno.

A continuacion, presentainos un lema que no servird como herramienta para la demostra-
cidn de nuestro principal teorvema en esta scecion.

Lema 4.1 Sea (X, ||-]|) un espacio con producto interno. Sean h,k : (0,1) — (0, +00). Dos
funciones con las siguientes condiciones:

1. h(t) > k(t), Vit e (0,1)
2. k(t) < 1/2, vte (0,1)

Sig: D — R es (k,h)-convera, entonces f : D — R definida por f(z) = g(z) + || - ||?
(k, h)-fuertemente convexa con mddulo ¢, para todo x € D.

Demostracién: Supongamos que ¢ : D — R es (k, h)-convexa. Antes de iniciar nuestra
demostracion, considereinos los siguicentes hechos:

Lz =yl = =7 - 2 < 2,y > #lyl?
2. k(t)e) + k(1 = t)yll* = B2 (O)||x]|® + 2k(E) k(1 — 1) < z,y > +E>(1 =) [y]]?

Entonces,

flk(D)e + k(1 - t)y)

Il

glk(t)z + k(1 = t)y) + c|l k()z + k(1 — 1)yl
(t)g(

< h(t)g(x) + k(1 —g(y) + @) ||z]|? + 26Dk —t) < 2,y >
+k2(1 - ')HUHZW
= h(t)g(z) + h(1 = t)g(y) + ck*(O)]J2]|* + k@K1 - ) ]2|?
+k (7%(1 - f)\(/llz +E(L = D)ylP = kO = t)]c — ]
= (ﬂf(»’b) +h(1 = t)g(y) + clk(t) l* k() + k(1 — 1))
+h(1 = ) lylP(k() + k(1 = 1)) = k(OE( )]z — yl’]
< h(t)g(z ) +h(1 = t)gly) + kO z]* + k1 = )]ly]?
~k(H)E(1 = 8[|z — y[|?]

= h(t)g(z) + h(1 - t)g(y) + c[h®)llz]|* + h(1 - t)[y]*

—k(t)k(1 = )z - y|?]
= h®)[g(z) + cllzl?] + h(1 = Bgly) + cllyll’] — ck()k1 - )z — yl?
= h(t)f(z) +h(1 =) f(y) — ck®)k(1 - t)]lz — y|?
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Con lo que concluimos que f es (k, h)-fuertemente convexa.

Lema 4.2 Sea (X, ||-||) un espacio con producto interno. Sean h,k : (0,1) = (0, +oc). Dos
funciones con las siguientes condiciones:

1. h(t) < k(t), Vte (0,1)

9. k(t) >1/2, Vte(0,1)

Si f D — R es (k,h)-fuertemente conveza con mdodulo ¢, entonces g : D — R definida
por g(z) = f(x) —cl| - |* es (k. h)-conveza, para todo x € D.

Demostracién: Supongamos que f: D — R es (k, h)-fucrtanente convexa con médulo c.

Observemos que: 1 — k(t) — k(1 =) =1—[k(1 —t) + k()] <1 - (% 1 %) —0

Entonces,

g(k(t)w + k(1 = t)y) Fk(E)z) + k(1 —t)y) — ¢| k(b)) + k(1 - EJyl®
() (@) + h(1 = 1) f(y) — ck(t)k(1 = 1)l — y||* = cllk(t)z) + k(1 - t)y|?
h(®)lg(x) + cll@l”] + (1 = t)[g(y) + cllyll*] — ck®)k(1 = )]z — y?
k)|l + 2k(E)k(1 —t) < x,y > +E2 (1 —t)|y]?]
h(t)g(x) + el + (1 = t)g(y) + dliyl®] — ck@)k(1 — )|z
—2 < a,y > +Hyl*] - FP@)ll® + 2k()k(L —t) < 2,y > +k2(1 = )]lyl’]
= [h()g(x) + h(1 = t)g(y)] + h(t)cllz]* + h(1 = t)clly]®
—ck(t)k(1 = )[|zl* + [[ylf*] - k@) ll<]* + k(1 = 1)]lyl*]
[h(t)g(x) + h(1 = t)g(y)] + k() c|zl|® + k(1 = t)clly|?
—ck(O)k(1 = )[|=]* + ly]]*] = [ @) l=)® + K (1 = )]lyl?)
= [h(t)g(x) + h(1 = t)g(y)] + kE)clzl® + k(1 = t)ellyl® — ck)k(1 - t) ||
—ck()k(1 = t)lly]|* — ck* (@) |l«]* - ck*(1 - t)[y])?
= [At)g(x) + k(1 - )g(y)] + k®)elzl® + k(1 - t)elly[?
—k(t)ellal* k(1 = ) + k(t)] = k(1 = )cllyl*[K(1 — t) + k(t)]
= [h(t)g(z) + h(1 = t)g(y)] + k(E)c]z|® + k(1 - t)e]yl®
~[k(1— t) + k@)][k(t)clz]* + k(1 ~ t)c]lylf?]
= [h(t)g(z) + h(1 = )g(y)] + [k(E)c]z]® + k(1 = t)eflyl®][L - k(t) — k(1 - t)]

(VAN

il

IA
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Teorema 4.3 Sea (X, || - !ll) un espacio con producto interno. Sean h,k : (0,1) —
dos funciones con condiciones descritas en el lema 4.1 y con h(1/2) = k(1/2) =
swguientes afirmaciones son equivelentes:

(0, +00)
1/2. Las

1(X, |

|1} es un espacio con producto interno
2. Para todo ¢ > 0 y para cada funcion (k,h)-convexa, g : D — R

3. |I.II? == R es (k, h)-fucrtemente convera con médulo 1

Demostracién: (1) — (2) Resultado inmediato del lema 4.1
Para (2) — (3) Supongamos g = 0 (Claramente g es (k, h)-convexa).
Luego f = 04 ¢|.||? es (k, h)-fuertemente convexa con médulo c.

Esto es,

Ik (t) + K1 — )] < h(ellzl + A1 — t)ellyl> — ck(®k(1 - t)]la — y]?
Asi,

k() + k(1 = 01 < h®l2]* + AL~ Dllyl? ~ kO -z — yl?

De donde ||| es (k, h)-fuertemente convexa con médulo 1.

Para (3) — (1) fijemos t = 1/2, de (I) tenemos que:

1k(1/2)2 + k(1/2)yl* < h(L/2)[2l® + h(1/2)llyl* ~ k(1/2)k(1/2) |z - y|I*
Asl,

1/4

r+yl® < 17202 + 1720yl - 1/4]z -y

De donde,
Iz + yl* + [le —yll* < 20i=]* + [jy]®

Para la desigualdad inversa, considere u =z +y; v =2 —y &

Corolario 4.4 Sean f,k, h funciones descritas con las condiciones del teorema 4.3 y ademds
k con las condiciones adicionales:

1L k() >t contel0,1/2]

2. k(t)>1—t conte (1/2,1]
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Entonces,
Fle®)z + k(1 = t)y) < h(t)f(z) +h(1 =) f(y) — )1 = D]z —yl?

Demostracién: En efecto, observe que (¢)(1 —t) < k(t)k(1 - 1) &

4.3. Una desigualdad del tipo Hermite-Hadamard para
Funciones (k, h)-Fuertemente Convexas

A contimuacién, presentaremos una desigualdad del tipo Hermite-Hadamard pata funcio-
nes (k, h)-fuertemente convexas.

Supongamos que k : (0,1) —» R, ¢ € (0,1), v {a,b} € D. Para efectos de simplicidad en
los resultados que se expondran, en lo que sigue considerarcmos la siguiente notacion kg ,(t)
para referirnos a la combinacion k(t)a + k(1 — ¢)b.

Teorema 4.5 Sea (X, ||-||) un espacio normado. Sea D C X un conjunto k-convezo de X y

sea [ D — R una funcidn (k, h)-fuertemente conveza integrable, con modulo c. Supongamos
que h(1/2) = 0 y k ,h son funciones integrables. Sia < b es/tal que [a,b] C D entonces

/(; F U2 o) + s (D)t + ¢ (b(L/2))2 fla — b2 /0 (RO + k(1 - 0)dt
L 2h(1/2)

< /1 flak(t) + bk(1 —t))dt

(f(a)+f(b))/0 h(t)dt—clia~b“2/0 k(1k(1 - B)dt

IN

Demostracién: Para t € (0,1), pongamos z = kap(t) vy = kpa(t).
F(k(1/2)(ak(t) + k(1 —1)b) + k(1/2)(k(1 — t)a + k(t)b))
= f(k(1/2)|ak(t) + bk(1 —t) + k(1 — t)a + k(t)b])
f(R(L/2)(k(t) + k(1 — t)){a + b))

Por la (k, h)-fuertemente convexidad de f, tenemos que:

F(R(L/2)((D) + k(L = £))(a + ) < h(1/2)f(@) + h(1/2)f(y) — ¢ ((1/2)* (y — 2)°
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£ (B(L/2)(k(8) + k(L — D)@+ b)) < h(1/2)f(2) + h(1/2)f(y) - e (k(1/2))* |y - o
= h(1/9)f( k() + k(1 —1)b) + h(1/2) f (k(1 —t)a + k(t)b)
¢ (k(1/2)2 (k(e) + k(1 ~ £))? [la - b]

Integrando esta 1iltima desigualdad con respecto a t en el intervalo (0,1), y teniendo en

cuenta que:

/1 £ (k(H)a + k(1 — £)b) dt = /"l F(B(1 = t)a + k(£)b) dt

Obtenemos que:

/'I FOR(L/2)(BE) + k(1 — £))(a + b)) dt
< 1/2/ £ (ak(t) + k(1 — 1)) dt — ¢ (k(1/2))? o — b|] / £+ k(1 — 1) dt

fl

2h(1/2) /O F(ak(t) + k(1 — t)b) dt — 2¢ (k(1/2))° Ha»—b]l‘?{ /0 k(t) (1+k,(1~t))dt}

Asi,

/; F(k(1/2)(k() + k(1 — 1))(a + b)) dt + 2¢ (k(1/2))% |la — b2 U k(t) 1+k(1—t))dt]
2h(1/2)

< /'1 £ (ak(t) + k(1 - 1)b) dt
JO

Para la otra desigualdad, considerando x = a, z = by aplicando el hecho de que la funcion
[ es (k, h)-fuertemente convexa, tenemos que :

/0 f(ak(t) + k(1 —t)b)dt < /0 (h(t)f(a) +h(1 =) f(b) = ck()k(1 — t)||b — a||?) dt

= (f(a) + f(b)) /

h(t)dt — c|lb — al|? /“l k(t)k(1 — t)dt
JO

J0

03



1]

H. Angulo, J. Giménez, A. Moros and K. Nikodem, On strongly h-convex functions,
Ann. Funct. Anal. 2 (2011) 2, pp 85-91.

Armand, P., Gilbert, J.Ch., Jan-Jégon, S. (2000): A feasible BFGS interior point algo-
rithm for solving strongly convex minimization problems. SIAM J. Optim. 11, 199-222

M. Bowmbardelli and S. Varosanec. Properties of h-convex functions related to the
Hermite- Hadamard-Fejér incqualitics, Comput. Math. Appl. 58(9) (2009), pp 1869-
1877.

S. S Dragomir and S. Fitzpatrik, The Hadamard s inequality for s-convex functions in
the second sense, Demonstration Math. 32 (1997), pp 687-696.

S. S Dragomir, J. Pecari¢ and L. E. Persson, Some inequalities of Hadamard type,
Soochow J. Math. 21 (1995), pp 335-341.

S. S Dragomir and C. E. M. Pearse, Selected Topics on Hermite-Hadamard Inequa-
lities and Applications, RGMIA Monographs, Victoria University, 2002. (ONLINE:

htt://rgmia.vu.edu.au/monographs/).

J. B. Hiriart-Urruty, C. Lemaréchal Fundamentals of Convex Analysis, Springer-Verlag,
Berlin-Heidelberg, 2001.

N. Merentes, K. Nikodem Remarks on Strongly Convex Functions, Aequationes Math.
80 (2010), pp 193-199.

B. Micherda, T. Rajba,On Some Hermite-Hadamard-Fejér inequalities for (k, h)-convex
Functions, (Nombre de la revista).12/4(2012), pp 931-940.

64



BIBLIOGRAFIA

[10] A. Moros, Funciones h-fuertemente convexas, 2012, Tesis de Maestria
[11] C. P. Niculescu and L. E. Persson, Convex Functions and their Applications. A Con-

temporary Approach, CMS Books in Mathematics vol. 23, Springer- Verlag, New York,
2006.

[12] K. Nikonem and Zs. Pdles, Generalized Convexity and Separation Theorems, J. Conv.
Anal. 14/2 (2007), pp 239-242.

{13] K. Nikonem, Zs. Pales, Characterizations of inner product spaces be strongly convex
functions, Banach J. Math. Anal. 5 (2011) 1, pp 83-87.

[14] E. Polovinkin, Strongly convex analysis, Sbornik Mathematics 187/2 (1996), pp 259-
286.

[15] B. T. Polyak, Existence theorems and convergence of minimizing sequences in extremum
problems with restictions, Soviet Math. Dokl. 7 (1966), pp 72-75.

[16] M. Z. Sarikaya, E. Set and M. E. Ozdemir, On Some New Inequalities of Hadamard
Type Inequalities Involving h-Convex Functions, Acta Math. Univ. Comenianae. Vol
LXXIX, 2, (2010), pp 265-272.

[17] M. Z. Sarikaya, A. Saglam and H. Yildirim, On Some Hadamard- Type Inequalities for
h-Convex Functions, J. Math. Ineq. Vol 2, No 3 (2008), pp 335-341.

[18] J. P. Vial, Strong convexity of set and functions, J. Math. Economy 9 (1982), pp 187-205.
[19] S. Varosanec. On h-convexity, J. Math. Appl. 326 (2007), pp 303-311.

[20] H. Brézis, Analyse Fonctionnelle. Théorie et applications. Masson, Paris, (1983).

[21] G. Bachman, L. Narici, Functional Analysis. Academic Press, New York, 1966.

[22] O. Holder, Uber einen Mttelwersatz, Nachr. Ges. Wiss. Goettingen (1889).

(23] J. L. W. Jensen,Om Konvekse funktioner og Uligherder meellem Middelvaerdier, Nyt
Tidsskrift for Mathematik, 168, 1(1905) pp 175-193.

[24] J. L. W. Jensen,Sur les fonctions convexes et les inegalités entre les valueurs moyennes,
Acta Math. 39(1906), pp 175-193.

125] O. Stolz, Grundziige der Differential und Integralrechung, Vol.1 Teubner, Leipizing, 1893.

(26] J.S. Hadamard, Etude sur les propiétés des fonctions entiéres et en particulier dune
fonictions considére par Riemann, J. Math. Pures Appl. 58 (1893) pp 175-215.

[27] Ch. Hermite, Sur deux limites d’une intégrale définie, Mathesis 3 (1883), 82.

65



BIBLIOGRAFIA

[28] E. F. Beckenbanch, On generalized convex functions, Bull. Amer. Math. Soc., 43(1937),
pp 362-371.

129] D. S. Mitrinovi¢, J. Pecari¢, Note on a class of functions of Godunova and Levin, C. R.
Math. Rep. Acad. Sci. Can 12 (1990), pp 33-36.

[30] G.H. Hardy, J. E. Littlewood, G. Polya, Inequalities, Cambridge Mathematical Library,
2nd Edition, 1952, Reprinted 1988.

[31] A. W. Roberts and D. E. Varberg, Convex Functions, Academic Press, New York-
London, (1973).

[32] B. Simon, Convexity: analytic viewpoint, Cambridge Tracts in Mathematics, 187, Cam-
bridge University Press, 2011.

33] J. Gonzdlez, J. Ortega Caleulo V' (Andlisis Numérico), Universidad Nacional Abierta.
K 3 o 3 2

Caracas, 1984.

[34] H. Rademacher, Uber patielle und totale Differenzierbarkeit, Math. Ann. 89(1919), pp
340-359.

[35] G. R. Roa, Funciones Fuertemente Convexas v Fuertemente Midconvexas, Trabajo es-
pecial de grado para optar al titulo de Liceuciado en Matematica, Universidad Central
de Venezuela, Caracas, Octubre 2011.

[36] G. Vitali, Sulle Funzioni Integrali. Atti. Acc. Sci. Torino, 40 (1904-1905) 1021-1034.

[37] N. Merentes v S. Rivas, El desarrollo de funcién convexa, XXVI Escuela Venezolana de
Matematicas. Venezuela 2013.

[38] K. Baron, J. Matkowski, K. Nikodem, A sandwich with convexity, Math. Pannonic 5/1
(1994) pp 139-144.

[39] B. Escobar, Algunas Teorcrnas dc Scparacion de Funcioncs, Trabajo de Ascenso. Cate-
goria Asistente, Universidad Nacional Abicrto. Caracas 2001.

[40] J. B. Hiriart-Urruty and C. Lemaréchal, Fundamentals of convex analysis, Springer-
Verlag, Berlin-Heidelberg, 2001.

[41] P. Armand, G. J. Ch. Jan-Jégou. S,A Feasible BFGS interior point algorithm for solving
strongly convex minimization problems, SIAM J. Optim. 11 (2000), 199-222.

[42] S. S. Dragomir and C. E. M. Pearse,Selected Topics on Hermite-Hadamard Inequa-

lities and Applications, RGMIA Monographs, Victoria University, 2000. (ONLINE:
http://rgmia.vu.edu.au/monographs/).

66



BIBLIOGRAFIA

[43] H. Hudzik, L. Maligranda, Some remarks on s—convex functions, Aequationes Math 48
(1994) pp 100-111.

[44] W. W. Breckner, Rational s—convexity. A generalized Jensen convexity. Club University
Press, 2011.

[45] W. Orlicz, A note on modular spaces. I. Bull. Acad. Polon. Sci. Ser. Sci. Math. Astronom.
Phys. 9 (1961) 157-162.

[46] D. S. Mitrinovic, J. Pecaric, Note on a class of functious of Godunova and Levin, C. R.
Math. Rep. Acad. Sci. Can 12(1990), pp 33-36.

[47] Armand P. Gilbert. J.Ch, Janu-Jégou. S, A feasible BFGS interior point algorithm for
solving strongly convex minimization problems, SIAM J. Optim 11(2000), pp 199-222.

[48] S. S. Dragomir, S. Fitzpatrick, s-Orlicz convex functions in linear spaces and Jensens
discrete inequality, J. Math. Anal. Appl. 210, 2(1997), pp 419-439.





