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A S?RJ, Luz, Kabir y Anami.

iDdnde estd la noche cuando el sol resplandece?
Si la noche ha llegado, el sol recoge su luz.
Donde est4 la ciencia, jpuede persistir la ignorancia?

Si la ignorancia existe, la ciencia debe perecer...

... Es una batalla dura y afanosa la del investigador de la
Verdad; su Voto al del guerrero sobrepasa con impetu,
incluso, al de la esposa viuda que quiere seguir a su esposo;
porque el guerrero combate arduamente por horas y la
desavenencia de la viuda con la muerte pronto languidece y
termina; pero la batalla del investigador de la Verdad
avanza dia y noche, tanto como dura su vida, su batalla no

cesa jamas.

Kabir Sahib
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Resumen

Se presentan los resultados de la caracterizacién de las aleaciones cristalinas
Hg; .Cd.Se . En la investigacion se realizaron medidas de difraccién de rayos
X, microscopia electrénica de barrido, absorcién éptica, fotoluminiscencia, fotor-
reflectancia y espectroscopia Raman, entre otras. Adema4s, se hicieron varios
estudios tedricos en el marco de la teoria del funcional de densidad (DFT) uti-
lizando la aproximacion de densidad local (LDA). Entre los resultados obtenidos
se encuentran la confirmacién de la calidad estructural de las muestras estudi-
adas, la estabilidad estructural sugerida por los calculos ab-intio para fracciones
molares de cadmio alrededor de 0.6, efectos radiativos atipicos observados en
los espectros de fotoluminiscencia y la influencia de los electrones de los dtomos
de cadmio y mercurio en orbitales d sobre la estructura de bandas electrénicas.
Para el anilisis de las vibraciones en el cristal se desarrollé un modelo que
predice las frecuencias de vibracién para los modos épticos de semiconductores
II-VL, 1I}-V y sus aleaciones. Los valores obtenidos con el modelo propuesto

estin en concordancia con los reportados por los experimentos.



Abstract

In this study Hg,_,Cd,Se alloys were characterized by X ray powder diffrac-
tion, scanning electron microscopy (SEM), Raman spectroscopy, and other
experimental techniques. Theoretical studies using the density functional theory
(DFT) in the local density approximation (LDA) were performed in order to
understand the atypical behavior of Hgy_,Cd.Se alloys. The high quality of
the samples was confirmed by X ray powder diffraction measurements. Atypical
radiative processes were observed in photoluminescence spectra. The theoretical
study of Hg;_,Cd;Se under pressure suggests that the high structural stability
is achieved for molar fractions around x = 0.6 and the theoretical study of
the electronic band structure suggests that electrons of cadmium and mercury
in d orbitals have an important role in the atypical electronic band structure
behaviour.

A new model to calculate the phonon vibrational frequencies was proposed.
A good agreement between the phonon frequencies calculated with the proposed

model and the experiment was obtained.
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Capitulo 1

Introduccion

El desarrollo de nuevas tecnologfas y aplicaciones en dreas como la dptica, electrénica y
opto-electrénica suele estar estrechamente asociado al estudio de las propiedades fisicas y
quimicas de los materiales semiconductores. Entre las miltiples tecnologias y aplicaciones
de los materiales semiconductores se encuentran los dispositivos opto-electrénicos, tales
como el ldser, detectores infrarrojos, dispositivos emisores de luz (LED), entre otros. Estos
dispositivos constituyen la base de uno de los mercados mds lucrativos a nivel mundial, con
diversidad de productos que van desde dispositivos para iluminacién, televisién, equipamiento
médico, aplicaciones industriales e incuso, aplicaciones militares.

Los dispositivos opto-electrénicos, tales como los detectores infrarrojo de rango cercano
(lum < A < 3um), medio (3pm < A < 5um) y lejano (8um < A < 14pm) (Chu y Sher,
2008, pag. 1-3), son de marcada importancia en varias tecnologias modernas, por ejemplo:
equipos médico de iltima generacidn y visores nocturnos, los dltimos con aplicaciones tanto
civiles como militares.

Antes que un determinado material semiconductor pueda ser empleado en algin tipo
de aplicacién en particular se requiere conocer sus propiedades fisicas y quimicas, entre
ellas, sus propiedades eléctricas, dpticas y estructurales, asi como su estructura de bandas
electrénicas. Desde los puntos de vista tedrico y experimental, la determinacion correcta
de la estructura de bandas electrénicas de un semiconductor es una ardua labor. Para el
estudio tedrico de la estructura de bandas electrénicas se requiere tener un buen dominio de
la mecdnica cudntica, teorfa de grupos, cristalografia y otras dreas de la fisica y la quimica
tedrica, las cuales demandan tiempo y dedicacién para poder dominar. Por otra, parte, desde
el punto de vista experimental, es posible determinar diferentes puntos en la estructura
de bandas electrénicas a partir de técnicas épticas como las reflectancias moduladas (por

ejemplo, por longitud de onda, termoreflectancia, fotoreflectancia, etc). Estas técnicas de
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reflectancia modulada. requieren de un montaje experimental sofisticado y dominio tanto de
la instrumentacién requerida para realizar el experimento como el control y adquisicién de

datos con la ayuda de un computador.

Un tipo de semiconductores de especial interés en aplicaciones opto-electronica son
los semiconductores de brecha de energia estrecha, los cuales satisfacen Fy, < 0.5¢V,
es decir, presentan una longitud de onda de corte, para la absorcién éptica, superior a
2um. El InSb y las aleaciones Hg(;_,)Cd.I'e son ejemplos de semiconductores clasicos
de brecha de energia estrecha. Su uso como detectores infrarrojos estd fundamentado en
sus propiedades semiconductoras. En detectores intrinsecos, la radiacién incidente sobre el
material excita electrones en estados cercanos a la parte més alta de la banda de valencia
y los hace saltar a estados cercanos a la parte mas baja de la banda de conduccién. Esto
conduce a un desequilibrio en la poblacién hueco-electrén, lo cual produce un cambio en
las propiedades eléctricas del material. En dispositivos fotoconductivos, la conductividad
incrementa, mientras que en los fotovoltaicos un foto-voltaje es generado como respuesta. al

flujo de fotones incidentes.

La revisién més reciente de semiconductores de brecha estrecha ha sido publicada por
Junhao Chu y Arden Sher en dos tomos, Chu y Sher (2008, 2010). En el volumen 1, (Chu y
Sher, 2008) describen los principios fisicos y las propiedades de los semiconductores de brecha
de energia estrecha y en el volumen 2, (Chu y Sher, 2010}, describen diferentes dispositivos
opto-electronicos basados en semiconductores de brecha estrecha. En ambos tomos (Chu y
Sher, 2008, 2010) hacen especial énfasis en la familia de aleaciones Hg(;_;)Cd;Te y eviden-
cian los pocos estudios realizados recientemente sobre Hg(;_,,Cd,Se. El compendio m4s
actualizado sobre las aleaciones Hg(;_5)Cd,Se, del cual el autor de esta investigacion tiene
conocimiento, corresponde al segundo capitulo del volumen 16 de la serie Semiconductors
and Semimetals editada por Academic Press, Whitsett et al. (1981).

Recientemente, en el scientific and technical aerospace report (STAR) de la NASA, (Brill
y Chen, 2011) reportaron que las aleaciones Hgy ,Cd,Se presentan una mayor estabilidad
que las de teluro y son la base para el desarrollo de los llamados detectores infrarrojos de
tercera generacion, en otras palabras, su aplicabilidad como materiales para dispositivos

opto-electronicos ha sido demostrada.

En este documento se presentan los resultados de la investigacién realizada como trabajo
de tesis doctoral. En la propuesta de investigacion doctoral se plantearon como objetivos:
primero, determinar la fraccién molar de cadmio de las aleaciones Hg;_,Cd,Se por medio
de un anilisis quimico cualitativo EDS y fluorescencia de rayos X, segundo, determinar

la estructura cristalina por difraccién de rayos X, tercero, estudiar las vibraciones de la
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red por medio de espectroscopia Raman, cuarto, estudiar puntos criticos en la estructura
de bandas por medio de la medicién del espectro de fotorreflectancia, quinto estudiar las
propiedades eléctricas y, por dltimo, determinar la aplicabilidad de estas aleaciones como
detectores infrarrojos.

Para cumplir con los objetivos de la investigacién y profundizar un poco més en la
comprensién de la fisica de las aleaciones Hg;_Cd,Se , ademis de las medidas experi-
mentales propuestas en la investigacion se realizaron varios estudios tedricos, incluyendo
cdlculos ab-initio utilizando la teoria del funcional de la densidad (DFT, por sus siglas en
inglés Density Functional Theory) implementada con ayuda del programa de computacién
ABINIT (www.abinit.oxrg). Los cilculos ab-initio fueron realizados bajo la orientacién de
Doctor Aldo Humberto Romero, CINVESTAV-Unidad Queretaro, México. Estos clculos
fueron hechos en tres instalaciones de computacién de alto rendimiento: CINVESTAV
(México), CECALC-ULA! (Mérida, Venezuela) y LEAC-UIS? (Bucaramanga, Colombia).
El tiempo total de computo empleado en los calculos ab-initio® fue de 1.91362 x 108 segundos
(equivalente a 53156 horas ¢ 2214 dias) de los cuales 1.25517 x 108 segundos (34865 horas
6 1453 dias) corresponde al tiempo de computo de los cdlculos realizado en el CINVESTAV,
5.95592 x 107 segundos (16544 horas 6 689 dias), en CECALC-ULA, 2.11555 x 10° segundos
(588 horas 6 24 dias), en LEAC-UIS y 4.1699 x 10® seg (1158 horas 6 48 dias), en un
computador de escritorio con procesador Intel Core 2 Quad (cuatro nicleos). En total
se ejecutaron 470 calculos ab-initio, de os cuales 28 fueron preparados por Doctor Aldo
Humberto Romero y los 442 restantes por David A. Miranda. Para el procesamiento de todos
los datos, incluyendo los experimentales, se escribieron en total 372 rutinas de computacién
en diferentes lenguajes: 57 en Matlab, 83 en Phython y 232 en Shell. En total se escribieron
19702 lineas de cédigo: 11905 de Matlab, 6727 de Python y 1070 de Shell. Todos los cdlculos
ab-initio y la mayoria de las rutinas escritas para procesar los datos fueron ejecutados en
Linux.

Este documento est4 organizado en siete capitulos (incluyendo este capitulo de intro-
duccién) y cuatro anexos: en el segundo capitulo se describe la fabricacién de las aleaciones
Hgy_CdySe * asi como un estudio experimental cualitativo de su composicién. En el tercer
capitulo se estudia experimentalmente la estructura cristalina bajo condiciones ambientales
normales y teéricamente la estabilidad estructural de Hg; _,Cd,Se sometido a altas pre-

siones. La estructura de bandas electrénica es estudiada desde una perspectiva teérica y

!Se utilizé el cluster Chama de CECALCULA, de la Universidad de los Andes, Mérida, Venezuela.

2l cluster LEAC pertenece a la Universidad Industrial de Santander, Bucaramanga, Colombia.

*En computacién de alto rendimiento el tiempo de computo se mide en segundos contados para cada uno
de los procesadores utilizados en los calculos.

“Las aleaciones utilizadas en este estudio fusron fabricadas por Doctor Santos Ad4n Lépez Rivera.
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experimental en el cuarto capitulo. En el quinto capitulo se presenta un estudio experimental
y tedrico de las vibraciones en la red cristalina de Hgy. ,Cd,Se . Las propiedades eléctricas
son estudiadas en el capitulo sexto. Por iltimo, en el séptimo capitulo se presentan las
conclusiones de los diferentes estudios realizados realizados en esta investigacién. Adicional-
mente, se incluyen tres anexos: una breve introduccion a la teoria de la simetria (teoria de
grupos), las tablas y figuras del refinamiento de los datos de difraccién de rayos X en polvo,
una muy breve descripcion de la teoria del funcional de la densidad (DFT) y los articulos

publicados asi como la participacién en eventos cientificos.



Capitulo 2

Aleaciones Cristalinas y Analisis

Cualitativo

En este capitulo se describe la preparacién de las aleaciones cristalinas Hg;_,Cd,Se
para z < 0.5 y se presentan medidas de microscopia electrénica de barrido (SEM), anslisis
quimico elemental por espectrometria de energia dispersiva (EDS) y medidas de fluorescencia

de rayos X.

2.1. Sélidos Cristalinos

En la naturaleza se presentan estructuras formadas por muchos 4tomos, o moléculas,
dispuestos en sitios del espacio que forman un arreglo periédico lamado red cristalina.
Estas estructuras en la naturaleza tienen limites determinados por la regién donde finaliza
el cristal, sin embargo, cuando se estudian las propiedades del volumen del cristal el efecto
de las superficies sobre las propiedades del mismo es muy pequefio y puede ser considerado
despreciable.

A continuacién se presenta una breve descripcién de las estructuras cristalinas en el

espacio (3D).

2.1.1. Redes de Bravais

El arreglo periédico de dtomos que forman un cristal puede ser determinado comple-
tamente por la celda unidad y tres vectores de desplazamiento: 4}, a3 y a3 combinados

linealmente:
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— —

Tp = nyay + noay + n3zaz (2.1a)
n1, N, N3 € Z (21b)

La celda unidad se define como la menor unidad que puede reproducir todo un cristal
al aplicar operaciones de desplazamiento de la forma (2.1). Por ejemplo, en la estructura en
dos dimensiones mostrada en la figura 2.1 se repite la celda unidad que se muestra en la
figura 2.2. La celda unidad de menor volumen se conoce como celda unidad primitiva, o
simplemente como celda primitiva, (Decius y Hexter, 1977, pag. 115)!.

Figura 2.1: Ejemplo de una estructura periédica en el espacio bidimensional (2D)

Los diferentes arreglos de atomos en la naturaleza, para redes 3D, pueden ser descritos
por medio de 14 arreglos conocidos como redes de Bravais, resumidas en la figura 2.3. Las
redes de Bravais pueden ser: primitiva, P, centrada en las caras, F, centrada en la base, C

o centrada en el centro, I.

2.1.2. Indices de Miller

Para el estudio de los cristales es importante introducir el concepto geométrico de los

planos cristalograficos. Una familia de planos cristalograficos se define como un conjunto de

'La celda unidad primitiva no se debe confundir con la red primitiva.
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Figura 2.3: Las Catorce Redes de Bravais, (Brown, 1970, pag. 28).
Nota: en las figuras a = |@}, b= léa} y ¢ = |a3].
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planos que interceptan todos los puntos de la red y cumplen con dos propiedades: primero,
todos los planos son paralelos unos con otros y segundo, todos los planos estdn igualmente
espaciados, (Pecharsky y Zavalij, 2009, pag. 8).

Una familia de planos cristalograficos puede ser descrita completamente por tres nimeros
enteros conocidos como indices cristalogrificos o indices de Miller: h, &k y [. Un indice de
Miller es un numero entero que corresponde al inverso del punto de corte del plano en
cada uno de los tres vectores de desplazamiento aj, a3 y a3. Cuando el plano no corta un
determinado vector, entonces, el indice de Miller corresponde a cero, 0. Para identificar un
determinado plano cristalografico los tres indices de Millers se encierran entre paréntesis:
(hkl).

En las figuras 2.4 a 2.6 se muestran cinco gjemplos de planos cristalograficos con sus

respectivos indices de Miller.

Figura 2.4: Familias de planos cristalogrificos (100) y (200), (Pecharsky y Zavalij, 2009,

pag. 8).
Nota: d(p;) es la distancia entre los planos (hkl), a = |d|, b = |d2] y ¢ = |as|.

A = Sy 2y T

>

2.1.3. Red Reciproca

La red reciproca se define como la red generada por el conjunto de todos los vectores
Em que hacen que las ondas planas tengan la periodicidad determinada por una dada
red de Bravais,(Dresselhaus et al., 2008, pag. 210). A los vectores K se les conoce como
vectores de la red reciproca.

De acuerdo a la anterior definicién, se debe cumplir:
ej[?m'(f.‘!“fn) — ejf(‘m'F (2'2)

Lo cual tiene la implicacién directa:
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Figura 2.5: Familias de planos cristalograficos (110) y (111), (Pecharsky y Zavalij, 2009,

pag. 9).
Nota: dpyy es la distancia entre los planos (hkl), a = |d1|, b = |d2| y ¢ = |d3].

o a"): g

TR TEE TR

Figura 2.6: Familia de planos cristalogréficos (213), (Pecharsky y Zavalij, 2009, pag. 9).
Nota: d(pyy es la distancia entre los planos (hkl), @ = |di], b = |da] y ¢ = |a@3].

eHm T = 1 (2.3)
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Como T, = 22:1 el Y asumiendo que Km = Z?,:l mﬁgﬂ, donde d, y 5;3 son los
vectores de traslacién en el espacio directo y recipraco, respectivamente, se puede definir la

siguiente relacién ortonormal que satisface la ecuacién (2.3):

bs - G = 20064 (2.4)

De acuerdo a lo anterior, los vectores que definen el espacio reciproco en 3D estaran

dados por:
51 = 2#%% (2.52)
By = 2n |Zz’f33: fl@l (2.5b)
b3 = 2”]6;?2‘2 fzﬁsﬁ (2.5¢)

2.1.4. Simetria en el Cristal

Una molécula puede presentar una determinada simetria asociada a un grupo puntual, la
cual determinard muchas de sus propiedades fisicas y quimicas. Cuando muchas moléculas se
agrupan para formar una estructura cristalina perfecta, éstas pueden mantener algunas de
sus propiedades de simetria. Adicional a los grupos puntuales, en una estructura cristalina
existe una nueva simetria, la simetria de traslacién: Dentro de una red cristalina se repite
“infinitamente” una estructura de menor volumen conocida como celda unidad primitiva.
Esta repeticién de la celda primitiva se puede representar en términos de un vector de
traslacién, 7, el cual determina nuevas propiedades para la estructura cristalina.

Por consiguiente, una estructura cristalina tendra un tipo de simetria que contiene tanto
las simetrias de las moléculas que la conforman como las simetrias de traslacién 2. Este

nuevo grupo de simetria se puede asociar con el grupo espacial, el cual se denota por {R|7}.

{RI7}=R+7 (2.6)

Donde R simboliza una operacién del grupo puntual, R, y 7 el operador de traslacién,
7. El operador traslacién para una estructura cristalina se puede escribir en términos de
(2.6) tomando a la identidad, £, como operacién del grupo puntual:

2En el apéndice A se presenta una breve introduccién a la teoria de la simetria
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{E'IT,,} = n1d) + nady + ngay (2,7)

En la ecuacién (2.7), @, ¢=1,2,3 corresponden a los vectores en direccién de los tres
ejes que forman la celda primitiva y n;, ¢ = 1,2,3 son nimeros enteros que indican el

nimero de veces que se traslada la celda primitiva en cada direccién.

2.2. Aleaciones

Una aleacién es una solucién solida 3, parcial o completa, de dos o més elementos
quimicos, de los cuales por lo menos uno es un metal {Pfeiler, 2007). Las aleaciones pueden
ser ordenadas o desordenadas, ver figura 2.7. Una aleacién ordenada cumple con la simetria
traslacional, es decir, puede ser completamente descrita por una celda unidad que se repite
en todo el espacio. Por otro lado, en una aleacién desordenada los dtomos que la conforman
pueden ocupar lugares en una red cristalina, pero la ocupacién de las diferentes posiciones
dentro de la red es aleatoria, (Ashcroft y Mermin, 1976, pag. 309)(Kittel, 2005, pag. 621).

Figura 2.7: Arreglo de iones A y B en una aleacién AB ordenada (a) y desordenada (b).
Adaptado de (Kittel, 2005, pag. 620)

Desordenada

®

Dependiendo de la forma de la estructura cristalina final de la aleacién, ésta puede
ser sustitucional, intersticial o transformacional. En las aleaciones sustitucionales el soluto
sustituye al solvente en la red cristalina sin cambiar su estructura. Las aleaciones intersticiales
se forman cuando el soluto no ocupa sitios en la red del solvente sino que es introducido
en los poros cristalogrificos de la red del solvente y suele presentarse cuando los 4tomos

del soluto son més pequenos que los de la solucién, (Pfeiler, 2007, pag. 68). Por iltimo,

3 Una solucién solida es una solucién en estado sélido de uno o més solutos en un solvente.
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las aleaciones transformacionales son aquellas en las cuales una nueva estructura cristalina
es obtenida al mezclar el soluto con el solvente en una solucién sélida, usualmente ocurre
como resultado de la formacién de compuestos intermetlicos 4.

Las aleaciones cristalinas Hg; _,Cd,.Se se pueden obtener mezclando apropiadamente
los compuestos binarios HgSe y CdSe, ver seccién 2.3. Nétese que el mercurio y el cadmio
son metales de transicion ubicados en la columna Il de la tabla periddica de elementos,
con dos electrones de valencia y radios atémicos similares (difieren en menos de 5%),
THg = 1.50 + 0.054 y r¢q = 1.55 4+ 0.05A, mientras el selenio es un semiconductor ubicado
en la columna V14, con seis electrones de valencia y radio atémico rge = 1.15 +0.05 ®. La
diferencia en el radio atémico del mercurio y el cadmio es inferior al 5% lo cual sugiere
que al mezclar HgSe con C'dSe se podria obtener un ordenamiento cristalino similar al
anfitrion, (Kittel, 2005, pag. 621-627). Para = < 0.5 el HgSe es el anfitrién y se esperaria,
para las aleaciones Hgy_,Cd,Se , una estructura cristalina similar a la del seleniuro de
mercurio, la cual es tipo zinc-blenda, (Whitsett et al., 1981). En la figura 2.8 se muestra la

celda unidad para el seleniuro de mercurio.

Figura 2.8: Celda unidad para la estructura tipo zinc-blenda del HgSe. Hg: gris y Cd:
naranja.

*Un compuesto intermetalico es una fase sélida que contiene dos 0 mas elementos metalicos (opcionalmente
con uno o més elementos no metslicos) los cuales cristalizan en una estructura diferente a la de sus
constituyentes, http://en.wikipedia.org/wiki/Intermetallics

?Los valores numéricos para los radios atémicos fueron tomados de: http://en.wikipedia.org/wiki/
Atomic_radii_of_the_elements_{(data_page)
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2.3. Fabricacién de las Aleaciones Cristalinas Hg,_,.Cd,Se ,
x <0.5

Desde sus inicios, la preparacién de cristales volumétricos con un tamano relativamente
grande (varios gramos) de Hg;_,Cd,Se se ha hecho por medio del crecimiento controlado
via térmica siguiendo el método de Bridgman, (Borrisov et al., 1971; Iwanowski et al.,
1978; Nelson et al., 1977; Stankiewicz et al., 1974; Whitsett et al., 1981). Estas aleaciones
también han sido fabricadas como peliculas delgadas por medio de varias técnicas, tales
como crecimiento epitaxial (Mathe et al., 2005; Whitsett et al., 1981), técnicas quimicas
(Hankare et al., 2004, 2003; Paramanik y Bhattacharya, 1989) y electroquimicas (Hankare
et al., 2001; Humei y Muto, 2000; Kim et al., 2010; Mahalingam et al., 2007; Sing y Tanveer,
1993).

Para este estudio se utilizaron cristales de Hg, ,Cd,Se , con z = 0.0,0.1,0.2,0.3
y 0.5, fabricados en el Laboratorio de Fisica Aplicada de la Universidad de los Andes,
Mérida, Venezuela, por Ph.D Santos Adéan Lopez Rivera usando el método de crecimiento
de compuestos con mercurio desarrollado por Ph.D Wilton Giriat, el cual se basa en el uso
del método de Bridgman. Este método se puede resumir de la siguiente manera: primero,
elementos de alta pureza, Hg, Cd y Se, fueron destilados y re-purificados en el laboratorio.
Segundo, se sintetizaron los compuestos binarios HgSe y CdSe en ampollas de cuarzo
selladas en alto vacio (menos de 10~°Torr). Tercero, fracciones molares apropiadas de CdSe
fueron mezcladas con HgSe en tubos de cuarzo que fueron sellados en alto vacio (menos
de 10751 'orr). Por Gltimo, €} método de Bridman fue utilizado para obtener aleaciones
cristalinas de H g;_,Cd,Se con diferentes fracciones molares de Cd, (z = 0.0,0.1,0.2,0.3,0.4
y 0.5).

En la figura 2.9 se muestran las muestras fabricadas después de cortarlas.

2.4. Rayos X

Con el objetivo introducir tesricamente varias técnicas experimentales que serdn descritas
en este libro, a continuacién se presenta una breve descripcién de la produccién de rayos X
por frenado de electrones (conocida como produccién continua de rayos X o bremsstrahlung)
asi como los rayos X caracteristicos, la produccién de electrones Auger y la fluorescencia de

rayos X.
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Figura 2.9: Muestras de Hg;y_,Cd;Se después de cortarlas.

2.4.1. Producciéon Continua de Rayos X, bremsstrahlung

Cuando un electrén de un haz de electrones pasa cerca de un niicleo de un itomo
de cierto espécimen y la energia de dicho electron no es suficiente para ionizar el dtomo
entonces, el electréon del haz es desacelerado debido a la interaccién eléctrica con el nicleo.
Dado que el electrén es desacelerado, éste pierde energia, la cual se transforma en fotones
de rayos X. A la produccién de rayos X por frenado de los electrones se le conoce como
produccién continua de rayos X o bremsstrahlung, ver figura 2.10. Estos fotones tendrén un
espectro de energia que poco depende del dtomo que dispersé los electrones debido a que
la desaceleracion del electrén se debe fundamentalmente a qué tan cerca del nucleo pasa
el electrén, y por lo tanto, atomos diferentes pueden dispersar los electrones de manera
anéloga produciendo fotones de rayos X con energias similares. En otras palabras, los rayos
X bremsstrohlung practicamente no dependen del tipo de 4tomo que disperse los electrones.

La produccién de rayos X por bremsstrahlung es debida fundamentalmente a la interac-
cién eléctrica de los electrones del haz con el niicleo, no con los electrones de los dtomos del

espécimen, (Jackson, 1998, pag. 714-721).
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Figura 2.10: Diagrama esquemtico de la produccién de rayos X por bremsstrahlung. Fuente:
http://ehs.unc.edu/training/self_study/xray/7.shtml
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2.4.2. Rayos X Caracteristicos y Electrones Auger

Los rayos X que se producen por interaccion de los electrones de un haz de electrones
con los dtomos de un cierto espécimen, cuya energia esta regida por la ley de Moseley, se
conocen como rayos X caracteristicos.

La produccién de electrones Auger y rayos X caracteristicos estd estrechamente rela-
cionada. Ambos procesos se deben a la interaccién entre el haz de electrones que pasa cerca
del nicleo de los dtomos del espécimen. Cuando un electrén suficientemente energético del
haz interactia con un electrén de una subcapa cercana al nicleo de un dtomo del espécimen,
el electrén del 4tomo es arrancado dejando al mismo en estado excitado (es decir, ioniza
al 4tomo). Un electrén de una capa més energética decae y ocupa la posicién del electrén
arrancado por el haz. Debido a que la energia del electrén que decae para ocupar la vacancia
dejada en la capa interna del dtomo disminuye, el dtomo queda con un excedente de energia
que debe ser liberado. Dicha energia es libreada por medio de uno de dos posibles procesos:

primero, la energia puede ser transferida a un electrén del 4tomo y arrancarlo del mismo
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(emisién de electrén Auger). Segundo, la energia puede ser liberada en forma de fotones de

rayos X (rayos X caracteristicos}. Ver figura 2.11.

Figura 2.11: Diagrama esquemético de la produccién de rayos X caracteristicos y electrones
Auger, (Goldstein et al., 2003, pag. 275)
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La energia de los rayos X caracteristicos depender4 del niimero atémico del 4tomo que
emiti6 el fotén. Dicha energia estd determinada por la ley de Moseley, la cual indica que la
energia del fotén emitido, F, es de la forma:

E=A(Z-cC)? (2.8)

Donde Ay C son constantes que dependen del tipo de linea espectral de rayos X. La
ley de Moseley es la base para el analisis cunalitativo de rayos X.

Para un dtomo hidrogenoide, la energia para un fotén emitido por una transicién
electrénica desde un estado K hasta un estado L, (K, — ver figura 2.12), est4 dada por:

, m, q 2
E = 48h3:2( -1) (2.9)



Capttulo 2. Aleaciones Cristalinas y Andlisis Cualitativo 17

Figura 2.12: Diagrama esquemdtico de niveles de energia para un cierto 4tomo, (Goldstein
et al., 2003, pag. 277)
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Donde m, es la masa del electrdn, g, la carga del electrén, h, la constante de Plank, y
€9, la permitividad eléctrica del vacio.

Cuando los 4tomos no son hidrogenoides, el valor de C ~ 1.13, para transiciones K, y
C = 7, para transiciones Lo. En la figura 2.12 se presenta el diagrama de energia para un
atomo con las transiciones que originan diferentes series de lineas de rayos X.

2.4.3. Intensidad de Emisién de Rayos X

La intensidad de emisién de rayos X corresponde a una medida de la cantidad de
fotones emitidos por unidad de drea y depende de: la energia cinética de los electrones
que interactian con él 4tomo que emite el fot6n y el tipo de proceso para la produccién
de los fotones de rayos X. En el caso de los fotones de rayos X por frenado de electrones,
bremsstrahlung, la cantidad de fotones emitidos es muy pequefia comparada con la emisién
debida a rayos X caracterisiticos.

La intensidad de emisi6n para los fotones de rayos X bremsstrahlung se puede cuantificar
por la relacién de Kramers:
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kg — FE,
Ioy = L2222 (2.10)
L,
Donde i, es la corriente del haz de electrones, Z, el numero atémico promedio para los
diferentes constituyentes del espécimen, Ey, es la energia del haz incidente y E,, la energia
para un fotdén con frecuencia v.

Como se puede observar en la relacion de Kramers, la intensidad para los rayos X
bremsstrahlung disminuye con la energia del fotén, es decir, son emitidos més fotones de
baja energia que fotones energéticos. En la figura 2.13 se muestra el espectro de rayos X

del cobre.

Figura 2.13: Espectro de rayes X para el cobre, (Goldstein et al., 2003, pag. 272)
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En el espectro de rayos X de la figura 2.13 se puede observar la intensidad de emisién
para rayos X bremsstrahlung y las emisiones caracteristicas asociadas a transiciones L,
Ko y Kg. En dicha figura se puede notar que a pesar que la intensidad para rayos X
bremsstrahlung disminuye al aumentar la energia, esta variacién es muy pequefia comparada
con la gran emisién de fotones de rayos X caracteristicos.
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2.4.4. Fluorescencia de Rayos X (XRF)

La fluorescencia de rayos X (XRF por sus siglas en inglés) es la produccién de rayos
X secundarios (o fluorescentes) excitados por una fuente de radiacién de rayos X o rayos
gamma. Por lo general los fotones producidos por el fenémeno de fluorescencia tienen una
menor energia que los incidentes.

El mecanismo fisico de la produccién de fotones fluorescentes es similar al descrito en la
seccién 2.4.2 salvo que la excitacién inicial producida sobre el dtomo se debe a la absorcién
de un fotén altamente energético por electrones de las capas mds internas. Por consiguiente,

la fluorescencia de rayos X también produce rayos X caracteristicos.

2.5. Anadlisis Cualitativo: Homogeneidad Superficial y Com-
posicion

La observacién microscopica, a alta resolucion, de la superficie de muestras cristalinas es
itil para estudiar cualitativamente la calidad de las muestras. Este analisis puede realizarse
por medio de técnicas como microscopia electrénica de barrido (SEM, por sus siglas en
inglés) y microscopia de fuerza atémica (FAM, por sus siglas en inglés). Por otro lado,
el anilisis cualitativo de la composicién de un compuesto sélido es 1til para verificar la
formacion de la fase en estudio. Entre los diferentes andlisis cualitativos se encuentran los
basados en rayos X caracteristicos: espectrometria de energia dispersiva (EDS, por sus
siglas en inglés) y la fluorescencia de rayos X (XRF).

A continuacién se describen los resultados obtenidos del anélisis cualitativo de la

topografia y composicién de la superficie de las muestras en estudio.

2.5.1. Microscopia Electrénica de Barrido (SEM)

La microscopia electrénica de barrido es una técnica experimental que permite obser-
var y caracterizar materiales organicos e inorginicos en las escalas nanométrica (nm) a
micrométrica (um). Por lo general, con la microscopia electrénica de barrido se pueden
obtener magnificaciones desde 10 hasta 10%, (Goldstein et al., 2003, pag., 1).

La microscopia electrénica de barrido estd basada en un haz de electrones altamente
direccionado y focalizado, el cual se hace incidir sobre una muestra con una superficie
conductora conectada a la referencia del equipo (para permitir un flujo continuo de corriente

y evitar acumulacién de carga superficial) . La imagen se obtiene de medir una de las

%Una descripcién detallada del funcionamiento de un SEM puede ser consultada en (Goldstein et al.,
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sefiales producidas de la interaccién de los electrones con la muestra para cada punto sobre

el cual se hace incidir el haz de electrones.
Entre los fenémenos que ocurren cuando el haz de electrones interactiia con la muestra

estan:

- Reflexién eléstica de electrones por la superficie. Los electrones reflejados eldstica-
mente por la superficie se conocen como electrones retrodispersandos o back-scattered

electrons(BSE).

- Reflexién ineldstica de electrones. Este fenémeno estd asociado con la produccién de

rayos X por frenado de electrones, electrones Auger y rayos X caracteristicos.

Produccién de electrones secundarios: son electrones reflejados por la muestra que

llegan al detector con energias menores a 50eV . Estos electrones contienen informacién

sobre la superficie de la muestra.
- Produccién de rayos X caracteristicos.

- Catodoluminiscencia: también conocida como electroluminiscencia, es el proceso por el
cual se producen fotones por la interaccién de electrones con un material. Un ejemplo
comin de catodoluminiscencia son los tubos de rayos catédicos de los primeros
televisores. La catodoluminiscencia se proeduce cuando electrones de los d4tomos de un
espécimen son promovidos a niveles de mayor energia al absorber la energia cinética de
los electrones del haz con que es excitado el material. Dado que los dtomos excitados
son poco estables, ellos decaen a su estado fundamental emitiendo fotones. Si la
emisiéon de fotones cesa inmediatamente al quitar los electrones de excitacién (haz
de electrones) entonces el proceso de emisién se conoce como fluorescencia. Si por el
contrario, el proceso de emisién de fotones se mantiene por un cierto tiempo después

de apagar el haz de electrones, €l proceso se conoce como fosforescencia.

El estudio de la topografia de una muestra se puede hacer por medio de la medicién de
los electrones retrodispersados {BSE) o los electrones secundarios. Sin embargo, la mayor
informacién de la superficie se obtiene midiendo los electrones secundarios.

En las figuras 2.14 a 2.20 se pueden observar las imdgenes para electrones secundarios
tomadas en el Centro de Microscopia Electrénica de la Universidad de los Andes, Mérida,
Venezuela, con un microscopio electrénico de barride Hitachi S-2500 operando a un voltaje
de 20kV en dos magnificaciones, 25000{25um) y 25000(2.5um). Antes de tomar las imégenes

2003).
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las muestras fueron cortadas mecdnicamente, con hoja de diamante y pulidas ligeramente
para minimizar los poros dejados por el corte. A pesar del pulido, el efecto del corte mecanico
se puede observar en las imdgenes con magnificacién 2500(25um). Las imagenes con mayor
magnificacién, 25000(25um), evidencian la homogeneidad de las muestras, lo cual sugiere
que los cristales son de buena calidad.

Figura 2.14: Microscopia electrénica de electrones secundarios de Hgy_ ,CdzSe .= = 0.0

2.5.2. Rayos X Caracteristicos: EDS y XRF

Con el objetivo de verificar cualitativamente la composicién de las muestras se estudiaron
los rayos X especificos por medio de espectrometria de energia dispersiva (EDS, por sus
siglas en inglés) y fluorescencia de rayos X (XRF). Las medidas EDS fueron tomadas, para
cada muestra, sobre las superficies mostradas en las figuras 2.14 a 2.20 utilizando el mismo
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Figura 2.16: Microscopia electrénica de electrones secundarios de Hgy_Cd, Se ,x = 0.2
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Figura 2.19: Microscopia electrénica de electrones secundarios de Hgy_oCd,Se ,x = 0.5

TS

Figura 2.20: Microscopia electrénica de electrones secundarios de Hg;_,C'd Se , z = 1.0
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microscopio electrénico de barrido, Hitachi S-2500. Las medidas de fluorescencia de rayos
X se realizaron con un espectrémetro de fluorescencia de rayos X de energia dispersiva
marca Shimadzu, referencia EDX720/800HS 7, ver figura 2.21. Los resultados obtenidos
son mostrados en las figuras 2.22 y 2.23.

Figura 2.21: Espectrémetro de fluorescencia de rayos X Shimadzu, EDX720/800HS
http://www.shimadzu.com/products/lab/xray/oh80;jt0000001n5x . html

Ademads, a partir de la relacién de intensidades, y usando el software que suministra el
fabricante de los instrumentos usados para realizar las medidas de rayos X caracteristicos,
se obtuvieron los valores semi-cualitativos para las fracciones molares de cadmio, z, ver
tabla 2.1. Los valores obtenidos para z son consistentes con los esperados segin la relacién

molar de HgSe y CdSe usada para fabricar las aleaciones Hg;_,Cd, Se .

Tabla 2.1: Fracciones molares de Cd, z, obtenidas del analisis semi-cuantitativo. Los valores
de z para la columna “Preparacion”corresponden a la respectiva relacién usada en la
fabricacién de las aleaciones Hgy_.Cd;Se

Preparaciéon EDS XRF

0.0 0.00 0.00
0.1 0607 0.14
0.2 0.12 0.15
0.3 0.20 0.36
0.4 0.43 -

0.5 0.34 0.65
1.0 0.79 0.98

"Estas medidas fueron realizadas con la colaboracién de Mario Alberto Macias Lépez, candidato a Doctor
en Quimica de la Universidad Industrial de Santander, Bucaramanga, Colombia.
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Figura 2.22: Medidas EDS para Hgy_,Cd Se
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Capitulo 3

Estructura Cristalina

El término estructura cristalina hace referencia a la estructura que tiene internamente
un sélido cristalino, como se describe en la seccién 2.1. En este capitulo se describe la
técnica experimental de difraccién de rayos X para estudiar la estructura cristalina y se

presenta un estudio de difraccién de rayos X en polvo de Hg;_,Cd,Se para z < 0.5.

3.1. Difraccién de Rayos X

Otra téenica experimental que hace uso de los rayos X para el estudio de propiedades de
materiales es la difraccion de rayos X en polvo (XRPD de las siglas inglesas: X-Ray Powder
Diffraction). Con esta técnica experimental se puede estudiar la estructura cristalina de
materiales cristalinos y policristalinos, (Pecharsky y Zavalij, 2009).

La difraccién de rayos X esté determinada por ia forma como se propaga e interactia,
este tipo de radiacién electromagnética con los componentes de un determinado material.
Cuando los rayos X se propagan a través de una cierta sustancia, o material, pueden ocurrir

tres fenémenos a saber:

- Dispersién coherente: ocurre cuando la longitud de onda de la radiacién incidente es

la misma de la dispersada por el material.

- Dispersién incoherente o Compton: en este caso la longitud de onda de la radiacién
dispersada por los electrones de los nicleos es mayor que la de la radiacién incidente

debido a pérdida de energia por el efecto Compton.

- Absorcién de rayos X: algunos fotones son disipados en direcciones aleatorias debido a

la dispersidn y otros pierden su energia al ionizar un dtomo y/o por efecto fotoeléctrico,

26



Capitulo 3. Estructura Cristaling 27

el cual est4 asociado con procesos de fluorescencia de rayos X, (Pecharsky y Zavalij,
2009, pag. 133), (Hippert et al., 2006, eds., pag. 3-59).

Un aspecto importante que define la manera como los rayos X interactiian con un cristal
es la relacién entre el tamafio de la misma y la longitud de onda de los rayos X. Hay dos
aproximaciones que describen las posibles interacciones de los rayos X con un cristal: teoria
cinematica y teoria dindmica de la difraccién. La teoria dindmica de la difraccién explica
los procesos que tienen lugar cuando el rayo difractado interactia moderada o fuertemente
con el cristal y tiene lugar cuando el haz puede ser dispersado mds de una vez por un punto
dentro del cristal antes de salir del mismo (o ser absorbido). Esta aproximacién se suele
utilizar para describir la difraccién de rayos X por cristales grandes.

Por otro lado, la teoria cinematica de la difraccidon se basa en que un haz de rayos
X no es dispersado nuevamente antes de dejar el cristal, lo cual implica tres condiciones

necesarias:

- El cristal estd formado por un mosaico de bloques individuales (micro cristales) que

estan ligeramente desalineados unos respecto a los otros.

- El tamafo de los cristales es pequefio. Por ejemplo, para rayos X con longitud de

onda del orden de A, el tamafio de los cristales puede ser de pocos micrémetros.

- El des-alineamiento de los cristales es suficientemente grande tal que la interaccién
de los rayos X con material contenido entre los intersticios del mosaico de bloques

(micro cristales) sea despreciable.

Para muestras en polvo la aproximacién cinemdtica es apropiada y permite explicar
completamente los datos experimentales, por consiguiente, este sera nuestro marco tedrico

para estudiar la difraccién de los rayos X en polvo.

3.1.1. Dispersién de los rayos X

Los rayos X son dispersados por la densidad de electrones, periédicamente distribuida
en la red cristalina, (Pecharsky y Zavalij, 2009, pag. 134-138).
La intensidad de los rayos X dispersados coherentemente por un electrén esta determi-

nada por la ecuacién de Thomson:

K (1 +cos?20
I= Io;i (—————) (3.1)
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Donde I es la intensidad del rayo incidente, K = 7.94 x 10~30m2, es una constante, r
es la distancia desde el electrén al detector y & es el dngulo entre el vector de propagacién
incidente y el dispersado.

Cuando los rayos X intaractiian con un dtomo, la intensidad de rayos X dispersados
por el dtomo dependera adicionalmente del nimero atémico, Z. Para poder describir la
intensidad de los rayos dispersados por un itomo es necesario calcular la amplitud al
cuadrado del campo eléctrico de las ondas dispersadas por el 4&tomo, por lo tanto, se requiere
integral sobre la densidad de electrones dentro del dtomo, p(7), considerando las diferencias
de fase de las ondas dispersadas en diferentes partes del mismo, ef¥Fa_ Al realizar este
calculo se obtiene que la intensidad de la radiacién dispersada es de la siguiente forma,
(Brown, 1970, pag. 81-83):

2

I =1IpC? = IpC?|f)? (3.2)

/ p()e’ ?‘(E“Eﬂ)dﬂr
Q

f= / p(i)ei™ EFo) gy, (3.3)
2

La funcién f, que corresponde a la transformada de Fourier para la densidad de carga,
p(7), se conoce como factor de dispersién’.

En el caso de la dispersién de rayos X por una red cristalina en tres dimensiones, se
debe considerar la periodicidad de la red. En este caso, la intensidad de rayos dispersados
estard determinada por los dtomos contenidos dentro de la celda unidad y la funcién
individual de dispersién atémica f debe ser reemplazada por la dispersién de toda la celda
unidad. La funcién de dispersién de la celda unidad se conoce como el factor de estructura
y corresponde a la transformada de Fourier de la densidad de carga dentro de la celda
unidad al cuadrado, |F(hkl)}®. La cantidad F(hkl) se conoce como amplitud de estructura.
En algunas ocasiones los términos amplitud y factor de estructura se usan indistintamente,
sin embargo, para mayor claridad se mantendrs la conversién que e} factor de estructura es

la magnitud al cuadrado de la amplitud de estructura.

F(hkl) = / p()e™ F=F)gq, (3.4)
C.Unidad
F(hkl) — Z faejFa‘(E~E()) (35)
C.Unided

'El factor de dispersién también se conoce como también conocide como factor de difusién atémica,
(Brown, 1970, pag. 82)
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Un resultado importante que se obtiene a partir de la definicién de la amplitud de
estructura, F'(hkl), es que si se conoce la funcion compleja F'(hkl), entonces, se puede
calcular la densidad de carga en la celda unidad aplicando transformada inversa de Fourier a
la ecuacidén (3.4). En otras palabras, la densidad de carga se podria expresar univocamente
en términos de la funcién compleja #'(hkl). Sin embargo, los valores observados en la
difraccién de rayos X para F(hkl) corresponden a su magnitud, es decir: |F(hkl)| y no
se conoce la fase. Este es un problema que aparece en cristalografia y se conoce como el
problema de la fase (o reflexiones de fase), el cual se puede resolver por procedimientos

iterativos utilizando métodos computacionales, ver item 3.3.3.

3.1.2. Difraccién vista en el espacio directo

El fendémeno de difraccién de rayos X por un cristal, desde la perspectiva del espacio
directo, fue descrito por primera vez por Max von Laue por medio de las ecuaciones que
llevan su nombre, ecuaciones de Laue. Estas ecuaciones describen la interferencia de un haz
de rayos X difractado por un punto de la red cristalina. La difraccién ocurre en aquellos
puntos donde existe interferencia constructiva, es decir, donde la diferencia de camino
Sptico entre la onda incidente y la difractada es miltiplo entero de la longitud de onda de
la misma: 6 — 9 = nA (n = 0,1,0,...), ver figura 3.1. Lo anterior se cumple cuando se

satisfacen simultaneamente las tres ecuaciones de Laue, (3.6).

Figura 3.1: Interferencia coherente de rayos X por una red unidimensional.

Si se asumen a;, a3 y ag como los tres parametros de red para una estructura cristalina
descrita por los vectores do (a = 1,2,3), 1, €l 4ngulo entre el haz incidente y el cristal,
®a, €l dngulo entre el haz difractado y el cristal, A, la longitud de onda de los rayos X y
hkl como los indices de Miller para un cierto plano cristalino, ver figura 3.2, entonces, las

ecuaciones de Laue estdn dadas por:

ai(cosyy — cospy) = hA (3.6a)
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az(costhy — cospy) = kA (3.6b)

az(costpy — cospz) = IX (3.6¢c)

Figura 3.2: Tlustracién grafica de las ecuaciones de Laue. Adaptado de (Pecharsky y Zavalij,
2009, pag. 143)
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Rayo
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En forma vectorial, considerando los vectores unitarios en direccién de la onda incidente

y difractada como k y ko, respectivamente, las ecuaciones anteriores toman la siguiente
forma:

ay - (k — ko) = kA (3.72)
dy - (k — ko) = kX (3.7b)
a3 - (k — ko) = I (3.7¢)

A pesar que las ecuaciones de Laue describen de manera apropiada la difraccién de
rayos X en el espacio directo, hay una descripcién mds sencilla conocida como ley de Bragg.
La ley de Bragg fue formulada por W. H. Bragg y W. L. Bragg en 1912, quienes utilizaron
el concepto de reflexién de los rayos X en un espejo formado por los planos cristalogréficos
de reflexion del cristal. Entonces, la separacién entre planos cristalogrificos, dpg;, esta
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determinada por la interferencia coherente de los rayos reflejados en dichos planos, ver

figura 3.3:

2dhklsen0hkl =nA (38)

Figura 3.3: Tlustracién geométrica de la ley de Bragg. Adaptado de (Pecharsky y Zavalij,
2009, pag. 143)

0. 20 — dngulosde Bragg
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Ley de Bragg : n= 2l 5in8,,

3.1.3. Difraccién vista en el espacio reciproco

La mejor representacion visual del fenémeno de difraccion de rayos X se observa en el
espacio reciproco. Peter Paul Ewald demostré que el fenémeno de difraccién ocurre cuando
el vector de onda de la radiacién dispersada, IE:], coincide con un punto en la red reciproca,
como se describe a continuacién.

Sea Eo = 21’:70 el vector de onda de los rayos X incidentes sobre un cristal y El el vector
de onda para los rayos X dispersados por el cristal. Para dispersion coherente, la longitud
de onda incidente y dispersada es la misma, por lo cual iég{ = !Eli = 2&_ El 4ngulo entre
los vectores de onda para la radiacién incidente y dispersada es 26, ver figuras 3.3 y 3.4.

La magnitud de la resta de los dos vectores de onda, Eg y 51, esta determinada por la

ley del coseno, ver figura 3.4:

k1 — kol? = JEa* + [ol® — 2l [[Eolcos(26) (3.9)

Como |ko| = [ky| = ZL y 1 — cos(26) = 2sen?(6), entonces:
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Figura 3.4: Tlustracién geométrica de la interpretacién de Ewald de la difraccién de rayos
X. Adaptado de (Pecharsky y Zavalij, 2009, pag. 145)
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Si se define Jltu como se indica la ecuacién (3.12) y se usa la ley de Bragg (tomando
n = 1), ecuacién (3.8), se llega a la ecuacién (3.15) con la cual se describe la esfera de
Ewald, ver figura 3.5.
2 A 2w

E 22 2
ky — ko = N dm  dom (3.13)

(kl ko) 2 (kl EO)
ky — Ko = |ky — kol st = —— LT 20 3.
1o = Ik Rl = (3.14)

El = EO + Cizm (3.15)
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Figura 3.5: Visualizacién de la difraccién de rayos X utilizando la esfera de Ewald en 2D.
Adaptado de (Pecharsky y Zavalij, 2009, pag. 145)
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En la ecuacién (3.15) los valores permitidos de |dj,,| estén determinados por la ley de
Bragg. Esto quiere decir que los valores para ltf},'m( permitidos corresponderan a aquellos
puntos de la red reciproca del cristal. La interpretacion de Ewald de la difraccion esta
determinada por la ecuacién (3.15) y la ley de Bragg: los puntos de difraccién de rayos X
observados en un experimento corresponderan a los puntos de la red reciproca que toca

una esfera de radio igual al inverso de la longitud de onda de los rayos X.

3.2. Difraccién de Rayos X en Polvo

Los experimentos de difraccién de rayos X pueden ser realizados en monocristales o en
materiales policristalinos que cumplan con las condiciones de la teorfa cinemética de la
difraccién. A la técnica experimental que permite estudiar la difraccién de los rayos X de
materiales con tamafios muy pequeiios {polvo) se conoce como difraccién de rayos X en
polvo.

El experimento de difraccién de rayos X en polvo consiste en medir la intensidad de
las dispersiones como funcién de una tdnica variable independiente, el dngulo de Bragg,
28 y los patrones obtenidos se conocen como difractogramas. La calidad de un patrén de

difraccién de rayos X en polvo depende de la naturaleza y energia de la radiacién disponible,
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la resolucién del instrumento y las condiciones fisicas y quimicas del espécimen.
Para comprender como se estudian los difractogramas de rayos X en polvo es conveniente
describir primero el procedimiento simplificado para simular un patrén de difraccién de

rayos X en polvo para un cristal conocido:

- La posicién de los picos de Bragg esta determinada por la ley de Bragg, ecuacién
(3.8), como una funcién de la longitud de onda, A y las distancias entre planos
cristalogréficos, dp;. Por consiguiente, estas posiciones pueden ser calculadas a partir

de la informacién del cristal.

- La intensidad de los médximos de difraccién son una funcién de la periodicidad de los
centros dispersores (celdas unidad) y por lo tanto, la intensidad para cada pico Bragg

individual puede ser calculada a partir del modelo estructural del cristal.

- La forma de cada pico normalmente es representada por una funcién tipo campana,

por ejemplo: campana Gaussiana y campana Lorentziana.

- El patrén de difraccion de rayos X en polvo es el resultado de la suma de los picos

individuales y una funcién de fondo.

A pesar que la simulacién de un patrén de difraccién de rayos X a partir de una estructura
cristalina conocida es relativamente simple; el proceso inverso, es decir, determinar la
estructura cristalina a partir de un difractograma, es bastante complejo. A continuacién
se presenta el procedimiento simplificado para la obtencién de la estructura cristalina a
partir de un patrén de difraccién de rayos X en polvo. En la seccién 3.3.3 se describe el
procedimiento utilizado para estudiar la estructura cristalina de las aleaciones cristalinas
Hgy_;CdzSe (x <0.5).

- Primero, se deben localizar los picos Bragg individuales en el patrén de difraccién,
asi como determinar su posicién e intensidad por medio del ajuste con cierta funcién

de pico (por ejemplo, una funcién Lorentziana), incluyendo la funcién de fondo.

- Segundo, se determina la simetria, contenido y pardmetros de la celda unidad utilizando

las posiciones de los picos.

- Tercero, se determina el grupo espacial y las coordenadas de los dtomos con las
intensidades de los picos.

- Por 1iltimo, se usa el patrén de difraccién completo para refinar todos los pardmetros

cristalogréficos y la funcién de los picos, incluyendo la funcién de fondo.
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3.3. Refinamiento de la Estructura Cristalina de Hg;_,Cd,Se

A pesar que en las investigaciones previas, ver seccién 3.3.1, en las cuales fue determinada
la estructura cristalina de Hg;_,Cd,Se como tipo zinc-blenda para x < 0.77, el analisis

exhaustivo de la difraccién de rayos X en polvo y andlisis Rietveld no ha sido reportado.

A continuacién se presentan los resultados experimentales de difraccion de rayos X en
polvo para las aleaciones cristalinas Hg;_,Cd,Se (z < 0.5), asi como el procesamiento y

discusidn de los mismos.

3.3.1. Antecedentes

Kalb y Leute (1971) determinaron experimentalmente que la estructura cristalina de
las aleaciones Hg(j_)Cd.Se depende de la fraccién molar de CdSe, es decir, depende de
z, ver figura 3.6. Para x < 0.77 la estructura cristalina es tipo Zinc-Blenda y para x > 0.81,
wurtzita, (Kalb y Leute, 1971; Whitsett et al., 1981). Para el rango 0.77 <z < 0.81 Kalb y
Leute (1971) reportaron la coexistencia de las estructuras zinc-blenda y wurtzita?. Nelson
et al. (1977) determinaron experimentalmente el diagrama de fase para Hg(;_.)Cd.Se,
figura 3.7, y encontraron que la estructura cristalina depende del proceso de enfriamiento
de la muestra, especialmente para z > 0.6. En la tabla 3.1 se muestran el grupo espacial y

los valores reportados para los pardametros de celda de Hgy_,Cd Se .

Tabla 3.1: Grupo espacial y constantes de red para Hg; ,Cd, Se .

z Grupo espacial ~ Constantes de celda Referencia
0.200 F43m a = 6.0830A4 Misico  (Cruceanu y Niculescu, 1965)
0.220 Fi3m a=6.0777A Masico (Kalb y Leute, 1971)
0.500 F43m a = 6.0790A Misico  (Cruceanu y Niculescu, 1965)
0.733 P63me e = 4.2504, ¢ = 6.9654 Pelicula (Weng y Cocivera, 1992)
0.800 P63me a = 4.3024, ¢ = 7.0184 Pelicula (Ben-Dor et al., 1984)
0.810 P63me o =4.3034, ¢ = 7.0194 Pelicula (Kalb y Leute, 1971)

Mientras el pardmetro de celda presenta una variacién no lineal para = > 0.6, figura 3.6,
la densidad de masa de Hg(; _,)Cd;Se varia linealmente respecto a x, como se muestra en
la figura 3.8.

2Por ejemplo, Ziborov et al. (1973) reporta estructura cibica para = < 0.8 y Borrisov et al. (1971), para
z < 0.79.
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Figura 3.6: Variacién de la constante de red ciibica de Hg(;_,)Cd;Se con respecto a la
fraccién molar de CdSe, z, (Kalb y Leute, 1971; Whitsett et al., 1981). Para z > 0.81, se
grafica v/2a, donde a es el pardmetro de la celda unitaria para la estructura wurtzita.
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Figura 3.7: Diagrama de fases para Hg(;_)Cd,Se. Los datos experimentales corresponden
a los puntos (oe). Las lineas corresponden a los cdlculos tedricos, (Nelson et al., 1977).
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3.3.2. Detalles Experimentales

Una pequena porcién de material, para cada fraccién molar de Cd, z, fue tomada de
cada muestra, pulverizada con un mortero de dgata y tamizada para obtener granos con
didmetros menores de 38um. El polvo obtenido, para cada muestra, fue montado en un
soporte especial (zero-background specimen holder) (Buhrke et al., 1998). Posteriormente,
los difractogramas de rayos X en polvo fueron medidos en el Grupo de Fisica de Nuevos
Materiales de la Universidad Nacional, Bogotd, Colombia, para cada muestra con un
difractémetro Panalytical X’pert operando en la geometria Bragg-Brentano. Los rayos X
se obtuvieron con un tubo de X-ray, la fuente de radiacién usada correspondié a la linea
Cu — K, con longitud de onda X = 1.5406 A operando a 40kV y 30mA. Se utilizé un filtro
de niquel y un detector ’Celerator para colectar los fotones difractados por la muestra. El
rango de medicién, 26, fue 10 — 100°, con pasos de 0.01°(26) y una velocidad de barrido de
27s/paso. Las medidas fueron realizadas en a temperatura ambiente (298K), ver figura 3.9.

Figura 3.8: Variacién de la densidad de masa de Hg(;_,)CdySe respecto a z. Figura
adaptada por (Whitsett et al., 1981) de Iwanowski, R. J (1975). Acta. Phys. Pol. A 47, 583.
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Figura 3.9: Difractogramas de rayos X en polvo de Hg, _.Cd_Se para z = 0.1,0.2,0.3,0.4

y 0.5.
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3.3.3. Procesamiento de los Datos

Los datos de difraccién de rayos X en polvo (XRPD) fueron procesados como se describe

a continuacién:

a Primero, se utilizé un programa de anélisis de datos en polvo para remover la linea
base (Sonneveld y Visser, 1975), suavizar el espectro (Saviztky y Golay, 1964) y
eliminar la componente K,, (Rachinger, 1948), también se usé el método de segunda
derivada para determinar la posicidn e intensidad de los maximos de cada difraccién

para cada reflexion.

» Segundo, las reflexiones de los difractogramas de rayos X se indexaron con el programa
DICVOLO06 (Lotier y Boultif, 2007) utilizando un error absoluto de 0.03°(260) en los

calculos.

» Tercero, los patrones de difraccién de rayos X en polvo fueron revisados con el
programa NBS*AIDS83 (Mighell et al., 1981) y se estimaron los valores iniciales de
los pardmetros de red para el refinamiento por el método de Rietveld.

» Cuarto, un método directo 3 fue utilizado para resolver la estructura cristalina a
partir de los datos de difraccién de rayos X en polvo, con ayuda del programa
EXPO2009 (Altomare et al., 2009). Para realizar este proceso, los difractogramas
fueron descompuestos y las intensidades fueron exiraidas utilizando el método de
LeBail. Las reflexiones de fase fueron obtenidas utilizando métodos directos que usan
el factor de estructura, |F(hkl)? (el médulo al cuadrado de la amplitud de estructura).

= Quinto, se calculo la transformada de Fourier del factor de estructura, (Altomare
et al., 2009).

= Por tltimo, los patrones de difraccién de rayos X fueron refinados utilizando el
programa MAUD (de las siglas inglesas de Materials Analysis Using Diffraction)
el cual estd basado en el método de Rietveld, (Rietveld, 1969) y anilisis de Fourier
utilizando una forma de picos del tipo pseudo-Voigt (Finger et al., 1994; Thompson
et al., 1987), empleando un procedimiento iterativo de minimizacién por minimos
cuadrados de los pardmetros residuales R, Rp ¥ Resp, (Young, 1993).

*Método directo en este caso quiere decir que se utilizaron los datos experimentales sin preprocesamiento.
*Lutterotti L. MAUD, Material Analysis using Diffraction, http://www.ing.unitn.it/-maud/.
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3.3.4. Resultados y Discusién

Los patrones de difraccién de las aleaciones cristalinas Hg;_,Cd,Se fueron procesados
como se describe en el item 3.3.3, figure 3.10. Los datos experimentales para cada fraccién
molar de Cd, z, se encuentran en el anexo B, tablas B.1 a B.6. En cada caso, todas las
reflexiones de Bragg fueron indexadas satisfactoriemante en una estructura cibica centrada
en las caras con grupo espacial F43m (No 216), el cual fue determinado con ayuda del
programa CHEKCELL {Laugier y Bochu, 2002).

Los parametros de celda calculados por el andlisis Rietveld se resumen en la tabla 3.3 y
las figuras de los refinamientos para cada fraccién molar se presentan en el anexo B, figuras
B.1 a B.6.

Se encontré una dependencia lineal de la fracciéon molar de cadmio, z, tanto para el

pardmetro de celda, a, como para la densidad de masa, p, ver figuras 3.11 y 3.12.

Figura 3.10: Indexacién de los difractogramas de rayos X en polvo de Hg;_,Cd,Se para
x=0.1,0.2,0.3,0.4 y 0.5.
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A partir del anélisis estructural se encontré que los dtomos de Hg y Cd ocupan las
posiciones de Wyckoff 4a (0,0,0) y los dtomos de Se, las posiciones 4b (1/4,1/4,1/4), con
niimeros de oxidacién de +2 para el Hg, +2 para el Cd y —2 para el Se. El anélisis de
los patrones de difraccién de rayos X sugiere una aleacidn sustitucional con factores de
ocupacién consistentes con las fracciones molares usadas en la preparacién de las muestras,
como se muestra en la tabla 3.2.

Tabla 3.2: Factores de ocupacién, F,,, factores de temperatura isotrépico, Biso[jlﬂ, y la
longitud de los enlaces, [[A], para las aleaciones cristalinas Hgy_,Cd,Se (z < 0.5).

Notas: * M se define como *M = {1—z}H g+ {2)Cd y los dngulos de enlace entre Se—*M —Se,
obtenidos para todos los valores de z, fueron 109.47(2)°.

F :x: Biso{Azj l[A]
x Hg Cd Se *M Se *M — Se
0.0 1.0 - 1.0 | 1.54(8) 0.78(7) | 2.6363(5)

0.1 ] 0.91(1) 0.09(1) 1.0 1.53(8) 0.78(8) | 2.6361(6)
0.2 0.78(2) 0.22(2) 1.0 | 1.54(7) 0.79(6) | 2.6353(6)
0.3 | 0.73(3) 0.27(3) 1.0 | 1.53(8) 0.80(7) | 2.6352(6)
0.4 | 0.62(2) 0.38(2) 1.0 | 155(7) 0.79(8) | 2.6351(6)
0.5 | 0.49(1) 0.51(1) 1.0 | 1.53(8) 0.77(7) | 2.6340(6)

Figura 3.11: Variacién del pardmetro de celda, efA], con la composicién, x, (Regla de
Vegard) obtenido a partir del andlisis de XRPD.
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3.4. Estudio Ab-Initio de Transiciones Estructurales en Hg,_.Cd,Se

Bajo Presion

La caracterizaciéon de un material comprende no sélo el estudio de sus propiedades a
presién y temperatura ambiente, sino también el estudio de algunas propiedades a altas
presiones y diferentes temperaturas. En esta seccién se presenta un estudio ab-initio de la
estructura cristalina de las aleaciones Hg; ,Cd,Se a diferentes presiones, realizado en el
marco de la teorfa del funcional de densidad (DFT®, Density Functional Theory) bajo la
aproximacién de la densidad local (LDA, Local Density Approzimation).

3.4.1. Antecedentes

En los semiconductores 1V, I1I-V y 11-V]I a medida que aumenta la presién ocurren
transiciones de fase a estructuras cristalinas de mayor simetria con un incremento en el
niimero de coordinacién: coordinacién cuatro (estructuras diamente, wurtzita o zincblenda)
— coordinacién seis (estructura NaCl y 8 — Sn) — coordinacién ocho (hexagonal simple)
— coordinacién ocho con seis segundos vecinos mis cercanos {estructura cibica centrada
en el cuerpo, bbe, o CsCl) o coordinacién doce (estructura cibica centrada en las caras,

fce, o estructura hexagonal compacta), (Nelmes y McMahon, 1998). Las propiedades fisicas

°En el apéndice C se presenta una breve introduccién a la teorfa del funcional de densidad (DFT).

Figura 3.12: Variacidn de la densidad de masa, p[g/cm?®], con la composicién, z, obtenida a
partir del anslisis de XRPD.

8.4 T v T T v v v v T
©  Datos experimentales.

8.2 —pl0)=-255x +B.2g/em’] |
=10

o lgr/em?]
P
®

68 ) N ) N ) N L L N
0 085 01 015 D2 02 03 035 04 04 05

x, fraccidn molar de Cd



43

Capitulo 3. Estructura Cristolina

89°1 zT1 96'T €91 7Tl DAl X
21e L0°¢ 66C 86°C 20°€ gT'e aroy
97 187 oLy 08'v 187 VLY gy
A" yLe 8¢ 88'F VL€ 6LV ™y
69 072 9p°L 122 162 £2'8 (551
(912 ON) wehd Teroedse odnir)
1 v/
(%)60°92¢ (8)L8°52C (8)19°922 (v)2reze (e)egsee  (£)89'sze g% A
(£)0g809 (z)ge80'9 (2)6580°9 (€)0980°9 (z)62809  (2)e880°9 yl»
9h'GET 8T FhT 01°€5% 16°192 £L°0LC 0962z [55-] Temosjow oseg
95U a8V OppY0b  agtlpni06y  agTlpnf0fy  aglOpnb06y  2gbp  Ie[noojoul R[NULIO]
g0 v'0 £0 z0 10 00 T

(g0 S z) 98%p T~ 16 ‘[oA19Ty 0Po1RW [& Iod ojusTHIRUYSI [Op so[[e19(] :¢'€ ®B[qB],



Capitulo 3. Estructura Cristalina 44

y quimicas de los semiconductores cambian con la presién debido a la modificacién de
su estructura cristalina. Estos cambios en la estructura cristalina estan relacionados con
alteraciones en los enlaces entre los diferentes Atomos y en las funciones de ondas de los
electrones dentro del cristal. Un cambio importante es la transformaciéon en metal, que para
HgSe ocurre alrededor de 28GPa y estd asociada con el grupo espacial Cmem, (Nelmes
et al., 1997; Ohtani et al., 1982). Por otra lado, basados en una extrapolacién de medidas
de brecha de energia, utilizando absorcién dptica, (Cervantes et al., 1996) predijeron que el
C'dSe se transforma en metal cerca de los 180GPa. Un estudio resiente de la resistividad
eléctrica de C'dSe bajo presion, a diferentes temperatura, sugiere que la metalizacién puede
ocurrir en el rango 70-100 GPa (He et al., 2008). La estructura cristalina para el CdSe
metal podria ser CsCl, estructura predicha para presiones mayores a 94 GPa por (Zakharov
et al., 1995) por medio de cdlculos basados en pseudpotenciales.

A temperatura ambiente y presion atmosiérica, las aleaciones Hg;_,Cd;Se tienen una
estructura cristalina zincblenda o wurtzita, dependiendo de la fraccién molar de cadmio, z,
ver seccién 3.3. Para x = 1, bajo condiciones ambientales normales, el seleniuro de cadmio,
CdSe, puede estar en una estructura cristalina tipo wurtzita (a = 429994 y ¢ = 7.0109;1)
o una zincblenda metaestable® (a = 6.0524), mientras que para z = 0, el seleniuro de
mercurio, HgSe, bajo las mismas condiciones, presenta una estructura cristalina zinblenda
(a = 6.0844), (Nelmes y McMahon, 1998). Cuando estos binarios son sometidos a presién,
las estructuras cristalinas més importantes que pueden tomar son: zincblenda, wurtzita,
NaCl y cinabrio, (Nelmes y McMahon, 1998).

En el CdSe, la transiciéon entre wurtzita y NaCl tiene lugar a través de una fase
intermedia con estructura cristalina h — MO, que tiene la forma como un nido de abejas
apilado (honeycomb-stacket, HS). Esta fase intermedia fue propuesta por (Shimojo et al.,
2004) y ha sido confirmada por estudios de dindmica molecular metaestable, (Bealing
et al., 2009). Por otra parte, la transicién zincblenda a NaCl toma lugar a través de una
transicidn de estado de simetria Pmm?2, propuesta por primera vez por medio de un estudio
de dindmica molecular, (Catti, 2001, 2002). El estado intermedio con simetria P2mm2 es
universal para todos los compuestos semiconductores con transicion zincblenda a NaCl,
(Miao y Lambrecht, 2005). En HgSe bajo presién ha sido identificada una fase intermedia
en la transicién entre zincblenda y cinabrio con grupo espacial C222;,(McMahon et al.,
1996), la cual ocurre debido a la lentitud en la transformacién de zincblenda a cinabrio, por
lo cual esta fase es llamada ‘‘oculta’.

Estudios de la resistividad eléctrica para z < 0.115 a altas presiones sugieren una

SEl CdSe en estructura zincblenda se puede obtener por crecimiento apitaxial de haz molecular (MBE),
(Samarth et al., 1989).
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transicién de zincblenda a cinabrio a 1.2 GPa, (Shchennikov et al., 1980). Para presiones
entre 2-3 GPa, con z > 0.115, se ha encontrado otra transicién de fase que dependiendo de x
corresponde a una transicién de zincblenda a cinabrio o wurtzita a NaCl y entre 10-15 GPa
ocurre otro cambio de fase a una estructura cristalina NaCl, (Tsidil’kovskii et al., 1985).
Estudios de propiedades eléctricas sugieren que la transformacién de semiconductor a metal
para z < 0.5 tiene lugar entre 21-25 GPa, (TsidiVkovskii et al., 1985), que corresponde con
una. estructura cristalina NaCl desordenada la cual podria ser la estructura cristobalita 7.
(Tsidil’kovskii et al., 1985) sugiere que la transicién a metal asociada a la estructura NaCl
por (Huang y Ruoff, 1983, 1985) no es consistente los resultados experimentales de (Ohtani
et al., 1982) quienes encontraron que la fase metalica para HgSe ocurre mss alld de 15.5
GPa. Es posible que la fase metdlica se forme en la transicidn de NaCl a Cmem que ocurre
a 28 GPa en HgSe, (Nelmes et al., 1997).

En las tablas 3.4 y 3.5 se presentan algunos resultados teéricos y experimentales de
transiciones de fase en CdSe y HgSe, respectivamente. Mas detales de las transiciones de
fase de semiconductores IV, II-VI y III-V son presentados en los tomos 54 y 55 de la serie
Semiconductors and Semimetals, (Paul et al., 1998; Suski et al., 1998).

3.4.2. Detalles Teoricos

En esta seccion se presentan los resultados del estudio ab-initio de la estabilidad
estructural de las aleaciones Hg;_,Cd,Se sometidas a altas presiones. En este estudio sélo
se consideraron las estructuras cristalina: zincblenda (Zb), wurtzita (Wz), cinabrio (Cb) y
NaCl (Rs). La estructura zincblenda® (Zb) est4 asociada al grupo espacial #'43m y tiene
dos 4tomos por celda unidad, los cuales ocupan las posiciones de Wyckoff %: 4a (0,0,0)
para los dtomos M y 4c (4,1, 1) para Se. La estructura NaC1'® (Rs) estd asociada con el
grupo espacial £m3m y también tiene dos 4tomos por celda unidad cuyas posiciones de
Wyckoff son: 4a (0,0,0) para los dtomos M y 4b (%, %, %) para Se. La estructura wurtzitall
(Wz) estd asociada al grupo espacial P6zme y es una estructura formada por dos celdas
hexagonales compactas separadas una distancia u entre si (u es el pardmetro interno de la
estructura Wz); esta estructura y tiene cuatro atomos por celda unidad, los cuales ocupan

"Correspondencia privada con Dr. Prof. Viadimir V. Shehennikov.

8Ver http://cst-www.nrl.navy.mil/lattice/struk/b3. html

?Las posiciones de Wyckoff corresponden a los sitios de simetria que ocupan los 4tomos en la estructura
cristalina. Los valores dados entre paréntesis corresponden a la posicién, normalizada por los pardmetros de
celda, del 4tomo en la celda del espacio directo. M = zCd + (1 — z)}Hg es la fraccién (sustitucién) de los
atomos de Cd y Hg.

"*Ver http://cst-www.nrl.navy.mil/lattice/struk/b1.html

' Ver http://cst-www.nrl.navy.mil/lattice/struk/b4. html
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las posiciones de Wyckoff: 2b (%, %,O), 2b (%, %,%), para M y 2b (%,%,u), 2b (%, %, % + 'u,),
para Se. La estructura cinabrio !> (Cb) esta asociada al grupo espacial P3,21 y tiene
dos parametros internos: v y v; esta estructura tiene seis 4tomos por celda unidad los
cuales ocupan las pociones de Wickoff: 3a (u,O, g), 3a (0, u, %), 3a (—u, —u,0), para M y
3b (1;,0, %), 3b (O,v, %), 3b (——v, -, %), para Se.

Este estudio fue realizado en el marco de la teoria del funcional de densidad (DFT),
(Hohenberg y Kohn, 1964), implementada con la ayuda del cédigo ABINIT, (Gonze et al.,
2002), utilizando la aproximacién de la densidad local (LDA), (Ceperley y Alder, 1980;
Kown y Sham, 1965), ver apéndice C. En la implementacién de DFT en ABINIT se utilizan
ondas planas y una aproximacién de pseudopotenciales’® que conservan la norma (norm-
conserving pseudopotential) para el potencial de los iones, asi como una parametrizacién de
Teter-Padé para calcular la contribucién de intercambio y correlacién, (Goedecker et al.,
1996). Para todos los cdlculos se utilizaron los pseudopotenciales de Hartwigsen-Goedecker-
Hutter (HGH), (Hartwigsen et al., 1998) y ta aproximacidn de cristal virtual para obtener
un pseudopotencial mezclado (alquimico) con una proporcién de z de cadmio y (1 — z) de
mercurio.

El nlimero de ondas planas empleado en la descripcién de cada sistema cuantico que
permitiera garantizar una relajacién para los parametros de celda cuando el cristal es
sometido a altas presiones, se limité con una energia de corte de 60 Ha (1632.7 eV) para la
energia cinética y una dispersién de 0.5 Ha (13.6 ¢V) en concordancia con el método descrito
por (Bernasconi et al., 1995). Adicionalmente, debido al comportamiento semimetélico de
las aleaciones Hg;_,Cd,Se para valores pequeiios de z, se consideré un ensanchamiento
de 1073 Ha en los nimeros de ocupacion con el fin de garantizar la convergencia de los
célculos.

Para describir todas las cantidades electrénicas dentro de la zona de Brillouin se
utilizé una red de Monkhorst-Pack !* de 8 x 8 x 8 para las estructuras Zb v Rs, 8 x 8 x 4,
para Wz y 6 x 6 x 3 para Cb.

La energia y el volumen de la celda unidad para cada una de las cuatro estructuras en
estudio fueron calculadas para nueve presiones hidrostéticas entre -6GPa y 6GPa. Once
fracciones molares de Hg,_;Cd;Se , comenzando desde x = 0.0 con incrementos de 0.1,
fueron utilizadas en este estudio.

Para finalizar, se utiliz6 la ecuacién de estado de Murnagahan, (Murnaghan, 1937), para

2Ver http://cst-www.nrl .navy.mil/lattice/struk/b9.html

*Ver definicién de pseudopotenciales en ol la seccién C.3.

4Una red de Monkhorst-Pack corresponde a un conjunto de puntos uniformemente distribuidos en la red
reciproca que minimizan el tiempo de cémputo para calcular integrales en la zona de Brillouin. Estos puntos
en la red reciproca aprovechan la simetria de la red, (Monkhorst y Pack, 1976).
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interpretar los resultados obtenidos y calcular la entalpia por dtomo para cada estructura
cristalina. La ecuacién de estado de Murnaghan describe la relacién entre la energia, el

volumen y la presién para un sélido a una temperatura constante:

Bo |l (Vo By
P(V):E{(V) —1} (3.16)
By
BV | (32) BoVo
(V) = By + —— | VL " bl 3.17
BOV) = Byt T |y H1 - gy (3.17)
P
B =~V (—) (3.18)
v ),
B = (g—g)T (3.19)

Dénde B es el médulo de compresibilidad volumétrica, By = B(P =0), By, el médulo
de compresibilidad derivativo de presidén, V4 = V{P =0) y 1', la temperatura del sistema.
La entalpia, H, estd determinada por la energia, &, la presién, P y el volumen, V, del

sisterna.
H=E-PV (3.20)

3.4.3. Resultados y Discusién

En las figuras 3.13 a 3.16 se presentan la energia por dtomo como funcién del volumen
de la celda unidad para las diferentes estructuras y cuatro fracciones molares. Las lineas
sélidas corresponden a la ecuacién de estado de Murnaghan.

La menor energia se puede asociar con una mayor estabilidad estructural. Cuando
¢l volumen es grande la estructura con menor energia es Zb, a medida que disminuye el
volumen (aumenta la presidn) la estructura Wz tiene una menor energia que la Zb. Cuando
el volumen es menor de ~ 24{43 /atomo| domina la estructura Cb y para el menor volumen
(la mayor presién) la estructura mas estable es la Rs. La estructura Wz se esperaria que
fuese més estable para valores de z > 0.86, sin embargo, la energia menor para Zb que
para Wz, a las presiones mds bajas (mayor volumen), se mantiene para todas las fracciones
molares estudiadas, incluyendo CdSe (x = 1.0). Se debe resaltar que la diferencia observada
entre la energia para Zb y Wz es menor de 14fmeV} (~ 1mRy/atomo) que es el orden
del error tipico para los cdlculos LDA, (Benkhettou et al., 2004). En consecuencia, las
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Figura 3.13: Curvas de energia total versus volumen para las estructuras zincblenda (Zb),
wurtzita (Wz), cinabrio (Cb) y NaCl (Rs) de Hgy_;Cd;Se , x = 0.0, sometido a altas
presion.

B ¥ T T T T T T mesim
=

Wz (x=000}

. ch=00m

Rs (x =0.00)

94 2

]
&

Energfa Total [eV/atomo]
58
T T

G861

b

1 1

saa68 1
Volumen [A%/atomo)

Figura 3.14: Curvas de energia total versus volumen para las estructuras zincblenda (Zb),
wurtzita (Wz), cinabrio (Cb) y NaCl {Rs) de Hg;_,Cd,Se , z = 0.5, sometido a altas
presion.
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Figura 3.15: Curvas de energia total versus volumen para las estructuras zincblenda (Zb),
wurtzita (Wz), cinabrio (Cb) y NaCl (Rs) de Hg_,Cd;Se , z = 0.6, sometido a altas
presion.
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Figura 3.16: Curvas de energia total versus volumen para las estructuras zincblenda (Zb),
wurtzita (Wz), cinabrio (Cb) y NaCl (Rs) de Hgy ,Cd,Se , z = 1.0, sometido a altas

presion.
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curvas de energia por dtomo versus el volumen sugieren la siguiente secuencia de estructuras
cristalinas estables a medida que aumenta la presién: Zb {(Wz} — Cb — Rs, para z < 0.5,
de manera similar a lo reportado para HgSe, ver tabla 3.5. Para z > 0.6 la secuencia
sugerida es Zb (Wz) — Rs.

Las presiones de transicién asociadas a los cambios de fase entre las diferentes estructuras
se obtienen del andlisis de la variacién de la entalpia con la presién. En las figuras 3.17 a
3.20 se muestra la entalpia versus la presién para diferentes fracciones molares de cadmio,
calculadas con la ecuacién de estado de Murnaghan, (Murnaghan, 1937). Dado que la
diferencia entre Hgp— Hzy y Hrs — Hzp es menor de 14[meV| (~ IlmRy/atomo), los valores
calculados estan dentro del limite del error de cilculo de energia para LDA, por lo cual no
es posible discernir el cambio de fase entre Cb y Rs. Por ejemplo, para HgSe (z = 0.0) se
podria suponer que entre 1.86 GPa y 2.09 GPa ocurre un cambio de fase a una coexistencia
entre las estructuras Cb y Rs pero no se puede concluir que ocurre una o la otra transicion
con sélo los valores tedricos, a pesar que la presion de transicién de Zb a Cb obtenida para
HgSe (2.09 GPa) concuerda con la presién reportada para experimentos ADX (2.25 GPa),
(McMahon et al., 1996). Para poder dilucidar el cambio de fase Cb a Rs seria necesario
repetir los cdlculos para las estructuras Cb y Rs con pardmetros de convergencia més
estrictos, lo cual supondria un considerable aumento en el tiempo de cilculo!®,

Tomando en cuenta que los experimentos sugieren la transiciéon Zb — Cb a 2.25 GPa
para HgSe, (McMahon et al., 1996), es conveniente hacer algunos comentarios sobre la
variacién de la presién de transicién (Zb — Cb) con la fraccién molar de cadmio, figura
3.21. La presién de transicién, P,, no muestra un comportamiento creciente monétono a
medida que aumenta la fraccién molar de cadmio, z, por el comrario, tiene un maximo
alrededor de = = 0.6 y luego disminuye. Una mayor presién de transicién para un mismo
cambio de fase puede ser asociada con una mayor estabilidad en la estructura inicial, la cual
no cambia sino hasta después de someter el cristal a una alta presién. Es de resaltar que la
mayor presioén de transicion se presenta alrededor de z = 0.6, fraccién molar para la cual
los experimentos a temperatura ambiente y presién atmosférica sugieren una estructura Zb,
(Kalb y Leute, 1971; Whitsett et al., 1981).

15E] tiempo de célculo para obtener las energfas y volimenes para una fraccién molar (de las once
estudiadas), z, con estructura cristalina Cb, dura alrededor de 1774 horas (~ 74 dfas). Si se utilizan ocho
procesadores el tiempo se reduce a 222 horas (~ 9 dias), para una fraccién molar.



Capitulo 3. FEstructura Cristaline 53

Figura 3.17: Curvas de entalpia por atomo versus la presién para Hg,_,Cd,Se , z = 0.0.
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Figura 3.18: Curvas de entalpia por dtomo versus la presién para Hg; ,Cd;Se , x = 0.5.

0.03 e

0.02}

001+

 Heg-Hyy. P, = 2.96 GPa (x

=05

v Hog -Hgy P = 3,41 GPa (x = D.5)

Entalpfa [eV]
o}

=]
o
2
By

02} i
‘\\
N RS
003 1 L 1 1 L X e 1 i \\'\A
’ 26 28 3 32 34 36 38 4 42 44

Presién [GPa)



Capitulo 3. Estructura Cristeline 54

Figura 3.19: Curvas de entalpia por dtomo versus la presién para Hg;_.Cd,Se , x = 0.6.
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Figura 3.20: Curvas de entalpia por dtomo versus la presién para Hg; ,Cd,Se , z = 1.0.
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Figura 3.21: Presién de transicién {Zb — Cb) versus la fraccién molar de cadmio en
Hg,_,Cd,Se sometido a altas presiones.
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Capitulo 4

Estructura de Bandas Electronicas

La estructura de bandas electrénicas para un semiconductor es una gréfica de la energia
de los electrones dentro del semiconductor como funcién del niimero de onda,(Yu y Cardona,
2005). La energia de los electrones dentro del semiconductor corresponde a los diferentes
valores propios para el operador de Hamilton que describe a los electrones dentro del
semiconductor.

El procedimiento para estudiar la estructura de bandas de un semiconductor consiste
en plantear el Hamiltoniano para el sistema de muchas particulas, utilizar propiedades
de simetria de la estructura cristalina del semiconductor y algunas aproximaciones para
simplificar el Hamiltoniano, y por iltimo, valerse de un método para calcular los valores
propios del Hamiltoniano simplificado. A continuacién se presenta una descripcién resumida
del procedimiento para calcular la estructura de bandas electrénicas de un semiconductor
utilizando el método k-p asi como una breve descripcién de las singularidades de Van
Hove y la espectroscopia de Electro-Modulacién. Por ultimo, se presenta un estudio tedrico

(ab-initio) y experimental de la estructura de bandas electrénicas de Hg;_,Cd,Se .

4.1. Generalidades

El Hamiltoniano para un cristal perfecto estd dado por:

B2 " ZiZye
H= Z 2m; +zj: 2M; t ZJ: 47(6(,{R, R il Z 4’«'{'69 I — Z 47?60(?% — Tyl

>3 zf>z
(4.1)

Donde:

56
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p; es el operador momentum para el electrén ¢
P; es el operador momentum para el nicleo j
m; es la masa del electrén
M; es la masa del nicleo j

Z; es el nimero atémico del niicleo j

La solucién del anterior Hamiltoniano es practicamente imposible si no se realizan
algunas simplificaciones. Esto se debe al gran nimero de términos del mismo ain para
los casos mas sencillos. Por ejemplo, en un semiconductor la densidad de portadores es
superior a 10239—’-"5;—’;1%"—83 y los niicleos asociados a esos portadores también corresponden a
una cantidad muy grande. La solucién del Hamiltoniano seria equivalente a diagonalizar
una matriz de mas de 10?3 filas y columnas, lo cual es un trabajo muy laborioso, en el caso
de ser posible. Por esta razén, es necesario recurrir a algunas aproximaciones y utilizar las
propiedades de simetria del cristal y de esta manera simplificar el Hamiltoniano.

4.1.1. Electrones de Valencia y Electrones del Nicleo

La primera aproximacidon consiste en dividir los electrones en dos grupos: electrones de
valencia y electrones del nicleo. Los electrones del niicleo corresponden a aquellos electrones
en los orbitales completamente llenos. Por ejemplo, los orbitales 1s%,25%y2p% para el silicio
estdn completamente llenos. Estos electrones estan localizados muy cerca del niicleo, por lo
tanto, se pueden agrupar junto con este y asi formar el llamado ion (es decir, el nicleo con
los electrones de los orbitales completamente llenos). Los electrones de valencia corresponden

a los electrones més alejados del niicleo y forman orbitales parcialmente llenos.

4.1.2. Aproximacién de Born-Oppenheimer

Antes de describir la aproximacién de Born-Oppenheimer es conveniente estudiar un
modelo de ondas estacionarias. Consideremos dos ondas estacionarias arménicas, una con
frecuencia f y la otra con frecuencia f,. Supongamos que f; = af; donde a > 1, por
ejemplo, a = 100. Supongamos que nos “montamos” en una cresta de la onda con frecuencia
J1 Yy queremos observar la trayectoria descrita por la onda con frecuencia f,. El observador
“montado” en la cresta de la onda con frecuencia f; observaria una trayectoria similar a
la mostrada en la figura 4.1. Es necesario aclarar que en la figura 4.1 se muestran las dos
trayectorias espacio-temporales para poder luego utilizar este modelo en la descripcién de
la aproximacién de Born-Oppenheimer.



Capitulo {. Fsiructura de Bandas Electronicas

58

Figura 4.1: Ondas estacionarias, primera figura
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Por otro lado, si el observador se “monta” en la onda con frecuencia f; observaria una
trayectoria espacio-temporal similar a la presentada en la Figura 4.2.

Es de resaltar que para el primer caso, el observador notard que la onda con frecuencia
J2 se mueve rdpidamente. Por lo tanto, dicho observador puede predecir que en promedio
la otra onda est4 alrededor de cero. Para el segundo caso, el observador percibe que la otra

onda estd pricticamente en reposo y puede decir que se encuentra en la posicién 1.5.

La aproximacién de Born-Oppenheimer se basa en el hecho que los nicleos son mucho
més pesados que los electrones, por lo tanto, su movimiento serd mds lento. La frecuencia a
la cual oscilan los niicleos alrededor de su posicién de equilibrio en un cristal es del orden
de 10" H z, mientras la frecuencia de movimiento de los electrones en un semiconductor con
brecha de energia del orden de 1eV es del orden de 10'5 Hz, (Yu y Cardona, 2005, pag. 19).
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Ahora se pueden utilizar las figuras anteriores para comprender mejor la aproximacién
de Born-Oppenheimer. La perspectiva del movimiento de un electrén para un niicleo puede
ser modelada cualitativamente por la figura 4.1 mientras que la perspectiva de movimiento
de un nicleo, para un electrén, se podria modelar cualitativamente por la Figura 4.2.

En consecuencia, se puede considerar que los electrones se mueven en un campo formado
por los miicleos fijos. Desde la perspectiva de los niicleos, los electrones se mueven alrededor
de una posicién de equilibrio, por lo tanto, se pueden modelar con un Hamiltoniano
promedio.

De acuerdo a lo anterior, y teniendo en cuenta la primera aproximacidn, el Hamiltoniano

del cristal se puede dividir en tres Hamiltonianos:

H = Hipnes(R;) + Ho(7s, Rjo) + He—ion(7:, 6 Rjo) (4.2)

Donde:

Hmes(l-éj) es el Hamiltoniano para los iones formados por los niicleos y los electrones del
nucleo. Este Hamiltoniano describe el movimiento de los iones bajo la influencia de un
potencial iénico mds el potencial electrénico adiabitico promedio.

He_m(ﬁ,éﬁjg) es el Hamiltoniano que describe la interaccién electrén-fonén. Este
Hamiltoniano describe los cambios en la energia electrénica debido al movimiento de los
iones de su posicién de equilibrio.

H. (7, ﬁjo) es el Hamiltoniano electrénico. Este Hamiltoniano describe el movimiento
de los electrones dentro del cristal.

Para el cdlculo de la estructura de bandas es necesario resolver el Hamiltoniano elec-

trénico, el cual estd dado por la ecuacién (4.3).

3 A ' e Z;e?
H(7;, Rjo) = ks —— — a— 4.3
(7% Byo) ; 2m; ; Ameg|T; — 7yl ‘2; dmep|; — Ryl (#3)

¥>3

4.1.3. Aproximacién de Campo Promedio

Con la aproximacién de Born-Oppenheimer se simplifico el Hamiltoniano del cristal y
se pudo separar en tres partes, de las cuales una de ellas permite calcular la estructura de
bandas electrénicas del cristal. Sin embargo, la solucién H.(7;, R}g) para un semiconductor,
con densidad de carga electrénica mayor a 10?35'-‘%, sigue siendo un trabajo formidable,
por no decir que pricticamente imposible.

El Hamiltoniano electrénico se puede simplificar considerablemente suponiendo que

cada electrén se mueve en un campo promedio formado por los otros electrones y el nicleo.
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Esto quiere decir que en vez de solucionar la ecuacién para todos los electrones del cristal,
se resuelve la ecuacién para un electrén en la cual se incluye la interaccion con los demés
electrones y el nicleo como un potencial promedio V(7). Al Hamiltoniano obtenido con
esta aproximacién se conoce como Hamiltoniano para un electrén, Hy,, (4.4) y la ecuacién

de Schrédinger para un electrén estard dada por (4.5)

2

Hyo = -2% + V(7 (4.4)
Hleq)n(ﬁ) = Enq)n(fi) (45)

Donde ®,(7}) y E, son, respectivamente, la funcién de onda y la energia del electréon
para el estado de energia etiquetado por n.

El calculo de las energias electrénicas ki, para un electrén en un cristal se soluciona en
dos pasos: primero, se determina el potencial V(7), y segundo, se soluciona la ecuacién de

Schrodinger para un electrén dentro de un cristal aprovechando la simetria del mismo.

4.1.4. Consecuencias de la Simetria del Cristal

Si se ignoran todas las operaciones del grupo puntual y sdlo se consideran las operaciones
de traslacion para un cristal, las funciones de onda electrénicas se transforman de la siguiente
manera. Sea {¢|7,} el operador de traslacién del grupo espacial de un determinado cristal y
Yi(7) la funcién de onda electrénica, donde k corresponde al vector de onda asociado a
la funcién de onda electrénica. Entonces, por definicién, al aplicar el operador traslacién
a la funcién de onda, se debe obtener la funcién de onda desplazada en una cantidad

proporcional al operador traslacién:

{elmm}von(r) = ¥u(7 + ) (4.6)

Como el operador traslacién, {|7,,}, forma un grupo Abeliano, entonces, el resultado
de aplicar el operador {€|7,} sobre la funcién de onda es que dicha funcién de onda queda
multiplicada por el cardcter de la representacién unidimensional dado por e7277/N donde, ~y
es la representacién y N la dimensién del grupo espacial, (4.7). Dado que el grupo espacial
{e|7} se puede descomponer en tres grupos, (4.8), cada uno de los cuales representa la
traslacion en una de las direcciones de la celda primitiva, entonces, la representacién del

grupo traslacién toma la forma (4.9) .

V(7 + 7)) = P(F)ed 2N (4.7)
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{e|m} = {elmar} + {e|n2a2} + {e|nzaz} (4.8)

ej27r'ny - ej21('7)/N1 ej‘Zw'yg/Nz ej21\"y:,/N;‘ (49)

La representacién en cada orientacion estard determinada por el nimero de onda en la

misma direccion:

a=1,2,3 (4.10)

Donde L, es la longitud del cristal en la direccién d, y |Eaa[ =k- I%:T . La longitud del
cristal en una determinada direccién est4 relacionada por (4.11) con la dimeunsién del grupo

espacial en tal direccién, por lo tanto, v,/IN, se puede expresar como (4.12).

La = IaaiNa (411)
;j—‘; = nalka, ||Gal (4.12)

Si se reemplaza (4.12) en (4.9) y luego en (4.7) se obtiene:

(P4 ) = eI lir IR, | pinaldz||Ray | pinal@sl|Fay | (4.13)

Pero,
, 3. . 3 L & 3 .
o7 = 3 F nada = 3l (F ) = omaldallid 20

Al reemplazar (4.14) en (4.13) se obtiene (4.15). La ecuacién {4.15) se puede escribir de
manera mas general como se indica en la ecuacién (4.16), conocida como teorema de Bloch.

En (4.16), ux(™) es una funcién periédica que contiene la simetria del cristal.

UR(F+ 7o) = 5y () (4.15)

Yr(F + ) = € Tug(7) (4.16)

El teorema de Bloch implica que la solucién de la ecuacién de Schrédinger para un
electrén dentro de un cristal se puede expresar como una combinacién lineal de ondas

planas:
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Suk(71) = Y Cute® Tuns(7) (4.17)
k

4.1.5. Descripcién Simplificada del Método k-p

Si en la ecuacién de Schrodinger para un electrén, (4.5), se reemplaza la funcién de
onda de Bloch, (4.16) se obtiene:

(24 V)] 0ust) = s (1.18)
P’ P i
[% + V(ﬁ)} e Tug(r) = Enke” "ug(r) (4.19)
ﬁz_ Py oy KA _ k-7
[Zm] FPur(7) + V()T ur(F) = BTy (7) (4.20)

Pero p'= —(ifﬁ'ﬂ) yp:= ~(z’fiﬁﬁ.) - (z’ﬁﬁ;‘.), entonces:

_ (ihVg)
2m

. [(Zﬁﬁﬁ) (ei"?unk)] + Ve’:‘funk = Enkeﬂ’ Ut (4.21)

‘h‘/ﬁ". L. = —a - - -,
_@ 2mr,) . [e T(ihV e, Y + unk(i}ivﬁ)ekq] FVF Ty — BeFTune (4.22)

B2 Loz . - - - -
o [—2ke’” - (AV ) tng + e"'TV2,:iu,,,k + k2ek"’unk] + Ve Tuy = Eope® T une  (4.23)

Pero p' = ““(ihﬁﬁ) y V2 = p?, entonces,

1 - . £ £
—eF7 (p2 +2hk - P+ h2k2) Uk + VEE Tupy, = EppeF Tun (4.24)

2m

Al factorizar €7 en (4.24) se obtiene (4.25). Para garantizar que la ecuacién (4.25) se

satisfaga de manera general, entonces se debe cumplir (4.26).

~_T1 .
s [%— (p2 +2hk g+ ﬁ2k2) Upk + Vung — Enkunk} =0 (4.25)
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o (V% 4 20K 5 B2t Vs = B (4.26)

Para cada punto del espacio reciproco se puede resolver la ecuacién (4.26) reemplazando
el respectivo valor de k. Un punto de marcada importancia en el espacio reciproco es el
punto de alta simetria T el cual se presenta en k = 0. Para I' la ecuacién (4.26) toma la

siguiente forma:

2
(—1-7— + V) Ung = Linktng (4.27)
2m

La ecuacién (4.27) puede ser resuelta de manera més simple que (4.26) y de ella se
pueden calcular tanto las funciones wu,g(7;) como los auto valores de energia, F,;. Una
vez se tienen las funciones un(7;) y los valores propios Ky, se puede utilizar la teoria de
perturbaciones para resolver otros valores de k. Esto es posible debido a que wu,o(7;) forma
un conjunto completo de funciones base ortogonales. Para aplicar la teoria de perturbaciones
se toma, al término %E - P como término perturbativo. El término %, por ser una constante,
solo introduce un nivel de referencia. en los valores de energia, por lo tanto, este valor se
puede extraer de la ecuacidn y se agrega directamente en la energia total al finalizar los

célculos, como se indica en (4.99).

A este método para calcular la estructura de bandas a partir de la ecuacién para un
electrén utilizando las funciones de Bloch como funciones de onda para los electrones dentro
del cristal para el caso k=0 Y posteriormente utilizar la teoria de perturbaciones para

extender el resultado a otros valores de k # 0 se le conoce como el método k - 7.

4.2. Singularidades de Van Hove y Espectroscopia de Electro-

Modulacién

A continuacién se estudiara la funcién dieléctrica del cristal, las singularidades de Van
Hove y su efecto en la probabilidad de transicién electrénica, para ello se hara uso de
una descripcién simplificada de la teoria semicldsica de la funcién dieléctrica. Ademaés,
se estudiars el efecto de un campo eléctrico externo sobre la funcién dieléctrica, efecto
Franz-Keldysh, para introducir la espectroscopia de electromodulacién. Por altimo, se
describe la espectroscopia de fotorreflectancia, técnica experimental por medio de la cual se

pueden estudiar las singularidades de Van Hove.
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4.2,1. Teoria Semiclasica de la Funcién Dieléctrica

Para estudiar la interaccién de la radiacién electromagnética con los electrones dentro de
un cristal, se derivard la expresién para el Hamiltoniano que describe la interaccién de una
onda electromagnética (perspectiva cldsica) con una onda de Block electrénica (perspectiva
cuéntica para describir los electrones en un cristal). Después se derivard la expresion para
la permisividad eléctrica a partir de la regla de oro de Fermi y se estudiars el efecto de las
singularidades de Van Hove sobre la, funcion dieléctrica.

Sea una onda electromagnética que incide sobre un cristal semiconductor. Supongamos
que esta onda electromagnética cumple con el gauge de Coulomb, es decir, p =0y V-d=0
donde ¢ es el potencial eléctrico y Ael potencial vector. Entonces, el potencial vector se

puede definir como:

A= Agé (4.28)

En el gauge de Coulomb el campo eléctrico, é, y el magnético, B, estan relacionados

por:

€=—>- (4.29)
B=VxA (4.30)
Por lo tanto,
% (4.31)
2|kie

Donde € es la magnitud del campo eléctrico, k y w, el vector de onda y la frecuencia
neperiana de la onda electromagnética, respectivamente; y ¢ , la velocidad de la luz en el

vacio. El vector potencial y el campo eléctrico apuntan hacia la misma direccién y sentido,

2

_‘I R

a =
|
Por el principio de correspondencia, es posible escribir el Hamiltoniano cuantico que

describe el movimiento de un electrén en un campo electromagnético externo reemplazando

el operador momentum en el Hamiltoniano para un electrén, (4.4), por el momentum

conjugado, P+ e—f—, (Yu y Cardona, 2005, pag. 256).

—+12
1], eA
P+ 4V (4.32)

" om

H
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Como A y p son operadores, cuando éstos actilan sobre una funcién cualquiera, v,
se cumple (4.33). Teniendo en cuenta que el gauge de Coulomb implica que 7 - A=
—(éhVz,) - A = 0, entonces, (4.33) se puede simplificar, (4.34). La ecuacién (4.34) implica
que los operadores p'y A conmutan. Ademss, la magnitud al cuadrado del momentum

conjugado se puede expresar como (4.35) .

(B Ay = A- (B + (- Ay (4.33)
F- Ay = A (py) (4.34)
A.2

N R Ay

P+ —| =P +2-4- 5+ 514 (4.35)

Reemplazando (4.35) en (4.32) se obtiene el Hamiltoniano que describe la interaccién
de una onda electromagnética con una onda de Bloch, (4.36), con el cual se puede estudiar

la. funcién dieléctrica de sélidos cristalinos.

1 e - e a
. LAy OF S 14 .36
q 2m +ch p+2mc2A + (4.36)

Cuando se calculan las propiedades Jpticas lineales, el término Few—z-/ﬁ se puede despre-
ciar, (Yu y Cardona, 2005, pig. 257), y (4.36) se simplifica, {4.37). El termino —g—cff -pen
(4.37) describe la interaccién electrén-radiacién y Hi. , es el Hamiltoniano para un electrén,
(4.4).

H=Hyo+—A p (4.37)
me

Para estudiar las propiedades dpticas lineales de un sélido es necesario que el potencial
vector A sea lo suficientemente pequeito de tal manera que las correcciones a los autovalores
de energia introducidos por mez/l' - ¢ sean mucho menores que los valores propios del
Hamiltoniano de un electrén, (4.4). Bajo esta condicién, se puede utilizar la teoria de
perturbaciones para calcular la probabilidad de transicién del dipolo eléctrico, R, para un
electrén que pasa de un cierto estado en la banda de valencia, |v), a otro en la banda de
conduccién, |c).

La tasa de transiciones desde un estado [i) a un estado |j), I'i-;, estd dada por la
regla de oro de Fermi, (4.38), (Craig y Thirunamachandran, 1984, pig. 86), donde H; es el

'En la ecuacién (4.35) se hace uso del hecho que los 7y A conmutan, es decir, se usa (4.34).
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Hamiltoniano de la perturbacién responsable de la transicién desde el estado [¢) al estado
17), ¥ n(¥) es la densidad de estados.

Uiy = (G0 Pn(e) (4.38)

La regla de oro de Fermi, aplicada a las transiciones de dipolo eléctrico en un cristal,
establece que la probabilidad de transicién de dipolo eléctrico, R, para la absorcién por
unidad de tiempo se puede escribir en términos de la regla de oro de Fermi, (4.39).

R S RV S I PACAR SR (4.39)
ke.ky

Dado que para energias bajas de excitacion (por debajo de lo rayos X) el vector de onda
de la radiacidén electromagnética que incide sobre el cristal es mucho menor que los vectores
del espacio reciproco, la magnitud del vector de onda no presenta variaciones significativas
entre un ndimero finito de celdas del cristal. Por consiguiente, se puede considerar que
A = Apa ~ —Lre ™t pintonces, ’(c}%ffﬂv)] ~ e o (cla-plo]) = 252 (cla-plv) y la
probabilidad de transicién de dipolo eléctrico, R, se puede expresar como sigue %

h \2maw

m 2 ( €y )225;%;2 [E,_.(i;) — By (k) - hw] (4.40)
:

[Pef? = (el - plo)? (4.41)

La parte imaginaria de la permitividad eléctrica se puede calcular directamente de (4.40)
a partir la pérdida de potencia de la radiacién por )a absorcién por unidad de volumen dentro
del cristal, (Yu y Cardona, 2005, 260-261), ecuacién (4.42). La parte real de la permitividad

eléctrica, ecuacion (4.44), se puede calcular aplicando la relacién de Kramers-Kronig, (4.43)
3

T s e \2 P s g
6== (17{(;) Xk: (Poul?6 [l ) = i, (K) - nw] (4.42)
& =1+ %p /0 ” v';ef_(tzzdv (4.43)
& =1+ 2e” Z L |Pal” (4.44)

?Los términos matriciales P., estan definida por la ecuacion (4.41)
3En la ecuacién (4.43), p designa la parte principal de la integral.



Capitulo §. Estructure de Bandas Electronicas 67

hwey = 'c(l;) - Ev(E) (4'45)

4.2.2. Singularidades de Van Hove

Como consecuencia de la simetria, en la estructura de bandas electrénicas de los
cristales aparecen unos valores para el vector de onda k en los cuales se presentan algunas
singularidades en la densidad de estados electrénicos, dichos valores estdn asociados a ciertas
transiciones electrénicas permitidas, ver seccion 4.2.1. Estas singularidades se conocen como
puntos criticos o singularidades de Van Hove. A continuacién se describe un andlisis
simplificado para estudiar bajé qué condiciones se presentan estas singularidades.

De acuerdo al teorema general de Morse, cualquier funcién con més de una variable,
la cual es periédica en todas las variables, tiene por lo menos un cierto niimero de lomos
(puntos tipo silla). El ndmero de lomos es determinado por consideraciones topolégicas
y dependen sélo del nimero de variables independientes. Léon Van Hove demostré en
1953 que el teorema de Morse para la distribucién de frecuencias elasticas de un cristal
implica la existencia de ciertas singularidades en la densidad de estados, (Hove, 1953). Estas
singularidades se conocen como singularidades de Van Hove y determinan transiciones
correspondientes a ciertos puntos en la estructura de banda electrénica, (Jones y March,
1973). A continuacién se hard un analisis simplificado de la densidad de estados electrénicos
en un cristal.

Sean dos superficies de energia constante en el espacio de fase del cristal, una denotada
por £ y la otra por £+ dFE. Si d€; es un volumen en el espacio de fase, ¢l cual encierra las
dos superficies, entonces, habran 87;‘—, valores permitidos para K por unidad de volumen del
cristal. La densidad de estados electrénicos, n{EYdE estard dada por:

1

Sea el diferencial de rea dS, normal a la superficie de energia constante. La geometria,
analitica establece que:
d = | _Ak-dS (4.47)
E(F)
Ademiés, dE = AE-VE = Ak|VE]. De esta manera, 1a densidad de estados electrénicos
estara dada por:
1 ds

n{l) = — —_— 4.48
(B) = g e TOuE] (4.48)
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Lo cual indica que cuando ]6kE | = 0, o discontinuo, existen puntos de singularidad,
(Jones y March, 1973, pags. 27-34)}, que corresponden a los puntos criticos, o singularidades
Van Hove. En la ecuacién (4.40) se puede observar que R es funcién de los vectores de
onda k. Los vectores de onda k mantienen la periodicidad del cristal debido a la simetria
traslacional descrita por el operador traslacién, ecuacién (2.7). Esto implica una periodicidad
en k. De acuerdo al teorema de More ¥, teniendo en cuenta los resultados de Van Hove,
(Hove, 1953), se puede concluir que los puntos en la estructura de bandas electrénicas
del semiconductor para los cuales ﬂﬁkEc,,j = 0, es decir, aﬁkEc(l_c') — VkEv(E)| = 0, estan
asociados a transiciones Opticas, (Yu y Cardona, 2005, pags. 261-262). En otras palabras,
para los puntos en la estructura de bandas que satisfacen jakEc(l_c.) - VkEU(E)| =0
se presentaran transiciones que se verdn reflejadas en la funcién dieléctrica del cristal,
ecuaciones (4.42) y (4.44).

Es importante resaltar que dado que la sumatoria sobre los delta de Dirac que aparecen
en la ecuacion (4.40) representa las transiciones permitidas, ésta se puede reemplazar por
una integral de la densidad de estados electrénicos, ecuacion {4.49). La integral sobre la,
densidad de estados electrénicos se puede utilizar para estudiar las transiciones debidas a.

la absorcién o emisién de fotones (ver secciones 4.3 y 4.4).

h \2mew

%2t ( <% )2 / P2 B )y (4.49)

De acuerdo a la dimensionalidad del sistema fisico, los puntos criticos pueden tener
diferentes densidades de estado, tabla 4.1, que se veran reflejadas en la funcién dieléctrica.
En la figura 4.3 se muestra de manera esquematica la forma de la parte imaginaria de la
permitividad eléctrica en la cercania de cada uno de los diferentes tipos de puntos criticos.
En el marco de la aproximacién de masa efectiva, cada uno de los puntos criticos My, Mj,
My y Mg se puede asociar a determinados valores para las masas efectivas, como se muestra
en la tabla 4.2, (Brust, 1964). En esta aproximacion, las superficies de energia constante
cerca de la energia minima de la banda de conduccién se pueden aproximar como superficies
cuadréaticas con tres ejes de simetria, cada uno asociado a una masa efectiva: mg; , Mgy,
Me;. Las masas efectivas, asociadas a cada uno de los ejes de simetria, para los huecos en
la banda de valencia se designan como: mp, ,may , ms, (Aspnes, 1966) . En coordenadas

relativas de pares hueco-electron, las masas reducidas se pueden expresar como:

MeaMpo

———— Y a=x,9,2 4.50
Meq + Mpq v ( )

*
ma:”a:
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Tabla 4.1: Singularidades de Van Hove en una, dos y tres dimensiones, tomado de (Yu y

Cardona, 2005, pag- 263)

Tipo de singularidad n(F) para: E < Ey

n(E) para: E > Ey

M, 0 VE —Eq
. . M, C—-VEg—FE C
Tres dimensiones (3D) M, = Cc—VE—TE;
M VEs—E 0
M, 0 C
Dos dimensiones (2D) M, —In(ky — E) In(E — ky)
My C 0
. . My 0 1
Una dimensiones (1) . VE—Eo
M, VB E 0

Figura 4.3: ¢;(w) cerca de las singularidades de Van Hove. Adaptado de (Yu y Cardona,

2005, pég. 263)
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4.2.3. Movimiento de una Particula en un Campo Eléctrico Homogéneo

La descripcién cuantica de una particula en un campo eléctrico homogéneo se obtiene
al solucionar la ecuacién de Schodinger estacionaria con energia potencia electrostitica
U= —q€.7 (Landau y Lifshitz, 1967, pag. 86). Sea una particula confinada en un
espacio unidimensionsl, z, con masa m, la cual se encuentra inmersa en un campo eléctrico
homogéneo, ¢ = €:, entonces, la ecuacién de Scrhodinger que describe su comportamiento
cudntico estara dada por:

%% +(q€x + EY¥ =0 (4.51)

Si en la ecuacién (4.51) se hace el siguiente cambio de variables, se obtiene la ecuacién
(4.53), cuya solucién son las funciones de Airy, A#{£) y Bi(¢), definidas por las ecuaciones
(4.54) y (4.55), respectivamente, (Aspnes, 1966)(Abramowitz y Stegun, 1972, pag. 446-455),
ver figura 4.4.

£ = (2";;&)% 5 +x) (4.52)

%‘;’_ L EU =0 (4.53)

Ai(g) = % Ooocos (%52 + gs) ds = % /ﬁ " (3 res) g (4.54)
Bi(¢) = -[%[- /(, ~ ds [e*(§32+€s) — sen (-;:3 +.gs)} (4.55)

En las ecuaciones (4.54) y (4.55), N es una constante de normalizacién que puede ser 7
6 /2, (Aspnes, 1966). Las autofunciones para la ecuacién (4.53) estan dada por (4.56),

donde, © se conoce como la energia electro-éptica, ademds, los valores permitidos para. la

Tabla 4.2: Relacién entre los diferentes puntos criticos en el marco de la aproximacién de
masa, efectiva,(Brust, 1964)

Tipo de singularidad m} =p, m)=p, mi=p,

My >0 >0 >0
My >0 >0 <0
My >0 <0 <0

M; <0 <0 <0
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energia de la particula forman un espectro continuo, dado que la energia est4 ligada a los

valores que pueda tomar la variable espacial, la cual no tiene restricciones.

Vg€

V() = —5-4i¢) (4.56)
o= (qzzihi))l/z (4.57)

Figura 4.4: Funciones de Airy
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4.2.4. Efecto Franz-Keldysh

En 1958, Franz y Keldysh utilizaron la aproximacién de masa efectiva isotrépica (EMA)
para estudiar la influencia de un campo eléctrico en el coeficiente de absorcién de un
semiconductor directo. Ellos encontraron que el coeficiente de absorcién describe una caida
exponencial para energias del fotén menores que la energia de la brecha, Ey, acompahada
de unas oscilaciones conocidas como oscilaciones Frank-Keldysh, (Hader et al., 1997). En la
figura 4.5 se muestra un esquema del efecto Frank-Keldysh en las bandas de conduccién y
valencia de un semiconductor, asi como el espectro de absorcién Frank-Keldysh para una
muestra de GaAs.

Las oscilaciones de Frank-Keldysh tienen una amplitud y frecuencia que depende de la
intensidad del campo eléctrico. En la figura 4.6 se presentan el espectro de Frank-Keldysh
de absorcién del GaAs, ademas de su primera derivada, para dos valores diferentes de
campo eléctrico. Los espectros derivativos fueron calculados por (Hader et al., 1997) con la
aproximacién de masa efectiva isotrépica (EMA) y por el método k — p (kp). En la figura
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4.6 se pueden observar las oscilaciones Frank-Keldysh. La caida exponencial, asi como el
periodo y la amplitud de las oscilaciones Frank-Keldysh aumentan con la intensidad del

campo eléctrico.

K. Tharmalingam y David E. Aspnes, en la década de 1960, realizaron valiosos aportes
en la comprensién del efecto Frank-Keldysh, (Aspnes, 1966, 1967; Aspnes et al., 1968;
Tharmalingam, 1963). Su investigacién se basé, fundamentalmente, en el estudié del
efecto de un campo eléctrico sobre la constante dieléctrica en sélidos. A continuacién se
estudiara este efecto bajo la aproximacioén de masa efectiva para campo débil en el caso

isotrépico, es decir, en la vecindad de ejes M.

Sea un campo eléctrico uniforme, &, aplicado en la direccién z, sobre un sélido semicon-
ductor con superficie pulida y paralela al plano zy. En la aproximacién de masa efectiva de
campo débil, los procesos 6pticos dentro del semiconductor se pueden atribuir a los pares
electrén-hueco, conocidos como excitones, (Elliot, 1957). El campo eléctrico € introduce
una perturbacién en el Hamiltoniado de los excitones, la cual estd dada por Hg = —e€z,
donde ¢ es la carga eléctrica del electrén. La ecuacién de Schrodinger para los excitones
esta dada por la ecuacién (4.58), donde p es la masa efectiva del excitén, (Yu y Cardona,
2005, pag. 276).

(_ 5’%:72, | e@:‘z) #) = End() (4.58)

Figura 4.5: Esquema del efecto Frank-Keldysh y espectro de absorcién Frank-Keldysh para
GaAs, (Hader et al., 1997)
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Figura 4.6: Espectro Frank-Keldysh de absorcién y su primera derivada para GaAs, (Hader
et al., 1997)
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La ecuacién (4.58) se puede dividir en dos, una para 2 (en direccién del campo eléctrico

aplicado) y otra para las direcciones x, y:

(-2 23 - cts) ota) = Bus) (4.50)
h (0% 8¢ .
— E (W + 3_:[/2) ¢(1, y) = bz,y¢($v y) (460)

La solucién para (4.59) fue estudiada anteriormente y esta dada por (4.56). Por otra
parte, (4.60) corresponde a la ecuacién para una particula libre, cuya solucién esta dada
por (4.61), donde 91 es una constante de normalizacién.

Dado que el campo eléctrico externo modifica las funciones de onda, las constantes
matriciales Py, (4.41), también se veran modificadas y toman los valores dados por la
ecuacién (4.62), (Tharmalingam, 1963), donde Cy y C; son constantes independientes de k,
las cuales incluyen los elementos de la matriz para las partes periddicas de los estados de
Bloch en los ejes de las bandas, es decir, los elementos de la interaccién, (Aspnes, 1966).

B(z,y) = 2eilhrtbnn) (4.61)
n
) 9(0)Cobg, k. para transiciones permitidas (4.62)
“ h|V.@(0)|C16, 4, para transiciones prohibidas .

De acuerdo a lo anterior, la parte imaginaria de la permitividad eléctrica, bajo la
influencia de un campo eléctrico externo, estard dada por (4.63), (Tharmalingam, 1963).
La integral de la funcién de Airy en (4.63) se puede obtener con la representacion integral
estandar (4.64) y las funciones electro-Gpticas, (4.65) (4.66).

e,-(w,@)-.—zmz— "(‘?")3'802 - AP (€)de (4.63)

m2h3u2 0 By B

© v | (B0 E Ey— B, (Eo—E
Juge A0 = fav (52 ) | - 25 s (225)

Fon) = 22 |40y - na )| — i) (4.65

2

2

(4.64)

Gn) = 22 v n) 8 a) — natin) i) + it (4.60)
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0V <0
= 4.67
u(n) {1 NN (4.61)

Reemplazando (4.64) y (4.65) en (4.63), la parte imaginaria de la permitividad eléctrica,

€;, se puede escribir como se indica en la ecuacién (4.68).

2/ (2p)%6 ko~ E E—k (E-E
ei(w,@):%_ 3 {1‘( b b)— eb"u( = 0)} (4.68)

4.2.5. Espectroscopia de Electro-Modulacién

El efecto Frank-Keldysh se puede describir satisfactoriamente como un fenémeno electro-
dptico en el cual un campo eléctrico externo interactiia con los excitones dentro de material
‘resaltando’ ciertas oscilaciones (conocidas como oscilaciones Frank-Keldysh) en la permitivi-
dad eléctrica compleja, {Aspnes et al., 1968) . Este efecto se observa en la vecindad de las
singularidades de Van Hove como pequeias variaciones en la permitividad eléctrica alrededor
de los puntos criticos, 1o cual implica una dificultad experimental para su medicién. Una
forma de observar picos bien definidos alrededor de las singularidades de Van Hove consiste
en medir las derivadas de la permitividad eléctrica respecto al campo eléctrico externo, a
estas técnicas experimentales se le conocen como espectroscopias de electro-modulacién.
Para la parte imaginaria de la permitividad eléctrica compleja, ésta variacién se expresa de

la siguiente forma:

Ae; = €{w, €) — €(w,0) (4.69)

En términos de la funcion electro-dptica, la variacién de la parte imaginaria de la
permitividad eléctrica respecto al campo eléctrico externo, en la vecindad de My, est dada
por la ecuacién (4.70). La parte real ¢, se puede calcular utilizando la relacién de Kramers-
Kronig, (4.43).

BVO [Ey—Ek
Aﬁi = o2 F ( ) ) (4.70)
2ne?\/(2u)® .

David E. Aspnes extendi6 el anterior resultado para los demas puntos criticos en tres

dimensiones, es decir, para My, My y Mj, (Aspnes, 1967). Los resultados obtenidos por
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Aspnes son validos incluso para bandas con no parabolicidades, (Rowe y Aspnes, 1970). En
la tabla 4.3 se presenta la parte real (expresada como ¢;) y la parte imaginaria (expresada
como €2) de la permitividad eléctrica compleja para un sélido anisotropico en presencia
de un campo eléctrico con direccién arbitraria, para los diferentes puntos criticos en tres
dimensiones, asi como las variaciones de las componentes de la permitividad eléctrica
respecto a la aplicacién del campo eléctrico externo, (Aspnes, 1967).

Las técnicas de electro-modulacién se basan fundamentalmente en medir la reflectancia
4. o absorbancia, modulada por un campo eléctrico externo. Para pequenas amplitudes, la
reflectancia modulada por un campo eléctrico externo, ATR, se puede expresar en término
de las componentes de la permitividad eléctrica compleja por medio de los coeficientes de
Seraphin y Bottka (1966), 3. y Gi.

AR

= BrAer + BiAc; (4.72)

5, — (er(; 12/11;21 6;:?14— (4.73)

b= mransyralT a0 wr
Ay = ﬂ:\fz—————————[(egg fz; < (4.75)

Para campos eléctricos de muy baja intensidad, en los espectros de electro-modulacién,
QRE se obtienen picos determinados completamente por las propiedades intrinsecas del
cristal. Estos picos estdn estrechamente relacionados con la tercera derivada de la funcién
dieléctrica no perturbada. La relacién con la tercera derivada de la funcién dieléctrica no
perturbada es muy importante desde el punto de vista espectroscépico dado que la tercera
derivada de la funcién dieléctrica se caracteriza por la presencia de pronunciadas estructuras
asociadas a puntos criticos y los efectos de fondo (beckground) son fuertemente suprimidos.
El ancho de los picos de tercera derivada estd determinado por el ensanchamiento de vida
medio (lifetime broadening), o pardmetro de ensanchamiento, I'. Por consiguiente, estos
picos estdn localizados en energia, lo cual permite resolver puntos criticos degenerados, con
energias muy cercanas. Esta localizacion en energia también puede ser utilizada para obtener
la energia de la transicién asociada al punto critico y el pardmetro de ensanchamiento, I,
directamente del ajuste de los datos experimentales a un modelo tedrico para este fenémeno,

1Electro-reflectancia y fotorreflectancia
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Permitividad eléctrica en presencia de un campo eléctrico externo, (Aspnes,

Tabla 4.3
1967).
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(Aspnes, 1973a).
El fenémeno fisico involucrado en el proceso de tercera derivada es el efecto electro-6ptico
resonante de segundo orden, (Aspnes, 1973a). A continuacién se describira el origen de este

fenémeno en el marco del modelo propuesto por Aspnes (1973a).

Cuando un campo eléctrico externo es aplicado sobre un sélido cristalino, se produce
una pequefia perturbacién en las propiedades dieléctricas del s6lido no perturbado. Esta
perturbacidn es descrita en términos de un cambio, Ae{w, €), en la funcién dieléctrica, €. En
general, tanto Ae(w, €) como ¢ son tensores de orden dos. La perturbacion Ae(w, €) puede
ser obtenida agregando al Hamiltoniano del cristal no perturbado el término perturbativo
—e@ . 7, es decir, se toma la diferencia entre la funcién dieléctrica perturbada y la no
perturbada: Ae(w, €) = ¢(w,€) — e(w,0). Es muy importante resaltar que el término
perturbativo —e€ - 7 no tiene la periodicidad de la red, por lo tanto, dicha perturbacién
produce fuerzas internas que aceleran los portadores de carga y la invariancia traslacional

del Hamiltoniano del cristal se pierde en la direccién del campo.

Para comprender mejor la pérdida de la invarianza traslacional del Hamiltoniano
del cristal es conveniente analizar la energia de una particula libre y compararla con la
energia para electrones en un cristal con bandas electronicas parabdlicas, es decir, bajo
la aproximacién de un electrén. Un electrén libre es descrito por medio del Hamiltoniano
Hy = %’ el cual es invariante ante cualquier traslacion, es decir, {¢,7}Hy = Hy , donde
{¢, 7} es el operador traslacién definido por la ecuacién (2.7). El momentum del electrén,
p = hk, se conserva rigurosamente. La estructura para las bandas de energia es una pardbola,
k= % El electrén no puede absorber ningiin fotén sin que cambie su momentum, por
lo tanto, este proceso esta prohibido (dado que el momentum se conserva rigurosamente).
Por consiguiente, la suma de todas las transiciones permitidas es igual a cero y la parte
imaginaria de la funcién dielécirica, €;, sera igual a cero para el electrén libre sin perturbacién

externa.

Si ahora suponemos que el electrén se encuentra en un cristal, el Hamiltoniano que
describe su comportamiento estard dado por Hy = g—;‘ + V(7), el cual sélo es invariante a
un tipo especial de traslacién que toma en cuenta la simetria del cristal. En consecuencia,
la conservacién del momentum es débil y el momentum /& serd un buen nimero cuédntico
solamente para ciertos valores K, determinados por la red reciproca. La pardbola de energia
del electrén libre se rompe en bandas de energia. En este caso, la absorcién éptica es
posible en el primer orden utilizando un vector de la red reciproca que permita conservar el
momentum del electrén. En el esquema de zona reducida, la transicién éptica aparecerd como

una linea vertical en la estructura de bandas de energia como se indica en la parte superior
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de la figura 4.7.

Para un eje de absorcion fundamental tridimensional, My, la parte imaginaria de la
funcién dieléctrica toma una forma de raiz cuadrada en su umbral, como se muestra en
la figura 4.7. Cuando el cristal es perturbado, su Hamiltoniano, Hy = % + V(@) + H,
tendrd una menor simetria, la cual dependera del término perturbativo, H'. Si la perturbacién
introducida al cristal mantiene la periodicidad del mismo (como, por ejemplo, en el caso
de perturbaciones mecénicas en la piezorreflectancia y térmicas, en la termorreflectancia,
entre otras) el momentum sigue siendo un buen nimero cuéntico asociado a los vectores
de la red reciproca. Entonces, las transiciones épticas se mantendran verticales como se
muestra en la parte superior de la figura 4.7, a pesar de la reduccién en la simetria. En
consecuencia, los cambios dominantes corresponderdn a pequeiias variaciones en la brecha
de energia, Ey. A pesar que estos cambios son pequeiios, respecto a la escala de la brecha
de energia, la perturbacién induce cambios de primer orden en la funcién dieléctrica que
pueden ser aproximados con picos de primera derivada, como se indica en la parte superior
de la figura 4.7.

Por otra parte, si la perturbacién es un campo eléctrico, H' = —e€ .7 , la invariancia
trasnacional se pierde. Los electrones se aceleran y el momentum no es un buen nimero
cuantico en la direccién del campo eléctrico. Esto produce que las funcione de Bloch
para el cristal no perturbado se mezclen, lo cual corresponde a extender las transiciones
verticales sobre un rango finito de momentos, como se muestra en la parte inferior de la
figura 4.7. Si el campo eléctrico es pequeno, la mezcla se restringe a funciones de onda
cercanas a la transicién vertical permitida para el caso de no perdida de simetria. Esto
produce estructuras en la funcién dieléctrica que se observan como espectros diferenciales
con cambios de signo, ver parte inferior derecha de la figura 4.7. Estos espectros pueden
aproximarse sélo por derivadas de orden superior (mayores a uno) de la funcién dieléctrica
no perturbada. Los dos cruces por cero mostrados en la figura 4.7 son caracteristicos de la
tercera derivada de A¢(w,0), (Aspnes, 1973a).

Sea ag el pardmetro de la celda unitaria en direccién del campo eléctrico externo.
En el caso de campos eléctricos muy pequeiios, [e€ag| < I, las transiciones posibles
pueden ocurrir entre bandas (mecanismo interbanda) o dentro de las bandas de energia
(mecanismo intrabanda). La perturbacién y las energias para los mecanismos interbanda
estan determinadas por la caida de potencial dentro de la celda unidad, e€aqy, y la separacién
de energias entre el par de bandas en consideracién, respectivamente. Las energias para
los mecanismos intrabanda estan determinadas por la energia electro-éptica caracteristica

© = Al y el parametro fenomenolégico de ensanchamiento del tiempo de vida medio, I'. La
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Figura 4.7: Esquema de bandas de energfa parabdlicas para un cristal, con y sin perturbacidn.

Adaptado de (Aspnes, 1973a)

Sin perturbacion
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masa m en la ecuacién (4.57) se cambia por la masa reducida g de las bandas de valencia y
conduccién evaluada en direccién del campo eléctrico.

Si le€ap| < Eq y [AQ] < %, Ac se puede obtener, con un muy buen grado de exactitud,
directamente de la tercera derivada de la funcién dieléctrica no perturbada, (Aspnes,
1973a). La expresién general para ¢ y Ae fue obtenida por Aspnes utilizando la integral de
convolucién asintética que describe el efecto de un campo eléctrico en la funcién dieléctrica,
(Aspnes, 1973a; Hamakawa et al., 1968; Shay, 1970). Entonces, Ae estarad dada por la
ecuacién (4.76)

(hQ2) &

Ae(€, 1 E) = 3F 365 [E2%€(T, )] (4.76)

Debido a que la reflectancia modulada se puede relacionar directamente con la funcién

dieléctrica, a través de los coeficientes de Seraphin, ecuacién (4.72), la expresién para

%, asumiendo la aproximacién de bandas parabdlicas, esta dada por la ecuacién (4.77),

(Misiewicz et al., 2003), donde R indica la parte real, £y, la energfa de transicién asociada

a un punto critico, I', el pardmetro fenomenolégico de ensanchamiento (I' ~ —l—) y A, ¢ son
los factores de amplitud y fase, respectivamente. El pardametro m es un factor del pico,
el cual depende de la dimensién del punto critico. En la tabla 4.4 se resumen, para los
diferentes rangos de trabajo, los efectos de un campo eléctrico externo sobre los espectros

de electro-modulacién.

AR :
= = #{4E — B, + i)™} (4.77)
5
3 para3D
m=4 3 para2D (4.78)
% parallD

4.2.6. Fotorreflectancia

La fotorreflectancia es una técnica de electro-modulacién que consiste en medir la
reflectancia de una muestra bajo la perturbacién de un haz de luz monocromético producido
con un ldser, u otra fuente monocromética intensa. En la figura 4.9 se presenta un esquema,
del montaje experimental bésico para medir el espectro de fotorreflectancia. La energfa
de los fotones emitidos por el liser, por lo general, es mayor a la brecha de energia del
semiconductor en estudio. Energias menores a la de la brecha son utilizadas para estudiar
impurezas o estados superficiales, (Misiewicz et al., 2003). La radiacién del Idser es modulada.
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Tabla 4.4: Efecto de un campo eléctrico sobre los espectros de electro-modulacién. Adaptado
de (Aspnes, 1973b; Misiewicz et al., 2003)

Energia de la perturbacion versus la
energia del sisterna
Intrabanda Interbanda Fenémeno fisico y
Rango (coherencia de (periodicidad de caracteristicas espectrales
largo rango) la celda)
le€ag| ~ Eg4
Al S Estructura de Efecto Stark, Las reglas de
to 1A} 2, ¥ bandas seleccién son modificadas
modificada.
Intermedio le€ag| < E, Efecto Frank-Keldysh
Se altera la periodicidad de la
red en la direccién del campo
Estructura de eléctrico y los portadores de
Bajo (A < %‘ bandas no carga son acelerados. Los
alterada picos tienen la forma de la
tercera derivada de la funcién
dieléctrica.
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con un cortador mecénico {chopper) a una cierta frecuencia. Una lémpara, por lo general
alégena, y un monocromador se utilizan para producir fotones con energia que varia dentro
del rango de estudio. La radiacién reflejada por la muestra, y modulada por el ldser, se hace
incidir sobre un detector, el cual puede ser un fotomuitiplicador o un detector de estado
sélido. La sefial proveniente del detector se mide con un amplificador sintonizado (lock-in)
y un multimetro digital.

Si la sefial medida con el amplificador sintonizado es v, ¥ la medida con el multimetro

es vpg, entonces, la fotorreflectancia estara dada por:

AR/R = 7;'-’1;1"5 (4.79)

Donde « es una constante que depende de los factores de medicién del detector sin-
tonizado y el multimetro digital. Es importante anotar que el cociente ;";fj— es del orden de
1073,

El mecanismo de la electro-modulacidén inducida por los fotones del ldser se explicard uti-
lizando como ejemplo un semiconductor tipo n. Esta descripcion es vilida para semiconduc-
tores tipo p y se puede extender a semiconductores intrinsecos, sin embargo, por simplicidad,
se utilizard como marco de referencia el semiconductor tipo n.

Debido a presencia de la energia de Fermi, EF, en la superficie del semiconductor,
existe una capa de espacio cargado. Los estados superficiales ocupados contienen electrones
provenientes del volumen. Los pares electrén-hueco fotoexcitados son separados por el
campo eléctrico del volumen y los portadores minoritarios (en este caso, huecos) son
arrastrados hacia la superficie. En la superficie, los huecos neutralizan las cargas atrapadas,
reduciendo el capo del volumen desde €p¢ hasta €po — €a¢, donde €40 es el cambio
en el campo eléctrico del volumen, (Misiewicz et al., 2003). Esta reduccién en el campo
eléctrico tiene el mismo efecto que la aplicacién de un campo eléctrico externo a la muestra
(electrorreflectancia). En la figura 4.8 se presenta un esquema de lo descrito anteriormente.

La forma de las oscilaciones que describira el espectro de fotorreflectancia estaran
determinadas por el régimen en el cual se encuentre el experimento, como se resume en la
tabla 4.4.

Es importante tener en cuenta que a pesar que el montaje experimental para la fotor-
reflectancia es relativamente simple, la puesta a punto de las condiciones experimentales
para obtener un espectro (por ejemplo: la alineacién del sistema, el ajuste de las intensi-
dades de la radiacién proveniente del monocromador y la potencia del ldser) puede resultar
una ardua labor. Esto se debe fundamentalmente a las dificultades asociadas a encontrar

las condiciones apropiadas de campo bajo, requeridas para observar la fotorreflectancia
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de tercera derivada. Estas condiciones dependen de la muestra en estudio y deben ser
encontradas para cada espécimen a caracterizar.

En la figura 4.10 se muestra el espectro de fotorreflectancia para una muestra de GaAs,
medido en el Laboratorio de Fisica Aplicada de la Universidad de los Andes, Mérida,
Venezuela. La curva de ajuste que se muestra en la figura 4.10 se obtuvo con una rutina
programada en Matlab basada en algoritmos genéticos con la cual se ajustaron los datos
experimentales a la ecuacién (4.80).

De acuerdo al rango de trabajo del experimento fotorreflectancia, y a la disponibilidad
de portadores de carga que puedan ser acelerados, se pueden presentar tres fenémenos

fisicos diferentes, (Misiewicz et al., 2003), como se describe a continuacién.

Fotorreflectancia de tercera derivada

Se presenta para el régimen de campo bajo, es decir, cuando la energia electro-6ptica,
hf2, es menor que el pardmetro fenomenoldgico de ensanchamiento, I', para el rango de
energia eléctrica por celda unidad, e€ag, menor que la brecha de energia, E,, ver tabla 4.4.
Adicionalmente, se requiere que haya portadores de carga que puedan ser acelerados por el
campo eléctrico €. En este caso, el espectro de fotorreflectancia, para N puntos criticos,

se puede expresar en términos de las funciones de Aspnes (4.77) como se muestra en la

Figura 4.8: Diagrama esquematico del efecto fotorrefletancia, adaptado de (Misiewicz et al.,
2003)
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Figura 4.9: Montaje experimental para. medir fotorreflectancia
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Figura 4.10: Espectro de fotorreflectancia obtenido en el LFA-ULA para GaAs sin decapar.
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ecuacién (4.80), donde m, es la dimensionalidad para cada punto critico y esta dada por
(4.78).

AR i
— iPa : —Ma
= = R E Ape'?(E — Ey, +1ils) (4.80)

=«
Fotorreflectancia de primera derivada

También se presenta para el rango de campo bajo, ver tabla 4.4. En este caso, los
portadores de carga no pueden ser acelerados en la direccién del campo externo y la funcién
dieléctrica puede ser tipo lorenciano o gausiano.

Para la funcién dieléctrica tipo gausiano la reflectancia modulada esta dada por la

siguiente expresién °:

AR
" Afg+ Bfg (4.81)
L _p(1 L ¢
2
fi=- gye"”z' (4.83)
_Lbk-k,
y=—% (4.84)

Oscilaciones Frank-Keldysh

Se presenta para el rango de campo intermedio, ver tabla 4.4. Para este caso, la expresién
que describe la reflectancia modulada, ecuacién (4.85), fue calculada por primera vez por
Aspnes (1973b). En la ecuacién (4.85), x es un factor de fase que depende de la de interaccién

entre electrones y huecos, la dimensionalidad del sistema y la dispersién de corto rango.

AR L TVt gy F ( B2 )3/2 + x} (4.85)

R “EBNE-E,)° 3\ K

La expresién para el n-écimo extremo en la oscilacién Frank-Keldysh esta dada por:

4 (E— )\
nw =g ) +x (4.86)

5F es la funcién hipergeométrica
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4.3. Absorcién Optica Fundamental

Cuando un electrén pasa de un estado de baja energia a otro de mayor energia por la
absorcién de un fotén se dice gque ha ocurride un proceso de absorcién éptica. Desde el
punto de vista ondulatorio, la intensidad de radiacién trasmitida, /, por una muestra de
espesor x cuando una intensidad de radiacién Iy incide sobre la misma estd dada por la ley
de Beer-Lambert:

[ = lge ™" (4.87)

Donde « es el coeficiente de absorcién éptica, o simplemente coeficiente de absorcion.
Los procesos de transicién electrénica asociados a la absorcién de fotones pueden ser
descrito por la regla de oro de Fermi, ecuacién (4.38), si se tiene en cuenta que la pérdida
de potencia de la radiacién electromagnética es proporcional a la probabilidad de transicién

de dipolo eléctrico para una determinada energia de fotén, hw:

= = —hwR (4.88)

Pero:

LEHE- o

Donde 7 es el indice de refraccién del material y €, la amplitud del campo eléctrico
de la radiacién incidente. Al despejar el coeficiente de absorcién en la ecuacién (4.89) y

reemplazar en las ecuaciones (4.49) y (4.88) se obtiene:

1 whne?

“7 hw a(me)y

L Peofn(Ee)dE, (4.90)

La absorcién éptica fundamental ocurre entre la parte mds alta de la banda de valencia
y la més baja de la banda de conduccién. Asumiendo que la aproximacién de masa efectiva
es véalida y que ocurre una transicién directa, es decir, la parte més alta de la banda de
valencia y la més baja de la de conduccién se presentan al mismo valor de IZ, entonces, la
transicién fundamental ests asaciada a una singularidad de van Hove (punto critico) M la.
cual tiene una densidad de estado proporcional a v/E — Ey (ver tabla 4.1). En este caso el
coeficiente de absorcién estard dado por:

A a1
o= —hwl(m — k)3 (4.91)
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Donde Ey = (E¢)min — (Ev)maz es la brecha de energia y A; es una constante.

Para el caso de una transicién indirecta, es decir, cuando la parte més alta de la banda
de valencia y la més baja de la de conduccién se presentan a diferentes valores de k, entonces
se requiere de un fonén para que la transicién tenga lugar. En tal caso el coeficiente de

absorcion es de la forma:

o = Ag(hw — K, % hw,)? (4.92)

Donde hw, es la energfa del fonén absorbido (o emitido) para que la transicién indirecta
tenga lugar.

Otras posibles transiciones asociadas a procesos de absorcion de fotones son: transiciones
excitonicas, entre bandas, entre impurezas y bandas, transiciones por portadores libres en
una banda y resonancias debidas a los estados vibracionales de la red y las impurezas. Para
mas detalles ver (Pankove, 1971, pig. 34-106) y (Yu y Cardona, 2005, pag. 243-315).

4.4. Fotoluminiscencia

A diferencia de la absorcion 6ptica, en el proceso de fotoluminiscencia se produce la
emisién de fotones, en otras palabras, es €l proceso inverso a la absorcién éptica. Mientras
que en la absorcién dptica la energfa de los fotones incidentes crean pares hueco-electrén en
el proceso de emisidn un par hueco-electrén es destruido y se emite un fotén. Para que este
proceso de emisién de fotones tenga lugar se requiere una excitacién externa encargada
de energizar la muestra. Una posibilidad es la inyeccién de electrones y huecos por medio
de una corriente externa, proceso conocido como electroluminiscencia. , para el caso de
bombardeo de electrones sobre la muestra el proceso se conoce como catodoluminiscencia.
Si la produccién de fotones se produce por calentamiento de la muestra, entonces tiene
lugar un proceso de termoluminiscencia®. En el caso que una excitacién mecanica produzca
un proceso luminiscente, éste se conoce como triboluminiscencia. La emisién luminiscente
en una reaccién quimica se conoce como quimioluminiscencia. Por dltimo, cuando fotones
con energia mayor a la brecha de energia del material son absorbidos y ocurre la emisién
de fotones de menor energia se tiene un proceso de fotoluminiscencia. Como técnica de
caracterizacién de materiales, la fotoluminiscencia es una técnica no destructiva que permite

determinar la calidad del material y es particularmente itil para estudiar los portadores

%La termoluminiscencia no es una simple excitacién térmica, la cual es lamada incandescencia. La
termoluminiscencia requiere una excitacién a baja temperatura para congelar los portadores de carga en
estados trampa de los cuales éstos puedan ser excitados térmicamente
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minoritarios en semiconductores, (Yu y Cardona, 2005, pag. 345-375) (Pavesi y Guzzi, 1994)
(Pankove, 1971, pag.107-159).

La primera descripcién satisfactoria de los procesos de emisién de radiacién electro-
magnética fue realizada por Einstein a principios del siglo pasado. Para el intervalo de
frecuencias entre v y v+ Av, Eintein definié la velocidad de absorcién y emisién estimuladas
por unidad de densidad de energia electromagnética, debida a la transicién de un electrén
entre un nivel n a otro nivel m, como B, mientras que la velocidad para la emisién
espontanea debida a una transicién del nivel n al m la definié como A,,. Estas velocidades
de transicién se conocen como coeficientes de Einstein.

Con base en el principio de balance detallado ? Einstein mostré que los coeficientes
Anm, Bnm Y By para dos niveles no degenerados en un medio con indice de refracciéon n

estan relacionados por:

Bym = Bun (4.93a)

8mhiSy3
a3

Si se define la densidad de energia de los fotones, ge(v), como la densidad de energfa

Anm = Bnm (4.93 b)

para fotones con frecuencias entre v y v + Av, entonces, la velocidad total de emisién de
radiacién desde un nivel n a otro m, H,,,,, para un sistema en equilibrio térmico a una

temperatura T, esta dada por:

Rym = Apm + Bnm@e(") (4-94)

P . . 3
Al tener en cuenta el nimero de ocupacién de fotones, definido como Ny = 8—7”%3—7’-396,
(Yu y Cardona, 2005, pag. 347), se obtiene:

Ruam = Apm (1 + Np) (4.95)

Donde el primer término, A,,,, corresponde a la emisidn espontanea y el segundo,
AnmNy, a la estimulada, (Yu y Cardona, 2005, pag. 347). A pesar que esta expresién
fue obtenida en el marco de la mecénica clésica, estd en concordancia con la mecanica
cuédntica. Si despreciamos el término de emisién estimulada, la velocidad de emisién para
una transicién desde la banda de conduccién {c) a la de valencia (v) y si las ocupancias

electronicas para la banda de conduccién y valencia son conocidas (f; y fy, respectivamente)

7El principio de balance detallado establece, para el caso de radiacién electromagnética, que si un cuerpo
permanece en equilibrio, entonces, cada proceso de emisién por el cuerpo es balanceado por un proceso
inverso de absorcién de la radiacién incidente (Federick y Reif, 1985, pag. 381-388)
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entonces:

Rey = Ay fc (1 = £) (4.96)

Utilizando el principio de balance detallado, Roosbroek y Shochley establecieron una
relacién entre las velocidad de emisién y el coeficiente de absorcién éptica, (van Roosbroeck
y Shockley, 1954):

Ry = n2a(v)U (4.97a)
_ 8w kBT 3 'u.2
hv
n = m (4.97C)

Por consiguiente, los procesos de absorcién éptica y emisién radiativa estén relacionados
como se evidencia en la figura 4.11, donde se muestra un ejemplo de la aplicacién de la
ecuacién (4.97).

Figura 4.11: Velocidad de emisién R,.(r) y parte imaginaria del indice de refraccién
complejo, n*, para Ge a T' = 300K, (Yu y Cardona, 2005, pag. 348).
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El proceso de recombinacion radiativa en la fotoluminiscencia comienza con la excitacién
de pares hueco electrén por una fuente externa monocromatica, usualmente un ldser, con
energia de fotén mayor a la brecha de energia del material. A continuacién, los pares
huecos electrén se relajan a una distribucién de equilibrio cuasi-térmico y por dltimo los
pares hueco electrén termalizados se recombinan radiativamente para producir la emisién,
(Yu y Cardona, 2005, pag. 345-375) (Pavesi y Guzzi, 1994) (Pankove, 1971, pag.107-159).
En un proceso radiativo tipico la energia de los pares hueco electron excitados decrece a
medida que la temperatura aumenta debido a la disminucidn de la brecha de energia con la
temperatura y la activacién de diferentes procesos de recombinacién. Esto conduce a la
emisién de fotones con menor energia que los emitidos a menor temperatura.

La emisién radiativa en un proceso de fotoluminiscencia da lugar a un espectro que se
puede dividir en tres regiones energéticas principales, cada una con diferentes caracteristicas,
(Pavesi y Guzzi, 1994):

= Emisiones cerca de la brecha de energia. Esta regién est4 asociada con transiciones
interbanda, recombinaciéon de excitones libres y ligados asi como con transiciones
electrén ligado - hueco libre. A temperatura ambiente los donadores superficiales
relacionados con la luminiscencia estdn suprimidos térmicamente. La recombinacién
banda-banda domina el espectro y la fotoluminiscencia puede ser utilizada para

determinar la composicion de la aleacién.
» Emisién de impurezas poco profundas.

» Luminiscencia de nivel profundo, en la cual se observa la recombinacién de impurezas

profundas y defectos.

Es importante anotar que cuando se excita un cristal con radiacién monocromatica no
s6lo se presentan fendémenos de luminiscencia sino también procesos como la dispersién
Raman (ver seccién 5.4.1). En un proceso luminiscente, como la fotoluminiscencia, la energia
de los fotones emitidos no tiene correlacién con el proceso de excitacién, sélo depende de la
estructura de bandas electrénicas del material y de las probabilidades de transicién entre
diferentes estados energéticos. En el caso de un proceso de dispersién Raman la energia de
los fotones dispersados est4 correlacionada con la excitacién. Esto se ve mds claramente en
la ecuacién (5.104) que muestra las frecuencias de las componentes Raman Stokes, wg, y
Anti-Stomes, was, moduladas por la frecuencia de la excitacién, wy (llamada componente
Rayleigh, ver seccién 5.4.1).

Detalles sobre los procesos que tienen lugar en la fotoluminiscencia pueden ser encon-
trados en: (Pankove, 1971; Pavesi y Guzzi, 1994; Yu y Cardona, 2005).
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4.5. Estructura de Bandas Electrénicas de Hg,_,(Cd,Se

4.5.1. Antecedentes

El método k — p descrito en la seccién 4.1 junto con el uso de las propiedades de simetria
del cristal, permite calcular la estructura de bandas para un semiconductor, sin embargo,
debido al gran ndmero de electrones en los dtomos Hg, Cd y Se, para calcular la estructura
de bandas de las aleaciones cristalinas Hgy;_,)Cd,Se es necesario agregar a la ecuacion
(4.26) algunas correcciones relativistas, (Chu y Sher, 2008; Kane, 1966). Estas correcciones
corresponden a la interaccién espin-6rbita, independiente y dependiente de k. La teorfa k — D
con correcciones por la interaccién espin-6rbita fue propuesta por Dresselhaus et al. (1955)
para explicar la resonancia ciclotronica de los electrones y huecos en silicio y germanio.
Posteriormente Kane (1957) utilizé el método k — p para calcular la estructura de bandas
del antimonuro de indio. El formalismo desarrollado por Kane 8, (Kane, 1966), ha sido
extendido al estudio de otros semiconductores, incluyendo algunas aproximaciones a la
estructura de bandas para las aleaciones cristalinas H g _,Cd.Se, (Iwanowski et al., 1978;
Mycielski et al., 1982; Nelson et al., 1978; Summers y Broerman, 1980).

Si & es el operador espin, entonces, la ecuacién de Schrédinger con correcciones relativistas
estd dada por (4.98), (Kane, 1966, pdgs. 81-83) (Jones y March, 1973, pdg. 89-99) (Chu y
Sher, 2008, pag. 161-170).

2 hps
[ aERV]+ Vg = B gtk (4.98)
= [(VV x§)- G4+ KWV xE)-5]
Wk?
E L = Eur — -éjr—-r;- (4.99)

Para resolver la ecuacién (4.98) primero se soluciona la ecuacion (4.26) y luego se intro-
ducen, uno a uno, los dos términos relativistas utilizando la teoria de perturbaciones. En
la figura 4.12 se presenta un modelo simplificado para la estructura de bandas de las
aleaciones cristalinas Hg(; _,,Cd;Se a 4.2K, cerca del punto de alta simetria I, reportada
por Iwanowski et al. (1978).

Una de las implicaciones importantes de considerar las interacciones espfn-drbita corre-
sponde al aumento de la simetria de las funciones de onda que describen a los electrones
dentro del cristal (Dresselhaus et al., 2008, pags. 337-366) . Cuando la interaccién espin-

Orbita se tienen en cuenta, es necesario utilizar los grupos dobles para incluir la simetria

8E1 formulismo desarrollado por Kane se conoce como la teoria de Kane.
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extra introducida por el espin®. Para el caso de una estructura tipo Zinc-Blenda, en la
representacién de los grupos dobles aparecen las representaciones irreducibles I's, 1'7 ¥ I'g,
(Yu y Cardona, 2005, pgs. 71-82). En la figura 4.12 se encuentran identificadas las bandas
que corresponden a las representaciones irreducibles I'g, I'; y I's del grupo puntual doble

para una estructura tipo Zinc-Blenda.

Figura 4.12: Modelo simplificado de la estructura de bandas cerca del punto ' para
Hg(_z)Cd;Se a 4.2K, (Iwanowski et al., 1978)

Cd, Hg,_,Se

La estructura de bandas para las aleaciones cristalinas Hgy_,Cd,Se varia con la fraccién
molar de CdSe, z, (Slodowy y Giriat, 1971), desde una estructura semi-metélica perfecta,
z = 0, a una semiconductora ¢, z > 0.11, (Iwanowski et al., 1978). En la estructura
de bandas semi-metélica se presenta una estructura de bandas invertida, en la cual los
electrones dentro de la aleacién Hgy_,Cd;Se ocupan bandas formadas por niveles de
energia de orbitales tipo s (banda I'g) y tipo p (banda I'g), (Whitsett et al., 1981), que
al ser comparadas con la estructura de bandas semiconductora, z > 0.11 para la misma
aleacién, se observa que las bandas se “invierten”, como se muestra en la figura 4.13. Para
z = 1.0, el nivel 'y de C'dSe corresponde a la parte mas baja de la banda de conduccién y
el nivel I'y, a la parte mds alta de la banda de valencia, como en un semiconductor normal.

A medida que x disminuye, la separacién entre las bandas I'y y I's disminuye. En z = 0.11,

?En el apéndice A se presenta una breve introduccién a la teoria de la simetria.
19E] cambio de estructura de semimetal a semiconductor depende de la temperatura, para 4.2K el cambio
ocurre para ¢ = 0.11 y a temperatura ambiente (~ 290K para z = 0.05, {Iwanowski et al., 1978)
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aT = 4.2K, (Iwanowski et al., 1978), se cruzan dichas bandas y parax < 0.11, a T =4.2K,
(Iwanowski et al., 1978), se invierten, convirtiéndose la banda I'y en la parte mds baja de la

banda de conduccién. A este fenémeno se le conoce como inversién de bandas.

Figura 4.13: Estructura de bandas electrénicas para las aleaciones cristalinas Hg; _Cd,Se
obtenidas con el modelo k-p, (Nelson et al., 1978)

PS— — ,..--—-—v#—’\l—_rs

e — K ~ ATNS ST
— \ 8

L= 7N — o~ \4\\
HgSe Crossover / \ \/ i - r7

x=0.11 (T=4.2K) Hg 1- xCd xSe CdSe
- I\ ,
v -
Zero gap Finite gap

En 1968 Giriat sugirié la ocurrencia de una estructura de bandas invertida en mezclas
de cristales con mercurio: HgTe — HgSe, HgSe — BHgS, HgTe — fHgS. Este tipo de
bandas invertida fue sugerido por primera vez por Groves y Paul (1963) para o — Sn y
posteriormente para HgSe y HgTe por (Harman et al., 1964). En 1997 Gawlik et al., con
base en mediciones angulares de foto-emisién (angular-resolved photemission measurements
-ARPES-) en HgSe, sugirieron que las predicciones del modelo de banda invertida para
compuestos de mercurio 1/ — VI era incorrecto. En 1998 Rohlfing y Louie calcularon,
ab-initio, la estructura de bandas para HgSe, con el objetivo de aclarar la controversia
generada por (Gawlik et al., 1997); el resultado del estudio de (Rohlfing y Louie, 1998)
mostré que el HgSe presenta una estructura de bandas invertidas, tipica de un semimetal.
La evidencia experimental, que refuta la sugerencia de (Gawlik et al., 1997), fue reportada
por Orlowski et al. (2000) quienes estudiaron experimentalmente la estructura de bandas
de HgTe con medidas angulares de foto-emisién (ARPES) de alta resolucién, obteniendo
una estructura de bandas invertidas, es decir, un comportamiento de semimetal.

Tres anos después de la sugerencia de Giriat (1968), Slodowy y Giriat (1971) estudiaron
la dependencia de la brecha de energia de Hg; ,Cd,Se respecto a su composicién, z,
para £ < 0.6. En su estudio, Slodowy y Giriat (1971) encontraron una dependencia
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aproximadamente lineal de la brecha de energia respecto a la fraccién molar de C'dSe.
Ademss, Slodowy y Giriat (1971) mostraron que Hg;_,Cd.Se se comporta como un
semiconductor para z > 0.2 y para x cercano a cero verificaron la estructura de bandas
invertidas, reflejando un comportamiento tipico de un semimetal.

Summers y Broerman (1980), con base en un estudio detallado de la absorcién éptica
de Hg,_,Cd,Se para 0.15 < = < 0.68 en el rango de temperaturas 5 < 1" < 300[K],
propusieron las siguientes expresiones empiricas para el indice de refraccion, 7%, y la brecha

de energia, Ey, con precisién mejor que +2%.

7t = 4.729(1 — 1.237z + 0.8832%)—
5.679 x 10~3(1 — 3.355z + 2.724x%)1'+ (4.100)
7.717 x 107%(1 — 3.443z + 2.7812%)T?

E, = —0209(1 —7.172z — 2.1742%)+
7.37 x 1074(1 — 1.277x — 0.15122)1'+ (4.101)
2.001 x 107%(1 + 23.45z — 599.42%)T% [eV/]

Ziborov et al. (1973) midieron por primera vez la fotoconductividad en Hg; ,Cd,Se
para 0.24 < z < 0.92, ver figura 4.14; ellos observaron que la longitud de onda para el pico
de la fotoconductividad se mueve en el rango de 0.7 — 5.0[pm] !, para z decreciente.

Gheorghita et al. {1996} midieron la fotoluminiscencia de Hgy_Cd;Se para z = 0.291 a
cuatro temperaturas diferentes, figura 4.15. El espectro de fotoluminiscencia para I’ = 4.2K
estd formado por tres bandas, designadas por A, B y C, de las cuales la més intensa
es la banda A. El espectro de fotoluminiscencia varia con la temperatura exhibiendo un
corrimiento hacia el azul que esta asociado con procesos radiativos atipicos. Estos procesos
atipicos en Hg;_,Cd;Se estan relacionados con la estructura de bandas electrénicas atipica
de estas aleaciones la cual muestra para £ < 0.6 un incremento en la brecha de energia con
la temperatura, contrario a lo observado en la mayoria de los semiconductores.

Algunos estudios experimentales para corroborar la estructura de bandas de H g;_,Cd,Se
, han sido reportados, (Borrisov et al., 1971; Liang y Hu, 1988; Mycielski et al., 1981, 1982).

Borrisov et al. (1971) midieron el espectro de reflectancia, a temperatura ambiente,
de Hg;_Cd,Se para diferentes composiciones, ver figura 4.16, y determinaron, con un
error de medicién de +0.01eV, la posicién de los picos asociada con varios puntos criticos
etiquetados por Borrisov et al. (1971) como se muestra en la figura 4.16. En su investigacién,
Borrisov et al. (1971) identificaron la transicién menos energética medida como £j y la

interpretaron como la transicién I'g, — g, €s decir, la brecha de energia, pero su valor

1Es decir, para epergias del fotén en el rango 0.24 — 1.77{eV|
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Figura 4.14: Fotoconductividad normalizada para Hg;_Cd;Se (Ziborov et al., 1973)
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numérico no concuerda con la brecha de energia, Fgy, reportada por Summers y Broerman
(1980) y determinada por medidas de absorcién 6ptica; adicionalmente, el punto critico
etiquetado como Eg permanece invariante con la fraccién molar de CdSe, z, ver figura
4.17, lo cual no concuerda con la evidencia experimental de la dependencia de la brecha de
energia con la fraccién molar de CdSe. Esto permite concluir que el punto critico etiquetado
por Borrisov et al. (1971) como Eg no corresponde a la brecha de energia, F,.

Mycielski et al. (1981) por medio de medidas magneto-dpticas y utilizando el modelo de
Kane, determinaron la brecha de energia y los elementos matriciales de Kane para z < 0.13.

Mycielski et al. (1982), utilizando medidas de magneto-absorcién, para T < 40K,
determinaron que la brecha de energia para z = 0, HgSe, es |Ey| ~ %A, donde A =
Er,, — Er,, es el desdoblamiento espin-6rbita. Ademads, extendieron el modelo de Kane
(1966) a cinco bandas y determinaron los pardmetros para el mismo.

Liang y Hu (1988) reportan las primeras medidas de electro-reflectancia 12, a1’ = 295K,
en peliculas de H gy Cd;Se para x < 0.5 obtenidas por crecimiento epitaxial de transporte

12La electro-reflectancia es una medida electro-modulacién en la cual el campo eléctrico externo es aplicado
directamente sobre la muestra a través de un par, o varios, electrodos, ver seccién 4.2.5



Capttulo 4. Estructura de Bandas Electronicas

97

Figura 4.15: Fotoluminiscencia de Hgy_,Cd,Se para z = 0.267, (Gheorghita et al., 1996).
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quimico en fase vapor, CV'T. En la figura 4.18 se muestran los espectros de electro-reflectancia
reportados por Liang y Hu (1988) y en la tabla 4.5, el valor de energia para los puntos
criticos estudiados experimentalmente. Los valores para el punto critico asignado como ky,

correspondiente a la brecha de energia, son un poco més altos que la brecha de energia, Eg,
reportada por Summers y Broerman (1980), para los mismos valores de x. Esta discrepancia
puede estar relacionada con el hecho que las medidas reportadas por Liang y Hu (19388)

fueron realizadas sobre peliculas delgadas, mientras que las reportadas por Summers y

Broerman (1980) fueron hechas en aleaciones cristalinas de Hgy_,Cd,Se .

Tabla 4.5: Energia para los puntos criticos kg, k), £y + Ay y Ay, (Liang y Hu, 1988).

Muestra FEpleV] EileV] E;+ AleV] AjleV] =z
c - 2.88 — - 0.05
a — 2.91 3.30 0.39 0.10
b - 3.20 - — 0.45
III 1.56 — - - 0.89
II 1.68 - - - 0.95
1 1.74 — - —

1.00
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Figura 4.16: Reflectancia de Hgy_,Cd;Se para 1) z = 0, 2) z = 0.09, 3) = = 0.15, 4)
z=025 1=03,6)z=04,7 =05 8 z=061,9) x =072 10) z = 0.79 y 12)
CdSe hipotéticamente cibico, (Borrisov et al., 1971).
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4.5.2. Detalles Tedricos

Con el fin de estudiar la estructura de bandas electréonicas de Hg;  ,Cd, Se se realizé un
estudio ab-initio, en el cual se considerd, para todas las fracciones molares, una estructura
cristalina tipo zincblenda. Este estudio fue realizado en el marco de la teoria del funcional
de densidad (DFT), (Hohenberg y Kohn, 1964), implementada con la ayuda del cédigo
ABINIT, (Gonze et al., 2002), bajo la aproximacién de la densidad local (LDA), (Ceperley
y Alder, 1980; Kown y Sham, 1965}, ver apéndice C. En la implementacién de DFT en
ABINIT se utilizan ondas planas y una aproximacién de pseudopotenciales!3 que conservan
la norma (norm-conserving pseudopotential) para el potencial de los iones, asi como una
parametrizacion de Teter-Padé para calcular la contribucién de intercambio y correlacién,
(Goedecker et al., 1996). Todos los célculos se realizaron con los pseudopotenciales de

B'Ver definicién de pseudopotenciales en ol la seccién C.3.
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Figura 4.17: Variacién con la composicién para diferentes puntos criticos de Hgy—CdzSe ,
(Borrisov et al., 1971).
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Hartwigsen-Goedecker-Hutter (HGH) con y sin semi-niicleo!?, (Hartwigsen et al., 1998).
Se utilizé la aproximacion de cristal virtual para obtener un pseudopotencial mezclado
(alquimico) con una proporciéon de = de cadmio y (1 — z) de mercurio.

De manera similar que en el estudio de altas presiones, el niimero de ondas planas
empleado en la descripcién de cada sistema cuantico que permitiera garantizar una relajacién
para, los pardmetros de celda cuando el cristal es sometido a altas presiones, se limité con
una energia de corte de 60 Ha (1632.7 eV) para la energia cinética y una dispersion de
0.5 Ha (13.6 €V) en concordancia con el método descrito por (Bernasconi et al., 1995).

14 E} pseudoptencial se puede definir de tal forma que incluya el micleo atémico y todos los electrones que
no sean los de valencia (sin semi-niicleo). Por otra parte, también se puede definir un pseudopotencial en el
cual se exclnyan del ion varios electrones que no son de valencia y se dejen como electrones que puedan
interactuar con otros dtomos (semi-niicleo). El uso de uno u otro tipo de pseudopotencial permite estudiar
diferentes interacciones que tienen lugar en un cristal {0 molécula}, como se muestra en la seccidn 4.5.3.
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Figura 4.18: Espectros de electro-reflectancia para Hg;_Cd.Se obtenidos con voltaje de
polarizacién DC de —1.00V, adaptado de {Liang y Hu, 1988).
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Adicionalmente, debido al comportamiento semimetalico de las aleaciones Hg;_,Cd.Se
para valores pequefios de z, se consideré un ensanchamiento de 10~3 Ha en los niimeros de
ocupacién con el fin de garantizar la convergencia de los calculos.

Para describir todas las cantidades electrénicas dentro de la zona de Brillouin se
utilizé una red de Monkhorst-Pack de 8 x 8 x 8, (Monkhorst y Pack, 1976). En el estudio
fueron consideradas las correcciones relativistas espin-érbita.

En el siguiente enlace se encuentra un tutorial preparado para CECALCULA en el cual
se muestra el procedimiento para calcular la estructura de bandas electrénica del silicio
utilizando ABINIT: http://wiki.cecalc.ula.ve/index.php/Abinit.

4.5.3. Detalles Experimentales

En la parte experimental se midieron los espectros de absorcién dptica, fotoluminiscencia
y fotoreflectancia, como se describe a continuacion. Todas las medidas épticas fueron
realizadas en el Laboratorio de Optoelectrénica de la Universidad del Quindio, Armenia,
Colombia.

Antes de hacer las medidas épticas todas las muestras fueron sometidas a un proced-
imiento de decapado quimico con una solucién de bromo al 0.3% en 10 m! de metanol, por
un tiempo menor a cinco minutos!®.

Los espectros de absorcién optica para z < 0.5 se midieron a temperatura ambiente
(300 K) con un espectrofotometro de transformada de Fourier en la regién del infrarrojo
medio y cercano (FT-IR) marca Shimadzu, modelo IRPrestige 21 (ver figura 4.19).

Figura 4.19: Espectrofotémetro de transformada de Fourier (FT-IR) Shimadzu, modelo
IRPrestige 21, utilizado para hacer las medidas de absorcién éptica.
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Los espectros de fotoluminiscencia fueron medidos para z = 0.5 utilizando un liser
de argén en la linea de 488 nm en el rango de temperaturas de 11 2 110K. Las medidas

se realizaron en un sistema cerrado de Helio liquido equipado con un controlador de

1%Un largo tiempo de exposicién de Hg,_.Cd. Se en la solucién de bromo en metanol puede redundar en
pérdida de material.
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temperatura LakeShore 330 con dos sensores de silicio. La potencia de salida del laser se
varié entre 5 y 40 mW. Se utilizé un cortador mecdnico con frecuencia de corte de 83Hz para
modular la radiacién proveniente del laser. Los espectros de fotoluminiscencia se midieron
con un monocromador SPEX 500 utilizando un detector Hamamatzu de GalnAs enfriado
termoeléctricamente y un detector sincrénico de fase (lock-in amplifier).

El espectro de fotoreflectancia para x = 0.5 fue medido a temperatura ambiente (300K)
utilizando un laser de argén en la linea 488 nm y una potencia de 5 mW. Se empleé un
cortador mecdnico con una frecuencia de corte de 255 Hz para modular la luz del ldser. La

reflexién en la muestra se midié con un fotodetector Hamamatzu de InGaAs.

4.5.4. Resultados y Discusién

Como se discutié en los anteriores capitulos, un cristal estd formado por dtomos
uniformemente distribuidos en el espacio. Cuando los dtomos aislados se acercan para
formar un sélido, las funciones de onda (orbitales) de los electrones de valencia juegan un
papel muy importante en el sistema obtenido al alcanzar el equilibrio. En otras palabras,
con el fin de comprender mejor los fendmenos electrénicos que tienen lugar en las aleaciones
Hgy .Cd,Se , la configuracion electronica de los dtomos aislados debe ser considerada
antes de estudiar la estructura de bandas electrénicas. La configuracién electrénica de los

atomos mercurio, cadmio y selenio es (el ndmero atémico se presenta entre paréntesis):

Se(34): [Ar])3d'%4s%4p*

Cd(48) :  [Kr]4d'%5s?

Hg(80): [XeJdf'*5d'0%6s?

El selenio tiene dos de sus electrones de valencia en un orbital s y los otros cuatro
en orbitales p, mientras que el cadmio y el mercurio tienen sus electrones de valencia en
orbitales s. Debido al gran niimero de electrones en el cadmio y el mercurio (en especial
el mercurio) los electrones en el orbital d pueden influir en las propiedades del cristal
Hg,_;Cd;Se , ademés de exhibir un comportamiento relativista (ver seccién 4.5.1). A
pesar que el selenio tiene seis electrones de valencia, cuando forma enlaces con otros 4tomos,
dos de los electrones de valencia se mantienen en un orbital s lleno y otros dos en uno de
los tres orbitales p quedando dos electrones en orbitales p para formar enlaces covalentes

con dos vecinos cercanos. Debido a esto los compuestos con selenio presentan dos enlaces
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covalentes, (Decius y Hexter, 1977, pag. 101). Cuando el selenio forma enlace con atomos
de la columna I I de la tabla periddica, como el mercurio y el cadmio, el selenio toma los
dos electrones de valencia del dtomo IIg. Como la diferencia de electronegatividad para los
4tomos de selenio, cadmio y mercurio no es muy grande, entre estos dtomos se forma un
enlace mezclado, parcialmente idnico y covalente, (Kaxiras, 2003, pig. 1-36).

La descripcion de las propiedades electrénicas dentro del cristal se puede realizar en
términos de funciones de onda andlogas a los orbitales de los dtomos aislados (método de
suma lineal de orbitales atémicos), sin embargo, la periodicidad del cristal permite que
una base de ondas planas sea utilizada para describir e¢| comportamiento de los electrones.
La ventaja de utilizar ondas planas en vez de la suma de orbitales atémicos para describir
las propiedades electrénicas de un cristal radica en que las ondas planas aprovechan la
periodicidad de la red, lo cual simplifica considerablemente las ecuaciones que rigen el
comportamiento de los electrones {ver seccién 4.1.4). Ademas, la periodicidad de la red
impone condiciones periédicas a las funciones de onda de los electrones (teorema de Bloch),
por lo tanto, las funciones de onda plana son una mejor eleccién que la suma de orbitales
atomicos para estudiar cristales.

Al considerar un pseudopotencial con niicleo completo!® (HGH-valencia) sin tener en
cuenta las correcciones relativistas, la estructura de bandas electrénicas de Hg; _,Cd,Se
sugiere un comportamiento semiconductor para todas las fracciones molares, con una muy
pequeha variacion de la brecha de energia al aumentar la fraccion molar de cadmio, z,
figura 4.20.

La parte més alta de la banda de valencia puede ser asociada principalmente con los
orbitales p del selenio y corresponde con un estado seis veces degenerado, mientras que la
parte mas baja de la banda de conduccién se puede asociar con orbitales s de los dtomos
de cadmio y mercurio, que corresponden con un estado doblemente degenerado, (Chu y
Sher, 2008, pag. 57). Ademds, los orbitales d del mercurio y el cadmio se encuentran cerca
de la parte mis alta de la banda de valencia {Cohen y Chelikowsky, 1988). Tanto la parte
mds alta de la banda de valencia como la més baja de la banda de conduccién se presentan
en el punto de mayor simetria, I', de la zona de Brillouin, k=0.La parte més alta de la

banda de valencia corresponde con la representacién irreducible!” T'ys la cual se desdobla

'5Un pseudopotencial con niicleo completo quiere decir que éste incluye todos los electrones excepto los
de valencia.

7Rl grupo espacial para la estructura zincblenda, cuando no se consideran las correcciones relativistas,
puede ser relacionado con el grupo puntual 7T, cuya tabla de caracteres se presenta en la tabla A.1. La
representaciéon I'i5 recibe su nombre porque la banda de valencia para E en direccién de A se desdobla en
dos bandas que en k = A son nombradas como A, y As para un sistema cibico y en k = X, como X, y
X5, para la estructura zincblenda, (Bouckeert et al., 1936; Parmenter, 1955).
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en dos bandas para |EI > 0: la banda de mayor curvatura se conoce como huecos épticos
(ligth hole, lh) y la de menor curvatura, como huecos pesados (heavy hole, hh). En términos
de la teoria k-p, el desdoblamiento de la banda de conduccién se debe a la ruptura de la
simetria del Hamiltoniano para E # 0 porque el término k- 7 introduce una perturbacién
que aumenta a medida que el nlimero de onda crece en magnitud.

Cuando se agregan correcciones relativistas, pero se sigue considerando un pseudopo-
tencial con nicleo completo, la estructura de bandas electrénica de Hgy ,Cd,Se sigue
sugiriendo un comportamiento tipo semiconductor para todas las fracciones molares, figura
4.21.

Las correcciones relativistas introducen una nueva perturbacién en el Hamiltoniano del
cristal, la cual hace que la banda T'y5 se desdoble en las bandas I's y 1';. Es de resaltar
que al incluir las correcciones relativistas no es posible simplificar la descripcion de la
simetria del cristal utilizando el grupo puntual 7, por el contrario, se hace necesario utilizar
el grupo doble Tj. De hecho, el desdoblamiento de la banda I'j5 en las bandas I's y I'y
estd determinado por la tabla de compatibilidad que relaciona el grupo simple 1, con el
grupo doble T:, (Parmenter, 1955). La banda de conduccién que sin correcciones relativistas,
en el punto de mayor simetria de la zona de Brillouin, esta descrita por la representacion
irreducible I'y ahora se encuentra asociada a la representacién irreducible I'g del grupo doble
sz . El valor de la correccién relativista debido a la interaccién espin-érbita aumentan con el

nimero atémico porque los electrones de valencia tienen asociada una mayor velocidad en

Figura 4.20: Estructuras de bandas electrdnicas de Hg,_,Cd,Se obtenidas con pseudopo-
tenciales HGH-valencia sin correcciones relativistas.
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sus érbitas. La interaccién espin-6rbita produce un efecto de acercamiento entre las bandas
de valencia y conduccién, lo cual reduce la brecha de energia. Al comparar las estructuras
de bandas sin y con correcciones espin-érbita, se puede notar que las curvaturas de la banda
de huecos pesados y huecos 6pticos son similares en el punto de mayor simetria de la zona
de Brillouin, sin embargo, un comportamiento no parabdlico es introducido en la banda de
huecos dpticos para ]El >> 0. Ademss, la banda de huecos dpticos se desdobla entre X y I

Pese a la valiosa informacién suministrada por las estructuras de bandas electrénicas
consideradas anteriormente, éstas no reproducen el comportamiento esperado para las
aleaciones Hg; ,Cd,Se . Una de las consideraciones que influye considerablemente en no
obtener el comportamiento esperado se debe a que los electrones de orbitales d para los
dtomos de mercurio y cadmio fueron introducidos en el pseudopotencial. Esto hace que las
fuerzas de repulsién entre los electrones en la banda de valencia y conduccién sea tal que la
separacion de las mismas resulte muy grande, en especial para bajas fracciones molares de
cadmio, donde se espera un comportamiento semimetalico.

En las figuras 4.22 y 4.23 se presentan las estructuras de bandas electrénicas sin y con
correcciones relativistas, respectivamente, para Hg; ,Cd.Se calculadas en el marco de la
teoria del funcional de densidad bajo la aproximacién LDA utilizando pseudopotenciales
con semi-nmicleo (HGH-semi-nicleo) para el cadmio y el mercurio. En los pseudopotenciales
utilizados se excluyen de los electrones del niicleo los electrones en los orbitales 4d del

cadmio y 5d del mercurio.

Figura 4.21: Estructuras de bandas electrénicas de Hgy_,Cd,Se obtenidas con pseudopo-
tenciales HGH-valencia con correcciones relativistas.
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Figura 4.22: Estructuras de bandas electrénicas de Hg,_;Cd;Se obtenidas con pseudopo-
tenciales HGH-semi-niicleo sin correcciones relativistas.
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Figura 4.23: Estructuras de bandas electrénicas de Hg; .Cd,.Se obtenidas con pseudopo-
tenciales HGH-semi-niicleo con correcciones reiativistas.
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El resultado obtenido es una estructura de bandas electrénicas que cambia, al aumentar
la fraccidn molar de cadmio, de semimetal a semiconductor. El comportamiento semimetal
se puede atribuir a la interaccién de los electrones en orbitales d y s de los dtomos de
mercurio y cadmio. Cuando los electrones de los estados d son incluidos en el pseudopotencial
(HGH-valencia), éste actia como un potencial que repele los electrones de valencia para
mantenerlos lejos del niicleo cargado positivamente. Al excluir a los electrones en orbitales
d del pseudopotencial, éstos se mantendran alejados del nicleo i6nico debido al efecto del
pseudopotencial con semi-nicleo (HGH-semi-nicleo). Como la banda I'y estd relacionada
con los electrones de los dtomos de cadmio y mercurio en los orbitales s, (Chu y Sher, 2008,
pag. 57), que eran mantenidos alejados de los electrones en orbitales d de los mismos dtomos
por efecto del pseudopotencial con nicelo completo (HGH-valencia), ahora los electrones en
los dtomos de cadmio y mercurio en orbitales s experimentan un menor potencial repulsivo.
Los electrones de los dtomos de cadmio y mercurio en orbitales d se encuentran cerca
de la banda I'y5, (Cohen y Chelikowsky, 1988), por lo cual, como el potencial repulsivo
que mantenia alejado a los electrones en los orbitales s del niicleo ahora no mantiene los
electrones en orbitales s alejados de los que se encuentran en orbitales d, los electrones en
la banda I'y puede ocupar un estado de menor energia, incluso menor que los de la banda
I'15. Para valores de z < 0.79 en la figura 4.22 se observa que la banda I'; esta por debajo
de la banda ['15. Al considerar las correcciones relativistas, figura 4.23, la energia de los
electrones en la banda I'g es mucho més baja que la de la banda ['g!8.

La fraccién molar de cadmio para la cual se presenta el cambio de semimetal a semi-
conductor, predicha por los célculos ab-initio, es z = 0.79, cuando no se consideran las
correcciones relativistas y = = 0.85, al considerar las correcciones relativistas. Nétese que
esta fraccién molar no concuerda con la observada experimentalmente a 4.2 K: z = 0.11,
(Iwanowski et al., 1978). Esta diferencia se debe a que la brecha de energia calculada con
la teoria del funcional de la densidad bajo la aproximacién LDA es mucho menor a la
observada en el experimento!?. En la figura 4.24 se compara la variacién de la brecha de
energia, Iy, con respecto a la fraccién molar de cadmio, z, para los diferentes cidlculos
realizados y los resultados experimentales de Summer y Broerman. La linea discontinua
gruesa corresponden con los resultados reportados por (Summers y Broerman, 1980)% y

las lineas sélidas son los valores predichos por los calculos ab-initio.

¥ Cuando se incluyen las correcciones relativistas la banda T’ 1 se transforma en I's y la banda I'j5 se
desdobla en las bandas T’y y I'7.

*Una mayor concordancia con el experimento se obtiene al calcular la brecha de energfa bajo la
aproximacién GWA, ver seccién C.4.

#Las lineas discontinuas delgadas en figura 4.24 son una extrapolacidn de los valores medidos en los
experimentos de Summer y Broerman.
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Figura 4.24: Brecha de energia, I, versus la fraccién molar de cadmio en Hgy_,Cd.Se .
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En la figura 4.25 se comparan los valores tedricos de la energia de desdoblamiento

espin-6rbita, Agg, definida como:

Ags = Er, — Er, (4.102)

Cuando se considera el pseudopotencial con niicleo completo (HGH-valencia), al aplicar
las correcciones relativistas, los electrones en los orbitales s de los 4tomos de cadmio y
mercurio experimentaran una interaccién espin-6rbita que aumenta cuando la fraccién molar
de cadmio disminuye. En este caso, se esperaria un mayor desdoblamiento para valores
pequeiios de z, por tanto, Agg disminuird cuando aumenta la fraccién molar de cadmio.

Al excluir los electrones de los dtomos de cadmio y mercurio en orbitales d del pseudopo-
tencial (HGH-semi-niicleo) ademds de las correcciones relativistas se presenta el fenémeno
descrito anteriormente, por medio del cual la energia de los electrones en los estados s
disminuye. El compromiso entre el desdoblamiento por la interaccién espin-6rbita y la menor
repulsién que experimentan los electrones de los d4tomos de cadmio y mercurio en orbitales
s y d, producen un efecto de disminucién de la energia de desdoblamiento espin-orbita,
Asg, con respecto a cuando es considerado el pseudopotencial con niicleo completo. El
efecto es mayor a bajas fracciones molares de cadmio y en general produce un aumento de
Agg cuando aumenta z. En especial, el valor de Agg para z = 0.0 (HgSe) calculado con €l
pseudopotencial con semi-nicleo, concuerda con el reportado en otros estudios, (Cardona
et al., 2009; Fleszar y Hanke, 2005; Sakuma et al., 2011).

El comportamiento atipico de la estructura de bandas electrénicas de Hgy_,Cd,Se se
ve reflejado en sus propiedades épticas. El espectro de fotoluminiscencia para H gy 5Cdy 5 Se,
figura 4.26, muestra dos bandas, A y B, cuyo mdximo aumenta al aumentar la temperatura.
La separacién entre los maximos de las dos bandas es de aproximadamente 31meV a 11 K
y el méximo de la banda B se encuentra 58meV por debajo de la brecha de energia medida
por Summer y Broerman, (Summers y Broerman, 1980). Lo anterior sugiere que las dos
bandas observadas en el experimento estan asociadas a transiciones cerca de la brecha
de energia y sus maximos siguen el mismo comportamiento descrito por la ecuacién de
Summer-Broerman, ecuacién (4.101). La banda A en la figura 4.26(a) se puede asociar con
transiciones opticas por defectos en el cristal y la banda B a transiciones exciténicas. El
incremento de la energfa del fotén para la mayor intensidad fotoluminiscente al aumentar
la potencia de la excitacién, 4.26(b), es similar al observado en la figura 4.26(a), por lo que
se puede asociar el corrimiento al azul con un calentamiento local de la muestra debido al
aumento de la potencia del laser. Es importante resaltar que los procesos de recombinacién

radiativa observados en el espectro de fotoluminiscencia son atipicos debido a que la energia
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del fotén asociado a la mayor intensidad de emisién aumenta al aumentar la temperatura,

en contraste con lo reportado para un semiconductor tipico, ver seccién 4.4.

Figura 4.26: Espectro de fotoluminiscencia para Hggs5Cdps5Se a diferentes temperaturas
(a) y bajo diferentes intensidades de excitacién (b).
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La brecha de energia medida para las aleaciones estudiadas en esta investigacién, figuras
4.27 y 4.28, concuerdan con las reportadas por Summer y Broerman, (Summers y Broerman,
1980). Sin embargo, se observé una pequeia diferencia en la fraccién molar sugerida por
la ecucacién de Summer-Broerman y los resultados obtenidos del estudio de difraccién de
rayos x. Ademds, el espectro de fotoreflectancia medido para x = 0.5, figura 4.28, sugiere un
valor de brecha de energia E, = 0.777eV, ligeramente diferente al obtenido con la absorcién
éptica, B, = 0.698¢V. El parametro de ensanchamiento determinado a partir del espectro
de fotoreflectancia, 64.3meV, es del orden de los obtenidos para otros semiconductores con

respuesta Optica en e} infrarrojo.
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Figura 4.27: Absorcién éptica a 300K para Hg,_.Cd,Se medida con un FT-IR. En la
figura se muestra la fraccién molar de cadmio, x, determinada por rayos X (en concordancia
con la fraccién molar de fabricacién, ver seccién 3.3 asi como la predicha por la ecuacién de
Summer-Broerman (S-B), g p. La ecuaciéon de Summer-Broerman, (4.101), es vilida sélo

para 0.24 < z < 0.92.
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Figura 4.28: Espectro de fotorreflectancia a 300K para Hgg 5Cdy.5Se.
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Capitulo 5
Vibraciones en el Cristal

Las vibraciones en un cristal estan determinadas por el movimiento de los dtomos
que lo conforman alrededor de sus posiciones de equilibrio. Estas vibraciones pueden ser
de frecuencias relativamente bajas, conocidos como modos aciisticos, o altas, conocidos
como modos épticos. Los modos aciisticos se caracterizan por la vibraciéon sincronizada
de 4tomos adyacentes mientras que los modos 6pticos reciben su nombre porque estan
asociados a vibraciones que producen momentos dipolares alternantes cuyas amplitudes
tienen la simetria del cristal e interactuan fuertemente con el campo eléctrico de una
onda electromagnética. El niimero de modos vibracionales con actividad éptica, Raman o
infrarroja, en un cristal (3D) con ZB 4tomos en la celda unitaria de Bravais es 327, de
los cuales tres son aciisticos y 3(Z” — 1) son épticos (Chu y Sher, 2008, pag. 511)(Fateley
et al., 1971).

Una caracteristica importante de las vibraciones en un cristal es su cuantizacién conocida
como fonénl. En un sélido cristalino hay dos tipos de fonones, los aciisticos y los 6pticos:

- Los fonones acusticos tienen frecuencias bajas y grandes longitudes de onda, que
corresponden con ondas de sonido que se propagan por la red. Los fonones acisticos
pueden ser longitudinales, LA, o transversales, TA, dependiendo de la forma en que
se propagan por la red.

- Los fonones épticos son aquellos que pueden ser excitados facilmente por radiacién
infrarroja de manera directa, llamados activos infrarrojo, o indirecta, llamados activos
Raman. Los fonones épticos pueden ser longitudinales, LO, o transversales, TO,

LUn fonén es una cuasi-particula de vibraciones de la red que se propaga por un sélido, (Federick y Reif,
1985, pag. 405)

113
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dependiendo de como se propaguen por la red cristalinaZ.

A continuacién se estudian las vibraciones en el cristal partiendo del formalismo desar-

rollado en la secciéon 4.1.

5.1. Planteamiento del Problema

El Hamiltoniano que describe un cristal perfecto fue estudiado en el capitulo 4 y estd dado
por la ecuacién (4.1). La parte del Hamiltoniano del cristral pefecto que ests relacionada

con el movimiento nuclear, vibraciones en el cristal, estd dada por:

P;? " ZZue
Hiones:;fle-f zj: 4%0‘}2’ 7 Z 7 (5.1)

47 60’7‘,

i'>j
Donde R; es la posicién del nicleo atémico j, P;, el momentum, Z;, el niimero atémico
¥y M;, la masa nuclear. Por los mismos argumentos utilizados la seccién 4.1, se utiliza la
aproximacién adiabdatica, con lo cual, el Hamiltoniano para las vibraciones en el cristal

toma la siguiente forma:
Homeo = S 25 4 B, Boos . Biv) (5.2)
ZM}

Donde Ee(l_{'l,ﬁz, ceey EN) es la interacciéon entre los iones por medio de los electrones
y corresponde a la energia total de los electrones de valencia con los iones estacionarios en
las posiciones £, (Yu y Cardona, 2005, pdg. 108). Por medio de técnicas de computacion de
alto rendimiento es posible calcular F, utilizando métodos ab-initio, sin embargo, desde la.
perspectiva fenomenolégica es importante contar con una descripcién analitica del fenémeno
que permita ampliar la comprensién del mismo.

Para llegar a una solucién analitica es necesario hacer algunas aproximaciones que
simplifiquen el problema. El Hamiltoniano Hspes se puede expandir como una funcién de

los desplazamientos 6R de los niicleos respecto de sus posiciones de equilibrio, R]O

Hiones = Ho(ﬁlﬂ, ﬁgm ceey ﬁNn) + H((Sﬁl,&ﬁz, ceey 5ﬁN) (5.3)

Ho(ﬁl()$ ﬁz,,, RN ﬁm,) es el Hamiltoniano del cristal con todos los niicleos en sus posi-
ciones de equilibrio y H (5ﬁ1, 6R,,. .. ,5EN) es el cambio en Hjppes debido a los desplaza-

mientos de los niicleos respecto de sus posiciones de equilibrio en una cantidad pequefia 5ﬁj.

*http://en.wikipedia.org/wiki/Phonon
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Como Hg(ﬁlﬂ, ﬁgm eee, ﬁN‘,) describe el estado de equilibrio, las vibraciones cristalinas
estarin determinadas por H(&éi,éﬁz, ces ,JEN). Para. solucionar H(Jél, 6R.2, cees 5ﬁN)
primero, se trata el Hamiltoniano bajo el formalismo clasico y segundo, se cuantizan las
energias de los modos vibracionales, (Yu y Cardona, 2005, pag. 108-110).

La cuantizacion de los modos vibracionales corresponde a la descripcién cuantica de las
oscilaciones en el cristal. En la aproximacién arménica esto corresponde con la descripcién
del oscilador arménico cudntico(Brown, 1970, pags. 174-179)}(Yu y Cardona, 2005, pags.
109), el cual tiene una energia cuantizada de la forma:

Ey., = hw, (n., + %) (5.4)

Donde k denota el modo de vibracién, w,, la frecuencia angular de la vibracién y n es
el nimero cuantico asociado a dicho modo.
La descripcién en el marco clésico de las vibraciones en un cristal es descrita en detalle

en las siguientes secciones.

5.2. Vibraciones Armoénicas en una Red Lineal

Para estudiar las vibraciones en un cristal se comenzari con un estudio detallado del
modelo para una red lineal mono atémica y di-atémica, tanto para los modos longitudinales
como para los transversales. Este estudio de la red lineal es importante por dos razones:
primero, permite comprender el fenémeno fisico y segundo, puede ser aplicado en estudios
cuantitativos.

El modelo de la red lineal ha sido utilizado en el estudio cuantitativo de diversos
compuestos. Por ejemplo, (Decius y Hexter, 1977, pdgs. 94-100) utilizé una red lineal para
estudiar las vibraciones de polimeros cristalinos y (Pérez et al., 2006) utilizaron un modelo
de red lineal para describir las vibraciones cristalinas en direcciones de alta simetria de
cristales volumétricos (mésicos) y aplicaron la red lineal en el estudio de las propiedades
vibracionales de los compuestos binarios con nitrégeno del grupo III, (Pérez y Alvarez,
2010).

5.2.1. Planteamiento del problema en coordenadas cartesianas

Como en el movimiento asociado a las vibraciones intervienen muchos dtomos, éste
debe ser descrito por un modelo de muchas particulas, el cual se puede tratar de manera

general utilizando el formalismo Hamiltoniano. En la descripcién clésica, para determinar
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el Hamiltoniano de un sistema de particulas es necesario escribir las energias cinética, T, y
potencial, V, para el mismo.

En general, en un problema de N particulas oscilantes, la energia potencial dependers de
los desplazamientos alrededor de las posiciones de equilibrios de las particulas. Sea 7 la
posicidn de la particula t en coordenadas cartesianas, 7ig, su posicién de equilibrio y {: el

desplazamiento desde la posicién de equilibrio para la particula £, entonces:

& =7~ T (5.5)
Lo . 1 L
V = V(7,7 PN) = §va — 7y) (5.6)
LY
t#t

Como las vibraciones dentro del cristal corresponden a pequefios desplazamientos
respecto de las posiciones de equilibrio, la energia potencial se puede representar por una

serie de potencias alrededor de las mismas:

V(i — 1) = V(i — 7o) +

ay av
{3—7'1;] 7o Gt {%} Tto bet

T¢o T¢g
1 [6%V g %y 1 [8% 9
5[6—2‘] “[W] f*&'*i[a—rg]fm et B0
Teo Tyo Tvo

En la aproximacién arménica se desprecian los términos de orden superior al segundo

orden. Ademss, la condicién de equilibrio establece que:

ay
{a—] o =0 (5:8)
Tio

Al tomar la sumatoria para todas las particulas y usando fiy, se obtiene:

8%y
o = [67131}: } Tio (5‘9)
Teo
D V(AE ) = Y V(Fio — o) + 3 fubie (5.10)
v t,t ¢t

i
t#t Lt
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Por otra parte, la energia cinética del sistema de N particulas con masas m¢ estd dada

por:
g 1 2
1= 3 % mfy (5.11)

Entonces, el Hamiltoniano, H, que describe el sistema de muchas particulas vibrando
armoénicamente se obtiene al sumar la energia cinética con la energia potencial. Se debe
anotar que en la ecuacién de la energia potencial, (5.10), se puede prescindir del término
constante V(i — Tyg) puesto que éste sélo agrega un nivel de referencia:

1 .
H g Yol + 5 3 fuwtite (5.12)

(X4

Asumiendo que todas las particulas tienen la misma masa, m¢{ = m, el sistema de

ecuaciones de movimiento de Hamilton es (5.13), cuya solucién estd dada por (5.14).

: OH
méy = —;97{- = —;fu’fﬂ
mé + wa&' =0 (5.13)
4
& = Ercos (wt + ¢} (5.14)

Al reemplazar (5.14) en (5.13) se obtiene (5.15) cuya solucién estd determinada por la

ecuacion secular (5.17).

Z (Jur — mw?sp)Ee = 0 (5.15)
tl
fi1 —mw? Ji2 fin
fa foa —mw? ... fin
=0 (5.16)
fa vz oo SN — muw?

En forma matricial se puede escribir la anterior ecunacién como sigue, donde f,esla

matriz de contantes de fuerza e I es la matriz identidad:

det(f —muw?l) =0 (5.17)

-+
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5.2.2. Planteamiento del problema en coordenadas internas e internas
simétricas

Tradicionalmente la descripcion de las vibraciones en un cristal se realiza con base
en coordenadas cartesianas y se omiten algunas consideraciones derivadas de la teoria de
grupos. Con el objetivo de presentar un estudio més detallado, se presenta la descripcién
de las vibraciones en un cristal utilizando la teorfa desarrollada por (Decius y Hexter, 1977)
la cual hace uso de la teoria de la simetria.

El método de las coordenadas internas simétricas fue desarrollado inicialmente para
estudiar las vibraciones moleculares, (E. Bright Wilson et al., 1980) y luego fue extendido
para vibraciones en cristales, (Decius y Hexter, 1977). El método se basa en describir el
movimiento de las particulas en término de coordenadas que tienen la misma simetria del
sistema, para ello se hace uso de las llamadas coordenadas internas y el operador proyeccién
de Wigner, ver seccién A.1.14, como se describe a continuacién.

Las coordenadas internas, S;, se definen como aquellas coordenadas que no son afectadas
por las rotaciones o traslaciones del sisterna como un todo. En los cristales, los 4tomos que
lo conforman oscilan alrededor de sus posiciones de equilibrio, por lo tanto, con el estudio
de los estiramientos de enlaces se pueden describir las vibraciones de cristales con un dtomo
por posicion cristalografica. En el caso de 4tomos con moléculas en una o mas posiciones
cristalograficas, algunas vibraciones de las moléculas constituyentes podrian ser observadas
en el cristal, sin embargo, en este capitulo se estudiara sélo el caso de cristales con un
4dtomo en cada una de sus posiciones cristalograificas.

Al expresar en término de las coordenadas internas, S;, la energia cinética y potencial,
el Hamiltoniano que describe el movimiento arménico alrededor de sus posiciones de
equilibro para los 4tomos en una red lineal toma la forma de la ecuacién (5.18), donde S
representa un vector con todas las coordenadas internas, B , la matriz de transformacién
entre desplazamientos cartesianos y coordenadas internas, Gy, los coeficientes de la matriz
G y Fy, los términos de la matriz de constantes de fuerza, F , escrita en coordenadas
internas, (E. Bright Wilson et al., 1980).

1 noaa 1 ,
H=3 ; (G V)wS:Sy + 5 %;pwsfsy (5.18)

— —

S— B¢ (5.19)

Gy = Z By By, (5.20)
v
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Los términos de la matriz G pueden ser expresados como una combinacién lineal de

vectores de maximo desplazamiento, s,
Gy = Zl‘agm - Sva (5.21)
x

Por ejemplo, la coordenada interna denominada estiramiento de enlace?®, S; = Ar, g,
corresponde a la coordenada que describe las vibraciones por cambios en la distancia entre
dos dtomos con un cierto enlace entre ellos. Esta coordenada puede ser descrita por dos
vectores unitarios de maximo desplazamiento, como se muestra en la figura 5.1, por medio

de la siguiente expresién, (E. Bright Wilson et al., 1980, pags. 54-56):

N
Si=Arap = 5 -& (5.22)

v=1

e V=«

é’tu = ”éﬂ,a Vv = ﬂ (523)
0 vi#ap
G=Gt= L ¢ L (5.24)
= Cr = e Y mg Hat b :

Figura 5.1: Coordenada interna estiramiento de enlace.

Sta = € T _T€ap

gtﬁ = éa.ﬁ = "'éﬁ,a
St - Ara’B

La otra coordenada interna que involucra sélo los enlaces entre dtomos corresponde a la
coordenada de estiramiento de enlace combinados, Arg, o, ver figura 5.2, descrita por tres

vectores unitarios:

N
St = Doy = 3 5t - & (5.25)

v=1

3La descripcién completa de las posibles coordenadas internas de una molécula se encuentra reportada
en (E. Bright Wilson et al., 1980).
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“(éa.ﬂ t+éay) V=0

Gy =4 F v=F (5.26)
€ay v=rx
0 v#ao,pb,y
0
g, =) cos(s) (5.27)
mMe

Figura 5.2: Coordenada interna estiramiento de enlace combinado.

-

Sta = "(§tB + §ty)

Stﬁ = e(f.ﬂ S, = éa

La ecuacidn secular (5.17) en coordenadas internas toma la siguiente forma, (E. Bright Wil-
son et al., 1980, pags. 63-65):

det(GF — 1) =0 (5.28)

Las coordenadas internas simétricas se obtienen al aplicar el operador proyeccién de
Wigner a las coordenadas internas. Como en la red lineal la principal operacién de simetria
es la traslacion, entonces, el operador proyeccion de Wigner estard determinado por las
representaciones de este grupo Abeliano, {A.11). Esta operacién se puede describir como
una transformacién lineal por una matriz unitaria U, ecuacién (5.29). Las matrices GyPF,
asi como la ecuacién secular, se transforman como indican las ecuaciones (5.30), (5.31) y
(5.32), respectivamente, (E. Bright Wilson et al., 1980).

N-1
< 1 , oA
S=-—= Y NG, =08 (5.29)
VN

n=0
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G =UGUt (5.30)
F=UFUt (5.31)
det(GF — w?I) =0 (5.32)

El producto de matrices GF' (similar para GIF) se conoce como matriz dinamica, (Yu y
Cardona, 2005, pag. 110). A continuacién se llamaran matrices dindmicas a las matrices G
y F' (también aplica para G y I¥), indistintamente de su producto.

5.2.3. Una particula por celda unidad

Sea un conjunto de N dtomos con masas my, n = 0,1,2, ..., N—1, igualmente espaciados
sobre una linea, con una separacién constante ¢ entre dos dtomos consecutivos. Si NV tiende
a infinito y m, = mVn, todos los 4tomos son equivalentes, pero para un nimero N finito,
no. Para hacer todos los 4tomos equivalentes y aprovechar las condiciones de simetria, se
puede introducir la siguiente suposicion: el siguiente dtomo después del iiltimo es el primer
dtomo, en otras palabras, se asume que la linea sobre la cual estan distribuidos los atomos
estd cerrada sobre si misma. Ademds, se asumira que todos los atomos tienen la misma
masa, 1.

La operacién de simetria que genera todos los elementos del grupo es la operacién de
traslacién {e,7,} donde ¥ =naé, n=0,1,2,...,N — 1, y n = 0 corresponde a la operacién
identidad. El grupo de las traslaciones es Abeliano, por lo cual, todas las representaciones
son unidimensionales y los caracteres son las raices complejas de la unidad:

X = 2N (5.33)

Donde y = 0,+1,+2, ..., +N/2 son la representaciones irreducibles del grupo Abeliano
de traslaciones {¢,7,}.

Ademés de la simetria traslacional, la red lineal puede tener simetria puntual. Para una
red lineal con todos los dtomos iguales y que cumplen con la condicién de estar distribuidos
sobre una linea cerrada sobre si misma, entonces, la simetria puntual asociada a cada dtomo
de la red es Dyop. En la tabla de caracteres del grupo Dy, (Dresselhaus et al., 2008, pag.
487), hay un modo degenerado asociado a z y uno doblemente degenerado asociado a (z,y).
Esto quiere decir que existird una onda longitudinal (z) propagdndose a lo largo de la red
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lineal, junto con un modo transversal (z,y). Por esta razén se trataran ambos modos, cada

uno por separado, considerando para el modo transversal sélo un componente.

Vibraciones longitudinales

Las vibraciones longitudinales corresponden a aquellas donde la onda se propaga en la
misma direccién que el movimiento de los dtomos. Estos modos son descritos por dos tipos
de coordenadas internas: estiramientos de enlaces y estiramientos de enlaces combinados, ver

figuras 5.1 y 5.2. La energia potencial y cinética para los modos longitudinales, representados

por Sy, es:

V= %ﬂ&& (5.34)

T= %S:;JGALS‘L (5.35)

Donde G, es la matriz G para los modos longitudinales. Esta matriz tiene sélo dos
tipos de componentes diferentes de cero: G2, asociada a las coordenadas de estiramientos

de enlaces y G1,, asociada a las coordenadas estiramientos de enlaces combinados:

(G2 G, 0 0 - G
G, G G!', o . 0

. 0 G, G2 GL, .- 0

G = rr rr rr

L 0 0 G}.r: G%,- 0 (536)
Gl 0o o o .. G |

Las componentes G2, y G, estdn dadas por las ecuaciones (5.24) y (5.27), respectiva-
mente, donde mq =mg =m, =my ¢ =n (180°):

2
2 = —=
Gh=—=2 (5.37)
G‘.:——l—:—” (5.38)
" m ’

Las coordenadas internas simétricas se obtienen al aplicar el operador proyeccién
de Wigner para un grupo Abeliano a las coordenadas internas, ecuacién (5.29) y las
matrices dindmicas simétricas, Gy y 7, estén dadas por las ecuaciones (5.30) y (5.31),
respectivamente. Como todas las representaciones son unidimensionales, por tratarse de
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Tabla 5.1: Terminos no nulos de la sumatoria (5.39).

(€7}

n ' n—n' (G‘ L Xyt

n n—1 1 —p eI?2my/N

n n 0 21 1

n n+1 -1 — e~32my/N

0 N-1 1-N  —pu ei2m/N
N-1 0 N -1 —p e iT/N

un grupo Abeliano, entonces, las matrices dindmicas simétricas seran matrices diagonales,
es decir, todos los términos fuera de la diagonal son cero. Los términos de la matriz G,

diferentes de cero estdn dados por:

N 1 - i . ot A
(GL)'r'y = N ZXS;’_),,/(GL)n,n’ = IT[ 23}21{7(" n )/N(GL)n,nl (539)
n,n’ !
Para realizar la sumatoria de la ecuacién (5.39) es conveniente sumar sobre las diagonales.
En la tabla 5.1 se muestran los términos diferentes de cero que se deben sumar en la

ecuacién (5.39). Nétese que la matriz Gy, tiene N términos G2, y 2N términos G ,, ademas,

Eald

eti2m(1-N)/N _ %j2ay/N Entonces, al realizar la sumatoria tomando en cuenta lo anterior

se obtiene la expresién (5.40).

(GL)yy = G,l.,,e*ﬂ’”/NJrGf,.+G,1.,,ej2“7/N = 2u—2pucos(2ny/N) = dpsen?(wy/N) (5.40)

La matriz F, 7, tiene la siguiente forma general:

- -

Fy 131 F o Fy_o Fynoy
ky Fy 1 o Koz Fn_a
. F Y31 R o Fn_g Fyn_3
Fr = s . N s . (5.41)
ks £ Fy o Enos Fn_g
| N1 Fnoe Fy3 -+ Ky ]

Debido a las condiciones de simetria, se cumple que Fy_y = Fy, Fn_o = F, ...

Fn_y=F, (5.42)
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La constante de fuerza Fj indica la interaccion de dos dtomos adyacentes, F1, representa
la interaccién entre dos enlaces entre tres dtomos donde uno de ellos es comdn a los
dos enlaces y, en forma general, F), representa la interaccién entre enlaces separados una
distancia (n + 1)a respecto a un dtomo central.

La matriz de constantes de fuerza simétrica, F L, corresponde a una matriz diagonal?

cuyos términos se calculan de manera ansloga que los de la matriz G

A 1 . W,
(]FL)'W = N Z xf?_),,:(l‘L)n,nl = = Z eiTmy(n—n )/N(I‘L)n n (5.43)
nn’

n,n

La anterior sumatoria se puede descomponer en tres términos, la suma de los términos

de la diagonal, Fg, sobre la diagonal, A, y debajo de la diagonal, B:
(Fr)py =Fo+A+ B (5.44)

N

Fo= _]1\7 Z Z_: Xn n'Fn’ n (5-45)

1 N-1 N-1
=Y D X b (5.46)
n=0 n'=nt1
N—-1n-1
D B DE S (5.47)
n—ﬂ n'=1

Sea 7 =n —n'. Para A, 7 <0, mientras que para B, 5 > 0, ademas, la secuencia de 5
en cada sumatoria es:

A: n=-1,-2,--- ,-N+1,--- ,—N+2,---,—-},-2,-3,—-4,-1,-2,-3, -1, -2, -1

B: n=+41,42,4+1,+3,42,4+1,+4,+3,42,+1,--- 4N -2,--- 4N —1,--- ,42,+1

Tanto en A como en B, 1 toma los mismos valores pero con signos contrarios y en orden
diferente. Ademss, la cantidad de términos de ambas sumatorias es la misma: N términos.

Entonces, B se puede escribir como:

N-1 N-1 N-1 N-1 t
Z Y eI, =¥ Z 3 I (5.48)
n—O n'=n+1 n=0 n'=nt+1

*La razén que sea una matriz diagonal reside en que las representaciones del grupo Abeliano de traslaciones
son unidimensionales y al ser simetrizadas las matrices dindmicas se obtienen matrices en forma de bloques
con un vinico término, es decir, matrices diagonales.
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Entonces:
) 1 N-1 N-1
(Fe)py = Fot }: [t/ . g-izmatel mN] i, (5.49)
: =n+
N
(Fr)yy = Fo + = Z Z s [2m9(n’ —n)/N] F, (5.50)
n—'ﬁ n'=n+1

Para realizar la sumatoria es conveniente ordenar los términos a sumar en forma matricial

utilizando una notacién apropiada. Sea n = n — n' y C,, = cos [2ny(n’ — n)/N], entonces:
p! n

n=1 =2 n=3
1 1 $

n=0—= C_ b C_sk C_3zty

n=1-— C_ .k C_o2F,

n=2— C_1Fy
n=N-—-4—
n=N-3—
n=N-2-

i

l

n=N-1
J

C_nNy3bn_3 C.nyabns ConpiFna

C nyaFn-a C.ny3Fn.3 C_nyaFn s

C nisbns C.nyabn_ga C_ny3Fn_s

C.k

Si se utiliza la ecuacién (5.42) y se tiene en cuenta que:

Cy = cos(2myn/n)

= cos[2ny(N —

C_ ok,
C_Fy

n)/N| = cos(—2myn/n) =

Entonces, los términos de la sumatoria toman la siguiente forma:

=1 n"=2 n=3
i} 1 i}

n=0- CiFy Coly Csby

n=1-— CiFy GF

n—2- Ci#y
n=N-—-4—
n=N-3->
n=N-2-

C_3k3
C_oF,
C.q1F

C'—"l

n"=N-3 n =N-2 n=N-1

1
C3by
CyFy
Cs by

Ci1

l
Coliy
CsF3
Cyby

Caky
CiFy

\J
C1H
C, F: 2
Csby

Caly
CoF;
ik,
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Nétese que hay (N — 1) valores CyFy en la diagonal principal y uno en la posicién
(n=0,n' = N — 1), para un total de N valores CyF;. También se tienen (N — 2} valores
Cy F, seguidos a los términos de la diagonal principal, otro en (n = 0,7’ = N — 2) y uno
més en (n = 1,n’ = N — 1), para un total de N valores C2F%. Lo mismo aplica para todos

los términos Cy#,, es decir, hay N términos iguales de la forma C; ¥, en la sumatoria, por

lo tanto:
N-1 N-1 N-1
Z Z cos [2my(n’' —n)/N| Fp =N Z cos (2rym/N) F;
n=0 n’=n+1 n=1

Reemplazando en la ecuacién (5.50) se obtiene:

N-1
(FL)yy = Fp + 2 Z Fycos (2r-m/N) (5.51)
n=1
Al reemplazar (5.40) y (5.51) en la ecuacién secular simétrica, (5.32) se pueden calcular

los modos vibracionales vy = 3=:

N-1
w2 = dusen®(my/N) | Fp + 2 Z Fncos (2nym/N) (5.52)
n=1
uky | 2~
= — + — K, N 5.53
v,r, = sen(wy/N) | = + ; meos (2ryn/N) (5.53)

En la figura 5.3 se muestran dos curvas de dispersién para modos longitudinales de
dos redes lineales con un dtomo por celda unidad. En la figura se asume una hipotética
red lineal de N = 100 dtomos de carbono, g = 1/12[UM A~!], con constantes de fuerza
Fy = 10[mdyn/A]® y F\ = 1fmdyn/A]. Los valores de w? para v = 50 son, respectivamente,
4pky y 4p [ﬁb + 222’;13 (—-1)'71",,]. Nétese que las constantes de fuerza F, para n > 0
disminuyen el valor de la frecuencia maxima de las vibraciones en la red en un factor de
w? — dpky =8p NN (-1)1H,,.

Antes de continuar es importante discutir el significado fisico de las representaciones «y en
(5.52) y (5.53), para ello es conveniente retomar la discusién presentada en la seccién 4.1.4.
En la red mono-atémica estudiada en esta seccién, los dtomos, separados una distancia a
entre si, se mueven con una diferencia de fase 2—7;\,12, ecuacién (5.29). Para una red cristalina
tridimensional se ha mostrado que n4}k,, | = 2%33 a = 1,2,3, ecuacién (4.10), donde k,_,

5Tomado de (Halford, 1956).
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Figura 5.3: Modos longitudinales para dos hipotéticas redes lineales de carbono.

*%10 4u F
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es el vector de onda en la direccidn a,, Ly = anV,, la longitud del cristal en la direccién a,,
Ny, la dimensién del grupo Abeliano en la direccién a, (que en la red unidimensional es N y
corresponde con el mimero de dtomos de la red) y 7, la representacién del grupo Abeliano
asociado a la misma direccién. Por consiguiente, la representacion vy estd relacionada con el

nimero de onda:

k=" (5.54)

Vibraciones transversales

Las vibraciones transversales son aquellas en las cuales los 4tomos oscilan perpendicu-

larmente a la direccién de propagacién de la onda. Los modos transversales se calculan de

—



Capitulo 5. Vibraciones en el Cristal 128

manera andloga a los longitudinales. Estos modos son descritos por coordenadas internas
diferentes a los modos longitudinales y por consiguiente, los términos de la matriz GT
son diferentes a los de la matriz Gr. Los modos transversales se describen por las coor-

denadas internas tipo flexién, como se muestra en la figura 5.4 y sus vectores de maximo

desplazamiento estin dados por:

_éT v = 6”7
Sw=1{ 2r v=a (5.55)
0 v#a,pB,y

Figura 5.4: Coordenada interna para los modos transversales en una red lineal.

Ste = —(§rﬁ + §ty)

Stp =8

Para calcular los elementos no nulos de la matriz G es conveniente observar cuatro
redes lineales sobre las cuales se identifiquen los vectores de maximo desplazamiento para

la coordenada interna de los modos transversales, Sy, figura 5.5.
N-1

(GT)t,t' = Z Ihgt,& . gt’,b (556)
=0

De acuerdo a la figura. 5.5, los términos no nulos son:

(Gr)ow = p (Sta  Sv + 8- Sug + 81y - v ) (5.57)

Entonces, existen tres posibles términos no nulos:

(Gr)us = nl(26r) - (261) + (—ér) - (=ér) + (=ér) - (—é1)] = 6 = Gy (5.58)

-
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Figura 5.5: Coordenadas de médximo desplazamiento para modos transversales.
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(Gr)our1 = Guyre = pl(267) - (—ér) + (—é1) - (0) + (—ér) - (26r)] = —4p = Giapx
(5.59)

(Cr)ipr2 = é't+2,t = p[(2ér) - (0) + (—ér) - (0) +(~ér) - (—ér)l = p = Giy2  (5.60)
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[ Gyt Gur Gruz O 0  Guuz Guu |
Gipr Gy Geur Gy 0 0 Gigs2
Gittz Giir1 Gt Gigl 0 0 0
A 0 G G & e 0 0 0
e (5.61)
0 0 0 0 o Gy Gy Grgyo
Gz O 0 0 - Gyyr Gy G
| Gei4r Gz O 0 - Gyya Gy Gy |

Como G7 es una matriz de N x N, existen N elementos Gy, en la diagonal principal.
También se tienen 2(N — 1) términos Gy, adyacentes a la diagonal principal con dos més
en los extremos de la matriz, es decir, en total se tienen 2/V valores G ;1. Lo mismo aplica
para Giyyg, de los cuales también hay ZN términos.

Ahora se deben calcular las matrices dinamicas adaptadas a la simetria. Como las
representaciones del grupo Abeliano asociado a la red son unidimensionales, la matriz @T
serd una matriz diagonal, que se calcula de manera aniloga a como se realizé para los
modos longitudinales. En la tabla 5.2 se muesiran los términos no nulos de la sumatoria

para calcular los elementos diferentes de cero de la mairiz Gr.

(GL)7'T e N foy—)n’(GT nn, — 2:8127('](”— ')/N(G )n,n' (5.62)

n,n’ nn'

Al sumar los elementos que se presentan en la tabla 5.2, se obtienen los términos no

nulos de la matriz @T:

(@L)’TY =p [ej41r'7/N _ 4ej21r'y/N +6— 4evj27r'y/N + eAj47r'7/N]

((f}T),n =213 — 4cos(2ry/N) + cos(4ny/N)) (5.63)

Asumiendo que sélo interactian apreciablemente las componentes diagonales de la
matriz lf"T, es decir, los elementos no nulos de dicha matriz son (iF'T),W = Fy,, entonces, la

solucién de la ecuacién secular (5.32) para los modos trasversales es:

wlp = 2pky, [3 — Acos(2my/N) + cos(4my/N)| (5.64)
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Tabla 5.2: Terminos no nulos de la sumatoria (5.62).

N-2 2-N Gt,t+2 =K 6j47r7/N
N-—-1 1-N G't,H'l = —4[4& 6j27"7/N
N Gt,t+2 =pu ej477’7/N

n n' n—n' (éT)n,'n' ng_)n:
n n—2 2 Gipz = p ei4m /N
n n—1 1 Giip1 = —4p ef2my/N
n n 0 Gy =6u 1

n n+1 1 Giir1 = —4p e~72my/N
n n+2 2 Gz =p e /N
0

0

1

N—-1 2-
N-2 Gyyo=p e 7m/N
N-1 0 N -1 Ggg1=—4p e~J2my/N
N 2 Gg’H_z =i 6—j4ﬂ7/N

V2pky, [3 — 4cos(2ny/N) + cos(4ny/N)]
2w
En la figura 5.6 se muestra la curva de dispersién para los modos longitudinal y
transversal de una hipotética red lineal de N = 100 atomos de carbono, p = 1/12[lU M A1),
con constantes de fuerza Fy = 10jmdyn/Al® y Fo, = 0.6{mdyn/A|.

(5.65)

Vs =

5.2.4. Dos particulas por celda unidad

Hay dos posibles tipos redes lineales diatémicas, con y sin elementos de simetria puntual
adicional a la simetria traslacional. Un ejemplo de red lineal sin elementos de simetria
puntual se muestra en la figura 5.7(a) y dos ejemplos de redes lineales con simetria puntual
se muestran en la figura 5.7 (b) y (c). En los dos primeros casos se tienen dos dtomos por
celda unidad (Z = 2) y en el iltimo, cuatro dtomos por celda unidad (Z = 4).

A continuacion se centrara el estudio de la red lineal diatémica con simetria puntual y
Z = 2, es decir, la red de la figura 5.7 (b), asumiendo que los dtomos tienen masas m, > my
(l"b > ta)-

Los elementos de simetria generadores son: la traslacién {&,7}, un eje de rotacién de
segundo orden, C, (que en este caso es equivalente a un plano de reflexién o la inversién )
y el elemento identidad, .

%Tomado de (Halford, 19586).
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Figura 5.6: Modos longitudinales y transversales para una hipotética red lineal de carbono.
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Figura 5.7: Tres ejemplos de redes lineales diatémicas.
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Vibraciones longitudinales

Sea una red lineal diatémica con simetria puntual Cs, separacién a entre dos dtomos

consecutivos y dos dtomos por celda unidad, Z = 2, figura 5.7 (b), conformada por N celdas

T
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unidad: N 4tomos con masa m, y N dtomos con masa my, donde mg > my (fp > fa)-
Ademss, se asumen las mismas condiciones impuestas a la red uniatémica para garantizar
la simetria traslacional. Los modos longitudinales para la red diatémica se calcularan de
manera similar a como se realiz6 en la seccién anterior salvo algunas adaptaciones necesarias
para estudiar una red con més de un dtomo por celda unidad.

Como hay dos 4tomos por celda unidad se tendrin dos tipos de coordenadas de
estiramientos de enlaces, las cuales se denotaran por S, y S,,. En la figura 5.8 se muestran
ejemplos de vectores de méaximo desplazamiento para cuatro coordenadas internas de
estiramiento de enlace.

Figura 5.8 Cuatro ejernplos de coordenadas internas de estirarientos de enlace para la red

diatémica lineal. Nota: el dtomo etiquetado como a es el mismo para los cuatro ejemplos,
similar ocurre para 8, o/ y B'.

Los elementos diferentes de cero para la matriz G, son similares a los de la red uniatomica,
pero con diferentes masas reducidas. Es decir, se tendran dos tipos de coordenadas de
estiramientos de enlace y dos de estiramientos de enlaces combinado, una para cada tipo de
coordenada S,, y S,,. Los elementos diferentes de cero para Ia matriz G, son: G2y Gﬁr,,
determinados por las ecuaciones (5.24) y (5.27), respectivamente,con ¢ = 7 (180°):

(éL)'Tn')'a = (GAL)')’L’YL = Ma + o = G?r (5.66)
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(GAL)’ya’n = (éL)vb'ya = ~Ha = G,l-,-a (5.678.)

(CL)var1m = (CL)wrrat1 = —tp = Gy, (5.67b)

Sma Sme S@a  Swv-1a Sw)p Sy S@  Sv-pe

i { H { $ i i o

So, — G2, 0 0 - 0 |G, O 0o - G,

Saye  — 0 G2 O o |Gy, G, o0 ... O

S(z)'1 — 0 0 G,z.,. 0 0 G,l.,.b G,l..,.a s 0

é _ . . . . : . . .
T Sy, — 6o o0 o0 Gl o o o .. G

Sop G,, G, O 0 |G o0 o0 - 0

S(l)b — 0 Grl-ra G:l‘rb 0 0 G;z.r 0 s 0

S, — 0 0 G}, 0o} 0 o0 G2 ... 0
Sn-1, = |Gy, O 0o -G, | O 0 0o - G |

Nétese que la matriz Gy se puede escribir en término de dos matrices N x N: Gy y Go.
La matriz Gy es diagonal, con términos G? y G-, tiene los términos Gl en la diagonal

principal con sélo un término no nulo adicional, G},a, por fila.
5 G G
Gr=| s i (5.68)
G, Gy
Como tenemos dos tipos de coordenadas internas, también habran dos tipos de coorde-

nadas internas simétricas:

N-1
1 »
S5 = 7% Z;) S, e 32N (5.69)
n==
1 N-1
Sy, = —== Y _ Syei2mm/N (5.70)
b \/]—\f et (3

La matriz adaptada a la simetria G, tendra términos diferentes de cero fuera de la
diagonal principal, pero se puede escribir en términos de dos matrices diagonales que se

obtienen al aplicar (5.30) a cada uno de los cuatro bloques matriciales que forman la matriz

—1-
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éL, es decir:
. Dy D2
Gp= |21 7 (5.71)
’ [ : D,}
D,=06, 0" a=1,2 (5.72)

Es importante resaltar que (Dj)! = (U(A}'z(}f)f = (ljf)"@;l:’f = U@;ljf = f);, es
decir, sélo se requieren calcular dos matrices: Dy y Dz puesto que la matriz D; es la
matriz transpuesta conjugada de Ds. Los términos diferentes de cero de estas dos matrices

diagonales son:

. 1 . o A
(Di)y = 33 2™ (Gt = Gl = pra + 1 (5.73)
nn’
. 1 X , . i
(Do = 2 30PNy = Gl 4 Gl e P20 (5.748)
n,n’
(Da)yy = ~tta — ppe 32N (5.74b)

Entonces, para la representaciéon - las componentes de la matriz Gy, son:

G = {(l:)l)'n (Da)yy | _ { B + b ~pa — ppe 2N (5.75)
(D;)v"r (D1} ] —fta — ﬂbe’zm/N fta + pp

Si asumimos sélo interaccidn entre los vecinos mds cercanos de tal manera que la matriz
]@‘L se pueda, expresar como una matriz diagonal, con todos los elementos de la diagonal
iguales a Fp, entonces, las dos soluciones de la ecuacién secular (5.32) para la representacién
7 estdn dadas por (5.77). El modo (5.77a) es acustico mientras que (5.77b) es dptico.

g _ |Fo O
F," = 5.76
wia=Fo [(ua + ) — V(ta + )2 — 4papbsen2(1r'y/N)] (5.77a)

wio = Fo [(#a + i) + vV (a + 16)? — Aptappsen®(ny/N )] (5.77b)

-
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Vibraciones transversales

Para calcular las vibraciones transversales de la red lineal con dos dtomos por celda
unidad se utilizard el mismo razonamiento utilizado en la seccién 5.2.3. En la figura 5.9
se muestran los vectores de maximo desplazamiento para seis ejemplos de coordenadas

internas asociadas a vibraciones trasversales en una red lineal diatémica.

Figura 5.9: Seis ejemplos de coordenadas internas para modos transversales en una red
lineal con dos stomos por celda unidad.

A

S?‘ #f
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Los términos de la matriz Gr estén dados por:

N-1
(GT}'y.'y' = Z TR By (5.78)
=0

De acuerdo a la figura 5.9 los términos no nulos se calculan de la siguiente manera:

(GT)'m' = paSya Syt B8Sy 8 Sy g Sy Sy (5.79)

Entonces, existen seis posibles términos no nulos:

(CT)rarre = Ha(261) - (267) + po(—r) - (—é1) + mo(—é7) - (—é7)
(CT)rerte = 4t + 206 = Glaa (5.80)
(GT)mom = 16(267) - (267) + pa(—E1) - (—éx) + pra(—é1) - (—é7)

(CT)opne = 445 + 24ta = Gy (5.81)

(CT)vam = 1a(26r) - (—ér) + mo(—ér) - (0) + pro(—ér) - (267)

(GT)raims = 2486 — 2fta = Gay (5.82)

(CT)varvet1 = (CL)vat 170 = Hal287) - (0) + p(—é7) - (0) + mo(—ér) - (—ér)

(éT)"fcv’?ﬂ-}'l = (éL)70+lv7a = b= Gﬂa’ (5‘83)

A

(GT)wmt1 = (G419 = 1(261) - (0) + pra(—87) - (0) + pra(—er) - (—ér)

(éT)nm,H = (éL)7b+1,7b = pa = Gpy (5.84)
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(CT)rat1m = Hal(0) - (—ér) + pp(—ér) - (261) + pa(2éT) - (—é71)

(Gr)vet1om = —2Ha — 2 = Gary (5.85)
Entonces, la matriz G estd dada por:
S0 S S@. Sw-na Sep Sap Sw@w  Sv-ie
oL Vool L
S(O)a — Ga,a Gaal 0 Gaa’ Gab 0 0 Ga’b
S(l)u - GM' Gau Ga,a,' 0 Gﬂvb Gab Q 0
S(z)a - 0 Goat Goaa 0 0 Gav Gap 0
G — : : : : : : : :
"7 Sy = | G 0 0 Gwl 0 0 o0 G
S(O)b — Gd, Ga’b 0 0 be Gy 0 Gby
Sayp 0 Ga Gan 0 | Gw Gw G 0
5(2)5 - 0 0 wa 0 0 Gw be 0
S(Nﬁl)b - = Ga’b 0 0 Gap GW 0 0 G J

Nétese que la matriz Gr se puede escribir en término de tres matrices N x N: Gr,, Gr,
y Gr,. Ademss, la matriz adaptada al simetria Gz también se puede escribir en términos
de tres matrices diagonales, por los mismos argumentos utilizados para calcular los modos
longitudinales de la red lineal diatémica:

. Gr, G
Gr = {éfl G‘ﬂ (5.86)
T 3
. D, T
Gr = LD; 22] (5.87)
2 3
D, =UGr Ut  a=1,2,3 (5.88)

Como las matrices G, y Gy, son similares a Gf, en (5.36), entonces los términos no
nulos de Dy y Dj se pueden calcular de manera andloga a como se calculdé (G’ L)y, €cuacién
(5.40). Lo mismo ocurre con G'?pz, la cual es similar a Gy en (5.68), por lo tanto, los términos

-
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1o nulos de D, se pueden calcular de la misma forma que (Dg)y en (5.74a):

(D1)y = Gaa + 2Gawcos(2my/N) = 4, + procos(my/N)] (5.89)
(ﬁ2)'y'7 = Gap+2Cape N = —2(pa + prp) (1 + ebﬂﬂ/N) (5.90)
(D3) gy = Gp + 2Gpycos(2ny/N) = 4|y, + pacos(xy/N)] (5.91)

Entonces, para la representacién « las componentes de la matriz G son:

A D)y (D2)
Cr = {c@b: <i>3f;;} (592)

@('7) _ 4[pa + pocos(my/N)} ~2(pa + 1p) (1 + e—j27r~{/N) (5.93)
T =2 + ) 1+ 7/N) 4y, + pgcos(wy/N)) ‘

Asumiendo la matriz lf“T como una matriz diagonal, es decir, sélo se tendra en cuenta
la interaccién entre vecinos mas cercanos, con todos los elementos de la diagonal iguales
a Fo,, entonces, las dos soluciones de la ecuacién secular (5.32) para la representacién 7y
estan dadas por (5.95).

Y — [b g*“ FZJ (5.94)

Wira = For(pa+ m)[3+ cos(2my/N)]| -
2Fy, \/(,ua — )2 [1 + cos?(my /N + 16pappcos?(my/N) (5.95a)

wiro = For(ka+ m)[3+ cos(2my/N)] +

2K, \/(;za ~ )2 {1 + cos2(wy/N)? + 16pappcos?(my/N) (5.95b)

Nétese que si pi, = pp = pp y N = N /2 entonces la ecuacién (5.95a) se transforma en:
ng 4 = 2Fo,p|3 — 4cos(2ny/N) + cos(4ny/N)], que corresponde con el modo transversal
para la red con un sélo dtomo por celda unidad, ecuacién (5.64).
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En la figura 5.10 se muestra la curva de dispersién para los modos longitudinal y
transversal de una hipotética red lineal diatémica formada por N = 100 dtomos de
selenio y N = 100 atomos de mercurio, pu, = 1/78.79[UMA~] y pp = 1/200.59[U M A1),
respectivamente, con constantes de fuerza Fpy, — 0.399)mdyn/ A} y Fyr = 0.064[mdyn/ A7

Figura 5.10: Modos longitudinales y transversales para una hipotética red lineal de HgSe.
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"Las constantes de fuerza fueron tomadas de (Ford et al., 1982), donde Fyr corresponde a la constante
de fuerza para los estiramientos entre enlaces y For = ;GT;}FOL



Capstulo 5. Vibraciones en el Cristal 141

5.3. Vibraciones en el cristal (3D)

Las vibraciones en un cristal (3D) también se pueden estudiar en el marco de las
coordenadas internas simétricas, como se discutié en la seccién anterior, teniendo en cuenta
que el operador traslacién se puede descomponer en tres grupos Abelianos, ver ecuacion
(4.8) en la seccién 4.1.4. De esta manera, las coordenadas internas simétricas se calculan

como se indica a continuacion:
. 1 e L A
S=—) e ™G, =US (5.96)
T2

El procedimiento para calcular los modos vibracionales en un cristal (3D) es similar
al descrito previamente, salvo algunas variaciones®, manteniendo la misma forma para los

modos vibracionales:

w? = Cfip, F,cos(R)] (5.97)

Donde & es la posicién de la red reciproca en radianes, C, una constante (por ejemplo,
1,2y 4) y flu, F,cos(£)] una funcién del inverso de las masas, y = 1/m, las constantes
de fuerza, £ y el coseno del vector de la red reciproca, cos(x). Por ejemplo, para el caso
en que todos los dtomos de la celda unidad son iguales, entonces: w? = CuFycos(x) y
para el modo A; de una red cibica de cloruro de cesio (CsCl) con grupo espacial Pm3m,
w(A1) = g%ﬁ[l — cos(r)], (Decius y Hexter, 1977, pag. 152).

Para calcular las curvas de dispersién fononica en cristales se han planteado varios
modelos, entre ellos se encuentran: el modelo de las constantes de fuerza, de chaqueta (shell
modell), de enlace (bond-model) y el modelo de carga enlazante (bond charge model), (Yu y

Cardona, 2005, pags. 114-121):

- Modelo de las constantes de fuerza: fue propuesto por Born-von Kérmdn en la década
de los cincuenta. Este modelo corresponde a la primera aproximacién para calcular
la dispersién fononica en cristales semiconductores. En este modelo se asumen los
atomos como esferas rigidas conectadas por resortes. Las constantes de los resortes es
calculada por ajuste de los datos experimentales. El modelo fue aplicado con éxito
en Si y Ge, pero requiere muchas constantes de fuerza con una dificil interpretacién

fisica.

- Modelo de chaqueta (shell modell): este modelo mejora los resultados obtenidos con

8Para més detalles, consultar {Decius y Hexter, 1977).
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el modelo de las constantes de fuerza. Fue desarrollado por (Cochran, 1959) para
explicar las vibraciones cristalinas del germanio. Este modelo se basa en suponer
que los 4tomos de la red estdn formados por un nicleo rigido (compuesto por los
protones, neutrones y los electrones de las capas internas) y una chagqueta de electrones
(electrones de valencia). La interaccion entre dos atomos de la red se describe en
términos de resortes entre los nicleos y las chaquetas. Con este modelo se pueden
ajustar los datos los experimentales de semiconductores tipo IV y III-V, con menos
de quince constantes de fuerza. La principal critica a este modelo estriba en la dificil
interpretacion fisica al aplicarlo a semiconductores con estructura tipo diamante y

zinc-blenda.

- Modelo de enlace (bond model): Este modelo consiste en describir las vibraciones en
la red por medio de los estiramientos de enlaces y flexién del dngulo entre enlaces de
los campos de fuerza de los electrones de valencia. Sin embargo, funciona bien cuando
solo un pequeiio niimero de fuerzas de valencia son suficientes para explicar la curva

de dispersion.

- Modelo de carga-enlace (bond-charge model -BCM-): En este modelo fue propuesto
por (Phillips, 1968) y su mayor aporte consisti6 en incluir el término de interaccién
electrostatica en los enlaces entre dtomos mds cercanos. (Weber, 1974, 1977) le
incluyé la aproximacién adiabatica (modelo de carga-enlace adiabatico, ABCM): las
cargas enlazantes se pueden mover adiabaticamente de los niicleos. Si se considera la
aproximacion adiabdtica, este es el modelo mds simple que mejor describe las curvas

de dispersién de los semiconductores IV, III-V y II-VI (Rajput y Browne, 1996).

5.4. Técnicas Experimentales

Las técnicas experimentales mas utilizadas para estudiar los modos vibracionales en
cristales semiconductores son: espectroscopia Raman, espectroscopia infrarroja, espectro-
scopia Brillouin, difraccién ineldstica de neutrones (IND) y difraccién ineldstica de rayos X
(IXD).

En esta seccién, por el uso de varios vectores de onda, se usara § para representar al
vector de onda de un fonén que se propaga dentro del cristal. Para las demés secciones de

. . 3 - -y o~
este libro, a menos que se indique lo contrario, se utiliza k en vez de ¢



Capitulo 5. Vibraciones en el Cristol 143

5.4.1. Espectroscopia Raman

La espectroscopia Raman es una técnica muy utilizada para el estudio de los semicon-
ductores, con la cual se pueden determinar los modos vibracionales para el punto de alta
simetria en la red inversa. El espectro Raman tiene su origen en la polarizacién electrénica
causada por radiacién ultravioleta, visible o en el infrarrojo cercano, (Nakamoto, 2009, pig.
5). A continuacién se describe la teoria macroscépica de la difraccién ineléstica de la luz
por fonones de la red, con la cual se explica el fenémeno Raman.

Sea un medio con susceptibilidad eléctrica® x, sobre el cual incide onda electromagnética

plana con campo eléctrico é( 7, 1):

E(7,t) = Eine.(Fine., Wine.)cos(Kine. - 7 — Wine.t) (5.98)

Debido al campo eléctrico de la onda electromagnética, es inducida una polarizacion

periédica P(7,t) determinada por:

73(97, t) = ?S'znc('_‘:‘zm, wim.)cos(gim. T - wiuc.t) (5,998,)
ﬁ.nc("t';nc ’ wim:.) = )E(Etnc) Wine. )émc(’_‘;m,c ’ winc.) (599b)

Si el medio estd a una temperatura finita, las vibraciones térmicas produciran algunas
fluctuaciones en la susceptibilidad eléctrica, x, (Yu y Cardona, 2005, pag. 376). Estas
vibraciones atémicas estdn cuantizadas en particulas conocidas como fonones, como se
discutié en las secciones anteriores. El desplazamiento atémico asociado con un fonén puede
ser expresado como una onda plana con vector de onda ¢y frecuencia wy:
£(7,t) = Z(g, wo)cos(§- ¥ — wot) (5.100)

Asumiendo que la aproximacién adiabética es vilida, (wine > wp), entonces, la influen-
cia de las vibraciones atémicas puede ser considerada como una variable de la cual depende
la susceptibilidad eléctrica. Como a temperaturas finitas las amplitudes de las vibraciones
atémicas son muy pequefias comparadas con las constantes de celda del cristal, se puede

expandir alrededor de zi la susceptibilidad eléctrica utilizando series de Taylor:

X=X (Eim.,wim.¢g) = Xo (Einc.,Wim:,) + i (%)0&(1", )+ (5.101)
i=1

9La cual susceptibilidad eléctrica, X, es un tensor de segundo orden
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Donde ¥¢ denota la susceptibilidad eléctrica del medio sin fluctuaciones y Z?zl (%) o &

determina el tensor de segundo orden, T

3 N
- oxl -,
F=3 {55—}  S(dw) (5.102)
1=1 lie=o
Si despreciamos los términos de orden superior al primero en (5.101), al reemplazar esta
expresién en (5.99), la polarizacién se puede expresar en dos términos: la componente que
vibra en fase con la radiacién incidente, ﬁo(ﬁ t) y la polarizacién inducida por los fonones

u otra fluctuacién en el cristal, ’P,-,;g_ (F, t,g):

P (7,8) = Po (7,) + Pna. (7 1:€) (5.103a)
’ﬁ() (ﬁ t) = f(() (Em.ca winc.) éinc.(Einc.’ winc.)cos(EinC. -F— winc.t) (5103b)
'ﬁimt. ('F', t,f) = ’f'cos(q'~ r— wot)é,:,w_(l;im,,wi,w‘)cos(l'c*,-,,,c_ T~ Wine t) (5.103c)

La polarizacién inducida Pind. (F’, t, 5) se puede reescribir de la siguiente forma:

—

Pina. (74,6

A L . (5.104a)
%T@mc.(kz’nc.,wim.) [COS (kAs e wAst)) + cos (ks L7 = wst))}

kas = Kine. + (5.104b)

WAS = Wine. + wo (5104(:)

ks = kine. — ¢ (5.104d)

WS = Wine, — Wp (5.104¢)

Donde l;s es ¢l vector de onda para la componente Stokes y EAS para la anti-Stokes,
similar para las frecuencias, donde wg es la frecuencia Stokes y wyg la anti-Stokes. Entonces,
la radiacién incidente sobre la muestra es dispersada por la misma y, para una onda incidente
monocromaética, se obtendran tres tipos de ondas debido a tres procesos: con la misma
frecuencia de la radiacién incidente (dispersién Rayleigh), con frecuencia mayor (dispersién
Raman, anti-Stokes) y otra con frecuencia menor (dispersién Raman, Stokes).

En el experimento Raman se suele utilizar radiacién monocromatica en el visible y
el nimero de onda del fondn asociado con el proceso es aproximadamente cero: ¢ =~ 0.



Capitulo 5. Vibraciones en el Cristal 145

Reemplazando ¢ = 0 en (5.102) se obtiene el tensor Raman, R:
3 6)2
R= {——] Zy(wo) (5.105)
,g Fileo

5.4.2. Espectroscopia Brillouin

El experimento Raman permite estudiar sélo los modos Spticos (LO y TO) para los cuales
q = 0. La técnica experimental con la cual se pueden estudiar de los modos aciisticos (LA y
TA) con § =0, de manera analoga al experimento Raman, se conoce como espectroscopia
Brillouin, (Loudon, 1964, pag. 458). En otras palabras, con la espectroscopia Brillouin se
estudia la difraccién ineldstica de la luz por ondas aciisticas, (Yu y Cardona, 2005, pag. 398).
Similar que la espectroscopia Raman, en la difraccién Brillouin existen dos componentes: la

Stokes y la anti-Stokes.

5.4.3. Espectroscopia infrarroja

La espectroscopia infrarroja es una técnica experimental por medio de la cual se pueden
estudiar los modos vibracionales de moléculas y cristales que son activos en el infrarrojo. El
espectro infrarrojo, en este caso, se debe a las transiciones entre dos niveles vibracionales
de la molécula o el cristal en su estado base, {Nakamoto, 2009, pag. 5). Esta técnica puede

ser realizada por reflexi6n o transmisién, dependiendo de la muestra.

5.4.4. Difraccién Ineldstica de Neutrones (IND)

La difraccién ineldstica de neutrones (IND) es una técnica experimental que permite la
medicién del momento transferido desde un fon6én a un neutrén (o la creacién de un fonén
por la pérdida de energia de un neutrén) cuando un haz de neutrones se hace incidir sobre
el cristal en estudio. Esta técnica se soporta en tres caracteristicas del haz de neutrones:
primero, la seccién transversal del haz dispersado por los nicleos es suficientemente débil
que permite una gran penetracion del haz de neutrones, segundo, la energia de los neutrones
de los neutrones que conforman el haz es comparable con la energia de los fonones en el
cristal y, tercero, el momentum de los neutrones puede ser utilizado para determinar las
curvas de dispersién del material, (Hippert et al., 2006, pig. 169).

Con la difraccion ineldstica de neutrones se pueden estudiar los modos vibracionales,
tanto dpticos como acisticos, para la primera zona de Brillouin de }a red reciproca, no sélo

para el punto de alta simetria, § = 0.
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5.4.5. Difraccién Inelastica de rayos X (IXD)

La difraccién ineldstica de rayos X (IXD) es similar a la difraccién ineldstica de neutrones
(IND) con la diferencia que en IXD se utilizan fotones mientras que en IND se utilizan
neutrones. Esta técnica tiene la ventaja que la energia de los fotones es mucho mayor que
Ia de los neutrones, permitiendo estudiar fonones mds energéticos, ademds, no es sensible a
los fenémenos relacionados con los is6topos a que es sensible la IND. Otra ventaja de la
IXD es que al usar fotones que se propagan a gran velocidad, se pueden estudiar fonones
répidos que con IND no es posible, (Chu y Sher, 2008, pdgs. 513-514), (Hippert et al., 2006,
pégs. 169-186).

5.5. Reglas de Seleccion Raman e IR para k = 0: Método de

Correlacion

Las reglas de seleccién corresponden a la determinacién de los modos vibracionales
que son activos, en este caso, activos Raman y/o infrarrojo. Como los modos Raman e
infrarrojo para procesos de un fotén ocurren a k = 0, entonces, el estudio del grupo factor
y la correlacién de los grupos puntuales asociados a cada posicién en la celda de Bravais,
asumiendo vibraciones arménicas, permite determinar los modos activos y por ende, las
reglas de seleccion (Bhagavantam y Venkatarayudu, 1962; Hornig, 1948; Winston y Halford,
1949).

A pesar que los pioneros en el desarrollo de este método fueron (Bhagavantam y
Venkatarayudu, 1962; Hornig, 1948; Winston y Halford, 1949) una mayor claridad y
ejemplificacién del método se puede atribuir al trabajo de (Fateley et al., 1971, 1972). A
continuacion se describird el método de correlacién siguiendo los mismos pasos de Fateley y
colaboradores y tomando como ejemplo una estructura binaria tipo zinc-blenda, AB, con

grupo espacial F'43m, los 4tomos A en las posiciones de Wyckoff 4a (0,0,0) y los B en 4c

11 1
D101

5.5.1. Estructura cristalina

Lo primero que se debe conocer es la estructura cristalina del cristal en estudio. De
no conocerse la estructura cristalina, se puede asumir una estructura y comparar los
modos vibracionales obtenidos con los datos experimentales para verificar si la seleccién
fue la correcta, de no ser, se continua el proceso hasta encontrar la estructura cristalina

apropiada. Un ejemplo de este iiltimo procedimiento es ilustrado por (Rivera et al., 1995),
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Tabla 5.3: Ntimero de puntos de la red (LP).

Tipo de Red LP

A 2
B 2
C 2
F 4
I 2
P 1
R 361

quienes determinaron la estructura cristalina correcta para ZnlInsS, calculando los modos
vibracionales para cuatro posibles grupos espaciales. Con los datos de la estructura cristalina
se identifica el grupo factor.

Para el caso en estudio, sistema binario AB: el grupo espacial es F43m, los stomos A
se encuentran en las posiciones de Wyckoff 4a (0,0,0) y los B en 4c (;}, %, i) (ver seccién

3.4.2). Por lo tanto, el grupo factor es el grupo 1.

5.5.2. Numero de moléculas por celda de Bravais, ZZ

Para obtener representacién irreducible para las vibraciones en la red usualmente se
utiliza la celda de Bravais. La red cristalogrifica puede ser miiltiplo entero o igual a la
celda de Bravais'®. Las representaciones irreducibles obtenidas de las celdas cristalograficas,
diferentes de la primitiva (P), contienen dos, tes o cuatro veces el niimero de vibraciones
necesarias para representar las vibraciones del cristal. El nimero de celdas de Bravais que
tiene una determinada celda cristalogrifica es numéricamente igual al namero de moléculas
en la celda de Bravais, ZB, el cual se calcula dividiendo el nimero de moléculas por celda
unidad cristalogrifica, Z, por un numero entero conocido como niimero de puntos de la red
(LP), dado por los valores mostrados en la tabla 5.3.

Z
B _
ol -~ LP

(5.106)

Para el sistema binario AB se tiene: Z = 4 y LP = 4, por lo tanto, ZB = 1.

9Es jgual para el caso de la red primitiva.
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5.5.3. Sitio de simetria de cada atomo en la celda de Bravais

La posicién de equilibrio de cada atomo es aquella asociada a un sitio con su misma
simetria. Este sitio es el subgrupo de la simetria completa de la celda unidad de Bravais. La
determinacién correcta del sitio de simetria de cada dtomo es crucial en este método, poro
en ciertos casos puede resultar complejo y se requiere el conocimiento de las posiciones
de Wyckoff de cada dtomo en la red, {Decius y Hexter, 1977, pigs. 345-355). Con el
conocimiento de las posiciones de Wyckoff de cada atomo en la celda unidad cristalogréfica,
se puede determinar con precisién el sitio de simetria de cada componente.

Para. el sistema binario AB cuyos sitios en la celda cristalogrifica estdan dados por las
posiciones de Wyckoff 4a y 4¢, ambos tipos de dtomos tienen el mismo sitio de simetria: 1,
(Decius y Hexter, 1977, pag. 355).

5.5.4. Correlacién del sitio del grupo con el grupo factor

Las especies simétricas deben ser identificadas para cada conjunto equivalente de
desplazamientos atomicos en el sitio de cada atomo. En el caso del sistema binario AB,
todos los 4tomos tienen la misma simetria del sitio en la red, T; y los desplazamientos
(z,y, z) corresponden con la especie I3, ver la tabla de caracteres para el grupo 1}, tabla
A.1. Los desplazamientos (z,y, z) corresponden con las vibraciones de la red en el cristal.
Al conocer las especies de cada sitio para los desplazamientos {en e} caso de AB s6lo hay
una especie: T3) se utilizan las tablas de correlacién (Fateley et al., 1972) para correlacionar
cada especie de los grupos de los sitios con las especies del grupo factor. Esta correlacion
identifica explicitamente las especies de las vibraciones en la red y permite predecir la
actividad Raman e infrarroja. Una vez se tienen las especies de cada grupo del sitio para
cada vibracién de la red, esta informacién es integrada a través de la tabla de correlacién
para cada especie del cristal que contiene esta vibracién de la red.

Antes de aplicar la correlacién del grupo del sitio con el grupo factor, es necesario definir
uno términos usados en el método:

t7 Nimero de traslaciones en un sitio de la especie «y. Este ntimero puede tomar valores
de 0,1,2 6 3, dependiendo del niimero de traslaciones asociadas a cada especie. Para
el sistema binario AB se tiene t72 = 3 y {7 = 0 para las otras especies!!.

R Es el mimero de rotaciones para la especie +y del sitio. Puede tomar valores de 0,1, 2
6 3, dependiendo del nimero de rotaciones asociadas a cada especie. Para el sistema

'La especie T contiene las tres traslaciones: (z,y, z), ver tabla A.1.



Capitulo 5. Vibraciones en el Cristal 149

Tabla 5.4: Coeficientes C¢ para calcular los grados de libertad de cada especie en el método
de correlacion.

Especie C¢

A 1
B 1
E 2
F 3
G 4
H 5

AB se tiene R™? =0, R™* =3y RY = 0 para las otras especies!2.

f7 Grados de libertad vibracionales de la especie v del sitio. Este valor se calcula de la
siguiente forma: sea n el nimero de dtomos de un conjunto equivalente, entonces:

[T =nt" (5.107)

Para el sistema AB se tiene n = 1, por consiguiente 72 =3 y f7 = 0 para las otras

especies.

f2 Grados de libertad para rotaciones de la especie 7 del sitio. Este valor se calcula de

la siguiente forma:

Il =nR (5.108)

ay Grados de libertad con que contribuye cada especie v del sitio con la especie ¢ del
grupo factor. Para calcular a, se utilizan las siguientes expresiones:

N
fT=a, ) C; (5.109)
<

Para el sistema AB se tiene a7, = 1, dado que Cr, = 3y a, = 0 para las otras
especies.

121,a especie T} contiene las tres rotaciones: (R, Ry, R;), ver tabla A.1.
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Una vez calculadas las cantidades anteriormente descritas, se puede verificar el resultado

obtenido por medio de las siguientes expresiones:

3n = (Grados de libertad) ;,,, = Y _ f” (5.110a)
¥
3n = (Grados de libertad) g, pactor = 9 3¢S (5.110b)
¢
ac = Za,, (5.110c)
Y

La representacion irreducible del cristal corresponde con el niimero de las vibraciones
de la red en cada especie del grupo factor. La representacién irreducible del cristal, [C7istal]
es la combinacién lineal de las representaciones irreducibles para cada conjunto equivalente

de dtomos, I'gg ge:., €5 decir:

Vggser. = 9, 0cC (5.111)
¢

rOmetel — " Igg.set. (5.112)

La representacion del cristal contiene los modos aciisticos los cuales transforman de man-
era similar que las traslaciones, (Fateley et al., 1972, pag. 17) y corresponden con los modos
Brillouin. Entonces, la representacion para las vibraciones del cristal, I“C,'ggf’t"’l, estd dada
por la resta de la representacién para los modos acisticos, ['4%5- | de la representacién del
cristal:

l\‘(,;g:qtal — l\Cristal . l‘ACHS‘ (5113)

Para el sistema AB se tiene: I'y = I'g = T3, por lo cual I'C7#%e! — 2T, Los modos
actisticos para el grupo 1 corresponden con la especie I3, por lo cual, I‘f}g ='I5. En la
tabla 5.5 se muestra la tabla de correlacién para los 4tomos equivalentes A4, que es igual

para los dtomos equivalentes B.

5.5.5. Actividad Raman e infrarroja

Para determinar la actividad Raman e infrarroja‘® de cada componente de la repre-

sentacién de las vibraciones del cristal se debe verificar si la especie transforma como el

13 Actividad en este contexto hace referencia a si los modos se observan o no en el experimento.
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Tabla 5.5: Tabla de correlacién para los dtomos equivalentes A del sistema binario AB con
grupo espacial 1'43m.

bl 14 Ty (sitio) Correlacion Ty (G. Factor) C¢ a¢ = ap,
3 3(z,y,2) 15 — 15 3 1=1

dipolo eléctrico y/o la polarizabilidad, a, (Decius y Hexter, 1977, pag. 154):

- Los modos activos Raman transforman como la polarizabilidad «a. Por ejemplo, para

el grupo 7 las especies activas Raman son: Ay, £ y 15, ver tabla A.1.

- Los modos activos infrarrojo son aquellos que transforma como el dipolo eléctrico,
es decir, aquellos que transforman similar que las coordenadas. Por ejemplo, para el

grupo 1y la vnica especie activa en infrarrojo es la I3, ver tabla A.1.

Entonces, para el sistema AB las vibraciones, T3, seran activas tanto en Raman como
en infrarrojo. Los modos acisticos también estardn triplemente degenerados y seran de la

especie Ts.

5.6. Vibraciones en Hg;_.Cd,.Se Para 0 <z <0.5

Las constantes de red, a, de Hgy ,Cd.Se exhiben una variacién aproximadamente
lineal con la fraccién molar de cadmio para z < 0.6, lo cual fue sugerido por primera vez
por (Kalb y Leute, 1971), ver figura 3.6 y verificado en el estudio presentado en la seccién
3.3, ecuacién (5.114), ver figura 3.11, mientras que las constantes elasticas, estudiadas por
primera vez por (Kumazaki, 1980), presentan un comportamiento no lineal, (Kumazaki y
Abe, 1983).

a(z) = —0.0097z + 6.0885 [A] (5.114)

En estas aleaciones, para 0.0 < z < 0.3, un acople plasmén** LO-fonén LO ha sido
identificado por medio del estudio de los espectro Raman resonante, cerca de E; + A,
(Kumazaki, 1989), e infrarrojo lejano, (Kumazaki et al., 1986). Mientras que los modos TO
observados en los espectros de infrarrojo lejano, para 0.12 < x < 0.68, han sido interpretados

como la contribucién combinada de los modos asociados a las subredes HgSe y CdSe,

Y05 plasmones correspanden a las cuantizaciones de las oscilaciones del plasma, es decir, las oscilaciones
de los portadores de carga libre, (Yu y Cardona, 2005, pag. 335).
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(Nelson et al., 1978; Summers et al., 1978). Estos modos TO pueden ser descritos por las
ecuaciones empiricas (5.115) y (5.116), {Nelson et al., 1978).

WIOp .5, = 55.54x% — 3.39z + 134.43[cm ™) (5.115)

WrOgs. = 33-5922 — 39.45z + 189.76[cm ™! (5.116)

5.6.1. Modelo para modos longitudinales y transversales de semiconduc-
tores II-VI, III-V y sus aleaciones

Los modos vibracionales en el punto de maxima simetria de la red reciproca, k=0,
corresponden con aquellos que pueden ser activos en Raman y/o infrarrojo, (Decius y
Hexter, 1977, pag. 123). En la figura 5.10 se muestran los modos opticos y acisticos para
una hipotética red lineal de HgSe. Los modos LO y TO para E = 0 estsn dados por (5.117)
y (5.118), respectivamente, donde g4 = l/mpg y pp = 1/mg.. Nétese que los valores
numéricos obtenidos, UEEOIGI.QICIn“l] y Vft:ﬂ = 130.0[em 1|, estan en concordancia con
los reportados, (Martienssen y Warlimont, 2005): vLo = 174]em™] y vro = 130[em™].
La gran similitud entre la prediccién hecha con el modelo del arreglo lineal de HgSe y el
experimento se puede atribuir al hecho que los modos en una red en tres dimensiones se

pueden descomponer en modos de redes lineales, (Pérez et al., 2006; Pérez y Alvarez, 2010).

o 1 .
V(o' = 5-V/(2Fo)(ua + p5) (5.117)

Vi = "21;\/(8F0T)(14A + ) (5.118)

Los modos vibracionales para un cristal pueden ser descritos por varios modelos, ver
seccién 5.3. A pesar de la marcada correlacion con el experimento para modelos como
el de carga-enlace adiabédtico (ABCM), (Rajput y Browne, 1996), en el estudio de los
modos activos Raman y/o infrarrojo es conveniente contar con modelos més simples como
el propuesto por (Romcevic y Romcevic, 2006) para describir los fonones en aleaciones
multicomponentes. (Romcevic et al., 2009) aplicaron este modelo en el estudio de las
interacciones plasmén-fonén encontradas en las aleaciones Hg; Mg, Se para z < 0.3.
A pesar que dicho modelo describe correctamente las vibraciones Raman e infrarroja, el
gran nimero de pardmetros que requiere para su implementaciéon (mas de diez para un
compuesto ternario) hace de su aplicacién una tarea laboriosa.

Por otro lado, recientemente (Verma, 2008) propuso unas expresiones simples para las
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constantes de fuerza de estiramiento de enlaces y flexidn del dngulo entre enlaces basadas en
el producto de las cargas ionicas (Z;Z,) y la distancia entre vecinos mas cercanos (%/ja),
pera compuestos semiconductores binarios II-VI y III-V. Estas constantes de fuerza han
sido utilizadas en la descripcidn de las vibraciones en cristales semiconductores AIIBVI y

ATIBY  (Decius y Hexter, 1977; Keating, 1966).

Con base en lo anterior se puede plantear la hipétesis que los modos TO y LO para
semiconductores A7 BY!, AT'TBY y sus aleaciones se pueden describir en términos de las
cargas ionicas y la distancia entre vecinos més cercanos utilizando expresiones andlogas
a las obtenidas con el modelo de (Decius y Hexter, 1977) para la red lineal, descrito en
la seccién 5.2. Utilizando los resultado del estudio de (Verma, 2008) y asumiendo que la
constante de fuerza para los modos trasversales puede expresarse también en términos de
las ionicidades (Z,Z3) y las distancias entre vecinos més cercanos (d), entonces, los modos

LO y TO activos Raman y/o infrarrojo se pueden expresar como:

1 [ALo(Z1725)5Lo
vLo = 5‘7;\/"‘29‘("213—2)—(#/1 +ug) [em™Y (5.119)

1 [Aro(Z125)5
vro = 5‘7;\/—21"0”(*‘;;3“2)‘13(#;1 +pp) [em™] (5.120)

d="Y"4 (5.121)

Donde Arp, A, SLo ¥ Sto son constantes obtenidas siguiendo la metodologia empleada
por (Verma, 2008), es decir, se obtienen al minimizar el error cuadritico medio entre los
valores tedricos y experimentales. El proceso de optimizacion se realizé con algoritmos

genéticos. Los resultados obtenidos se presentan en la tabla 5.6, donde:

43
ALo = 607552935 [A “ma]

cm?
A3uma
cm?

Aro = 331172200 [
Sto =0.51

Sto = 0.69
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Tabla 5.6: Modos LO y TO para semiconductores II-VI y III-V. Los valores experimentales,
tomados de (Martienssen y Warlimont, 2005), estan identificados por (exp.) y los calculadas
con el modelo propuesto por (mod.).

d V%p ) u£"01'°d') nggp ) ngod') Grupo
(4] [em™!Y [em™!] [em™'] [em™!] espacial
AlAs  2.43 404 407 361 367 F43m
AIN 1.87 890 885 - 797 Pbyme
AlP 2.36 501 499 439 449 F43m
AlSb 2.66 340 337 319 303 Fd3m
BAs 2.04 714 767 695 691 F43m
BN 1.57 1305 1419 1054 1278 Fd3m
BP 1.94 ~ 8908 809 809 F43m
CdS 2.52 305 280 234 234 P6gme
CdSe 2.62 210 193 166 162 Pé6syme
CdTe 2.81 169 153 140 128 Fd3m
GaAs 2.45 285 208 268 268 F43m
GaP 2.36 420 409 365 369 FA3m
GaSb 2.65 - 239 218 215 F43m
HgS 2.53 296 264 284 221 P6sme
HgSe 2.63 174 174 130 146 F43m
Hg'le 2.80 120 135 118 113 F43m
InAs 2.61 217 242 239 218 F43m
InN 2.08 694 648 478 584 P63me
InP 2.54 344 344 307 309 Fd3m
InSb  2.81 197 190 185 171 F43m
ZnS 2.34 350 336 274 282 P6gme
ZnSe 2.46 250 242 203 203 £43m
Zn'le 2.64 207 198 177 166 F43m
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5.6.2. Modelo Romcevic-Romcevic

Recientemente, los profesores Romceevic de Servia proposieron un modelo para describir
los fonones en aleaciones multicomponente, tales como Hg;_,Cd,Se . En esta seccién se
describe el modelo de Romcevic-Romcevic para un compuesto ternario A;_,B,C (Romcevic
y Romcevic, 2006) donde A = Hg, B = Cd and C = Se. Este modelo estd basado en tres

suposiciones basicas:

(a) La red del cristal estd formada por dos subredes mexcladas, en una de las cuales se
encuentran los dtomos de Se y en la otra los de Hg o Cd distribuidos aleatoriamente.

(b) Los atomos de la misma especie vibran a la misma fase y la misma amplitud.

(c) Cada 4tomo es influenciado por fuerzas producidas por el promdio estacionario de los

atomos que lo rodean.

Al tomar en cuenta la influencia del campo eléctrico en el movimiento de los 4tomos en

Hg, ;Cd,Se , se obtienen las siguientes ecuaciones:

mngiIg = “FHySe(qu - “Se)_ (5 122)
zFyoca{vng — voa) + engseFioe.

moqucd = —F, — —
CdUCd CdSe(uC:d USe) ' (5.123)
(1 — z)Frgca(ucs — ung) + ecase Lioc.
MGelGe = "-'EFCdSe(uSe - qu)_
(1 —x)Frgse(use — UHg)— (5.124)
[(1 — x)engse + zecasel Eioe.
1

Eyoe. = m (1 — z)engse(urg — use) + zecase(uca — use)) (5.125)
1 =v¢ —[(1-z)(ang +ase) + 2(aca + as.)] (5.126)

+% para modos TO
£ = (5.127)

—3- Para modos LO

Donde my es la masa del dtomo Y (Y = Hg,Cd y Se); uy, son los desplazamientos;
Frgse y Fedse, son las constantes de fuerza entre vecinos mas cercanos, Frgca, entre
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segundos vecinos, eggse Y €cdse son las cargas efectivas de los correspondientes compuestos
binarios. Ej,.. es el campo eléctrico local; ay, la polarizabilidad electrénica del 4tomo Y
y v = 1/4a® el volumen de la red unitaria primitiva. Los anteriores parametros pueden
ser utilizados para calcular Jos modos vibracionales. En la siguiente seccién se propone
un nuevo algoritmo para implementar el modelo de Romcevic-Romcevic para calcular los

modos vibracionales de los fonones en aleaciones multicomponentes.

5.6.3. Algoritmo para implementar el modelo Romcevic-Romcevic

El gran nimero de parametros del modelo Romcevic-Romcevic dificulta su imple-
mentacién. En esta seccién se propone un algoritmo para implementar este modelo basado
en las sugerencias de sus creadores, (Romcevic y Romcevic, 20086).

Asumiendo que las masas de todos los 4tomos son conocidas, el algorimo propuesto es

como sigue:

(a) Mida, estime o encuentre en la literatura las frecuencias para los modos vibracionales
TO y LO de cada binario 4;Bj, wro 4.8; ¥ WLOA S las permitividades eléctricas a
baja frecuencia, €¢,, 81 Y las frecuencias vibracionales asociadas a un 4tomo Ay de
impuresas en el compuesto binario A; Bj, wi(Ag, A; By).

(b) Use las siguientes ecuaciones para calcular £, , para cada compuesto binario AiB;
2
asociado a la aleacién multicomponente:

“Foun (5.128)

Eoopp, = " El4,p. .

4B u’%OAiBJ‘ s
(c) Calcule Fa,p, y Faa,;:
0,5 +2

Fap. = pap, —32 2 ,
A:B; = MAB; oams +2“’TOA,;3, (5.129)
Fapa, = Imawi(Ak, AiBj)] — Fa., (5.130)

(d) Mida el pardmetro de celda, a, o estimelo para una determinada fraccién molar Ty

y; como se indica a continuacién:

-3

i=1 j=1

QA;B; TiYj (5.131)

m



Capitulo 5. Vibrociones en el Cristal 157

(e) Calcule eq,p;:

3 WTO,, B, (“I’AiijAa'Bj)(g(’AiBJ - EOOA‘;B]-)
€AB; = 25.001418 +2 \/ p (5132)
1
UA‘;BJ, = 4—‘;’—3- (5133)
(e) Calcule €'y, donde Y = {4;, B;}:
’ €y
ey = — 5.134
Y= (5.134)
m
ea; = Y _yjean, (5.135)
=1
n
= Z zieAq'BJ (5.136)
3x;y5v £ -1
b€ ZZ & AB; “ooA:B; (5.137)

i=1 3__ EMA.'B)‘ + 2

(f) Para las mismas fraciones molares, x; y Y3, caleule los términos de la matriz Mi;:

{Mir}pp = ma,w? +:1;pe’?qp—

5.138
2:;&;, . F, A AL — 2:;1 U F, ApBy, ( )

{Mui}pg = zq(Fa,a, +€a,€a,) (5.139)

(g) Calcule los términos de la matriz Mizden xm (p=1,2,..ny q=1,2, ey M)

{Mi2}pg = yg(Fa,n, — € 4,€'B,) (5.140)

(h) Calcule los términos de la matriz Ms; de m x n (p=1,2,...,myq=1,2,..,n):

{Ma1}pg = z4(Fa,B, — €a,¢B,) (5.141)
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(i) Calcule los términos de la matriz Maz de m x m (p,q = 1,2, ey M)

(Ml 588 + % w162
Skep e FB,8, — 3 k-1 7eFayn,

{Ma2}pq = y¢(Fp,B, +€'B,¢'B,) (5.143)

(j) Calcule los modos vibracionales resolviendo la ecuacién secular det(M) = 0 para la
matriz M de (n+m) x (n + m) formada por las matrices M1, M2, M21 and Mj

de la siguiente manera:

M- | M M (5.144)
| Myy Moy

(k) Repita los pasos (d) a (j) para cada fraccién molar z; y y;.

5.6.4. Espectros Raman

Para este estudio se utilizaron muestras de Hgy ,C'd,Se con fracciones molares de
cadmio = = 0.1,0.2,0.3,0.4 y 0.5, las cuales fueron cortadas y pulidas mecdnicamente. Las
muestras se cortaron en una direccién arbitraria, es decir, no se garantizé que el corte
correspondiera con uno de los planos de simetria del cristal. Las medidas Raman fueron
tomadas en el Centro de Estudio de Semiconductores (CES) de la Facultad de Ciencias de
la Universidad de los Andes, con un espectrémetro confocal Dilor XY800 de alta resolucidn.
Como fuente de excitacién se utilizé un laser de argén con longitud de onda de 514.5[nm],
a una potencia de 60mW . El espectro Raman fue colectado con un detector CCD ( Charge-
Coupled Device) de alta definicién enfriado a 77K con Nitrégeno liquido. El tiempo de
exposicién después de optimizar la geometria y reducir las pérdidas fue de dos minutos por
medida, en el modo de acumulacién.

En la seccién 5.5.5 se determiné que los compuestos de la forma AB con grupo espacial
F43m tienen un sélo modo activo Raman e infrarrojo, el cual es triplemente degenerado,
Ty. Las aleaciones Hg;_ ;Cd,Se para z < 0.5 tienen grupo espacial F43m, ver tabla 3.3, y
corresponden a aleaciones sustitucionaes donde los atomos de Cd reemplazan a los de Hg.
Entonces, estas aleaciones se pueden tratar como un compuesto pseudo-binario de la forma
MSe donde M = (1 — z)Hg + zCd, siendo z la fraccién molar de Cd. Lo anterior implica
que los espectros Raman se pueden analizar como la superposicién de una componente
Rayleigh (¥ = 0) mds un modo triplemente degenerado. En la figura 5.11 se muestran los
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Tabla 5.7: Parametros utilizados en la implementacién del modelo Romcevic-Romcevic
(R-R) para fonones en las aleacones Hg;_,Cd,Se , (Martienssen y Warlimont, 2005).

Parametro Valor Parametro Valor
MHg 200.590}w] mcq 110.411[]
mge 78.960[u]
wLOHgSe 213[67"’_1] wTOHgSe 130[0’”_1}
WLOcase 173 [Cm'“ 1} WTOcyse 166[(“"’#1]
wr(Cd, HgSe) 250[em™1] | wy(Hg,CdSe) 260]cm™)
E0ggse 25.60 E0case 9.29

espectros Raman asi como la deconvolucién gaussiana del pico Raman y la componente
Rayleigh.

Figura 5.11: Espectro Raman de Hgy_,Cd,Se ,1' = 300K y = < 0.5.
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Si se consideran las aleaciones Hg;_,Cd,Se como pseudo-binarios, se puede aplicar €l
modelo descrito en la seccién 5.6.1, en este caso, se asume my = (1 — z)Ymyg + Tmea y
mp = mg,. La distancia entre vecinos mds cercanos est4 determinada por el pardmetro de
celda, dado por la ecuacién (5.114) para x < 0.5. En la figura 5.12 se muestra la variacién
con la fraccién molar de cadmio para los picos Raman obtenidos por deconvolucién gaussiana
y el modelo de Romcevic-Romcevic (R-R) implementado con los pardmetros mostrados en
la tabla 5.7 y constantes de celda dadas por @ = —0.0097z + 6.0885{A].
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Figura 5.12: Frecuencia de los fonones en Hgj_;Cd;Se versus la fraccién molar de cadmio.

pa! = (1 — 2)myy + zmey lgrl, pg' = mg. [gr] y d [em] es la distancia entre vecinos mas
cercanos, calculada con las ecuaciones (5.114) y (5.121).
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Fracclén molar de Cd, X

En la figura 5.12 se puede observar que el modelo propuesto describe mejor los resultados
experimentales que el modelo Romcevic-Romcevic, excepto para la fraccién molar z = 0.2.
Esta mejor descripcion puede estar asociada con las suposiciones en que se basa el modelo
Romcevic-Romcevic, en las cuales se asume una misma fase y amplitud de vibracién para
los dtomos de la misma especie.

Por otra parte, en el estudio de los fenémenos de transporte electrénico en Hg; . Cd, Se
reportado por (Nelson et al., 1978), el ensanchamiento de los modos LO es interpretado como
el resultado de la superposicién de picos. El desdoblamiento resulta en picos tan cercanos
que (Nelson et al., 1978) consideré, para interpretar la movilidad Hall en estas aleaciones,
un sélo pico ancho con frecuencia central igual al promedio de los picos constituyentes.
Este ensanchamiento se puede asociar a una disminucién en la simetria del cristal debido a
fenémenos con aportes no arménicos a la energia potencial del sistema, (Hornig, 1948), lo
cual hace que el modo 15, triplemente degenerado, se desdoble en picos cercanos que al

superponerse resultan en el pico ancho observado en el experimento.
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5.6.5. Curvas de Dispersiéon Fondnica

En las figuras 5.13 a 5.16 se presentan las curvas de dispersién fondnica para los modos
acusticos de las vibraciones en las aleaciones Hg;_ ,Cd,Se , obtenidas para diferentes
fracciones molares de cadmio por medio de cdlculos ab-initio, en el marco de la teoria del
funcional de la densidad bajo la aproximacién LDA, utilizando las mismas consideraciones
descritas en la seccion 3.4.2 pero sin someter el cristal a altas presiones.

Al comparar las curvas de dispersién para Hg;_,Cd,Se con la obtenida para el modelo
del arreglo lineal de HgSe, figura 5.10, se observa un comportamiento similar sélo para la
banda més energética, identificada en el modelo de red lineal con modos longitudinales
actusticos (LA). Los modos longitudinales aciisticos tienen una mayor frecuencia que los
transversales acusticos, por lo cual, la banda con menores frecuencias, cerca de T, se puede
asociar a modos transversales actsticos (TA).

Para nimeros de onda alrededor del punto de mayor simetria en la zona de Brillounin, T',
se observa una dispersién aproximadamente lineal. Este tipo de dispersién lineal es més
notorio en la banda de mayor frecuencia (LA). La importancia de la dispersién lineal radica
en que con ella se pueden describir propiedades de transporte asociadas a procesos térmicos,

ver seccién 6.4.

Figura 5.13: Curva de dispersién fonénica de Hgy_,Cd,Se , z = 0.0.
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Figura 5.14: Curva de dispersién fonénica de Hgy_;Cd.Se , z = 0.1.
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Figura 5.15: Curva de dispersién fonénica de Hgy_Cd;Se , x = 0.5.
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Figura 5.16: Curva de dispersién fonénica de Hgy_,Cd,Se , z = 0.75.
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Capitulo 6

Propiedades Eléctricas y de
Transporte

En este capitulo se describen las propiedades eléctricas y de transporte de las aleaciones
Hgy_,Cd;Se , ademas de la capacidad calérica para algunas fracciones molares de cadmio
calculadas en el marco de la teorfa del funcional de la densidad bajo la aproximacién LDA.

6.1. Medida de la resistividad (conductividad) eléctrica

Las medidas eléctricas que usualmente se realizan sobre un material consisten en
la medicién de su resistividad (o conductividad) eléctrica, coeficiente Hall y movilidad
de portadores. La configuracién experimental para realizar estas medidas depende de la
forma cémo se prepare la muestra y del tipo de medicién que se quiera realizar. Las dos
configuraciones experimentales usualmente utilizadas para la caracterizacién eléctrica de
materiales son: medidas de cuatro puntas en linea y el método van der Pauw.

Las medidas cuatro puntas demanda una preparacién especial de las muestras en forma
de barra cilindrica o de paralepipedo rectangular. El método de cuatro puntas, para medir
la resistividad (conductividad) eléctrica, consiste en excitar el material, por dos electrodos
en su superficie, con una fuente de corriente y medir la respuesta en voltaje por medio de
los otros dos electrodos, como se ilustra en la figura 6.1. El método de las cuatro puntas en
linea también se puede usar medir la resistividad eléctrica en muestras en forma de oblea
de espesor d. La resistividad eléctrica se calcula a partir de la geometria del material y el
cociente entre el voltaje y la corriente, R = V/I. Para el una muestra en forma de barra
la resistividad eléctrica se calcula con la ecuacion {6.1), y para una muestra en forma de

oblea, con la ecuacién (6.2)

163
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Figura 6.1: Método de las cuatro puntas para medir la resistividad eléctrica.

Fuente de corriente

D W,
Ll

( Semiconductor >

Poarra = 27aR (6.1)
wd
= — 6.2
Pobdiea n2 R ( )

Donde a es la distancia entre las dos puntas de prueba donde se mide el voltaje y d es

el espesor de la oblea.

En el método de van der Pauw se usan también cuatro contactos, como se muestra en la
figura 6.2, pero para calcular la resistividad eléctrica se utiliza el teorema de van der Pauw,
descrito mas adelante. Este método es empleado para medir la resistividad de muestras
irregulares con una superficie pulida y libre de huecos. Este método es ampliamente usado
en el estudio de semiconductores por su flexibilidad en cuanto al tamaho y forma de las
muestras a caracterizar, asi como por la exactitud de la medida. Respecto al método de los
cuatro puntos para una barra tiene la ventaja que las muestras no deben ser cortadas de

una forma, especial (barras) para realizar las mediciones.
Teorema de Van der Pauw. Dada una muestra con ancho constante (oblea) con cualquier
forma superficial y libre de huecos en su superficie se cumple siempre:

_"'“AB.CDd —"“Bc.uAd

e 2 +e  » =1 (6.3)
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Figura 6.2: Conexiones para medidas van der Pauw.

B
C
A
D
Rapcp = -V%A:I;VE (6.4)
Rpc,pa = V—AI-;;‘-/Q (6.5)

Donde d es el ancho de la muestra, p, la resistividad eléctrica, Vp, es el voltaje medido

en el punto D e l4p denota la corriente que entra por A y sale por B.

Para aplicar el método de van der Pauw se deben cumplir las siguientes condiciones:

- Que la muestra esté pulida, es decir, su superficie debe estar libre de huecos.

- El ancho de la muestra debe ser constante, esto es, la muestra debe ser tipo oblea.

El valor de la resisitividad eléctrica se calcula a partir del teorema de van der Pauw, es de-
cir, resolviendo la ecuacién (6.3). Esto puede ser realizado graficamente, con aproximaciones

o utilizando métodos numéricos basados en computador.

6.2. Medida de la constante Hall: Efecto Hall

El efecto Hall es el resultado de la interaccién de un campo magnético con los portadores
de carga de un cierto material por el cual circula una corriente constante. El campo
magnético, B,, incide perpendicular a la direccién del flujo de corriente, I, y produce
la deflexién de los portadores de carga hacia los extremos del material, mutuamente
perpendiculares al campo magnético y al flujo de corriente, con lo cual aparece una
diferencia de potencial en las dos caras opuestas del mismo, es decir, donde se depositan
los portadores de carga. A este voltaje se le conoce como voltaje Hall, V}, y esta dado por
la siguiente expresién:
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_ RylB,

=~ (6.6)
Donde d es el espesor de la muestra y Ry es la constante Hall.
La movilidad Hall se define como,
pa = Ruop (6.7)

Donde oy es la conductividad eléctrica en continua, o DC.
La constante Hall se puede medir por medio de dos configuraciones, la estdndar, figura
6.3, o por van der Pauw, figura 6.4.

Figura 6.3: Medida del coeficiente Hall para muestiras en forma de barra. (Chu y Sher,
2008, pig. 446)
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Figura 6.4: Medida del coeficiente Hall por van der Pauw. (Chu y Sher, 2008, psg. 446)
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El método estindar, figura 6.3, consiste en aplicar una corriente constante entre los
terminales 1 y 6. El voltaje Hall es medido entre los terminales 2 y 3, 6 4 y 5. También se
puede medir el voltaje de magnetoressitencia entre los terminales 2y 4, 6 3 y 5.
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_ Y
1B,

La medida del coeficiente Hall por el método van der Pauw consiste en medir la
resistividad eléctrica con y sin campo magnético aplicado perpendicular a la muestra, figura
6.4.

Ry (6.8)

_ VBp(B:) — VBp(0) + Vac(B:) — Vac(0) (6.9)
2B;14p 2B.Ipc '

Donde V(B,) indica que la diferencia de potencial es medida con el campo magnético

aplicado y V/(0) sin campo magnético. La movilidad Hall se puede calcular por la siguiente

Ry

expresion:

Rapcp + Rpe,pa (6.10)
2p )

_ 4
“H—Bz

6.3. Propiedades Eléctricas y de Transporte de Hg,_,Cd,Se

Varios estudios de las propiedades eléctricas de Hg, _.Cd;Se , movilidad electrénica,
oscilaciones Shubnikov-de Haas y dispersion de electrones, tanto tedricos como experimen-
tales, han sido reportados, (Dietl y Szymanska, 1978; Iwanowski y Dietl, 1976; Stankiewicz
et al., 1974; Summers y Broerman, 1980; Szymanska y Dietl, 1978). En estos estudios se
muestra la dependencia de las propiedades eléctricas de Hgy_,Cd,Se con la fraccién molar
de cadmio, x.

Utilizando el efecto Shubnikov-de Haas, consistente en medir las oscilaciones en el cambio
de la resistividad eléctrica debido a la presencia de un campo magnético, Stankiewicz
et al. (1974) comprobaron que la masa efectiva del electrén varia con la composicién,
ademds, encontraron que la banda de conduccién en estas aleaciones cristalinas presenta no
parabolicidades, ver seccién 4.5.4. Giriat et al. (1975) midieron el efecto Shubnikov-de Haas
al'=4.2K para z = 0.072 y determinaron el factor g para el nivel de Fermi, £r y para la
parte mas baja de la banda de conduccién: g(Er) = 31.1 y g(0) = 116. Gheorghita et al.
(1996) reportaron medidas para €l cambio de la resistividad eléctrica bajo el efecto de un
campo magnético, efecto Shubnikov-de-Haas, a T = 4.2K para tres fracciones molares de
CdSe, ver figura 6.5.

Iwanowski y Dietl (1976) sugirieron que para z < 0.1 la movilidad electrénica a
bajas temperaturas estd limitada por la dispersion por centros ionizados. Stankiewicz
(1979) midié el coeficiente Hall y la movilidad de los electrones en Hg; ,Cd,Se para
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Figura 6.5: Efecto Shubnikov-de Hass en Hgy_,Cd.Se para x = 0.2,0.4 y 0.5, medido a
T = 4.2K (Gheorghita et al., 1996).
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0.035 < z < 0.05 en el rango de temperaturas de 4.2 a 300K e interpreté satisfactoriamente
los datos de movilidad con el modelo de Kane (1966) considerando como mecanismos de
dispersién de electrones: la dispersién polar-Gptica-fonénica, dispersion por centros cargados,
dispersion electron-hueco y la dispersién aciistica-fondnica.

Los principales mecanismos de dispersién electronica en Hgy_.Cd.Se son, Whitsett
et al. (1981, pags. 96-101):

- Dispersién 6ptica-fonénica longitudinal, L.O, polar: debido al caricter iénico de
los binarios HgSe y CdSe, el mecanismo de dispersion electrénica dptica-fonénica
longitudinal polar es el més importante para todo el rango de composiciones, z, en
las aleaciones Hg;_Cd,Se . En esta interaccién el electrén se acopla al momento
dipolar longitudinal éptico-fondnico, es decir, el electrén se dispersa por la absorcién

o emisién de un fonén longitudinal éptico (LO).

- Dispersién 6ptica-fonénica no polar: se produce por la interaccién de los electrones
con los fonones dpticos longitudinales, L.O, y transversales, T.0, a través de un acople

potencial-deformacion.

- Dispersion acistica-fonénica, ac: se produce por la interaccién de los electrones con

los fonones acisticos a través de un acople potencial-deformacién.
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- Dispersién por centros ionizados y electréon-hueco, i.i: esta dispersidn se presenta
por la interaccién Coulombiana de los electrones con el potencial debido los centros

ionizados y a los dipolos electrén-hueco.

- Dispersién desorden-composicién y defectos neutros, dis: en la descripcién de la
estructura electrénica de las aleaciones se asume un modelo de cristal virtual con
un potencial periédico promedio. Sin embargo, €l potencial aleatorio asociado con
el desorden debido a la composicién de la aleacién y defectos neutros puede no ser

despreciable y contribuird en la dispersién de los electrones dentro de la aleacién.

En la figura 6.6 se comparan los resultados tedricos y las medidas experimentales de la
movilidad Hall reportadas por Nelson et al. {1978). El modelo tedrico propuesto por Nelson
et al. (1978) considera interacciones de largo rango, es decir, parte de la suposicién que
los portadores de carga interactiian con todo el cristal (interacciones electrén-fonén) o con
potenciales de defecto de las impurezas, las cuales tienen un rango de accién del orden de
cincuenta a cien veces la constante de red, a. Este modelo permite describir la tendencia
de la movilidad Hall con la temperatura, sin embargo, para fracciones molares de cadmio
altas el modelo falla en la descripcién cuantitativa de la movilidad Hall; Nelson et al. (1978)
sugieren que las fallas en el modelo propuesto pueden estar asociadas a la complejidad de
los fenémenos de dispersién de electrones que tienen lugar en el cristal.

(Malyk, 2009) sugiere que las discrepancias entre el experimento y el modelo teérico
desarrollado por Nelson et al. (1978) de deben fundamentalmente a la consideracién de
interacciones de largo rango, las cuales, segtin (Malyk, 2009), contradicen la relatividad
especial porque ésta predice que los portadores de carga sélo pueden interactuar con sus
vecinos més cercanos. Recientemente, (Malyk, 2006) desarrollé un modelo para describir las
propiedades eléctricas y de transporte donde las inconsistencias de considerar interacciones
de largo rango han sido corregidas y sélo se tienen en cuenta interacciones de corto rango.

El modelo de Malyk considera las interacciones Sptica polar y no polar, piezo-éptica,
piezo-acistica, fonones acisticos e impurezas ionizadas bajo aproximaciones de interaccién
de rango corto. En la figura 6.7 se comparan Jas medidas experimentales de Nelson et al.
(1978) con el modelo tedrico propuesto por (Malyk, 2009). Al considerar las interacciones
de rango corto la concordancia entre el experimento y la teorfa mejoran notoriamente.
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Figura 6.6: Movilidad Hall para dos concentraciones. (Nelson et al., 1978)
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6.4. Calor Especifico de Hg;_,Cd,Se

El calor especifico, o capacidad calérica, de un material se define como la variacién de
la energia, U, respecto a la variacién de la temperatura, 1', a un determinado volumen
(o presién) constante. Las capacidades caléricas a volumen y presién constante, Cy y Gy,

respectivamente, estan dadas por:

Cp = (g—g-)p (6.12)

La diferencia entre la capacidad caldrica a volumen y presién constante esta determinada
por el coeficiente de expansién térmica lineal, «, el voliimen, V', el médulo de compresibilidad
volumétrica, B y la temperatura, 1". Esta diferencia es muy pequena para sélidos y por lo

general se desprecia.

C, ~ Cy =92 BVT (6.13)

Las propiedades térmicas en un cristal estan asociadas a los fenémenos de transporte que
tienen lugar dentro del mismo. En especial, la distribucién energética de los fonones acisticos
puede ser utilizada para estudiar el calor especifico de un cristal. Debye demostré que al
considerar una dispersién lineal para los fonones acisticos limitando el niimero de fonones
a los que tienen una frecuencia menor que una frecuencia de corte, la capacidad caldrica a
volumen constante estd dada por, (Kittel, 2005, pag. 112-113):

T 3 ,8p/T x2ez

Donde ©p es la temperatura de Debye, N, el niimero de dtomos en el cristal y kg, la
constante de Boltzman.

En la figura 6.8 se muestra la capacidad calérica calculada en el marco de la teoria
del funcional de la densidad utilizando las mismas consideraciones descritas en la seccién
3.4.2 pero sin someter el cristal a altas presiones. En la figura, la capacidad calérica a
volumen constante ests expresada en términos de el nimero de dtomos por celda unidad en
la estructura zincblenda.

Para temperaturas mucho mayores que la temperatura de Debye, T' >> O p, la capacidad
calérica dividida por el niimero de dtomos en la celda unidad tiente al valor universal
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Figura 6.8: Capacidad calérica a volumen constante para Hg; .Cd;Se .
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3N akp = 24.943|J/molK]. Al muitiplicar por los dos atomos en la celda unidad de la
estructura zincblenda se obtiene 6Nskp ~ 49.887]J/molK]. Esta tendencia se puede
observar en la figura 6.8. En los resultados experimentales reportados por (Cardona et al.,
2009) para HgSe, el valor de la capacidad calérica a presién constante para 300K es
aproximadamente 50.J/molK. La diferencia con el valor obtenido para los célculos ab-initio
se deben a la suposicién que la capacidad caldrica a volumen y presion constante son iguales.
(Cardona et al., 2009) sugieren, para HgSe, una correccién lineal con la temperatura, debida
a la expansién térmica, (4 x 1073J/mol K?)1', con lo cual la prediccién teérica concuerda
con los datos experimentales.

Para valores de temperatura mucho menores que la temperatura de Debye, T' < Op, la
capacidad calérica exhibe una dependencia ciibica con la temperatura, la cual se conoce

como la ley de Debye:

4 3
Cy(T < Op) ~ 125" Nks (gE) (6.15)

En la figura 6.9 se muestra la capacidad calérica a volumen constante calculada para

bajas temperaturas, asi como los valores obtenidos para la temperatura de Debye.
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Figura 6.9: Capacidad calérica a volumen constante para HgjzCd;Se a temperaturas
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(?, pég. 29) sugiere una expresién para la temperatura de Debye como funcién de la

constante de red, a[A], de semiconductores de los grupos IV, III-1V y II-VIL:

Op =¢

10.53—0.8340,{ K}

(6.16)

Para Hg;_,Cd.Se se encontrd que la constante de red a decrece al aumentar la fraccion

molar de cadmio, ver figura 3.11. Esto sugiere que la temperatura de Debye aumenta con la

fraccién molar de cadmio, como se obtuvo de los cdlculos ab-initio. Sin embargo, el valor

numérico dado por la ecuacién (6.16) no concuerda con el esperado para las fracciones

molares en estudio. Para HgSe, esta diferencia puede estar asociada a las anomalias en las

curvas de dispersién para la direccién I' — X obtenidas con los célculos LDA que reporta

(Cardona et al., 2009), lo cual puede ser vilido también para las otras fracciones molares.
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Conclusiones

Los compuestos binarios CdSe, CdTe, CdS, HgSe, HgS, HgTe, PbS y sus aleaciones
han despertado el interés de muchos investigadores en el mundo, fundamentalmente por
su aplicacién en la fabricacién de dispositivos opto-electrénicos, entre ellos detectores
infrarrojos y celdas solares, (Afzaal y O’Brien, 2006; Cardona et al., 2009, 2010a,b; Chang
et al., 2007; Galazka, 2006; Pujari et al., 2004).

Las aleaciones cristalinas Hg;_,Cd,Se son unos materiales con propiedades atipicas que
pueden ser utilizados en diversas aplicaciones, entre ellas, como detectores infrarrojos. Re-
cientemente ha sido sugerido que estas aleaciones son los mejores materiales para desarrollar
la tercera generacién de detectores infrarrojos, (Brill y Chen, 2011). La tercera generacién
de detectores infrarrojos corresponde a dispositivos con capacidad para discriminar no sélo
en intensidad sino también en longitud de onda y con una buena resolucién espacial.

Para este estudio se utilizaron aleaciones cristalinas de Hgy _,Cd,Se ,z < 0.5, preparadas
por Doctor Santos Adian Lépez Rivera utilizando el método de Bridgman. La fraccién
molar de estas aleaciones fue estudiada utilizando varias metodologias, ver tabla 7.1. Se
obtuvo una muy buena concordancia entre valores de las fracciones molares utilizadas en
la preparacién y los obtenidos a partir de!l estudio de difraccidon de rayos X y al analizar
los datos de absorcion éptica con la ecuacién de Summer-Broerman, ecuacién 4.101. Las
diferencias obtenidas para las fracciones molares determinadas con EDS y XRF, respecto a
los valores esperados, esta asociado al limite de deteccién de estas técnicas experimentales.

El estudio de difraccién de rayos X realizado mostré que las aleaciones Hgy_,Cd;Se ,
z < 0.5, son sustitucionales con una estructura cristalina tipo zincblenda y grupo espacial
£43m, ver seccién 3.3.4. En estas aleaciones los dtomos de cadmio y mercurio ocupan
posiciones de Wickoff 4a (0,0,0) y los de selenio, 4b (1/4,1/4,1/4). Es importante anotar
que la cristalinidad de las muestras estudiadas se evidencia en los agudos y bien definidos

1%
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picos de difraccién de rayos X, figura 3.10.

La estabilidad estructural de estas aleaciones fue estudiada tedricamente utilizando
la teorfa del funcional de densidad (DFT) en la aproximacién de campo local (LDA). Al
someter a altas presiones a las aleaciones Hg; ,Cd,Se su estructura cristalina cambia.
La secuencia de estructuras cristalinas obtenidas al aumentar la presién es zincblenda
(wurtzita) — cinabrio — Rs para x < 0.5 y zincblenda (wurtzita) — Rs para z > 0.6,
ver seccién 3.4.3. Se observé una pequena diferencia entre la energia para las estructuras
zincblenda y wurtzita, por ello no fue posible determinar cudl de las dos es la méds estable a
presién atmosférica. La mayor presién de transicién de fase entre las estructura zincblenda
y cinabrio se presenta alrededor de z ~ 0.6, lo que sugiere que esta es la fraccién molar con
mayor estabilidad estructural a presién atmosférica, ver figura 3.21.

Una de las caracteristicas mds importantes de las aleaciones Hgy_;Cd,Se es su estruc-
tura de bandas electrénicas que cambia de semimetal a semiconductor cuando aumenta la
fraccién molar de cadmio, z. Para z < 0.11, a 4K, la estructura de bandas electrénicas cor-
responde con la de un semimetal, (Iwanowski et al., 1978). Los célculos ab-initio realizados
muestran que los electrones de los d4tomos de cadmio y mercurio en orbitales d juegan un
papel importante en la estructura de bandas electronicas. Cuando estos electrones no se
tienen en cuenta en la interaccién entre los diferentes atomos, es decir, cuando son incluidos
entre los electrones del nicleo, la separacién de las bandas de valencia y conduccién obtenida
es tal que la estructura de bandas electrénicas obtenida es la de un semiconductor para
todos los valores de z, ver figuras 4.20 y 4.21.

Los cédlculos ab-intio muestran que las correcciones espin-6rbita corresponden con una

interaccion atractiva, sin embargo, esta interaccion es mucho menor que el potencial de

Tabla 7.1: Fracciones molares de cadmio, z, en Hgy__Cd_Se obtenidas del analisis semi-
cuantitativo (EDS y XRF), estudio de difraccién de rayos X (XRPD) y medidas de
absorcién éptica (AbsOpt). Los valores de = para la columna “Preparacion” corresponden a
la respectiva relacién usada en la fabricacién de las aleaciones Hg; _,Cd,Se .

Preparacion EDS XRF XRPD AbsOpt

0.0 0.00 000 0.00 R
0.1 0.07 0.14 0.09(1) -
0.2 012 015 0.22(2) 024
0.3 020 036 0.27(3) 026
0.4 0.43 - 0.38(2) -
0.5 034 065 0.51(1) 050

1.0 0.79 0.98 - -
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repulsién que mantiene los electrones de valencia lejos del nicleo. Cuando se considera
un semi-nicleo donde los electrones de los dtomos de cadmio y mercurio en orbitales d
son excluidos de los electrones del nicleo, 1a separaciéon entre las bandas de valencia y
conduccién se reduce draméaticamente, tanto si se consideran las correcciones relativistas
como si no, ver figuras 4.22 y 4.23. Los cdlculos ab-initio mostraron una dependencia de la
fraccién molar de cadmio, z, para la brecha de energia con una tendencia (pendiente) similar
a la determinada a partir de medidas de absorcién éptica por (Summers y Broerman, 1980)
para 5K, figura 4.24. Sin embargo, la brecha de energia calculada con la aproximacién LDA
es mucho menor a la reportada por los experimentos debido a que en esta aproximacién no
se consideran los estado excitados. Un valor mas acorde con los experimentos se obtiene al
incluir las correcciones GW, ver seccién C.4.

Las medidas de fotoluminiscencia realizadas en Hgg 5Cdg 5Se evidencian procesos radia-
tivos atipicos, ver figura 4.26. Dicho comportamiento corresponde con un comportamiento
atipico puesto que al aumentar la temperatura la brecha de energia aumenta.

Las medidas de fotoreflectancia y absorcién éptica realizadas confirman los valores de
brecha de energia esperados para las aleaciones estudiadas. Es importante resaltar que la
brecha de energia corresponde con el punto critico My. El estudio de los puntos criticos
se realiza para comprender la estructura de bandas electrénica, la cual fue estudiada con
ciertos detalles utilizando los resultados de los cdlculos ab-initio y medidas experimentales.

Para el estudio de las vibraciones en la red cristalina de las aleaciones Hg;_,Cd_ Se
se desarrollé un modelo para calcular las frecuencias de vibracién de los fonones dpticos
utilizando la distancia entre vecinos mas cercanos y la ionicidad de los 4tomos, ver seccién
5.6.1. El modelo fue validado para semiconductores I1-VI y III-V obteniendo una buena
concordancia entre los valores predichos y los experimentales, ver tabla 5.6. Este modelo
también se utilizé para interpretar las frecuencias de vibracion obtenidas por medidas
del espectro Raman, obteniendo una muy buena concordancia con el experimento, ver
figura 5.12. De acuerdo al modelo planteado, los modos observados en los espectros Raman
corresponden con modos longitudinales épticos (LO).

Las curvas de dispersién fonénica obtenidas, figuras 5.13 a 5.16, muestran un com-
portamiento anémalo similar al reportado por (Cardona et al., 2009) para HgSe. Este
comportamiento anémalo se ve reflejado en los valores calculados para el calor especifico a
volumen constante y la temperatura de Debye.

Para finalizar, se encontraron dos estudios tedricos y experimentales muy detallados de
las propiedades eléctricas y de transporte de Hg;-,Cd,Se , (Malyk, 2009; Nelson et al.,
1978), los cuales son descritos en el capitulo 6.



Apéndice A

Breve Introduccion a la Teoria de
la Simetria

La simetria de un cuerpo viene determinada por el conjunto de aquellas transforma-
ciones que llevan al cuerpo a coincidir consigo mismo; estas transformaciones se llaman
transformaciones de simetria, (Landau y Lifshitz, 1967, pig. 384).

A continuacién se hace una introduccion a la teoria de la simetria, para ello se pre-
sentan algunas definiciones, nomenclatura y teoremas importantes. Los teoremas no son
demostrados en la descripcidn presentada, para mds detalles puede consultar: (Dressethaus
et al., 2008), (Arfken, 1985, pigs. 237-267), (Hahn y Wondratschek, 1994), (Yu y Cardona,
2005, pags. 25-40), (Tinkham, 1964, pigs. 6-49), es.wikipedia: Grupo, es.wikipedia: Grupo
Abeliano, es.wikipedia: Homomorfismo, es.wikipedia: Isomorfismo.

A.1. Definiciones, Nomenclatura y Teoremas

A.1.1. Definicién de grupo

Un grupo G se define como un conjunto de objetos u operaciones {g1,92,...,98},
llamados elementos, para los cuales esta definida una operacién de “multiplicacién” que

cumple con cuatro propiedades:

- Clausurativa: Sean dos elementos cualesquiera del grupo G: g; y g;, entonces la
multiplicacién de estos dos elementos, descrita como g = g;9;, debe dar como

resultado otro elemento del grupo.

- Asociativa: Para cualquier elemento g;, g; ¥ gr que pertenezcan al grupo G se debe

177
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cumplir que (gig;)9x = 9i(g;gx)-

- Identidad: El grupo G debe contener un elemento ¢, llamado identidad o elemento

unitario, el cual cumple con £g; = g; para todo g; que pertenezca al grupo G.

- Elemento inverso: Para todo elemento g; del grupo G debe existir un elemento g, 1

tal que gig; ' = €. El elemento g; ! es conocido como el inverso de gi.

A.1.2. Grupo conmutativo o Abeliano

Cuando un grupo G cumple con la propiedad conmutativa se le conoce como grupo
Abeliano. La propiedad conmutativa se expresa como: sean dos elementos cualesquiera del
grupo G: g; y g;, entonces la multiplicacion de estos dos elementos cumple con g, = gig; =

9i9i-
A.1.3. Tabla de Cayley (tabla de Multiplicacién del Grupo)

Para un grupo finito, es decir, un grupo que contiene un mimero finito de elementos, es
posible definir una tabla de multiphicacién que contenga todas las posibles multiplicaciones
entre los elementos del grupo.

Por ejemplo, sea un grupo G definido por las seis matrices 2 x 2:

10 1 0 -1 V3
(1) w(0) sa(a )

f -1 =B B -1 V3 a1 =3
(5 1) (5 %) (3 )

Si la operacién de multiplicacién del grupo corresponde a la multiplicacién de matrices,

(A1)

entonces, la tabla de multiplicacién del grupo ser4:

E A B C D F
EItE A B C D F
AfA E D F B C
BB F E D C A
C|C D F E A B
bbb C A B F E
FIF B C A E D
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Nétese que el grupo G no es Abeliano puesto que AB =D # BA=F,CD = A #
DC = B.

A.1.4. Teorema del reordenamiento

En la secuencia {egk, 929k, 939k » -- - , gngk}, Cada elemento del grupo, ¢;, aparece una
y s6lo una vez (en la forma g,g;). Los elementos son reordenados multiplicando cada uno
por gi. Lo anterior se puede expresar como: en la tabla de multiplicacién de un grupo cada

columna y fila de la misma solo contendra una y sdlo una vez a cada elemento del grupo.

A.1.5. Elementos conjugados

Sean g, y gg dos elemento del grupo G, se dice que el elemento gg es conjugado al

elemento g, si se cumple que:

98 = Xgo X!

A2
Jo = X—IQBX ( )

Donde X es un elemento que pertenece al grupo G.
Ndtese que si otro elemento g, es conjugado a ga, €s decir, gy = YgaY ' 6 g5 = Y lg,Y,
entonces:

98 =Xg X1 =X(Y g, Y)X 1= (XY Mg (YX ) = (XY Vg (XY )1 =
Zgu,Z‘1

En otras palabras, si tanto g, como gg son conjugados a gq, entonces, g, ¥ g son conjugados

entre si.

A.1.6. Estructura de clases

Una clase de un grupo G corresponde a todos los elementos del grupo que son conjugados
entre si. Se acostumbra a usar la letra C para simbolizar una clase.

Sea g, un elemento del grupo G, entonces, la clase que incluye al elemento g, se puede
encontrar realizando las multiplicaciones:

5905_1,92909;" s ’ghgo‘gi:l

Hay que tener presente que algunos de los elementos obtenidos de las multiplicaciones

anteriores pueden estar repetidos, por tanto, la clase estard formada sélo por los elementos
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diferentes. Si el grupo esta representado por matrices, entonces, la traza de todos los
elementos de una misma clase ser4 igual 1.

A continuacién se describen la clase identidad y las clases para un grupo Abeliano.

Clase identidad

La identidad ¢ forma una clase aparte formada por ella misma. Esto se puede verificar
facilmente dado que XeX ! = X X! = ¢, dado que esto es vilido para X € G, entonces,

el tnico elemento que se obtiene de todas las multiplicaciones es la identidad.

Clases para grupos Abelianos

Dado que los grupos Abelianos cumplen la ley conmutativa para la multiplicacién,
entonces, al realizar la operacién XgoX !, donde X, go € G , se obtiene que Xgo X! =
gaX X~V = g, , por lo tanto, cada elemento del grupo serd conjugado sélo a si mismo y

formaré una clase aparte.

A.1.7. Homomorfismo

Dos grupos son homomorficos si existe una correspondencia entre los elementos de

ambos grupos. La correspondencia entre los elementos debe ser de la forma:
Ao A LA,

Donde A es un elemento de uno de los grupos y A} son elementos del otro grupo.
Esto quiere decir que si AB = C, entonces, el producto de cualquier A con cualquier B;-
serd, miembro del arreglo Cj. Nétese que un homomorfismo es una relacién de uno a varios

elementos de un grupo respecto a, otro.

A.1.8. Isomorfismo

Un isomorfismo es un homomorfismo biyectivo cuya inversa también es homomorfismo.
En otras palabras, sean dos grupos con elementos G : {A,B,...} y G' : {4, B',.. .},

entonces, estos dos grupos son isomorficos si entre sus elementos existe una relacién uno a

1Sea una matriz A de n x n elementos de la forma @ ;. La traza de la matriz A es un escalar que se
define de la siguiente manera:

Tr(A) = arx
k=1
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uno tal que AB = C implica que A’B’ = C’. Los grupos isomorficos tienen la misma tabla

de multiplicacion.

A.1.9. Representacién de un grupo

Cuando un grupo G’ compuesto de entidades matemédticas es homomérfico con un grupo

G se dice que el grupo G’ es una representacién del grupo G.

La anterior definicién es general, sin embargo, para el estudio de la simetria se restringe
la representacién de los grupos de simetria a matrices y la operacién de multiplicacién del
grupo estars determinada por la multiplicacién matricial. De esta manera, a un elemento

A € G se le asocia una matriz ['(A4).

El producto de dos elementos del grupo serd homomorfico con el producto matricial

definido por: T'(A)[Y(B) = I'(AB).

Representacién por matrices unitarias. Cualquier representacion por matrices con
determinanies diferente de cero es equivalente a través de una transformacion de similitud

a una representacion por malrices unitarias.

Este teorema indica que, dado que un grupo de simetria debe contener el inverso del
elemento, si se encuentra una representaciéon matricial del grupo, dicha representacion
serd equivalente a otra representacion por matrices unilarias gue se obtiene por operaciones

de la forma:

TUnitaria(A) = TT(A)T (A.3)

Donde Tynitaria( A) es una matriz unitaria que representa al elemento A € G, T es una
matriz de transformacion y T(A) es una maotriz no unitaria que representa al elemento
A € G. Nétese que en este aparte se estdn asumiendo dos representaciones matriciales del

mismo grupo, une compuestas por matrices no unitaries y otra por matrices unitarias.

La condicion que el determinante de las matrices sea diferente de cero se salisface
implicitamente porgque la representacion del grupo debe contener la inversa de cada matriz
gue haga parte de la representacion (dado que un elemento A tendré su inverso deniro del

grupo, A1, el cual deberd ser asociado a la matriz inversa a la que representa al elemento
A).
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A.1.10. Representaciones reducibles e irreducibles

Una representacién es reducible si existe una transformacién unitaria que transforma las
matrices de la representacién del grupo en matrices diagonales por bloques 2. Si no existe
una transformacién unitaria que transforme las matrices de una representacién en matrices
diagonales por bloques entonces dicha representacion es irreducible.

Ndtese que una representacién reducible se puede escribir en términos de representaciones
de una dimensién menor, en el caso de matrices esto quiere decir que una representacion
reducible se puede representar por matrices de menor tamano que las de la representacion.
En el caso de las representaciones irreducibles, no es posible escribirlas en término de
ninguna representacién de menor dimensién, en otras palabras, la representacién irreducible

es la representacién de menor dimensién posible.

Teorema de Schur. Cualquier matriz que conmute con todas las matrices de una repre-
sentacidn irreducible debe ser una matriz constante (como por ejemplo la identidad). Por
consiguiente, si existe una matriz no constante gque conmute con todas las matrices de una
representacion, entonces tal representacion es reducible, pero st la matriz no existe, entonces

la representacion es irreducible.

Representaciones reducibles e irreducibles. Sean dos representaciones irreducibles
para un grupo: TW(A4;) y TP A;), de dimension l; y ls, respectivamente. Sea una matriz
M tal que:
MTWD(A) =TAAM V i=1,2,...,h
- Sily # 1y entonces M = 0.
- 8ily =1y ydet(M) =0, entonces M = 0.

- Sily =1y y det(M) # 0, entonces, T¥(4;) = MTM(4;) M1

2Por ejemplo:

ai;r a1z a1z dig i p2 O 0
a. a: 3 Q@ r'=sr(a)s-1

I(A4) = 21 G2z @23 Ga24 _g_)) I'(A) = P p2 O 0
U31 @iz iz Ga4 0 0 @z gaa
€41 Q42 G433 Q44 0 0 a3 qu

En tal caso, I'(4) = P & @, es decir, se puede descomponer en las representaciones P y Q:

P= Pin P12 - quir q12
(le P22 YQ q21  q22
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Teorema de dimesionalidad. Si un grupo G formado por los h elementos {e, Az, As, ..., An}
contiene N representaciones irreducibles, entonces la suma de los cuadrados de las dimen-
siones de las diferentes representaciones irreducibles del grupo es igual al nimero de
elementos del grupo:

N
Y 2=h (A.4)

=1

A.1.11. El caracter de una representacion

Al considerar que una matriz unitaria tiene traza invariante es posible definir un tipo
de representacién que utilice las trazas en vez de las matrices unitarias como representacién
del grupo. Las trazas de las matrices de una representacién son llamadas los caracteres de
la representacion.

Para la +-ésima representacién de dimensioén L,, de un grupo G formado por los h
elementos {e, Az, As, ..., Ap} se tiene un conjunto de h caracteres:

{X(v) (€), x(“’)(Az), X(«’)(Aa), . (“{)(Ah)}

Donde:

l"/
X(7)(R) = Z X(?)(R)ms (A.5)
p=1

Es importante resaltar que como todos los elementos de una misma clase tienen igual
traza el caracter para todos estos elementos sera el mismo. Por tanto, si una representacién
de un grupo contiene N clases, el caricter asociado a todos los elementos de una de las N

clases se denotard por Cy, donde k = 1,2,...,N.

El Hermoso Teorema de Ortogonalidad. Sea un grupo G formado por los h elemen-
tos {€,A2,As,...,Ap} y doda una representacion T)(R) = {TONR),5} del grupo con
dimensién Ly, donde R representa un elemento cualquiera del grupo, si se consideran todas

los representaciones del grupo no eguivelentes, irreducibles y unitarins, entonces:

h
Y TR T (R)ap = 7~ Orr Ouadug (A.6)
R Y

Este teorema también se puede expresar para los caracteres de dos maneras equivalentes,
una pare los filas de la tabla de caracteres, ecuacién (A.7), y lo otra pera las columnas,
ecuacion (A.8).
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3 xC) X C) Ne = by (A7)
k
Do Mcy = P
Y X (C) XN = ~, O (A.8)
3 k

A.1.12. Tabla de caracteres

La tabla de caracteres para un grupo corresponde a la traza de cada uno de los elementos
irreducibles de la tabla de multiplicacién del grupo organizado por clases. Es decir, la tabla
de caracteres correspondersi a una tabla con N x N caracteres, donde N es el nimero de
clases de la representacién del grupo.

En los casos més sencillos la tabla de caracteres puede ser obtenida directamente por
inspeccién sin calcular las matrices de representacién del grupo. Para ello se pueden seguir

las siguientes reglas:

- El nimero de representaciones irreducibles es igual al nimero de clases de los elementos

del grupo.

- La dimensionalidad I, de una representacion irreducible puede ser determinada por el

teorema de dimensionalidad,

N
Y 2=k

=1

Las filas de la tabla de caracteres deben ser ortogonales y normalizados a &, con el

factor de peso N, el nimero de elementos en Cj,. Esto es:

D XC) XN C) Ny = by
k

]

Las columnas de la tabla de caracteres deben ser vectores normalizados a h/Ny . Esto
es:

. h
ZX("’)(Ck) xG) = ngl
. k

2

- Los elementos de una misma fila estdn relacionados por la expresién:
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Nix(€5) Nex™(Cr) = by Y eauNix (@)
i

Donde c¢;x; son las constantes definidas por 1a expresién que gobierna la multiplicacién

de clases:

CCk = ) ciuCy
1l

A continuacién se presenta un ejemplo de la tabla de caracteres de la representacién

irreducible del grupo puntual Cs,

£ 2(:'3 3o
=411 1 1
'p=4|1 1 -1
3=F ]2 -1 0

Con la tabla anterior se puede ilustrar el hermoso teorema de ortogonalidad. Nétese

que el niumero total de elementos del grupo es b = 6.

- Para filas. Se verificard el teorema para v = I'} = A, ¥ =Ty = Ay y para
y=7 =11 = A4;:

> X)X (Ch)Ng, = héy
k

2 XTTREANC) XA G N = (1)(1)(1) + (1)(1)(2) + (1)(=1)(3) = 0
k

XTI X TEREAN G N = (1)(1)(1) + (1)(1)(2) + (1)(1)(3) = 6
k

- Para columnas. Se verificar4 el teorema para Cy = ¢ G = 2C3 y para Cp = 2Cs,
Cz = 203:
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P XD XE) = b
3 XD (G = )X = 263) = (1) + ()(A) + @)(-1) =0

XD (€ = 263) X = 2C3) = (1)(1) + (1)(1) + (~1)(-1) =3

A.1.13. Descomposicién de representaciones reducibles

El caracter de una representacién reducible I' es la suma de los caracteres de las
representaciones irreducibles I'?) que lo componen. Para la traza de una representacién
reducible I'( R) se tiene que:

X(R) =) ax"(R)
¥

Multiplicando por x("')(R)*, sumando sobre todos los elementos del grupo y aplicando

el teorema hermoso de ortogonalidad se obtiene:

a, = % %; X)) X(R) = 71; Zk:ka(”)(C’k)*x(Ck) (A.9)

Este resultado permite concluir que el niimero de veces que las representaciones irre-
ducibles aparecen en una determinada representaciéon reducible estd determinado por los

caracteres de la representacién reducible.

A.1.14. Operador proyeccién de Wigner

El operador proyeccién de Wigner, \VAV,(;’) , permite proyectar una cierta funcién sobre
una determinada representacién irreducible, '), (Dresselhaus et al., 2008, pag. 64). El
resultado de aplicar el operador proyeccién sobre una funcién dada se conoce como funcién
simétricamente adaptada, o adaptada a la simetria, (Decius y Hexter, 1977, pag. 33) la cual
es llamada coordenada simétrica en el marco de la teoria de las vibraciones moleculares,
(E. Bright Wilson et al., 1980).

Sea R el operador asociado a la operacién de simetria Ry l‘('T)(R)#,, la componente
(uv) de la representacién de la operacién de simetria R de la representacién irreducible I'(?),
entonces, el operador proyeccién de Wigner, ‘Wf:’) , se define como:



Apéndice A. Breve Introduccion e la Teoria de la Simetria 187

WO =3 "1O(R) R (A.10)
R

La anterior definicién para el operador proyeccién permite encontrar todas las funciones
simétricamente adaptadas para una representacién irreducible degenerada, es decir [, > 1.
En el caso de representaciones degeneradas hay més de una funcién simétricamente adaptada
a la simetria y cada una de ellas es denotada por el subindice p en {A.10). El subindice
v en (A.10) hace referencia a las diferentes funciones generatrices, es decir, las funciones
que seran adaptadas a la simetria, una para cada degeneracién, (McWeeny, 2002, pags.
126-133).

Por ejemplo, supéngase que se tienen L, — 1 funciones generatrices de la forma ,,
entonces, a partir de dichas funciones se pueden generar las funciones adaptadas a la

simetria, \If,(;’):

‘I’S’) = Wy),/,y — Z o R Ry,
R

El operador proyecciéon de Wigner para un grupo Abeliano con N elementos, toma la

siguiente forma, (Decius y Hexter, 1977, pag. 77-79):
) 1 V-
W — Vi Z e—i2mm/N (A.11)
n=0

A.1.15. Operador proyeccién para caracteres

El operador proyeccién para caracteres, PO, conocido también como operador proyeccién
incompleto, cumple una funcién andloga al operador proyeccién de Wigner, con la diferencia
que éste es calculado a partir de los caracteres de la representacién sobre la cual se quiere
realizar la proyeccién, (Cotton, 1990, pags. 118-119).

El operador proyeccién incompleto estd definido de la siguiente forma:

N l A
PO = Y xPR (A.12)
R

A.2. Operaciones de Simetria

Las operaciones de simetria consisten en transformaciones que aplicadas a un objeto que

contenga la operacién de simetria se transforma en si mismo. Las operaciones de simetria
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se pueden catalogar en cuatro transformaciones: rotaciones alrededor de un eje, planos de

reflexion, la inversién y las rotaciones impropias.

A.2.1. Rotaciones alrededor de un eje

La operacién de rotacién alrededor de un eje de simetria se designa por C,,, donde
n= % y ¢ es el dngulo que se rota alrededor del eje. La rotacién para un objeto en el
espacio se define como la rotacién de cada punto que lo conforma: sea un punto en el
espacio P asociado a un vector posicién P= Pt + Pyj' + P,Z y sea en eje de rotaciéon C),
con n = %. Entonces, la operacién C,, P es isomérfica con I‘(C’,,,)I3 donde I'(C,,) se define

comao:
cos(d) sen{d) 0
I'(Cn) =] —sen(8) cos(8) 1
0 0 1

Donde se ha asumido que el eje Cy, pasa por el origen y es paralelo al eje z del plano

cartesiano de referencia. Ver figura A.1.

Figura A.1: Operacién de simetria Cy, rotacién

a) Posicion incil h)lkwaﬁlﬁtu’q‘

A.2.2. Planos de reflexién

La operacién de reflexion a través de un plano de simetria se designa por o}, para

un plano horizontal, y ¢, para un plano vertical. La reflexién de un objeto en el espacio
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se define como la reflexién de cada punto que lo conforma: sea un punto en el espacio P

asociado a un vector posicién P = Pt + P,j + Pk, y sea en plano de reflexién o, = 0y,

donde « puede ser h ¢ v, ¥ los subindices ij pueden tomar los valores z,y, z e indican el

plano al que se hace referencia (por ejemplo, el plano horizontal xy se define como o,y).

Entonces, la operacién o;; P es isomdrfica con I‘(aij)F’, donde I'(0;;) se definen como:

[(o2y) =

I(0..) =

[(oy.) =

0
0

.
0
1 -t

Donde se ha asumido que todos los planos contienen el origen del plano cartesiano de

referencia. Ver figura A.2.

Figura A.2: Operacién de simetria 0Oy, reflexion

a) Posicidn inkial
¥y

~
O

L

b} Despubs de aglicar o
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A.2.3. La inversion

La operacién de inversion a través de un centro de inversién ¢ y se define como la
inversién de cada punto que conforma un determinado objeto en el espacio: sea un punto
en el espacio P asociado a un vector posicién P=Pi+ Pyj' + lezr, y sea en centro de
inversién ¢ ubicado en el origen de coordenadas, ver figura A.3. Entonces, la operacién iP

es isomérfica con I'(¢) P, donde I'(3) se definen como:

-1 0 0
rG)=| 0o -1 o
0 0 -1

Figura A.3: Operacién de simetria 7, inversién

@) Posicion inicisl b) Después de aplices b iversiin
¥ 1
o

A.2.4. Rotaciones impropias

La operacién de rotacién impropia alrededor de un eje C, y a través de un plano de
simetria o} se designa por S, y corresponde a aplicar primero una rotacién alrededor de
Cp y luego una reflexién o3, a través del plano perpendicular al eje C,,. Esta operacién es
equivalente a S, = 0,Cy,. Nétese que primero se aplica la rotacién y luego la reflexién. Ver
figura A.4.
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A.2.5. Roto-inversion

La operacién de roto-inversién alrededor de un eje C,, se designa por iC,, y se obtiene

al aplicar una rotacién alrededor del eje C), seguida de una inversién, i. Ver figura A.5.

Figura A.4: Operacién de simetria Sy, rotacién impropia

4) Posicibn inicidl »mtaﬂns‘

¥ z
sAO S

Figura A.5: Operacién de simetria iCg, roto-inversién

) Poskeifn tuciat ) Dospuss do apdcar b2 rolo-uwareltn
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A.3. Grupo puntual T} y el grupo doble T?

La estructura Zinc-Blenda es comin para muchos semiconductores, (Adachi, 2005),
incluyendo las aleaciones cristalinas Hgy_,Cd,Se , (Whitsett et al., 1981). Desde el punto
de vista cristalogrifico, el grupo de simetria que describe un cristal en el cual el operador
espin no es incluido en el Hamiltoniano se denomina un grupo simple, para la estructura
Zinc-Blenda, el grupo puntual asociado es el grupo T;. Cuando el espin es incluido en
el Hamiltoniano que describe el cristal, es decir, cuando se consideran las correcciones
relativistas espin-Orbita, el grupo de simetria asociado al sistema es un grupo doble, para la
estructura Zinc-Blenda es el grupo '13, (Parmenter, 1955).

En la figura A.6 se muestran esquematicamente las operaciones de simetria del grupo

puntual 1, que corresponden a:

Figura A.6: Esquema de las operaciones de simetria del grupo 1, (Dresselhaus et al., 2008,
pag. 52-54)

- La identidad.
- Ocho operaciones Cjy alrededor de las diagonales.
- Tres operaciones Cy alrededor de los ejes z, v, 2.

- Seis operaciones Sy alrededor de los ejes z, ¥, 2.
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- Seis planos de reflexién o4.

La tabla A.1 corresponde a la tabla de caracteres para el grupo puntual 1. El grupo
doble se construye al hacer el producto entre las representaciones del grupo simple con
+&: sea R una rotacién en 27 tal que R = +¢, es decir, R? = ¢, y g; las operaciones de
simetria del grupo simple G = {g;}, entonces, el grupo doble se define como RG = {Rg;},
con lo cual las operaciones de simetria del grupo se duplican, (Dresselhaus et al., 2008, pgs.

342-343). La tabla A.2 corresponde a Ia tabla de caracteres para el grupo doble 173

Tabla A.1: Tabla de caracteres para el grupo puntual 1, (Chu y Sher, 2008, pég. 175),(Dres-
selhaus et al., 2008, pig. 486), (Decius y Hexter, 1977, pig. 317)

o

302 803 654 60‘d

e + Oy + 0 2+’ + 22 Ay Iy 1 1 1 1 1
Ay 'y 1 1 1 -1 -1

(a.zz +ayy — 200z, (12 + ?/2, . ' ‘
gy — ayy) 3,22 + 72) b 1 12 2 2 -1 0 0
(Rs, Ry, R,)
boamy B Tm 3 1 014
Olzz + Qlyy + gz (.’L‘, Y, Z) 1 Fl5 3 -1 0 -1 1

Tabla A.2: Tabla de caracteres para el grupo doble 12, (Chu y Sher, 2008, pig. 176),
(Dresselhaus et al., 2008, pag. 522)

Representacion ¢ £ 6C; 8C3 8C3; 6S; 6554 120y
I'y 1 1 1 1 1 1 1 1
I's 1 1 1 1 1 -1 -1 -1
I3 2 2 2 -1 -1 0 0 0
| 3 3 -1 0 0 -1 -1 0
I's 3 3 -1 0 0 1 1 1
T's 2 2 0 1 1 V2 -2 0
I'7 2 2 0 1 -1 —/2 2 o0
I's 4 4 0 1 1 0 0 0




Apéndice B

Difraccion de Rayos X en Polvo:

Tablas y Figuras

Tabla B.1: Datos de difraccion de rayos X en polvo e indexacién para HgSe, z = 0.0.

200" doslA] (£) b k 1 20m[] dald] 200
25319  3.5148 100 1 1 1 25311 3.5159 -0.008
29.297  3.0460 10 2 0 0 20308 3.0449 0.011
41.922 2.1533 45 2 2 0 41926 21531  0.004
49.606  1.8362 28 3 1 1 49.609 1.8361 0.003
51.971  1.7581 2 2 2 2 51975 17580  0.004
60.800  1.5222 4 4 0 0 60790 1.5224 -0.010
66.927  1.3970 9 3 3 1 66920 1.3971 -0.007
68.865  1.3623 1 4 2 0 68899 1.3617 0.034
76.584  1.2431 6 4 2 2 76585 1.2431 0.001
82.188  1.1719 3 5 1 1 82183 11720 -0.005
91,362  1.0766 1 4 4 0 91374 1.0765 0.012
96.916  1.0292 3 5 3 1 96891 1.0294 -0.025

194
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Tabla B.2: Datos de difraccién de rayos X en polvo e indexacién para Hgg9Cdy.1Se, z = 0.1.

200s.[°]  dobs.|A] ({; o Bk 1 20w de|A] A26[)
25.317  3.5151 100 1 1 1 25312 35158 -0.005
29.303 3.0454 10 2 0 0 29309 3.0448 0.006
41932  2.1528 38 2 2 0 41928 21530 -0.004
49.612 1.8360 20 3 1 1 49611 1.8361 -0.001
51.995 1.7573 2 2 2 2 51977 1.7579  -0.018
60.801 1.5222 4 4 0 0 60.793 1.5224  -0.008
66.941 1.3967 5 3 3 1 66.923 1.3970 -0.018
68.904 1.3616 1 4 2 0 68902 13617 -0.002
76.604 1.2428 4 4 2 2 76588 1.2430 -0.016
82.209 1.1717 3 5 1 1 82187 1.1719 -0.022
91.351 1.0767 1 4 4 0 91379 1.0765 0.028
96.868 1.0295 2 5 3 1 96896 1.0293  0.028

Tabla B.3: Datos de difraccién de rayos X en polvo e indexacién para HgggCdgsSe, z = 0.2.

200 (] dowelA] (£), B k 1 20m[] d|d] A20[]
25.322 3.5144 100 1 1 1 25322 35145 0.000
29318  3.0439 17 2 0 0 29320 3.0436 0.002
41.943  2.1523 53 2 2 0 41.945 21522 0.002
49.626  1.8355 27 3 1 1 49631 1.8354 0.005
52.000  1.7572 2 2 2 2 51998 1.7572 -0.002
60.801  1.5222 3 4 0 0 60818 1.5218 0.017
66.951  1.3965 8 3 3 1 66952 1.3965 0.001
68.955  1.3608 1 4 2 0 68932 13612 -0.023
76.616  1.2426 7 4 2 2 76622 1.2426 0.006
82225 1.1715 3 5 1 1 82225 11715 0.000
91.433  1.0760 2 4 4 0 91424 10761 -0.009
96.939  1.0290 2 5 3 1 96945 1.0280 0.006
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Tabla B.4: Datos de difraccién de rayos X en polvo e indexacién para Hgp 7Cdg3Se, z = 0.3,

2000 doelA] (£), B k 1 20wl duld] A20[)
25.327  3.5137 100 1 1 1 25327 35138 0.000
29.321  3.0436 9 2 0 0 20326 3.0430 0.005
41.966  2.1511 52 2 2 0 41954 21517 -0.012
49.647  1.8348 33 3 1 1 49641 1.8350 -0.006
52.020  1.7566 2 2 2 2 52009 17569 -0.011
60.828  1.5216 5 4 0 0 60832 15215 0.004
66.973  1.3961 8 3 3 1 66967 13962 -0.006
68.935  1.3611 2 4 2 0 68948 1.3609 0.013
76.635  1.2424 7 4 2 2 76640 1.2423 0.005
82.243 1.1713 4 5 1 1 82245 11713 0.002
91.453  1.0758 2 4 4 0 91447 10759 -0.006
96.967  1.0288 3 5 3 1 96971 1.0287 0.004

Tabla B.5: Datos de difraccién de rayos X en polvo e indexacién para Hgg ¢Cdp4Se, z = 0.4.

20007 daolll (£), b k 1 20a[] dald] A20[]
25.336 3.5125 100 1 1 1 25326 3.5139 -0.010
29.316 3.0441 6 2 0 0 20326 3.0431 0.010
41.956  2.1516 50 2 2 0 41952 21518 -0.004
49.641 1.8350 28 3 1 1 49640 1.8351 -0.001
52.009 1.7569 1 2 2 2 52008 1.7569  -0.001
60.831 1.5215 4 4 0 0 60830 1.5216  -0.001
66.968 1.3962 8 3 3 1 66965 1.3963  -0.003
68.924 1.3613 1 4 2 0 68.946 1.3609 0.022
76.642 1.2423 8 4 2 2 76638 1.2423  -0.004
82.239 1.1713 4 5 1 1 82242 1.1713  0.003
91.455 1.0758 3 4 4 0 91444 1.0759 -0.011
96.966 1.0288 4 5 3 1 96968 1.0288 0.002
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Figura B.1: Detalles del refinamiento por el método de Rietveld para H g1—zCdzSe
z = 0.0.
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Figura B.2: Detalles del refinamiento por el método de Rietveld para H g1_zCd;Se ,
z=0.1.
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Figura B.3: Detalles del refinamiento por el método de Rietveld para HgiCd;Se ,
z=02.
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Figura B.4: Detalles del refinamiento por el método de Rietveld para Hgy_.Cd,Se ,

x = 0.3.
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Figura B.5: Detalles del refinamiento por el método de Rietveld para Hg_,Cd;Se ,
z=04.
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Figura B.6: Detalles del refinamiento por el método de Rietveld para Hgy Cd,Se ,
x = 0.5.
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Tabla B.6: Datos de difraccién de rayos X en polvo e indexacién para HggsCdg5Se, T = 0.5.

200 (] dwel8] (£) h k 1 20m[] duld] A26[)
25.338  3.5122 100 1 1 1 2533 35125 -0.002
29333  3.0424 7 2 0 0 20337 3.0419 0.004
41.972  2.1508 57 2 2 0 41969 21510 -0.003
49.659  1.8344 30 3 1 1 49.660 1.8344 0.001
52.036  1.7561 2 2 2 2 52029 1.7563 -0.007
60.859  1.5209 6 4 0 0 6085 15210 -0.003
66.993  1.3958 9 3 3 1 66994 13957 0.001
68.988  1.3602 1 4 2 0 68976 1.3604 -0.012
76.674  1.2418 9 4 2 2 76673 1.2419 -0.001
82.276  1.1709 5 5 1 1 82280 11708 0.004
91.484  1.0755 4 4 4 0 901489 1.0755 0.005
97.012  1.0284 5 5 3 1 97017 1.0284 0.005




Apéndice C

Breve Descripcion a la Teoria del
Funcional de Densidad (DFT)

El objetivo de este apéndice es presentar una muy breve descripcién de la teoria del
funcional de densidad, en adelante DFT, no una descripcién auto-contenida de la misma.
Si se quiere profundizar en el tema. se sugiere estudiar el libro de (Sholl y Steckel, 2009) y
luego el de (Martin, 2004), asi como las referencias que aparecen en este apéndice y en los

libros sugeridos.

C.1. De la ecuaciéon de Schrodinger a la Aproximacién de
Hartree-Fock

Para estudiar las propiedades de los electrones dentro de un cristal es necesario resolver
la ecuacién de Schédinger para muchas particulas, como se describe en la seccién 4.1.

Otra perspectiva para estudiar los electrones dentro de los 4tomos que conforman un
cristal es suponer que la interaccion entre electrones puede ser tratada como un campo
promedio que actia sobre un cierto electrén. En esta perspectiva se puede suponer que
el Hamiltoniano para todos los electrones, H, es la suma de los Hamiltonianos para cada

electrén por separado, h; (electrones sin interaccién).

H= Z h; (C.1)

Al expresar el Hamiltoniano para el sistema entero, H, como la suma de Hamiltonianos

para cada electrén, h;, la funcién de onda del Hamiltoniano para el sistema, ¥, sers el
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producto de las funciones de onda para un electrén, ¥. A la funcién de onda V¥ se le conoce

como productos de Hartree.

V(R 72, ) = 1 (F)a(F) - (C.2)

Como las funciones de onda para muchos electrones deben cumplir con el principio
de antisimetria, que corresponde con el principio de exclusién de Pauli (Szabo y Ostlund,
1997, pag. 39-64) es necesario antisimetrizar las funciones ¥ con respecto al intercambio
de coordenadas de cualquier par de electrones. La antisimetrizacién se puede describir
de manera compacta utilizando el determinante de Slater, el cual, para un sistema de N

electrones, se define de la siguiente manera:

Yi(r1)  Pi(™) o Yr(Th)
Yi(r2)  ¢i(72) - Yr(r2)

(7,7, ,7n) = (V)72 (C.3)

i(tn) ¥i(tn) - de(Tn)
Entonces, el problema de muchos electrones se reduce en resolver la ecuacién para un

electrén en la cual la repulsion electrén-electrén es tratada de una forma promedio(Sholl y
Steckel, 2009, pig. 19-23):

h 2 ZA e
[ oo Vi EAﬁ Treolrial +V5H:§ ¥i = ety (C.4a)
- _ a2 [ (7 )
‘/ZH(F) =€ Ii,o___i: ,' (C4b)

n(r) =23 ¥ () (C.4c)

Donde Vg es el potencial de Hartree, n(r), la densidad electrénica! y Z4, el nimero
atémico del dtomo A.

La ecuacién (C.4a) es no lineal debido a que el potencial de Hartree, para el electrén ¢
depende de los otros electrones. Por consiguiente, para resolver esta ecuacién es necesario
emplear un método iterativo conocido como método de campo autoconsistente (SCF por

sus iniciales en inglés: Self-Consistent-Field).

! Note que el 2 se debe al espin.
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C.2. Delas Funciones de Onda a las Densidades Electrénicas
(DFT)

Pese que las funciones de onda de Hartree-Fock describen el intercambio de electrones
en concordancia con el principio de exclusién de Pauli, los autovalores de energia obtenidos
al utilizar infinitas funciones de un electrén (N — o0, este limite es conocido como limite de
Hartree-Fock) no corresponde con la energia esperada para el estado base. Esta diferencia
se debe a que la aproximacién de Hartree-Fock no describe correctamente la forma como
los electrones influencian otros elecirones.

Otro enfoque para estudiar el sistema de muchas particulas consiste en estudiar la
densidad de electrones que lo conforman, no la funcién de onda de cada electrén. Al estudiar
la densidad de electrones el problema se reduce a una funcién que sélo depende de tres
coordenadas, en cambio de las 3N coordenadas necesarias para describir la funcién de onda
de un sistema formado por N electrones. Adicionalmente, los teoremas de Kohn-Hohenberg
garantizan que la densidad de electrones puede ser utilizada para describir correctamente el

estado base de un sistema de muchos electrones.

Primer teorema de Kohn-Hohenberg. La energia del estado base de la ecuacion de
Schréodinger es un dnico funcional de la densidad de electrones.

Segundo teorema de Kohn-Hohenberg. La densidad de electrones que minimiza la
energta del funcional total es la densidad electrénica real que corresponde con la solucién

completa de la ecuacidn de Schidinger.

El problema ahora se concentra en encontrar la densidad de electrones correcta. Kohn y
Sham demostraron que esta densidad se puede calcular de forma iterativa solucionando la

siguiente ecuacién para un electrén, conocida como ecuacién de Kohn-Sham:

[~ 72+ 0+ () + Vi) = e (c5)

Donde V() corresponde a la interaccién entre el electrén ¢ y los niicleos y Vx(7) es la

contribucién de intercambio y correlacién para la ecuacién de un electrén definida como:
on(r) '
La contribucién de intercambio y correlacion tiene su justificacién en el hecho que el

potencial de Hartree introduce una contribucién debida a la interaccién de los electrones

?Note que mientras una funcién toma un determinado valor, z, y define un tnico valor, f(z), un funcional
toma una funcién, f(z), y define un tnico valor para esa funcién, F{f(z)).
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consigo mismos, la cual no tiene sentido fisico. La contribucién de intercambio y correlacién
corrige esta inconsistencia.

La contribucién de intercambio y correlacién no es conocida en su forma general, pero si
para el caso del gas de electrones, n(7) = cte. Si se aproxima la contribucién de intercambio
y correlacién con la del gas de electrones calculada localmente, entonces, esta aproximacién
se conoce como aproximacién de densidad local (LDA por sus siglas en inglés: Local Density
Approzimation). Otra aproximacién consiste en usar informacién adicional del gradiente
local de la densidad de electrones, a esta aproximacion se le conoce como aproximacién del
gradiente generalizado (GGA por sus siglas en inglés: Generalized Gradient Approzimation).

Para poder solucionar la ecuacién de Kohn-Sham se necesita conocer el potencial de
Hartree, y para definir el potencial de Hartree se requiere la densidad de electrones. La
densidad de electrones est4 definida en términos de las funciones de onda de un electrén,
las cuales no se pueden conocer hasta tanto no se solucione la ecuacién de Kohn-Sham. Por
consiguiente, para poder resolver el problema se requiere una técnica iterativa, la cual se
puede resumir en el siguiente algoritmo, (Sholl y Steckel, 2009, pig. 13-14):

a Defina una densidad electrénica inicial, de prueba, n(7).

b Resuelva las ecuaciones de Kohn-Sham (una para cada electrén) utilizando la densidad

electrénica de prueba y encuentre las funciones de onda para un electrén, ¥;(7).

¢ Calcule la densidad electrénica definida por las funciones de onda de una particula

calculadas en el paso anterior, ngg(r).

d Compare la densidad electrénica calculada, nxg(7), con la de prueba, n(7). Si las dos
densidades son iguales, ésta correspondera con la densidad electrénica para el estado
base. Si las densidades electrénicas son diferentes, entonces, se actualiza n(7) y se

repiten los pasos b a d.

C.3. Pseudopotenciales

En los célculos de muchos electrones el potencial de los iones tiene singularidades
alrededor de la posicién que éstos ocupan. Estas singularidades dificultan los célculos.

En 1959 Phillips y Kleinman plantearon el teorema de cancelacién. Este teorema
demuestra que la expansién de los coeficientes usados para garantizar que la parte de
las ondas planas de las funciones de onda utilizadas en el método de las ondas planas



Apéndice C. Breve Descripcion a la Teoria del Funcional de Densidad (DFT) 208

ortogonalizadas (OPW)? sea ortogonal a los estados de los nticleos, pueden ser agrupados
para construir un potencial ortogonalizado. Este potencial es repulsivo porque debe mantener
los electrones de valencia lejos de los iones. Si este potencial repulsivo es agregado al potencial
atractivo de los iones, el potencial resultante es un potencial débil, o pseudopotencial.
Pese que el pseudopotencial es un potencial débil, la energia calculada utilizando un
pseudopotencial corresponde a la energia real del sistema, (Cohen y Chelikowsky, 1988, pag.
16-29).

C.4. Quasiparticulas

Pese que la descripcién del estado base de un sistema de muchos electrones es descrita
de manera satisfactoria por la teorfa DFT, los estados excitados no concuerdan de manera

correcta. Por ejemplo, es bien conocido que DFT subestima el valor de la brecha de energia.

Una aproximacion para determinar los estados excitados corresponde a la aproximacién
de interaccién dindmica apantanada o aproximacién GW {(GWA). En esta aproximacion se
utiliza el concepto de cuasi-particula y el método de las funciones de Green, (Aulbur et al.,
1999).

En la aproximacién GW una cuasi-particula se define como el ensamble entre un electrén
y la reduccién de la carga negativa alrededor de éste debida a la repulsién Coulumbiana entre
electrones. La descripcién matemstica de las cuasi-particulas se basa en la funcién de Green
para una particula, G. Para determinar la funcién G se necesita conocer la auto-energia de
la cuasi-particula, 3, la cual corresponde a un operador no Hermitico, dependiente de la

energia y no local.

En la aproximacién de la interaccién dindmica apantallada, o aproximacién GW (GWA),
la auto energia de la cuasi-particula se expande en términos de la interaccién apantallada

W (de alli el nombre de aproximacién GW):

2~ GW (C.7)

Para méds detalles sobre la aproximacién GW se sugiere consultar: (Aulbur et al., 1999)
y (Martin, 2004).

3El método de las ondas planas ortogonalizadas (OPW por sus siglas en inglés: Orthogonalized Plane
Wave) utiliza ondas planas ortogonalizadas a los estados atémicos de los iones.
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C.5. Software

Existen varios programas de computacién que implementan los métodos de Hartree-Fock,
la teoria DFT y la GWA. Para estudios de cristales y sistemas de baja dimensionalidad
periédicos se suelen utilizar bases conformadas por funciones de ondas planas. Entre los
programas de computacion que implementan estas bases se encuentran: ABINIT (www.
abinit.org), VASP (http://cms.mpi.univie.ac.at/vasp/) y Spex-Fleur (http://www.
flapw.de/pm/index.php).
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Photoluminescence, Photoreflectance and
Optical Absorption of Hg sCdp 55¢
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Abstract. Radiative recombination spectra of HggsCdysSe in the temperature range 11-110 K
at different excitation power were investigated. A blue shift in the photoluminescence spectra
that exposes the peculiarities of the electronic band structure of these alloys was observed. This
phenomena could be associated to an atypical radiative recombination process in which high
energetic photons have a higher probability of emission than low energetic ones. Furthermore,
photoreflectance and optical absorption measured at 300K showed a higher value for band gap than
suggested by photoluminescence at low temperature. A slight differance was observed between the
values of the band gap obtained from optical absorption and photoreflectance.

Keywords: Hg,_,CD,Se, photoluminescence, photoreflectance, optical absorption
PACS: 71.28.+d, 78.55.Et and 78.40.Fy

INTRODUCTION

A great interest in developing new infrared detectors able to offer a breakthrough in sev-
eral areas including greater performance with better identification ranges, less operating
constraints and a lower price than available on the market, what would be the third gen-
eration of infrared detectors, has motivated the study of new materials with appropriate
optical and electrical propertics. Recently, it has been suggested that mercury-cadmium-
selenium alloys are promising materials for the development of infrared detectors [1]. In
this study we report the photoluminescence (PL), optical absorption (FT-IR) and pho-
toreflectance (PR) spectra of Hgp 5Cdp sSe. There is interest in using these materials in
the early detection of breast cancer. For these ends, narrow gap semiconductors can im-
prove infrared detection to obtain better experimental data to detect angiogenesis, i.e.
detect growth of new vessels that could be associated with the formation of neoplastic
tissue that appear before tissue becomes malignant (cancer) {2, 3, 4, 5].

Early studies have shown atypical properties for Hg;._,Cd,Se. Its crystalline structure
changes with molar fraction: for x < 0.77 it is zinc blend, and for x > 0.81 it is wurtzite
[6]. The band structure changes from semimetal (x = 0) to semiconductor and exhibits a
band inversion that could be associated with important and atypical physical properties
[7, 8, 9]. Optical behavior was studied for the first time by Summers and Broerman [10]
founding non linear equations for the energy gap and the refractive index as a function
of temperature and x.



Photoluminescence (PL) experiments performed in Hg;_,Cd,Se for x = 0.291, [11],
showed an atypical radiative recombination process in the sense that PL bands have a
blue shift as temperature increases, explained as follows: the PL spectrum can be di-
vided into three main energy regions with different characteristics: firstly, near band
gap emission, associated with interband transitions, free and bound exciton recombina-
tion and bound electron-free hole transition; secondly, shallow impurity emission and
finally, deep level luminescence, in which recombination of deep impurities and defects
is observed [12]. The radiative recombination process in PL begins with the excitation
of electron-hole (e-h) pairs by an external monochromatic light source (usually a laser)
with photon energy greater than the band gap. Next the excited e-h pairs relax towards
quasi-thermal equilibrium distributions, and finally the thermalized e-h pairs recombine
radiatively to produce the emission [13]. The main channels for the recombination pro-
cess are: band to band transitions, free-to-bound transitions, donor-acceptor pair transi-
tions, free exciton emission and bound-exciton emission [13, 14]. In a typical radiative
process the energy of excited e-h pairs decreases as temperature increases because of
the decreasing band gap and the activation of different recombination processes. This
results in the emission of lower energetic photons than at low temperatures. At high
temperatures the probability of emission of low energetic photons increases. However,
for x < 0.6 in Hg;_;Cd,Se the band gap increases with temperature [10] showing an
atypical behavior in contrast with other semiconductors.

Experimental data of photoconductivity, [15], suggested a selective infrared response.
Ellipsometry, reflectance and electro-reflectance spectra, for some cadmium molar frac-
tions, [16, 17, 18], show important optical properties which could be appropriate in
developing resistive detectors.

RESULTS AND DISCUSSION

Hgo.sCdyp sSe crystalline alloy was grown by the Bridgman method. The spatial group
F43m (No. 216) was confirmed by X-ray power diffraction study. PL spectra, measured
from 11X to 110K using an argon ion laser at 488 nm wavelength and SmW of power,
showed broad peaks, A and B, whose positions increase in energy with temperature [see
figure 1(a)]. Relative separation of PL peaks at 11K is around 31meV and the maximum
of B peak at 11 K (642meV) is approximately 14meV below the band gap given by the
Summers-Broerman equation (656meV) {10}. Therefore, the PL peaks are associated
with the near band gap transitions in accordance with the Summers-Broermar equation,
[10]. The peak named A in figure 1(a) could be associated with optical transitions for
crystalline defects and the B peak to excitonic transitions.

Figure 1(a) show a blue shift in photoluminescence spectra that could be related with
an atypical radiative process because the energy of emitted photons increases with tem-
perature. Furthermore, the atypical broad PL peak could be attributed to the pseundo-
random substitutional alloy structure and to the atypical band structure of mercury-
cadmium-selenium alloys {7]. The increasing energy of PL peaks with increased laser
power [see figure 1(b)] is similar to the increase with temperature which suggests this
effect may be correlated to local heating of the sample. PR was measured by implement-
ing the methodology described by J. J. Prias et. al., [19], and optical absorption, with the
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FIGURE 1. Photoluminiscence spectra at different (a) temperatures and (b) laser powers. Laser power
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T

o Experimental data, 300K
— A, realle™¥(E-0.777+i0.0843 %)

AR/R {arbitrary units]

hv {eV]

o Experimental data, 300K
= (ct hv)’ =B, (- 0.70) [a.u]

000%000000000

(e hvy [arbitrary units)

07

FIGURE 2. Band gaps estimation by (a) photoreflectance spectra and (b) optical absorption. Band gap
obtained by (a) phtoreflectance was 0.777 eV (with broadening parameter I' = 64.3meV) and (b) 0.70 eV

by optical absorption. Note that Ay and By are proportionality constants.

FT-IR experiment, both at 300K [see figures 2(a) and 2(b) respectively]. The band gap
calculated with optical absorption was in agreement with the Summers-Broerman equa-
tion [10]; however, the band gap calculated with PR spectra using the method described
in [19] showed a slightly greater value (~ 10%) than the one calculated with optical
absorption. This difference could be attributed to experimental uncertainty in the deter-
mination of the band gap with optical absorption spectra.



CONCLUSIONS

Photoluminescence spectra of HggsCdg sSe consists of two energetic bands whose
maximum peak positions increase with temperature and excitation power. Experimental
data shown a blue shift in PL spectra in accordance with the peculiar band structure of
this alloys that showed an increase in band gap with temperature. The band gap obtained
at 300K by optical absorption and PR was higher than B band in PL spectra. Note that
B band was associated with band to band excitonic transitions.

Broadening parameter determinate by PR, T" = 64.3meV, is in agreement with mu-
merical values for ternary and quaternary compounds with optical response in the near-
infrared.
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ABSTRACT

Phonons and crystalline structures of Hg; ,Cd,Se alloys (0 < x < 0.5) were studied by
Raman spectroscopy and X-ray powder diffraction patterns at 298K. The crystalline alloys were
prepared by a special combination of synthesis and the Bridgman method. Experimental data
showed a face-centered cubic structure, F43m (No. 216), for all samples, exhibiting a [inear
dependence for Cd molar fraction, x, for cell parameters, a, and the mass densities, p. Phonon
frequencies were analyzed using the Romé&evi¢-Roméeevi¢ model for phonons in multicomponent
alloys, obtaining a fair agreement with experimental data. Furthermore, an algorithm to
implement the Romdevi¢-Roméevi¢ model is proposed.

Keywords: X-ray diffraction (XRD), Raman spectroscopy, Hg, Cd, Se

INTRODUCTION

Recently, the development of a third generation of infrared detector has motivated an
interest in mercury cadmium selenium alloys, Hg;_.Cd,Se, [1]. Traditional materials used in
infrared detector technology are based in the binary, ternary and quaternary compounds of
families II-VI, IV and III-V semiconductors, ¢.g. GaAs, Si and Hg;.,Cd,Te, [2]. In this research
we study the crystalline structure and phonon vibrations of Hg; ,Cd,Se (0 < x < 0.5) crystalline
alloys using X-ray power diffraction and Raman spectroscopy. Early studies suggest a zinc-blend
crystal structure for x < 0.77 and the wurtzite structure for x > 0.81, [3, 4]). Vibrational
properties of orientate samples at low cadmium molar fractions (x < 0.3) [5,6] show a plasmon-
phonon couple for longitudinal optical (LO) modes. Far infrared studies performed by Nelson ez.
al. [7]} and Summers ez. al. [8] (0.15 < x < 0.68) suggest a combined contribution of binary
sublattices (HgSe and CdSe) to these transverse optical (TO) vibrational modes which they
described in quadratic equations.

Important implications for atypical properties of Hg; <Cd,Se alloys are evidenced in these
band structures. Mercury-Cadmium-Selenium alloys can be either a semimetal or a
semiconductor depending upon the molar fraction of Cd, x. For x =0 the alloy is a semimetal
with an inverted band structure, [9, 10, 11}, and for x > 0.11 (T > 4.2K) it is a semiconductor,
[10]. The molar fraction x at which the transition between a semimetal and semiconductor occurs
decreases as temperature increases [10].



EXPERIMENTAL DETAILS

Bulk Hg;-.Cd,Se crystal alloys were grown as follows. Firstly, high purity elements, Hg, Cd
and Se, were distilled and repurified in the laboratory. Secondly, the binary compounds HgSe
and CdSe were synthesized by direct fusion in quartz tubes sealed under vacuum (= 107° Torr).
Thirdly, appropriate molar fractions of CdSe and HgSe were mixed in sealed quartz tubes once
more. Finally, the Bridgman method was used to prepare several Hg, ,Cd,Se crystal alloys with
different molar fractions of Cd, (x = 0.0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4 and 0.5). The X-ray powder diffraction
(XRD) pattern was recorded with a Panalytical X’Pert diffractometer operating in Bragg-
Brentano geometry equipped with an X-ray tube (Cu — Kua radiation: 1 = 1.54064, 40kV and
30mA) using a nickel filter and a X’Celerator detector. The scan range, 20, was of 10 — 100°,
with a step size of 0.01° (26) and counting time of 27s/step. Powder data were collected at room
temperature (298K). The XRD reflections were indexed with the computer program DICVOL06
[12] using an absolute error of 0.03°(20) in the calculations. Afterwards, the XRD patterns were
refined by the whole pattem fitting program MAUD (Materials Analysis Using Diffraction)
based on Rietveld method, [13, 14] and adopting an iterative least-square procedure through
minimization of the residual parameters Ry, , Rp and R, [15). Raman spectra were measure at
298K. Before Raman spectra acquisition, the samples were cut in random directions (non-
orientate samples) and mechanically polished. A Dilor XY800 confocal high resolution
spectrometer was used for spectra collection and a 514A wavelength argon laser operating at
60mW of power was used as an excitation source. The Raman spectra were collected in the
accumulation mode with a high definition charge coupled device (CCD) detector operating at
77K. The experimental montage was carefully optimized to obtained best spectra and this
allowed to us to reduce the exposure time from 120min to 2min for each sample.

RESULTS AND DISCUSSION

The XRD patterns of Hg;,Cd,Se alloys were processed as described before, (see Figure 1a). In
each case, all reflections were indexed successfully on a cubic unit cell with space group F43m
(No. 216), estimated by the program CHEKCELL [16] which was compatible with the
systematic absences. The cell parameters calculated by Rietveld analysis are presented in Table
I. A linear dependence of Cadmium molar fraction, x, for cell parameter, a = —0.0097x +
6.0885 [A], (see figure 1b) and density, p(x) = —2.56x + 8.23 [g/cm?], were obtained. Using
structural analysis it was found that Hg and Cd atoms occupied the Wyckoff positions 4a (0, 0,
0) and Se atoms, 4b (1/4, 1/4, 1/4) with oxidation number of +2 to Hg, +2 to Cd and -2 to Se.
The XRD analysis suggests a substitutional alloy with occupation factors according to the molar
fraction used in the preparation of alloys, as shown in Table 1.

Raman spectra of Hg;-,Cd,Se (x < 0.5) were measured at 298K as described in experimental
section. Central frequencies of Raman peaks were determined by the fitting of two Gaussian
contributions: a Rayleigh (v = 0{cm™]) and the Raman peak, see Figure 2a.

In this paper the phonon mode behavior will be described following the Rom&evié-
Romdevi¢ model for ternary compounds A,;-,B,C [17] were A = Hg, B=Cd and C = Se. The
model is based on three basic assumptions: (a) the crystal lattice of a mixed system consists of
two sublattices, in one of them there are Se atoms and in the other Hg or Cd atoms are randomly
distributed, (b) the atoms of the same kind vibrate in the same phase and with the same
amplitude and (c) each atom is influenced by forces produced from the statistical average of the
surrounding atoms.
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Figure 1. a) X-Ray Powder Diffraction Pattern for Hg;-.Cd,Se alloy system (x < 0.5) and b)
variation of cell parameters, a [A], with composition, x, obtained from XRD pattern analysis

Table L. Rietveld refinement details for Hg; ,Cd,Se. Occupancy factors, F,, atomic
displacement parameters, B, [A?], and distance lengths, *M—Se [A]. Notes: *M = (1-x)Hg +
(x)Cd and the bond angles between Se—(*M)—Se, obtained for all x, were 109.47(2)°

x=0 x=1 x=2 x=3 x=4 x=5
a [A] 6.0883(2) 60879(2) ©.086/13) 6.0859(2) 6.0855(2) 6.0830(3)
v A3 225.68(3) 225.63(3) 225.42(4) 225.41(3) 225.37(3) 225.09(4)
Deac [—cgl : 8.23 797 7.7 7.46 7.20 6.95

R, 4.79 374 4388 5.87 3.74 522

Rg 4.74 251 4.80 4.70 2.51 462
Reyp 3.25 307 298 299 3.07 3.2

Ve 1.47 122 1.63 1.96 1.22 1.68
F.. Hg Cd Hg Cd He Cd Hg Cd Hg cd Hg Cd

1.0 0.0  091Q) 009(1) O078(2) G220Q) 073(3) 0273) 062Q2) 038Q2) 049(1) 0.51(1)
B, [A2]  1.54@) 0787} 153(8) O0.78(8) 1547 0.79%6) 1.53@8) 080(7) 1557) 079@) 1.538) 0.747)

*M — Se [A} 2.6363(5) 2.6361(6) 2.6353(6) 2.63526) 2.6351(6) 2.6340(6)

Taking into account the influence of the electric ficld upon the motion of atoms in
Hg;-xCd,Se, the following equations are obtained:

Mugiing = - Fugse(Ungtise)- XFugca(ung—uca) + engseEuoc M
Megilcy = = Fease(tea=se ) (1- ) Fugea(Uca—tug) + ecaseEioc (2)
Msgilse ==X Fegse(tse=Uca)~ (1-X)Fugse (use— tng)- [(1-¥)engse + xecase}Eioc (3)
Elpc = ‘3,' [(1-x)(engse ) (wng-use) + xecase(uca- use)] 4
n = v§ - [(1-x)(ayg +ase) + x(acq + as,)) ©)

+ ji-rt, for TO modes
{= 3 (6)

—3m for LO modes



Where my is the mass of atom ¥ (¥ = Hg, Cd and Se); uy, are the displacements; Fgs,
and Fcus, are the force constants between the nearest neighbors, Feca between the second
neighbors, epgs. and ecgs, are the effective charges of the corresponding binary compounds. Ej,.

is the local electric field; ay, the electronic polarizabilities of atom Y and v = %a3 the volume of
primitive unit cell. The below parameters could be used to calculate the vibrational modes.
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Figure 2. a) Raman peaks; b) Raman frequency as Cd molar fraction function.

The large number of parameters in the Roméevié-Romdéevié model makes difficult its
implementation. We propose an algorithm to implement the model based upon the original
suggestions of its creators {17]. Assuming the masses are known for all atoms, the proposed
algorithm is as follows:

(8) Measure, estimate or find in the literature TO and LO vibrational frequencies, w3 A,

and wéy aysy the electrical permittivity at low frequency, &, Je and the vibrational
]

frequencies associated to atom A; impurities in the binary compound 4,B; , w; (4; , A:B)).
(b) For each A;B; binary compound associated with the multicomponent alloy calculate:

2
w
e - ToAiBi e
PAB; - ofoys 0a;B;
Eop g, +2
. — it 2 — 3
(C) Calculate: FAiBi = p’AiB] —'—-—%Aia‘ ry mTOAiBi and FAkAi = [mAkw[(Ak, AlB])] FARB]
i

(d) Measure the cell parameter, a, or estimate it for given molar fractions x; and y; as
n m

a= Z aAiB]xl'yj

1j=

3 WTOAIB] ”'A‘BIVA[BI)(SOA[BI EQA‘B])

.13
(e) Calculate: €aB, =33 o , Where vy, p ; =3a

(f) Calculate: e}, = ey/\/n, whereY = {A,-,B]-}



m n
€ai = ZY;‘G’A.-B, ’ Z €aB;
': i=1

n
- UE Z Z 3x1y]vA18] EooAzB] 1
n EmAw} + 2

i=1j=

(g) For the given molar fractions x; and y; calculate the terms for the matrixes My of

nXxn(p,q = 1,2,..,n), M\j,ofnxm(p = 1,2,..,nandq = 1,2,..,m), Mp; of
mxn(p = 1,2,. mandq 1,2,. ,n)anszzomem(p,q =12 ..,m)

{My1)pp = my, w? +xpe.4 —ZxkFApAk ZkuAka
k+p

{My11}pq = x4 (FA,,Aq + e,‘,pe;,q) , {M12}pq = ¥q (FAqu 'e'Ape'Bq)

{M21}pq = %4 (FAqu ~€a,%B, )' {My2}pg = ¥q (FB,,B,, +ep, ebq)

{My2}pp = mp,w” +ypeB - Z YiFs,8, — z X Fa,s,
k+p

(h) Calculate the vibrational modes solving the secular equation det(M) = 0 for M matrix of
(n + m) x (n + m) formed by matrices My, M;,, M,y and M, as follows:
M= [Mn Mn]
My, M,
(i) Repeat steps (d) to (h) for each molar fractions x; and y;.

The algorithm previously proposed was implemented with parameters shown in Table II and
cell parameters given by a = —0.0097x + 6.0885]A]. In Figure 2b the experimental results
and implemented model have been compared. The difference in the slope for the model with
respect to experimental data could be associated with the assumption (b) of the model. That
could be suggested because the slope of model is similar to the reported by Summer et. al. [8] for

the HgSe sublattice. Then, our experimental data could be associated with vibrational modes of
crystal as an all, which has not been previously reported.

Table II. Parameters used in the implementation of Roméevié-Roméevié model, [17].
Parameter Value Parameter Value Parameter Value

Myg 200.590 [u] Mey 110.411 [u] Mg, 78.960 [u]

Wiopyse 213[em™ | wro,,, 130 [em™'] { w,(Cd,HgSe) 250 [cm™]

®roces, 173[em ] | wro,,, 166 [em™] | w,(Hg,CdSe) 260 [cm™]
25.60 9.29

EOHgSe €0cqse




CONCLUSIONS

High quality Hg, ,Cd,Se crystals were obtained through the combination of synthesis by
direct fusion and Bridgman method. The F43m (No. 216) spatial group were confirmed for all
Hg;.,Cd,Se crystalline alloys studied (x < 0.5). Raman experimental peak frequencies were
interpreted by the Roméevi¢-Roméevi¢ model using an algorithm proposed in this paper
obtaining a decent agreement with experimental data. However, no experimental confirmation of
plasmon-phonon coupling for LO modes at high mercury molar fractions were observed in
experimental data, and neither were the 70O modes suggested by Nelson et. A/ {7]. The results
discussed previously suggest different contributions to infrared than the Raman processes.
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Resumen:

Se estudi6 el efecto sobre las imagenes de electrones secundarios, retrodispersados y EDS debidos a la aplicacion
de un potencial eléctrico externo sobre una muestra semiconductora de GaAs. La distribucion de potencial sobre la
muestra fue modelada por elementos finitos, encontrdndose similitudes significativas entre el modelo y las
imagenes de electrones secundarios tomadas en la muestra semiconductora. Los resultados obtenidos evidencian
que la distribucién de potencial eléctrico sobre la superficie del GaAs afecta las imagenes de electrones
secundarios, mas no las imagenes de electrones retrodispersados ni de EDS.

Palabras clave: distribucion superficial, potencial eléctrico, semiconductor GaAs, microscopia electronica
Abstract

The effects upon the images of secondary electrons, back-scattered electrons and energy dispersive spectroscopy
(EDS) spectrum, due to an external electrical potential applied to a GaAs semiconductor surface, were studied.
The potential distribution over the semiconductor surface was modeled by finite elements. Significant similarities
between the model and secondary electrons images were observed. The results show that the GaAs surface
electrical potential distribution affects the images of secondary electrons, but it does not affect the images of

g é! ~ i 9

Efecto de la distribucién superficial de potencial eléctrico en GaAs, debida a
un potencial eléctrico externo, sobre imdgenes de electrones secundarios en

neither the backscattering electrons nor the EDS.

Keywords: EDS images, GaAs semiconductor, electrical potential distribution, backscattering electrons

Introduccion

El estudio de nuevas configuraciones experimentales para
la preparacion de muestras a ser utilizadas en analisis por
microscopia electronica de barrido estd motivado en
extender los métodos desarrollados para muestras
conductoras a malos conductores eléctricos. Por ejemplo,
para el estudio de materiales aislantes por medio del
microscopio clectronico de barrido se suele realizar una
preparacion de muestra consistente en el recubrimiento de
su superficie con un material conductor apropiado, por
¢jemplo, oro o grafito. Este procedimiento hace de la
microscopia electronica de barrido una técnica invasiva en
cuanto a la necesidad de! recubrimiento para poder
observar los detalles topograficos de la superficie del
material a estudiar, asi como para realizar el analisis
quimico y demds estudios que se pueden hacer con el
microscopio electrénico de barrido.

La necesidad del recubrimiento de muestras no conductoras
radica en la acumulacion de cargas negativas en la superficie
de las mismas, lo cual produce un gran campo eléctrico que
actila como espejo de los electrones del haz de clectrones y se
observa en las imagenes tomadas con el microscopio
electrénico como zonas brillantes’.

Un fendmeno en el cual s¢ produce una varacion en los
electrones que llegan al detector de electrones secundarios se
cOnoce Como coniraste por voltaje y es utilizado para estudiar
dispositivos semiconductores’>. Este fenémeno ha dado
origen a una tecnologia conocida como contraste por voltaje
pasivo, PVC (Pasive Voltage Contrast), por medio de la cual
se suclen detectar fallas, invisibles a otras técnicas, en
componentes semiconductores. El contraste por voltaje se
debe a la distribucion superficial de voltaje sobre la muestra,
Ia cual afecta a la generacion de electrones secundarios en la
superficie del material®.
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En este articulo se presenta un estudio del efecto de uma
diferencia de potencial externa aplicada a una muestra de GaAs
pulida, cuya brecha de energia es de 1.41¢V y su resistividad
eléctrica ~10°Qm a 300K. La investigacion realizada esta
motivada en el estudio de un método que permita reemplazar el
recubrimiento en muestras poco conductoras. A pesar de que
el estudio realizado fue hecho en un semiconductor, GaAs, los
resultados obtenidos pueden ser utilizados para explorar
nucvas metodologias a emplearsc en materiales con baja
conductividad eléctrica.

GaAs

Papel aislante

Figura 1: Montaje experimental.

La muestra de experimentacion consistio en una muestra de
GaAs a la cual se le aplico una diferencia de potencial
constante por medio de dos clectrodos formados con fintura
de plata, mientras que la muestra de control corresponde a
una muestra del mismo material sin campo eléctrico aplicado
pero conectada a la tierra del microscopio electrénico de
barrido, SEM marca Hitachi, modelo S-2500. Para realizar
los experimentos se realizaron tres montajes diferentes, los
cuales son descritos a continuacion:

Montqgje 1. en este montaje, ver figura 2, se tomaron 13
mediciones a la muestra de control como se indica en la
tabla 2.

Montaje 2: en este montaje, ver figura 3, sc tomaron 10
mediciones sobre la muestra de experimentacién como se
indica en la tabla 3.

Montgje 3. en este montaje, ver figura 4, se¢ tomaron 9
mediciones a la muestra de experimentacioén como se indica
en la tabla 4.

Figura 2: Montaje 1 del experimento.

Parte experimental

Se realizd un estudio exploratorio, con metodologia
experimental, del efecto de una diferencia de potencial
eléctrico extemo sobre una muestra semiconductora sometida a
un haz de electrones. Se utilizaron dos muestras de GaAs de
alta pureza con resistividad eléctrica del orden de 10°Qm (a
300K), tomadas de la misma oblea, siendo una de ellas
utilizada como muestra control. Como fuente del campo
eléctrico extemno se utilizaron baterias tipo GP364, GP379 y
LR44, conectadas en serie para obtener una diferencia de
potencial de aproximadamente 6.2V, ver figura 1.

Baterias

Rt

Figura 3: Montaje 2 del experimento.

T2

Figura 4: Montaje 3 del experimento.

Tabla 1: Configuraciones para la toma de datos SEM.

Magnificacién AV
Configuracién 1: CNF1 Bajo: 5KV
Configuracién 2: CNF2 . ’}}F") / 5KV
Configuracién 3: CNF3 Bajo: 10KV
Configuracién 4: CNF4 . fh‘o} ' 10kV
Configuracién 5: CNF5 Bajo: 30kV
Configuracion 6: CNF6 Alio: 30KV

w0l
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Tabla 2: Nombre de los archivos de datos

Tabla 4: Nombre de los archivos de datos

Electrones retro-  Electrones EDS Electrones retro-  Electrones EDS
dispersados Secundarios dispersados secundarios
Configuracién - CNF131 Configuracién CNF141
1: CNF1 1: CNF1
5. . CNF242
Configuracién ; cNF231  REFS2 Configuracién ; CNF241
2: CNF2 2: CNF2
Configuracién CNF335 CNF331 Configuracion - CNF341
3: CNF3 3:CNF3
- . 4
Configuracion ~ CNF435 CNFa31  REF-10-2 Configuracién ; CNFaq1 ~ CNF442
4: CNF4 4: CNF4
Configuracion CNF535 CNF531 Configuracion - CNF641
5: CNF5 5: CNF5
REF-30-2 . CNF642
Configuracion CNF635 CNF631 Configuracion - CNF541
6: CNF6 6: CNF6
Tabla 3: Nombre de los archivos de datos Resultados y discusiéon
El?;tmnes;e"o' Sﬂ“m?s EDS Las medidas de electrones retrodispersados (BSE) y el
= 1Spersacos . = 22 analisis quimico, EDS, no mostraron diferencias
Co;xfiég;ilon B CNF134 significativas para los tres montajes. Esto sugiere que el
C onﬁguracién ) CNF234 aplicar un potencial externo a la muestra éste no afecta
2: CNF2 significativamente los procesos de dispersion elastica de
Configuracion CNF336 CNF334 electrones ni los rayos X caracteristicos, por lo cual, dichas
3: CNF3 medidas son similares para la muestra de experimentacion
Configuracion CNF436 CNF434 y control.
4: CNF4 .
Conﬁgﬁzcién CNF536 CNF534 En la figura 5 se presentan cuatro mediciones de electrones
5: CNF5 retrodispersados tanto para la muestra control como para la
Configuracién CNF636 CNF634 de experimentacion. En la figura 6 y 7 se presentan el
6: CNF6 analisis quimico a 30kV para la muestra de control y la de

El experimento se realizé como se describe a continuacion:
Primero, se montaron simultaneamente sobre un mismo
porta muestra estindar de aluminio la muestra control
(montaje 1) y la muestra de experimentacién (montaje 2 6
3). Segundo, se tomaron las imdgenes de electrones
secundarios, retro-dispersados y analisis quimico por EDS
para las dos muestras, para las diferentes configuraciones
descritas en la tabla 1. La corriente en la lente magnética y
el tamafio de la apertura fueron ajustados de tal manera
que se¢ mejorara la nitidez de la imagen adquirida; para las
medidas de electrones retro-dispersados fueron sumadas
las sefiales provenientes de los cuatro detectores ubicados
en cada uno de los cuatro cnadrantes de deteccion.
Tercero, las imagenes obtenidas fueron marcadas con los
nombres descritos en las tablas 2, 3 y 4. Cuarto, se cambid
el montaje de la muestra de experimentacion y se
repitieron los pasos dos y tres. Quinio, se realizd un
modelado por elementos finitos de la distribucion de
potencial sobre la muestra de experimentacion para cada
uno de los dos montajes (montajes 2 y 3). Por altimo, se
analizaron los resultados obtenidos.

experimentacion, respectivamente.

En la figura 8 se presentan varias imagenes de electrones
secundarios para los tres montajes descritos en la
metodologia. Como se puede apreciar en las imagenes para
¢l montaje 2, que corresponden a las etiquetadas con
+6.14V, se observa una clara diferencia de contraste en la
superficic plana de la muestra, principalmente en las
mediciones tomadas a voltajes de aceleracion de electrones
por debajo de los diez kilovoltios.

Al analizar las imdgenes presentadas en las figuras 2y 5, y
teniendo en cuenta el andlisis quimico, EDS, se puede
concluir que las muestras de GaAs utilizadas tienen la
estequiometria esperada ademas de presentar una
superficie pulida. Las imagenes de la figura 5 evidencian
que la estequiometria de las muestras es similar en toda la
superficie de las mismas, también se puede apreciar el
poco cambio topografico y la existencia de una sola fase,
evidenciada por la uniformidad en la intensidad de las
imagenes. Las unicas diferencias de intensidad en las
imagenes de la figura 5 se presentan en la cercania a los
electrodos formados con tintura de plata, los cuales no
hacen parte de la muestra de GaAs.
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CNF336 —+ BSE a 10i0/ y 2x, \bltaje aplicado a lamuestra: 0V CRNF336 ~» BSE a 1010 y 205x, \ltaje aplicade a 13 muestra: 8. 14w

R %

Figura 5: Imdgenes de electrones retrodispersados.
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Figura 6: EDS para GaAs sin campo eléctrico externo
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Dado que la muestra de GaAs utilizada para el estudio
presentaba una superficic pulida, los cambios en las
intensidades relativas observadas en las imagenes de la
figura 8 no se¢ pueden asociar a cambios topograficos en la
misma. Un aspecto importante a considerar es que las
mnagenes de electrones secundarios tomadas en la muestra
de control, CNF331 y CNF531, no muestran variaciones
significativas en las intensidades de la imagen
correspondiente a la muestra de GaAs. La diferencia de
intensidades observada en las superficies de las muestras

S

4

{
]

i
i

[ — A

alamuesta: DV CNFS36 — BSE a 3010/ v 20x, \bltaje aplicado a la muestra: 6.14v

sometidas a un potencial eléctrico externo se puede atribuir
a un efecto de Ia distribucion de potencial en las superficies
de las mismas®. Este efecto es conocido como contraste por
voltaje.
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Figura 7: EDS para GaAs con campo eléctrico externo

Para poder analizar las imagenes de electrones secundarios
de la muestra sometida a una diferencia de potencial externo
se realizo un modelado por elementos finitos para calcular la
distribucion de potencial sobre la superficie de la muestra
teniendo en cuenta 1a geometria de los electrodos.
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La distribucion de potencial sobre la superficie de lamuestra  es el potencial eléctrico) utilizando el método de elementos
se calculé resolviendo la ecuacion de Laplace, ¥°.: = 2 (u finitos con condiciones de frontera de Dirichlet™*,

CNF141 - SE a 5kV y 20x, Voltaje aplicado a la muestra: -6.2V CNF134 > SE a 5kV y 20x, Voltaje aplicado a la muestra: 6 14V

s

CNF531 — SE a 30kV y 20x, Voltaje aplicado a la muestra: OV
A

CNF331 —»
-

¢
i

"
i
i

Figura 8: Iméagenes de electrones secundarios. Muestra: GaAs. Configuraciones: 1,2y 3.
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El modelado por elementos finitos se puede realizar de
diversas maneas, siendo los métodos de Ritz y Garlerking los
mas utilizados. El método de Ritz consiste en un método
variacional en el cual ¢l problema de las condiciones de
contomo es formulado en témino de una expresion
variacional llamada funcional. Es importante sefialar que al
evaluar un funcional se obtiene una funcion, mientras que al
evaluar una funcién, por ejemplo y = x, el resultado es un
mamero. El método de Ritz consiste en encontrar el minimo
del funcional para el problema en estudio. El funcional para
un problema fisico-quimico Z» = 7, donde L es el operador
lineal que describe el fendomeno, f; la funcion excitacion
forzada y x, la incOgnita, en nuestro caso, el potencial
eléctrico, u, esta dado por:

R S O R O SN
F sl laxdU—clxfrall =z fxmdl)

siendo x* y f* los complejos conjugados de x y f,
respectivamente. En el método de Ritz se busca la funcion
que minimice el funcional F(x) dentro del volumen ocupado
por el sistema en estudio. Por otra parte, €l método de
Garlerkin consiste en ¢l uso de funciones de pesos que
conduzcan a una funcidn residual minima, para ello se define
la fimcidn residuo r = Ix-f En el método de Garlerkin la
mejor aproximacion para x scra aquella que minimice el
residuo r al menor valor posible en todos los puntos dentro
del volumen V, para lo cual se minimiza la integral de pesos
residuales definida como: £ = L.w rdl’) siendo w; las
funciones de pesos de Garlerkin. Ambos métodos son
utilizados para modelar problemas de clectromagnetisino’.

El modelado por elementos finitos se realizo con ayuda de la
libreria de ecuaciones diferenciales parciales de Matlab®, 1a
cual utiliza dicho método para resolver diversas ecuaciones
diferenciales, entre cllas la ecuacion de Laplace. El
procedimiento utilizado para implementar ¢l modelo por
elementos finitos para determinar la distribucion de potencial
en la muestra de GaAs es descrito a continuacién: primero, a
partir de una imagen de microscopia electronica a bajo
aumento (20X) se extrajeron las coordenadas aproximadas de
puntos sobre la muestra de experimentacidn que permitieran
obtener una representaciéon simple de su contorno y de la
forma de los electrodos. Segundo, se wutilizaron las
coordenadas obtenidas en el primer paso para dibujar el area
de simulacién y los contornos que representan los electrodos
sobre la muestra de experimentacion. Tercero, se definieron
las condiciones de frontera de Dirichlet de la siguiente
manera, diferencia de potencial (voltaje) cero para todo el
contorno de la muestra y para el electrodo conectado con la
tierra del microscopio electronico. El potencial en el otro
electrodo fue el suministrado por las baterias: -6.2V 6 +6.14V
segun el montaje. Cuarto, se selecciond la ecuacion de
Poisson con densidad de carga igual a cero, que corresponde
a la ecuacién de Laplace. Quinto, se dividié el area de la

muestra en pequeiios segmentos triangulares para definir de
esta forma las funciones de interpolacion propias del modelo
de clementos finitos. Sexto, se resolvid el modelo de
elementos finitos con las condiciones de frontera
determinadas por ¢l montaje a modelar. Por ultimo, se obtuvo
la imagen correspondiente a la distribucion de potencial en la
superficie de a muestra.

En las figuras 9 y 10 se muestran los resultados obtenidos
para ¢l modelado por elementos finitos de la distribucién de
potencial sobre la muestra GaAs sometida a una diferencia de
potencial externo.

En la figura 9 se puede apreciar que el potencial sobre la
muestra disminuye desde cero, en las cercanias del electrodo
conectado a la tierra del microscopio, hasta 6.2V en el
electrodo no conectado a la tierra del microscopio. En la
figura 10 se observa algo similar, pero con un aumento desde
cero voltios hasta 6.14 voltios. En la figura 11 se comparan
dos de las imigenes de electrones secundarios de la figura 8
con las imagenes de las figuras 5 y 6. Se puede observar en la
figura 11 que las diferencias de intensidad en las imagenes de
electrones secundarios son similares a las diferencias de
colores que representan la distribucion de potencial sobre la
superficie de la muestra calcniada por elementos fimitos.

En la figura 11 también se destaca que en el electrodo a
menor potencial se observa la mayor intensidad, lo cual
concuerda con lo descrito por Goldstein y colaboradores', con
la tnica diferencia que en el experimento realizado la
diferencia de voltajes en la superficic de la muestra ha sido
inducida por la aplicacion a la muestra de una diferencia
potencial externa. Es destacable el hecho que a mayor energia
de aceleracion de los electrones, el efecto de contraste por
voltaje es menos acentuado, como se puede observar en las
mmagenes de la figura 8.

El fenémeno de contraste por voltaje puede ser atribuido a la
variacion en Ja produccion de electrones sccundarios por la
distribucion de potencial en la superficie de la muestra, lo
cual hace que se varie la cantidad de electrones secundarios
que llegan al detector.

:
-
k3
4.

s ; A
[ ke [ T AR e

Figura 9: Modelado por elementos finitos de la distribucion de
potencial sobre la muestra GaAs sometida a -6.2V.
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Figura 10: Modelado por elementos finitos de la distribucién de
potencial sobre la muestra GaAs sometida a +6.14V.

Imdgenes de electrones secundarios y de Ia

Figura 11:
distribucién de potencial sobre la muestra. Nota: A las imigenes
de electrones secundarios CNF134 y CNF431, figura 8, se les
superpuso la imagen obtenida por simulacién.

Conclusiones

Se observd el fendmeno de contraste por voltaje en las
imagenes de electrones secundarios de una muestra de GaAs
sometida a una diferencia de potencial externo. Las
diferencias de intensidad obtenidas fueron comparadas con la
distribucion de potencial en la superficie de la muestra
calculada con un modelado por elementos finitos, el cual fue
realizado con ayuda de la libreria de ecuaciones diferenciales
parciales de Matlab®,

Se encontré una buena concordancia entre la representacion
en color de la distribucion de potencial sobre la superficie de
]a muestra y las imagenes de electrones secundarios obtenidas
de la muestra de experimentacion. Otro aspecto destacable
del fenémeno estudiado es la dependencia del voltaie de
aceleracion del haz de electrones: a mayor voltaje de
aceleracion el fendmeno es menos apreciable.

En las imagenes de electrones retrodispersados no se encontrd
diferencia significativa entre la muestra control v la de
experimentacién, tampoco se obtuvieron diferencias
significativas en el analisis quimico por EDS; esto sugiere
que la distribucién de potencial sobre la superficie de la
muestra sélo afecta de manera apreciable a los electrones
secundarios que son detectados por el microscopio
electrénico de barrido, como consecuencia de la baja energia
que los caracteriza (<100eV).

El fenémeno estudiado es similar al contraste por voltaje que
se utiliza para estudiar dispositivos semiconductores (PVC,
Pasive Voltage Contrast) con la diferencia que en el estudio
realizado la distribucion de potencial sobre la superficie de la
muestra de experimentacion fue inducida con la aplicacién de
una diferencia de potencial a la misma por medio de dos
electrodos fijados a Ia muestra con tintura de plata.

Es importante sefialar que el estudio realizado puede ser
utilizado como base para una investigacion mas profunda en
la cual se puedan aplicar los resultados obtenidos en el disefio
de una metodologia para reemplazar recubrimientos en
materiales poco conductores por medio de la aplicacién de
una configuracién especial de electrodos con potenciales
eléctricos que permita descargar la superficie de la muestra
sin necesidad de un recubrimiento especial a la muestra y
mejorar asi el contraste de las imagenes adquiridas con el
microscopio electrénico de barrido.
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ABSTRACT

The early detection of bio-corrasion is of critical importance for different industries, e.g. fuel industry.
One of the important families of biological agents usually associated with bio-corrosion is acid-
producing bacteria. This bacterial family changes the electrical propetties of the surface of steel, a
phenomenon which is possible to sense with electrical impedance spectroscopy (EIS). in this paper
a methodology to study the EIS of steel bio-corrosion due to acid-producing bacteria is proposed,
based upon the fitting of complex experimental data to the Cole-Cole model using genetic
algorithms. The results obtained shown good agree between EIS and bio-corrosion effects.

Keywords: Microbiological Corrosion, Loss Tangent, Electrical Impedance, Genetic Algorithms,
Cole-Cole model, Acid-Producing Bacteria.

INTRODUCTION

The corrosion of steel due to biological agents, bio-corrosion, is an important phenomenon
responsible for a negative financial impact upon the fuel industry [1]. This loss could be minimized
by the early detection of biofilm farmation [2] that would allow for the early application of appropriate
procedures to mitigate the biological agents associated with the corrosion, e.g. through the use of
biocides{3]. The most important agents associated with microbiological corrosion are bacteria, i.e.
acid-producing bacteria, sulfate-reducing bacteria, metal-reducing bacteria, metal-depositing
bacteria and slime-producing bacteria {4].

An important effect produced by bacteria upon the surface of steel is a change in electrical
impedance [5], which can be studied by electrochemical impedance spectroscopy (EIS), [6, 7].
However, in order fo upgrade microbiological corrosion monitoring using EIS it is necessary to
improve the processing of gathered experimental data in order to extract the parameters that
indicate that biofilm formation is occurring. A general procedure for processing EIS data in
electrochemical studies is the use of electrical circuits to analyze the electrical impedance
spectrum. The Cole-Cole model {8] could be used to analysis of experimental data, helping to find
parameters more accurate and choice a better circuit model [9).

The Cole-Cole analysis is based upon the fitting of experimental data to the Cole-Cole model. This
model is a semi empirical model widely used in the studies of the electrical impedance, permittivity
and impedivity spectra {9]. The one time-constant model can be expressed by equation (1) and the
two, or more, time-constant models by equation (2).

AZ
1+jwtl™®

Z=2Z,+ (1)

AZ
Z =1y +Zg=1;;m (2)



Where, Z,, is the impedance to high frequency, Z, is the impedance to low frequency, AZ = Z;, —
Z, 7 is the mean time constant, and a € [0,1] is a parameter associated with the heterogeneity of
the medium. In equation (2), N is the number of dispersions, Z, = Z,, + ), AZ; the impedance to low
frequency, 7;, the mean time constant for the 4 dispersion, and a, are the parameters associated
with the heterogeneity of the medium.

Usually, to fit experimental data to the one time-constant Cole-Cole model, equation (1) is chosen,
using a complex nonlinear mean square minimization algorithm, [10, 11]. However, the fitting
algorithms to equation (1), e.g. the Miranda-Lopez algorithm, [11)}, are not accurate when they are
used to fit experimental data to equation (2). To solve this problem, we propose a new algorithm to
fit experimental data to the multi time-constant Cole-Cole dispersion model, based upon a complex
nonlinear mean square error minimization of the complex impedance by genetic algorithms. The fit

is performed using both the loss tangent, tang = ::({;}}’ and the real part of the impedance

spectrum, Re{Z}. For a better understanding of the algorithm, the descriplion is divided into three
parts: single dispersion, multi-dispersion and the proposed algorithm. The expression “single
dispersion” refers to the existence of only one mean time constant, 7, in the Cole-Cole equation, (1).
Multi-dispersion refers to more than one mean time constant, (2). The use of the single or the multi-
dispersion models depends upon the experimental data to be analyzed.

The methodology and algorithm proposed was used to assess carbon steel microbiological
corrosion by EIS, using a concentric ring probe exposed to Acid Producing Bacteria APB.

ALGORITHM AND EXPERIMENT
Cole-Cole Analysis of the Electrical impedance Spectrum
» First case: Single dispersion Cole-Cole Model

The loss tangent is defined as:

tanfp ()] = 722 (3)

For the single dispersion Cole-Cole model, (1), this loss tangent is:

~AZ(wT)V % cus(%)

tall[(p((n))] = Zo-f(Zo‘l'Zno)(&)f)i-a sin(!—‘zl—')'i‘Zno(m‘[)z-za (4)
If:
8z _ 7
n=s.=7."1 (5)
Then,
- T A
tanlp(w)] = o' o) (6)

147 +@7) - (g4 2)sin(F )+ (wr)2-20

The loss tangent depends upon the parameter 7 =;£, and does not depend explicitly upon the
o3

parameters AZ and Z,,. The direct consequence of this dependence is the need to use the real part,
the imaginary part or both, in a complementary way with the loss tangent, in order to obtain a
correct fitting of experimental data to the Cole-Cole model. Other important aspects in the study of
the loss tangent are the determination of its peak (equation 7) and its maximum (equation 8).
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Finally, in order to implement a genetic algorithm to fit the experimental data to the equation (1), an
initial approximation for the parameters of the Cole-Cole model is useful, i.e. Z, 7, AZ® and
a®. For example, the Miranda-Lépez algorithm, [11], is used as an initial approximation for the
parameters of the Xiang algorithm calculated with the experimental data.

* Second case: Multi Cole-Cole Dispersion Model

The second case, the multi Cole-Cole dispersion model, is a generalization of the first case.
However, in this case there are some differences: the first is the existence of more than one
relaxation time, o, and AZ,; secondly, the initial approximation implies the estimation of more than
four parameters; thirdly, the number of search parameters of the genetic algorithm depends upon
the number of dispersions.

» Algorithm for Fitting the Multi Cole-Cole Dispersion Model

Before proposing the algorithm, some aspects need to be resolved. The first is the calculation of an
initial approximation for the parameters of the model. This is resolved by assuming that the
parameters for all dispersions are equal. These parameters can be estimated from the equations for
the single dispersion model case, by assuming that the data has simple dispersion. Secondly, the
search path of the optimization process, and the function to be minimized, should be defined.

Assuming the data as {(w;, Z,)|k =12, ...,n + 1}, v, < w,, N dispersions and 1 =1,2,..N, then
the first approximation for the Cole-Cole parameters can be obtained as follows: firstly, the
parameters &, AZ{” and 7" are taken from the data as shown in (9), (10) and (11). Secondly,

the functions cos (5-) and sin (57 in equation (8) are approximately calculated with a Taylor fifth-

order polynomial, and the parameter a.” is estimated by solving the equations (12) to (18)". Finally,

assuming w,(,?;x = w,, (12), the parameter 1 is estimated by using previous results and the
equation (7), as shown in (19).

z2 = Re{Z,) @)

Az” = AZ©® = Re(Z, - Z,) (10)

My =1 = Re {272} (1)

y® = max{:eLéi")l}kﬂzmn =) s W = (12)

! Using equation (12), taking y(® from the data, the roots of the polynomial (16) are calculated and
afterwards (17) is applied in order to find a®



a, = 2[n® + 1]y @ - 9@ n©® +1 (13)

a; = Y[ @ +2]y7n®@ + 1 (14)

as =9y 7O + 1 (15)

0 = a,x% — 5a;x* — 20a,x® + 60a;x? + 120a,x + 120q, (18)
If ( Im{x} =0 Axsg)thena=%} (A7)

a” =a® =a (18)

10 =@ = —r;a): [l = (19)

In order to obtain accurate values for the parameters of the Cole-Cole model that fitted the
experimental data, a genetic algorithm optimization of the root mean square error (RMSE), equation

(20}, is used in the search path (23), where pl(:_? and qff;’ (=1, 2,3, 4and k=1,2,...) are the genetic
algorithm searching parameters.

RMSE, = \['1141-—12" {::g:)) - ta"[‘ﬂ(wk)]mzmzated}z (20)
RMSE, = |- e(Re(Zy) — RelZ(@0) aiutaea)? (21)
RMSE = ()(RMSE;) + (1 — @)(RMSE;) (22)
Z,0 = p®7,©@ + ¢ (23)

o = ped” +afd (24)

Az = p#az{” + 9 (25)

5 = pRal® + 43 (26)

[Z(@)] catcutatea = 2™V + Y L e (Z5)] (27)

T
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tanf@ ()] carcutatea = RellZ (@) cateutated) (28)

The proposed algorithm is described as follows: firstly, the initial approximation for the parameters
of the Cole-Cole model, 22, 7{”, 4z{” and a'?, is obtained from equations (9) to (19) as described
above. Secondly, the fitness function for the genetic algorithm is defined as equation (20), making
assumptions about the value of parameter 2.

Thirdly, a genetic algorithm optimization is implemented to search the parameters p; and g% ; in
(23) using the equations (23), (27) and the fitness function, (20). Finally, with equation (23), p;’; and
g, the Cole-Cole parameters of the fitting function are calculated.

o  Numerical Example
Two Dispersion Cole-Cole Mode!l parameters

in this example, illustrative values for the Cole-Cole parameters are assumed as shown below.
Next, the impedance is calculated and finally, the proposed algorithm is applied.

Z, = 3[0],1, = 15[s],AZ, = 999[Q),a, = 0.1,7, = 0.3 [s],AZ, = 98[Q),a, = 0.2

999 98

2@) =3+ gyt F 1T (03ja) o2

[a

The frequencies for the example are assumed as:

wy = 2r{1073,10725,1072,10715,107%, 107°5,10°,
10°%,10%, 105, 102, 10, 10, 105, 10*] 2] (29)

The experimental data for this example are given by {(wy, Z;)} where Z; = Z(w,).

Z(wy) = [1068.53 — j112.60,963.55 — j273.95,

622.12 — j429.87,254.87 — j302.81,
125.24 — j143.61,76.37 — 79.10,
36.88 — j48.76,14.65 — j24.38,

6.875 — j10.404, 4.378 — j4.192,

3.517 — j1.658,3.200 — j0.652,

3.078 — j0256,3.031 — j0.101,

3.0122 — j0.0396}[0) (30)

The initial approximation for the parameters of the Cole-Cole model is obtained from equations 9 to
19:

*The parameter p in equation (22) determines the fitness function. If g = 0, the fitting is only similar to the Miranda-L6pez
algorithm [11] in the case of single dispersion (with the difference being in the calculation of the initial approximation) and
representative data (all impedance spectra) is necessary. If ¢ = 1, the loss tangent is successfully fitted, but the parameters
Z,, and AZ can be erroneous. The selection of g depends upon the spectral data available. If the spectral range is low (when
low and/or high frequency stabilization is not available), then, it is better to choose the numerical value of g as being close to
1, e.g. ¢ = 0.9999, but when a representative sample for all spectra is available, the better choice is p close to zero, e.g.
o =0.1.
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al” = af” = 0.2851

,
Wmax = Wg = 2T x 10%5 0 s

1
(0) ~ 1 (1068.5)1'6‘285

1
© _ 7O~ = 3.056
=T = k1005 \3.0122 [s] 2ls]

Table 1: Fitting of 29 and 30 to the two dispersion Cole-Cole model using the proposing algorithm

Population Size | Generations | Z,, 1 7,[s] {AZ 0] | & {7]s] | AZ,[Q] | «, RMSE | Atls]
100 50 2.87] 5.53 254 | 04 ] 9.6 |1106.95(0.32] 1.92E01 | 0.974
100 200 2531897 ] 017 10.41)1345] 1201.3 }0.32| 1.81E-01 | 1.837
100 500 3.85| 0.3 | 129.37 | 0.2 }12.61] 112542 {0.07 | 3.13E-02 | 3.923
500 50 3.04§0.23 | 6803 }0.17]18.64 | 1148.04 1 0.19 | 3.23E-02 | 1.478
500 200 3.021 031 {10348 1 0.2 {13.63{ 951.66 (0.08} 1.32E-02 { 4.346
500 500 3.07] 03 110238 0.2 § 14.1 | 980.31 [0.09| 8.31E-03 | 9.824
1000 50 6.26( 0.27 { 183.45 {0.18(10.79| 1508.49 {0.06{ 8.01€-02 | 2.315
1000 200 3.09} 0.31 | 105.39 | 0.2 13.64| 965.46 {0.08| 1.29E-02 | 8.003
1000 500 302} 03 } 10058 0.2 ]14.51}] 986.85 |0.09| 442E-03 | 16.435
5000 50 2.99] 03 97.85 | 0.2 |14.99) 994.71 | 0.1 | 450E-04 | 8.065
5000 200 3 0.3 98 02] 15 999 0.1 | 6.31E-10 | 30.054
5000 500 3 {103 98 024 15 939 0.1 | 2.95E-11 § 71177

It is assumed that ¢ = 09999, and a genetic algorithm, with the following parameters, is
implemented in Matlab: '‘Generations' = 200, 'FitnessLimit' = 0, 'StallGenLimit' = Inf, 'StallTimeLimit'
= inf, "Vectorize' = 'on’, ‘CrossoverFraction’ =0.9, ‘CrossoverFon’ = @crossoverheuristic, 'EliteCount’
= 2, "MigrationDirection’ = 'both’, 'MigrationFraction' = 0.4,'Migrationinterval' = 5, 'PopulationSize' =
5000, 'PopinitRange’ = {0;2], 'PlotFcns' = {@gaplotbestf @gaplotdistance}, 'Plotinterval’, 100, and
‘UseParallel'= 'always’. The genetic algorithm minimizes the error equation (20) through steps
equations (23). In figure 1 the results of the numerical example using the proposed algorithm and
Miranda-Lépez algorithm are presented, after 200 and 1000 generations respectively. in table 1, the
results obtained through different configurations of the genetic algorithm are shown.
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Figure 1: Fitting of 29 and 30 to the two dispersion Cole-Cole modeli using the proposed algorithm

and Miranda-Loépez algorithm.

Fitting Noise Data

To test the performance of the method against noisy data, the experimental data was simulated
with systematic additive random noise with an intensity of up to 30% of the electrical impedance
spectrum of the numerical example described above. The resulls of these simulations, after 500
generations, are shown in table 2, where the good behavior of the proposed algorithm can be

appreciated.
Table 2: Fitting of the noise data using the proposed algorithm
Noise | Z,[Q] | y[s] | AZ,{Q] & 73{s] AZ,[0] a5 RMSE At[s]
0% 3 0.3 98 0.2 15 999 0.1 4.77€-11 49.889
1% 2.99 0.3 99.11 0.2 149 994.11 0.1 1.67E-03 49,557
5% 2.97 0.29 93.4 0.19 15.62 1025.01 0.11 1.60E-02 49.375
10% 3.03 0.39 124.87 0.22 13.51 929.71 0.05 1.61E-02 49.478
15% | 2.86 | 0.48 132.87 0.24 14.7 920.09 0.05 3.00E-02 49.826
20% 3.87 0.18 75.24 0.14 14.02 1092.99 0.15 2.88E-02 49.347
25% 2.27 0.29 97.19 g.15 19.68 1040.28 Q.12 3.64€-02 49.124
30% 4.18 0.17 78.2 0.12 17.17 1146.52 0.17 7.02E-02 49




Experiment Setup.

An anaerobic bacteria consortium was prepared with Escherichia Coli, Enterobacter, Irwinia and
Citrobacter strains. This consortium was prepared by recovery every strain on culture Phenol Red
Dextrose {PRD) Broth with a pH adjusted to 7, table 3, according to the NACE Standard TM0194-
2004 [13]. To verify the isolation of strains, Gram’s Method was used.

A probe of two electrical contacts of carbon steel AlSI SAE 1020 was implemented as bacteria
support and measurement electrodes (figure 2). The electrodes were supported on a high density
polyethylene (UHMWPE+UV) base and embedded in Epoxy resin. The probe was exposed to
bacterial consortium into a glass reactor. The electrodes were appropriately polished for facilitating
bacteria fixation and electrical measurements. Also it was sterilized at 120C and a pressure of 15

psia.

AlSH SAE 1020
UHWMP Base Electrodas

L
Figure 2: Electrical Probe.

The glass reactor was implemented with the probe at bottom. 500mi of PRD broth and 1mi of
consortium, previously prepared and stabilized by 18 hours, was added.

Table 3: Phenol Red Dextrose
Broth compounds
Compound g/L
Beef extract 1g

Peptone 10g
Phenol Red 0.018g
Dextrose 5g
NadCl 58

By 5 days, electrical impedance spectrum were measured with the Solartron 1280B Electrochemical
Measurement Unit, in Frequency Response Analysis mode (FRA) with sinusoidal signal of 20mV of
amplitude over free corrosion potential, Ecorr, between the two electrodes, in a frequency range
from 20mHz to 20kHz.

Also, the cell population trend on the surface of metal was carried out by the mean Most Probable
Number (MPN) method. For this bacterial count, seven circular coupons, with 0.78 cm? of area,
were exposed to broth in the same way that probe. The coupons were extracted in different time
during five days. Each coupon was exposed to ultrasound technique fo remove microorganism
attached to surface of metal. Then, the microorganism removed were used to carried out MPN,



following the classical procedure described in section 3.2.4.2.1 of the NACE TM0194-2004
standard, [13].

RESULTS AND DISCUSSION

Electrochemical Impedance Spectrum
Spectrums recorded in the experiment are shown in figure 3. Figure 3 shows an increment of {Z| at

low frequency and similar values at high frequency. The phase(Z) present an increment and shift
the maximum to high frequency. The shift of phase with time exposure is more notorious in loss

tangent I m{Z}/ Re{z) figure 4, Because this behavior, a new parameter, related with the period of

maximum of loss tangent, is defined, based on Cole-Cole paramefers:

T, = 2, }(f-;)—l 1)

12| (Ohm)

e i i L L Poiod il
W& i < < i ¢ «°

Frequency (Hz)

phase(Z) (deg)

¢ t HE { I ipot fliii
16 % i 1 W % 1t

Frequency (Hz)
Figure 3: Electrochemical impedance Spectrum recorded during experiment.
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The electrical impedance spectrum was fitted to the Cole-Cole model using the proposed algorithm.
In tables 4 and 5 the results of the fitting for ane- and two- dispersion, respectively, are presented.
When the root mean square errors {(RMSE) for fitting the one- and ftwo- Cole-Cole dispersion
models were compared with each other, it was noted that the RMSE for iwo-parameter Cole-Cole
dispersion was the lower value. This suggests that the best description of the experimental data is
obtained by fitting with the Cole-Cale dispersion model for two dispersions.

Microbial growth trend
Figure 5 show microbial frend oblained by MPN method. The growth of sessile bacteria present

exponential behavior until 48 hours, then increase rate diminish, reaching a maximum of 10"
bacteria/ml.
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Figure 5: Microbial trend by MPN.

Physical Interpretation of the Cole~-Cole Parameters

in microbial corrosion there are two types of cells: sessile and plankionic. Sessile cells are fixed to
the surface, forming a biofilm, and the planktonic are in the medium [14]. In some cases, the growth
of both types of cells could have similar growih phases bul sessile bacteria have less accelerated
kinetics [15]. The physical interpretation of the parameters for the multi-dispersion Cole-Cole model
could be the following: the parameter Z,, is related to electrolyie resistance. For the 4, process,
AZ;, represents the transfer charge resistance; t;, the relaxation time and a; the heterogeneity
parameter, related to the dispersion time relaxation distribution, {16, 17].

The discussion above, along with the experimental data, suggests an interpretation for the two-
dispersion Cole-Cole model: biofilm formation on the metallic surface, by sessile cells, changes the
properties of the electrical double tayer (1,), by an electrochemical {charge transfer) process (AZ;),
and creates roughness which affects the time relaxation distribution (a,). Also, the biofiim-media
interaction, influenced by planktonic cells, datermines the charge transfer between the biofilm and
the media (AZ;). These interactions have their own relaxation time (7} and relaxation distribution
(@)

Tabla 4: Fit of experimental data to the one-dispersion Cole-Cole model. The genetic algorithm configuration
was the same used in example one with generation = 500 and population = 2500

tlhour] |  Z.[01 74]s] AZ, (0] ay fi Ty RMSE
0 65.73 2.69 75591.8 0.23 5.64 0.177 0.1865
24 83.96 Q.87 72954.49 0.14 9.59 0.104 0.1204
36 70.05 1.3 87748.69 0.14 7.85 0.127 0.1867
48 67.66 1.57 24085.04 0.14 6.74 0.148 0.1829
96 90.12 2.9 158115.22 0.13 4.03 0.248 0.0558




Table 5: Fit of experimental data to two-dispersion Cole-Cole model. The genetic algorithm configuration
was the same used in example two with generation = 500 and population = 2500.

tthour] | Z,[Q] I7,[s] |AZ,[Q] | a; | f; T sl | AZ[Q] | a; | fi T, RMSE
0 80 0.37 1 9210 {0.19§ 8.1 | 0.1235 | 3.83 71432 10.19] 272 { 0.3679 | 0.059
24 93 025} 7436 }0.13] 8 0.1249 | 101 | 66093 }0.13 3687 ] 0.1456 | 0.068
36 82 0.27 | 8222 {0.12{7.99{ 0.1252 | 1.55 80673 {0.12}5.18| 0.1929 | 0.082
48 78 0.46 | 14285 {0.1316.76 0.1479 { 2.04 | 82473 (012 4 Q.25 0.067
72 106 | 1.35 | 38315 {0.0852.95] 0.3389 | 3.02 ] 118364 (0.14] 3.1 } 0.3229 | 0.032
96 91 1177141749 1009}2.61; 0.3835 | 3.93 § 125385 10.15] 285} 0.3511 | 0.03

Charge transfer resistance AZ, of assessed system could be related with corrosion rate, CR, as
follow:

Weq .
CR = F_;LCDTT (32)
. _ BaBc
teorr = 3 303(Ba+B00Z; (33)

Where W,, is equivalent weight, § is density of material, F is Faraday constant and g, (8,), is ancdic
(and cathodic) Tafel slope. Figure 6 show the time evolution of charge transfer resistance.
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Figure 6: Charge transfer resistance AZ,.

To establish relationship between parameters and microbial count, alt parameters were normatized,
including 73, and were plotted in the same graphic for 1,,. All measures were carried out to arbitrary
units (a.u). In figure 7, it should be noted that the Cole-Cole parameters forthe A=1and 1 =2
dispersions have different relations with the sessile bacteria population, and the parameters for

-1



1 = 1 have a closer relationship to the population trend of sessile microorganisms, measured with
the MPN method.
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Figure 7: Comparison between the population trends and electrical impedance.

CONCLUSIONS

Experimental electrical impedance spectrum data were abtained from the carrosion of 1020 carbon
steel with acid producing bacteria. The data were fitted to the multi-dispersion Cole-Cole model with
a new algorithm proposed in this paper. Additionally, popuiation was measured using the most
probable number standard method and comparing it with electrical impedance spectrum parameters
obtained from the fitting. The result suggests good agreement between the Cole-Cole parameters
and the sessile microorganism population, figure 7. The relationship between population and the
Cole-Cole parameters suggesis a possible method to monitor bio-comosion using electrical
impedance measurements and the fitting algorithm. However, a2 more sophisticated experiment
based upon a bio-reactor would be necessary in order {0 achieve industrial-scale application of this
method.
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Abstract

An algorithm is presented to determine the Cole~Cole parameters of electrical
impedivity using only measurements of its real part. The algorithm is based
on two multi-fold direct inversion methods for the Cole-Cole and Debye
equations, respectively, and a genetic algorithm for the optimization of the
mean square error between experimental and calculated data. The algorithm
has been developed to obtain the Cole~Cole parameters from experimental data,
which were used to screen cervical intra-epithelial neoplasia. The proposed
algorithm was compared with different numerical integrations of the Kramers-
Kronig relation and the result shows that this algorithm is the best. A high
immunity to noise was obtained.

Keywords: bioelectrical impedance analysis. Cole~Cole model, neoplasical
screening. geophysics and material science, Cole~Cole fitting

1. Introduction

The impedivity is the complex electrical resistivity as dependent on the frequency. Some
researchers call it electrical impedance spectrum, but this name does not consider its unit,
ohm meter (electrical resistivity units). This reason suggests the use of the term impedivity,
proposed by Brown er al. to reference the complex electrical resistivity.

There has been considerable interest in the use of electrical resistivity spectra for many
applications, e.g. neoplasical screening, electrical bioimpedance and geophysics (Brown et al
2000, Xiang ef al 200:3). The spectral-induced polarization (SIP) technique is a kind of
electromagnetic exploration method in a frequency domain. This method is widely used in
environmental studies and engineering exploration methods, geophysics, oil, gas and coal
explorations (Cao ef al 21%). In the theory of the interpretation of these spectra, the Cole~
Cole model is a basic expression. There are available techniques for measuring the real part,
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the amplitude, the phase and the imaginary part of impedivity (Xiang e al 1, Ackmann
and Seitz 19%.1), but some research groups (Brown et al 2, Miranda ef al '1i07) only
measure the real part of the spectrum, since experimental errors are less when only recording
this one. A new algorithm is presented to search the imaginary part of the impedivity from
the real part. This algorithm enables the fitted experimental data to determine the important
Cole—Cole parameters using only the real part of the impedivity.

2. Mathematical model to analyze the impedivity spectrom

The use of models such as Cole-Cole for characterizing experimental data is common, but
the algorithms for inverting the equations require both the real and imaginary parts of the
impedance, e.g. Xiang et al (21%:*) and Ward et al (:517).

The complex electrical impedivity expression of the Cole-Cole equation (Cole 1+ %, Cole
and Cole i111) is written as

Po — Poo 1 ¢=1~-c .
= e oy ™ {‘ " [l I+ (iwr)‘” > {nw = pott =m),
where p is the high-frequency resistivity. p, is the low-frequency resistivity,  is the central
relaxation time, « or ¢ is the dispersion parameter, and s is the polarizability.

Kramers and Kronig demonstrated that the imaginary part of the electrical permittivity is
absolutely defined if the real part is known (Xiang e al 2(4)], Kronig {20, Kramers i+27), but
it is necessary to know the real part of the spectrum for all frequencies. The Kramers—Kronig
relations could be extended to the complex electrical resistivity (or electrical impedivity). The
numerical integration for the Kramers-Kronig relations is shown for two different methods in
the numeral six. To show the advantage of the proposed method in this paper, the result of the
three different methods is compared in the numeral seven.

A new technique is proposed to obtain the Cole-Cole parameters from the real part of an
electrical impedivity spectrum, with access to finite data. The basic procedure is described ag
follows: first, a direct inversion method is used to obtain the parameters of the Debye models
and to calculate an approximation for the imaginary part of the spectrum. Second, Xiang's
algorithm (Xiang et @l 2in 1+, Zrn1i) is used to invert the electrical resistivity spectrum formed
from experimental data and the imaginary part obtained in the first step. Third, the Cole~Cole
parameters obtained with the Xiang algorithm and the relaxation time of the Debye model are
used to calculate the electrical impedivity spectrum. Finally. a genetic algorithm is used to
minimize the root mean square error between experimental data and the Cole~Cole equation.

3. The direct inversion of the Debye model

The Debye model is inverted (equation (1) with e = 0, or ¢ = 1). From the experimental
data, go, m and 7 are estimated. Assuming the data as {(ex, Rk =1, 2,..., N + 1}, where
Ry =Re{p(jw)}. k =1,2,.... N + |, the Debye model gives the relations

Po ~ Prc

Ry = pe + T+ ey 2

Ri — po = (= Rea} + o) T2 3)
Estimating f—g@%, X = poc. and using () and (3), it can be obtained as

Ry — Ry kawf +xa)£ + Rk“a),zm -_ xwfu

Rii—Re —Ri_ e, +x0f | + Ry} — xef @
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By reordering the terms it is possible to write (1) as Asa ¥ = Boo, Where

Asek = (Rist = RO @}, = (Reey = R & — (Ry — Rioy) @iy,

Book = (Ris1 — RO RiZ10} ) — (Rear — Riet) Reaw} — (R — Riy) R,
Then, using the least-square approximation to minimize the mean quadratic error, s; =
77 i (AcakX — Boot)?, itis obtained as

_ Eﬁml Aok Bock

6))

ko1 Al
To find po it is necessary to resolve Epﬁ@l, using () and () and y = py, and the least-

square approximation is calculated in order to minimize the mean quadratic error s, =
2
o7 ok (Aaey — Ba)™:

Ax = (Ria1 — Reode,y — (Ri — Roo)e

” 5 )]
Byt = (Reay — Roc) Ry, — (R — Reo) Ris 1w
N AwB
po = et Avk o ®)

N 2
3k A

Equations (1) and (») allow us to obtain the parameter 7. First, z = 7%, J; = oot} — Ri0}
and Ly = Ry — py. and second, Jyz = L. Using the least-square approximation to minimijze
the mean quadratic error s, = gt 3, (Jez — Lt)? it is found that

T Jeda
AsT 72
T A

®

4. Xiang inversion and the optimization problem

Once the Debye parameters are obtained, an approximation for the imaginary part of p for
each frequency can be calculated using

_{po ~ pol ant

I =
1+ wit?

(10)
The impedivity is defined as p; = R; +j/; and the Cole-Cole parameters: py”. m'®, &9 and
1@ are estimated using the Xiang (Xiang et af 7 ¥+ 1) inversion technique.

In order to obtain more accurate values for the parameters from the Cole~Cole equation
when fitted to the experimental data, ap optimization of the root mean square error (1 2) can
be used through step (i 1). To implement the optimization of the root mean square error { | ),
it is necessary to use a non-classical technique, a genetic algorithm, because equation (i ) has
many local minima and only one global minimum. The minimization of (1) through the path
(1 1) is proposed:

+ k k k+1) k) (0 k
T(k V= p: )TKO) qI( ) p(() p’} )pﬂ( ’ q2( ! (]1)

Qf ) ;)j( ) ; ) @t 1,0 4 7( )
I.ﬂ' = "—""‘1 (R haad Re{ ) )1 (12
N+1 EA I3 O JCalculated) ™ s )
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Figure 1. Two examples of the measurements and fitting of real part of electrical impedivity. This
figure shows data for (a) normal cervical tissue and (b) invasive cervical carcinama.

where pi&, pi, i pi® 4® g0 o and ¢k = 1,2,... are genetic algorithm

searching parameters. The parameter t® used in equation (! ) is calculated with the Debye
direct inversion, equation ('), the other parameters are obtained by the Xiang inversion method.

5. Algorithm and numerical examples

The parameters of the Cole-Cole model and the imaginary part of the impedance may be
investigated based on the methods of the previous sections. The algorithm is described
as follows: first, equations (°)-(*/) are used to get the Debye parameters pg. px and 7;
second, equation (11) is used to calculate the first approximation of the imaginary part of
impedance; third, the real part of impedance (data) and the firstapproximation of the imaginary
part (calculated in the second step) are used to approximate the Cole-Cole parameters
a®, pi" pQ and by the Kiang algorithm (Xiang er af > 1), The final step is to search
the Cole-Cole parameters o, po. poo and T with a genetic algorithm to minimize the root mean
square error (| ) through the steps shown in (! 1).

The above algorithm was implemented as a Matlab function. Here four examples of the
use of these algorithms are presented to show the utility and accuracy of this method.

5.1. Medical application of the impedivity in cervical tissue

Many measurements of the impedivity were made in patients in the hospital of the Santander
University. Figure | shows some typical results of the adjusted electrical resistivity real part
spectrum of cervical tissue; the four important calculated parameters are shown inside the
figure. The measurements were made using the MARK III system of Sheffield University and
a tetrapolar probe (Miranda et al 21#17). As shown in figure !, the Cole-Cole parameters are
significantly different for the normal cervical tissue and for an invasive cervical carcinoma.

5.2. Bioimpedance of neoplasical cervical tissue

The impedivity is used to investigate different properties of tissues, such as neoplasical tissues,
In the neoplasical tissue studies, the impedivity was measured in the 8 dispersion zone
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(10°Hz < f < 105Hz) (Brown et al >+, Schwan i), Using a given set of Cole-Cole
parameters for neoplasical cervical tissue obtained from Miranda et al (21'7),
v=18x%107%(s), po = 3.24 (Qm). Poo = 1.34(Qm) A = 0.31.

The real part of the impedivity is calculated and the proposed algorithm is used to obtain the
imaginary part of the impedivity and the Cole~Cole parameters. Before the implementation
of the algorithm it is necessary to calculate the real part of the impedivity using (), some
{requency values and the given Cole~Cole parameters:

o = 27{100, 464.16, 2154.40, 10%, 46416, 215440, 105} (rad s™)

R ={3.2317, 3.2155, 3.166, 3.0082. 2.5683, 1.9164, 1.5329} (Qm)}
The implementation of the algorithm is presented as follows. First, the Debye parameters are
calculated using equations (5)-("/):

T =9.9814 x 1077 (s)
po = 2.6669 (Qm)
Poo = 1.5042 (2 m).

Second, the first approximation of the imaginary part of the impedivity is calculated
using (1)
I = {—0.000 729, —0.003 385, —0.015707, —0.072632, —0.31202,

—0.55598, —0.1808} (2m).
Third, taking R, / and the Xiang algorithm, the first approximation of the Cole~Cole parameters
is calculated:

@ = 1.8299 x 107 (s)

o = 3.2408 (Qm)

oD = 1.2386 (2m)

o® = 0,320 36.

Fourth, a genetic algorithm is defined with the following parameters: generations = 100,
fimess limit = 107, stall genetic limit = infinite. stall time limit = infinite, crossover
fraction = 0.6, elite count = 20, migration direction = both, migration fraction = 0.4,
migration interval = 3, population size = 5000 and the population initiai range = [0, 1]. The
genetic algorithm minimized the error {1 2) through step (1 /):

@ = 1.7866 x 107 (5)

P = 3.2406 (R m)

P = 1.3346 (Qm)

a® = 0.3124.
Fifth, equation () is used to get the imaginary part of the impedivity. Figure ~ shows the
impedivity:

= —{0.0154, 0.0437,0.1200, 0.2968, 0.5353. 0.5049, 0.2601} (Qm).
The above algorithm may use different sets of impedivity data and different values for

the generations of a genetic algorithm. Table | presents the results using different sets of
impedivity data and different values of generations.
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Figure 2. (2) Real and (b) imaginary parts of the impedivity of cervical neoplasical tissue.

Table 1. Results for bivimpedance of cervical neoplasical tissue.

The number of

spectral data Generations 1 {us) po(2m) po, QM) o
5 10 1.84 3.2330 1.3408 0.31009
5 100 1.80 3.2397 1.3415 0.30932
5 380 1.80 3.2399 1.3405 0.30972
7 10 176 3.2261 1.3432 0.30219
7 100 1.80 3.2405 1.3378 0.31196
7 880 1.80 3.2398 1.3406 0.30967

10 10 143 32249 1.2446 0.32632

10 100 178 3.2418 1.3299 0.31412

19.601, 19.270} (2 m).

T = 2.56019 x 107% (s),
po = 20.50325 (Qm),

—0.000043, —0.000 202, —0.000937, —0.004 349, —0.020 186,

—-0.093206. ~0.388 290, —0.562790. —0.165 130

3.3. Estimation of Cole-Cole parameters and comparison with Jaggar and Xiang
inversion models

Table 2 presents a set of impedivity data obtained from Jaggar and Fell (i3%). From
this table the Cole-Cole parameters can be calculated.
parameters, it is necessary to take the real part of the impedivity (the fourth column of
table ). The implementation of the algorithm for a set of nine data of the real part impedivity
is presented as follows:

@ = 27{0.022, 0.100, 0.464, 2.154, 10.00, 46.42, 215.40, 1000, 4642} (rad s )
Re{p (jo)} = {21.990, 21.980, 21.960, 21.910, 21.717, 21.229, 20.345,

To estimate the Cole-Cole

First, the Debye parameters are calculated using equations (*)-(/):

Poc = 19.248 09 (Qm).

Second, the first approximation of the imaginary part of the impedivity is calculated
using (1)

|

} (Qm).
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Table 2. Field data from Jaggar and Fell (¢ --).

Frequency Amplitude Phase Real past Imaginary part
(Hz) (2m (mrad) (@m) (©2m)

1.000 x 1072 2200 x 10! 0.000 x 10°  2.200 x 10} 0.000 x 10°

2,154 x 1077 2,199 x 10 0.000 x 10° 2,199 x 10} 0.000 x 10°

4642 x 1077 2,197 x 10! 0.000 x 10° 2,197 x 10! 0.000 % 10°

1.000 x 1071 2.198 x 10! 0.000 x 10%  2.198 x 10! 0.000 x 107

2,150 x 107! 2,197 x 10 0.000 x 10  2.197 x 18 0,000 x 10°

4640 x 1071 2,196 x 10! 152 x 10°  2.196 x 10} ~3.338 x 1072
1000 x 10 2.195x 100 336 x 10°  2.195x 10! 7375 x 1072
2154 x 100 2191 x 100 611 x 10° 2,191 x 10} - 1.339 x 107!
4642 x 10° 2,184 x 100 L0490 x 10Y 2184 x 101 2201 x 107}
1000 x 100 2172 x 10! —1.637 x 10! 2,172 x 10! -3.555 x 1071
2154 x 100 2154 x 10" 2483 x 10 2,153 x 10! 5348 x 107}
4642 x 100 2124 x 100 3248 x 100 2123 x 10! 6,898 x 107}
1.000 x 107 2083 x 10! -4014 x 10} 2,081 x 10! 8359 x 107!
2154 x 100 2036 x 10} —3.856 x 10! 2035 x 10} —7.849 x 107!
4642 x 107 1996 x 10! -3319 x 10' 1995 x 10! -6.624 x 107!
1000 x 100 1961 x 100 --2953 x 10' 1960 x 10  -5790x 107}
2.154 x 107 1.940 x 10! ~1.746 x 10 1.0 x 10} -3387 x 107}
4642 x 100 1927 x 100 1980 x 10° 1927 x 10! - 3816 x 1072
1000 x 10¢  1.884 x 10! —7.930 x 10°  1.884 x 10!  —1.494 x 107!

Third, taking R. I and the Xiang algorithm, the first approximation of the Cole-Cole parameters
is calculated:

@ = 9.008 22 x 107 (5)

P = 21.9973 (Qm)

P = 18.8264 (R m)

o' = 0.451 89.
Fourth, a genetic algorithm is defined with the following parameters: generations = 100,
fitness limit = 1074, stall genetic limit = infinite, stall time limit = infinite, ctossover
fraction = 0.6, elite count = 20, migration direction = both, migration fraction = 0.4,
migration interval = 5, population size = 5000 and the population initial range = [0. 1]. The
genetic algorithm minimized the error (! 2) through step (1 ).

'@ = 9.8542 x 107 (5)

P = 22.0053 (Qm)

P = 19,0548 (Qm)

a® = 0.3659.
Fifth, equation (/) is used to get the imaginary part of the impedivity. Figure * shows the
impedivity.

_ { —0.008 615, —0.022661, ~0.058967, —0.149 190. —0.349 070,

~0.661 110, —0.793 460, —(.540 750, —0.257 530 m

The above algorithm may use different sets of impedivity data. Table * presents the results
using different sets of impedivity data and compares the three models: Jaggar-Fell (1988),
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Figure 3. (a) Real and (b) imaginary parts of the impedivity using inversion for N = 6.

Table 3. Estimated parameters and a comparison of model by overall error.

Moadel 7 (8) po(2m) m ¢ Overall error
Jaggar-Fell, N = 192 L1000 x 107% 219 0.1300 07000 0.3164
Xiang inversion N = 132 1.0000 x 1073 21.994 0.1343 06702 0.1684
Xiang inversion N = {5° 1.2000 x 1077 21.9602 0.1226 0.6824 0.3595
Xiang inversion N = 17* 81710 x 1074 219907 0.1373 06502 0.1930
Miranda inversion N = 4 1.7835 x 1072 21975 0.1193 Q8604 09420
Miranda inversion N = 5 1.0317 x 1073 21.984 0.1300  0.6701  0.1932
Miranda inversion N = 6 08101 x 1074 21,999 0.1338  0.6431 0.1725
Miranda inversion N = 7 1.0662 x 1073 21988 01303  0.6752  0.1882
Miranda inversion N = 9 98542 x 107% 22005 01341 06340 0.1790
Miranda inversion N = 10 99264 x 10°* 2199 0.1321 0.6439 0.1899
Miranda inversion N = 11 9.8678 x 16™*  21.997 0.1327 06441 01842
Miranda inversion N = 13 9.8103 x 10°* 21,998 0.1330  0.6427 01811
Miranda inversion N = 15 9.9497 x 1071 21997 01327 06434 0.1827
Miranda inversion N = 16 9.9953 x 107 22.002 01329 06428  0.183
Miranda inversion N = 17 9.9008 x 107% 22,001 0.1330 06421 0.1832
Miranda inversion N = 18 1.0261 x 10°%  21.996 0.1314 06541 0.1894

 Data from Xiang ef al .

B

Xiang and the proposed model. The averall error was calculated as Y, |Ry — p(Gw)*. The
values of Xiang inversion and Jaggar—Fell were obtained from Xiang er al (27+:}). Table *
shows a low variability of the Cole-Cole parameter and an overall error with respect to the
data set number for the Miranda inversion.

5.4. Bioimpedance of normal cervical tissue

Using a given set of Cole-Cole parameters for normal cervical tissue obtained from Miranda

et al (C007),
T=54x%x10"° (),

oo = 14.25 (2m),

Do = 1.98 (2m) and o = 0.14.

The real part of the impedivity is calculated and the proposed algorithm is used to obtain the
imaginary part of the impedivity and the Cole~Cole parameters.
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Figure 4. (a) Real and (b) imaginary parts of the impedivity for bicimpedance of normai cervical
tissue.

Table 4. Results for bioimpedance of normal cervical tissue,

Number of spectral data  Generations € (us) 1o (M) pe (2M) @
5 10 546 14.268 1.9927 0.14109
5 100 5.40 14.25 1.9809 0.13993
5 440 340 14.25 19799 0.14002
7 10 543 4.2 2.0074 0.13709
7 100 5.40 14.249 1.9803 0.1398%
7 440 5.40 14.25 198 0.13998

10 10 5.31 14.207 1.9314 0.13446

10 100 5.40 14.251 1.979 0.14022

The sequence of steps is similar to that of section 5.2. Figure ! presents the results to
seven impedivity data, and table -+ presents the results for different values of impedivity and
different values of generations:

@ = 2 {100, 464.16, 2154.40, 10°, 46416, 215440, 10°} (rad s™1)
R = {29578, 3.714, 4.9356, 6.678. 8.7289. 10.641, 12.081} (2 m)
1 = {0.630 25, 1.0202, 1.4974. 1.894, 1.9753, 1.683, 1.2107} (Qm).

6. Numerical integration for the Kramers—Kronig relation

A numerical integration for the Kramers—Kronig relation was implemented in the following
way. Assuming that N + 1 are data written as {(&. Ry) | £ =1,2,... N + 1}, where
Ri = Re{pGex)}. & = 1,2,.... N + 1. then the imaginary part of the impedivity should be
obtained by the Kramers—-Kronig relation as

Ilem{pgwk)]:_—-z-rftfo Relp(iv)} — P

dv.
w? — v?

13)

Four aspects should be considered before the numerical integration of the Kramers-Kronig
relation could be done. First, the singularity around ex; second, the frequency obtained
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Re{p (jw)} = poo; third, the spectral data to low frequencies; and finally. the number of

spectral data.
The singularity could be avoided by rewriting the singularity by partial fractions as
folows:

2 (™ . B
I = ——/ Re{p()} — poo) (—T—-——iwk dv
T Jo wp — v

=3[ [Relp(lv)}—-pm( o, ! )]dv
T Jo 2 W —-v v

. (14)
O3 — N
aet f Refp(v)} — poc
x Jo @y + v
ay—8w 3 . o0 . _ -
FLE { / RelpGo)} = pro f RelpGv) ~ oo o
T S0 | Jo wp — v @ ¥hw Wy —~ v
Letwy — 8 = ey and @y + d& = wyy; when the number of points is very big. Then,
s i —
o L [T RO o
T Jo 4+ v
Wi -1 — x N1 —
U " Relp()} = po +[ Re{p(v)] — poo dv}. (5)
o —v Wit e~ v

To evaluate the integration between zero and infinity a definition of extra spectral data could
be useful: let Re{p(ju)} = Ry4; forall v > @y, and Re{p(jv)} = R, for all values between
zero and oy With extra spectral data (i 5) should be written as follows:

Ry — R, ey 1 an 1 i R _ 0
o RN ( f dv + f dv) ‘= / RelpGul) — Ruwy,
b/ 3 0 WrtU 0 @ —v T Jan wy + v

Um ' RelpGo)l = Ryar +/‘"”*’M:§ﬁldv] (16)

Wy — v Weat @y~ ¥

ij;"‘—du dv—?a)‘f Tﬁdp:lnl%*mlmen

wpte 0 % v

dv

L= (R — RN+1)
- T

—o ' + .l.fwm Re{p(jv)} — Rnwi
i + o) T ey wp + v
1 -1 Re{p(jv)} — Ry “ox Relp(jv)} — Ry
+1 {f {p(iv)) = Ryay d +/ {o(i)} — Run dv} Can
T an Wy — ¥ [ wy — v
Finally, the numerical integration is possible if Re(p(jv)} is known to all v, but few spectral
data are available. To avoid this difficulty many ways are possible but Simpson numerical
integration and Maclaurin's formula give the best resuit.

First, the Simpson numerical integration is studied, and second. the trapezivm integration
and Maclanrin's formula.
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6. 1. Simpson numerical integration

Two numerical integrations required are [ RleUDRuat qy ang [ ReleUM-Run gy

Simpson numerical integration is as follows: let f{x)beareal function defined on interval
(x1, X3), then the Simpson rule is

X3 h
/ F@dx = 3 L) + 470 + £ ()] + 0).

where h = 359 and O(£) = —& f@ (&) is the error for numerical Simpson integration.
Let f (v; an) = Reloo)—Reu , then

L2 S

Wi} R 1 — R
f eloGv)} =~ Rymt g, “"‘” UL (e ex) + 4 f (@i ax) + f (@pez: )]

w wy — v

Furthermore, the secongl 1}1?1tegra! should be evaluated by the successive application of Simpson.
1)

Let g (v ) = Mﬂ};———l‘-ﬂ then

s
@nva Re{p(jv)} — RNH &
fwx T 22: E(wsl 23w )+ Aglonr v ex) + glwy; ax)].

The Kramers—Kronig numerical integration gives the imaginary part of impedivity obtained
by

Lo (R — N-M)m wy -—w;‘
i3 @y +an
1 (5_5-') — s
- g ———g-——-[g(wa: —20 ) +Ag (5015 ax) + g (wys ex)}]
*#
1 W3 — Gaf_
e 2 _1_6_3'_{_2 Lf (waras ex) + 4 f {on—13 ex) + f (@315 ax)]

i=)
A4

xp
a3 — ek
4o 3BT oy w0+ 4 @i+ f@xi@l (18)
=kl

where f (v; an) = ReeUvl-Ryy and g (1; ay) = ReleURl-Ruy

—v wp v

6.2. Trapezium numerical integration

A trapezium numerical integration should be implemented based on Maclaurin’s formula
(Ohta and Ishida | v5v),

Trapezium numerical integration is as follows: let f(x) be a real function defined on the
interval (xy, x,), then the Simpson rule is

X2 h
/ flode = i[f(xl) + f(x)]+ O®),

where, # = 22 and O (§) = — f B1(£) is the error for the numerical trapezium integration.
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Figure 5. The imaginary part of impedivity obtained by (a) numerical integration for the Kramers-
Kronig relation by Simpson’s rule, (b) numerical integration for the Kramers--Kronig relation by
trapezium formula (based on Maclaurin’s formula) and (c) proposed algorithm.

Then, the Kramers-Kronig numerical integration, the imaginary part of the impedivity,
should be obtained by
Nl
) (%)

ahnj = ..
o ; —-J—T“-'—l-lg(wzz-x:a&)«kg(wu:wu)]

oy — @y

(R — RNM)I
n
)

Ik = ag + ox
)
1 -y
tr Z ﬂ—‘f%—l{f(am-uwknf(am;mk)]
f==1
)
1 — oy
*— Z ihil—--«df“')—zl-'llf(mz:wx: ax) + [ (en; el (19)

T
{=k+1

where f (v; ay) = RleUI=Ruer g g (1 ) = Relo@ll-Rua

ey

7. Comparison among numerical integrations for the Kramers—Kronig relation
and the proposed algorithm

To compare different numerical integrations for the Kramers-Kronig relation in the proposed
algorithm, numerical resistivity data are required; in this case, using the Cole—Cole relation.
Various sets of spectral data were obtained using the Cole~Cole relation and experimental
data. The comparison of numerical integration and the proposed algorithm is shown in
table * and figure <.
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Figure 6. Shows the adjustmeat of data with 30% random additive noise, where (a} is the real part
of the impedivity and (b) the imaginary part of the impedivity.

Table 5. Comparison among numerical integration for the Kramers-Kronig relation and the

proposed algorithm.
Kramers—Kronig Kramers-Kronig
numerical integration numerical integration Proposed
for Simpson’s rule for Maclaurin’s formula algorithm
RMS Elapsed RMS Elapsed RMS Elapsed
Data Spectral  errar® time error® time error® time
source points  (x107%  (ms) (x1073)  (ms) (x1073) ()
Cole-Cole model: 5 12098 31 31588 15 3 4.2
pw) =20+ 28 1352 31 1131 16 3 50
TT]T}.@;,T Qm 125 224 125 201 31 3 17.5
i 625 43 2250 45 218 3 509
3125 9 56313 14 5156 3 2713
Japgar and Fell 19 417 31 343 16 54 9565.7
(18x)
*RMS = /gy S (Im (pGan)) - 1)
Table 6. Inversion of data with additive noise.
Real parameters Inversion values
Noise (%) po(ms) o (2M) poe (M) « po(ms) p(2m) peoilm) o
0 1 15 3 04 0999 14.995 3.003 0.399
5 ! 15 3 04 1003 15118 29082 0.408
10 1 15 3 04 0910 15121 3.042 0.380
30 1 15 3 04 1075 14.786 3.207 0.343

8. Noise immunity

The proposed algorithmn yields excellent noise immunity.

The experimental data were

simulated with additive random noise up to 30% of the maximum value of the real part
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of the electrical impedivity spectrum. In figure /- the result of the simulation is shown, where
the star represents the noise data, circles represent the data without noise and the solid line
represents the adjusted curve.

Table + presents the results of the noise simulation.

9. Conclusion

A new algorithin is presented to search the imaginary part of the impedivity from the real
part. The algorithm proposed enables data to be fitted to the Cole—Cole equation using only
the real part of the electrical impedivity spectrum, based upon the Xiang inversion technigue
and a genetic algorithm optimization. The additive random noise immunity is very high.
Cole~Cole parameters can be obtained with up to 30% of additive noise. The algorithm
converges fast, and it has very good stability and high precision. It gives a good parameter
estimation. The proposed algorithm was compared with different numerical integrations of
the Kramers—Kronig relation and the result shows that this algorithm is the best.

When the & Cole-Cole parameter is zero, the Debye direct inversion may give a good
approximation. However, the use of a genetic algorithm allows a better search of the imaginary
part of the impedivity, the Cole~Cole parameters and also good noise immunity.

The use of only a few spectral data of the real part of the impedivity enables the genetic
algorithm to search a minimum error with few generations and populations, but when a large
amount of data are used, the pumber of generations and the time of calculation increase.

The theory of the interpretation of biological impedivity may be of intrinsic interest to
electronic engineers and medical physicists. The determination of the Cole~Cole parameters
has been of considerable interest for many applications: neoplasical screening, electrical
bioimpedance, geophysics and material science.
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