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introduccion

La teoria métrica del punto fijo es una de las ramas de la Matemadtica que posee una cantidad
considerable de aplicaciones en otras areas de investigacion; como por ejemplo, la teoria de jue-
gos, probabilidades, ecuaciones diferenciales e integrales, sistemas dindmicos, teoria de fractales
entre otras.

En el aio 1922 S. Banach [4], introduce su famoso resultado conocido hoy dia como Principio de
Contraccion de Banach (PCB), el cual fue novedoso por su prueba tan sencilla y elegante usando
las iteraciones de Picard. Este resultado establece lo siguiente.

Sea f una aplicacion definida sobre espacio un métrico completo (X, d) a valores en si mis-
mo, en el cual para todo x,y € X existe una constante a € (0, 1) tal que d(f(x), f(y)) < a-d(x,y).
Entonces f posee un tinico punto fijo en X.

Debido a la importancia de este resultado, varios autores comenzaron a dar generalizaciones
del mismo en diversos caminos, tal es el caso de E. Rakotch [26] quien probé un teorema de punto
fijo a partir del (PCB) sustituyendo la constante de contraccion por una funcion monétona de-
creciente; A. Branciari [5], quien generalizé el (PCB) considerando un nuevo tipo de contraccién
con integrales; M. S. Khan, S. Swaleh y S. Sessa [10] aportaron otro resultado a partir del (PCB),
en donde usaron una funcién de control la cual llamaron funcién que altera la distancia; entre otros.

En el afio 1975 habfa sido de interés estudiar teoremas de punto fijo en comiin para un par
o familias de aplicaciones sobre un espacio métrico. Asi mismo, Mohamed Akkouchi [12] co-
mienza su exposicion indicando que en estos estudios es conveniente tener presente las siguientes
condiciones:

w Condiciones contractivas.



w Continuidad o una forma débil de continuidad de algunas o todas las aplicaciones involu-
cradas.

= Alguna contencién entre los rangos de las funciones.

= Condiciones topolégicas, como completitud (o compacidad) del espacio métrico o de los
rangos de algunas o todas las aplicaciones en cuestion.

s Conmutatividad o una forma débil de conmutatividad entre algunas o todas las aplicaciones.

En el afio 1976 G. Jungck [6]} introdujo un teorema de punto fijo en comtn para dos apli-
caciones conmutativas, lo cual permitié generalizar el Principio de Contraccién de Banach. Este
resultado establece lo siguiente.

Sean (X, d) un espacio métrico completo y f, g : X — X dos aplicaciones que satisfacen:
@) gX) € f(X).
(ii) f es una funcion continua.

(iii) Existe c € (0, 1) tal que
d(g(x),g(y) < c-d(f(x), f()), Y x,y € X.

(iv) fy g son conmutativas.

Entonces f y g tienen un dnice punto fijo en comin; es decir, existe un tinico z € X tal que
f(@) =z =g2).

Es claro que si f(x) = x para todo x € X, entonces se obtiene a partir del resultado anterior,
el Principio de Contraccion de Banach.

El objetivo principal de este trabajo es introducir nuevas generalizaciones del teorema del pun-
to fijo de Jungck debilitando sus hipétesis; es decir, considerando un nuevo tipo de contraccion
que hemos llamado Contraccién de Jungck Generalizada; eliminando en la medida de lo posi-
ble tanto la continuidad de las funciones como la contencién de sus rangos. En algunos casos se
suprimira la completitud del espacio. Finalmente, utilizaremos algunas nociones mas débiles de
conmutatividad, las cuales se estudiaran en el capitulo 3.

Este trabajo ha sido dividido en cuatro capitulos para facilitar su comprension. Un resumen de
lo que se vera a continuacion es lo siguiente:
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Capitulo 1

Consta de conceptos preliminares con respecto a la teoria de los espacios métricos que serdn
usados en los capitulos posteriores. Se enuncia y se demuestra una generalizacién del Principio de
Contraccién de Banach, del cual se obtienen como consecuencia varios resultados clisicos de la
teoria métrica del punto fijo.

Capitulo 2

Se enuncia y se demuestra el teorema del punto fijo de Jungck. Se establece una generalizacion
del mismo y se obtienen como consecuencias varios resultados en la misma direccién del capitulo
1.

Capitulo 3

Se hace un estudio de los conceptos que generalizan la conmutatividad, tales como: funcio-
nes débilmente conmutativas, funciones compatibles, funciones R-débilmente conmutativas, fun-
ciones débilmente compatibles, funciones ocasionalmente débilmente compatibles, entre otras.
Asi mismo, contiene ejemplos, comentarios y relaciones entre algunos de esos conceptos.

Capitulo 4

Se comienza con la demostracién de uno de los resultados mis importantes de este proyecto, en
el cual se establecen las condiciones minimas requeridas para garantizar la existencia de un Gnico
punto fijo en comin para un par de aplicaciones. A partir de este, se condicionan los escenarios
para obtener varios resultados que generalizan el teorema del punto fijo de Juncgk.
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Preliminares

Este capitulo consta de dos secciones. En la primera seccién se hard referencia a algunas

definiciones y resultados que serdn necesarios para el desarrollo de este trabajo. La mayoria de
los resultados de esta seccién estdn presentados sin sus respectivas demostraciones, ya que son
resultados clasicos del analisis y la topologia.
En la segunda seccién abordaremos una parte de lo que encierra la teoria del punto fijo para
una funcién de un espacio métrico completo en si mismo. Introduciremos y demostraremos un
resultado de punto fijo en el cual se han usado las ideas de E. Rakotch [26] y M.S. Khan, S. Swaleh
junto con S. Sessa [10]. Cabe resaltar que como consecuencia obtendremos varios resultados de
punto fijo, entre estos, el Principio de Contraccién de Banach, el Teorema 2.1 en [5], el Teorema
3 en [10] asi como también una combinacién entre las ideas en los resultados de A. Branciari y E.
Rakotch; entre otros.

1.1. Nociones fundamentales de la teoria de los espacios métricos

EL concepto de métrica, permite incorporar a un conjunto (no vacio), una estructura explicita
asociada a la nocidn de cercania.

Definiciéon 1.1.1 (A. Tineo, [31]). Sean X un conjunto (no vacio) y d una funcion real sobre X x X,
tal que para todo x,y,z € X se cumplen las siguientes propiedades:

dy) dx,y)>20 y dx,y) =0 x=y.
d>) d(x,y) = d(y, x).
d3) d(X,)’) < d(x9 Z) + d(Z, }’)-

La funcion d se llama métrica o distancia sobre X, y X junto con la métrica d se llama un espacio
métrico, el cual es denotado por (X, d).



Ejemplos 1.1.2. (i) En cualquier conjunto X se puede definir la siguiente métrica:

1, x#y.
d(x,y>={0 i

Esta métrica es denominada la métrica discreta.

(it) Sobre R la métrica usual o euclidiana, es aquella funcion que asocia a todo par de puntos
el valor absoluto de su diferencia; es decir, d(x,y) = |x — y| para todo x,y € R.

(iii) En R", la métrica usual o euclidiana coincide con nuestra idea intuitiva de distancia en el
espacio y se define como

d(x.y) = A1 =y + (2 = 2P + ..+ (= ). (L.1)

Siendo x = (x1,%2,..., %), ¥ = (V1,Y2,---,Yn) € R™.
Es claro que d satisface (d1) y (dy) de la Definicion 1.1.1. Por otro lado, si a; = x; — 2; y
b; =zi -y parai=1,...,n entonces (d3) es equivalente a

(i(ai + b,.)zr < [Zn: af)i + [Z 11),.2)i : (1.2)
i=1 i=1

i=1
Pero elevando al cuadrado en ambos lados de (1.2) se obtiene la siguiente forma equivalente

n

Dlai-bi< [an a,?]E (Zn: b,?]7 : (1.3)
i i=1 i=1

i=1 i=

Ahora bien (1.3) se verifica a partir del siguiente hecho. Para cada x € R se tiene

n
D@ x+b)P=A-P+2-H-x+B20

i=1
de modo que

H*<A-B
donde

n

A=Za? H=ia,~-bi B=§n:b12
i=1 i=1

i=1
Por lo tanto d definida en (1.1) es una métrica sobre R". Por otro lado, (1.3) es conocida
como la desigualdad de Cauchy-Schwarz en R".

(iv) Sobre C, el plano complejo, la métrica usual es de la misma forma que sobre R?. Si 7 = x+iy
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yZ =X +iy (x,y,X,Y reales), entonces

d(z,7) = k=21 = x-22+ G -yP.

Cuando se dota con la métrica usual, entonces tanto C como R? son esencialmente el mismo
espacio métrico en el cual solo la notacion es diferente. Sin embargo, a diferencia de R? el
conjunto de los complejos C posee una estructura algebraica, incluyendo una operacion de
multiplicacion que lo convierte en un cuerpo.

(v) Sea Bla,b] el conjunto de las funciones reales acotadas sobre el intervalo |a,b}. Para
f,8&,h € Bla,b], sea

d(f.g) = sup |f(x)- gl

asx<b

Evidentemente d cumple las propiedades (d1) y (d2) en la Definicion 1.1.1. La propiedad
(d») se sigue de las desigualdades

sup [p(x) + v(x)] < sup(jo(x)] + [v(x)}) < sup|e(x)| + sup [v(x)].
Basta considerar p(x) = f(x) — h(x), y v(x) = h(x) — g(x).

En un espacio métrico X, es necesario saber determinar con toda precision el concepto intuitivo
de aproximacidn entre sus puntos. De manera més clara, si a es un punto de X y r > 0 es un niimero
real pondremos:

B(a,r) ={xe€ X :d(x,a) <r}
D@a,r)={xeX:d(x,a) <r}
S(a,r)={xe X :dx,a) =r}=D(a,r) — B(a,r).

Estos conjuntos son llamados respectivamente la bola abierta, la bola cerrada y la esfera, de
centro a y radio r, del espacio métrico (X, d).
Notemos que si r = 0, entonces B(a,r) = 0, D(a,r) = {a} y S(a,r) = {a}.

Sean (X, d) un espacio métrico y ¥ un subconjunto de X. Si p es la restriccién de la métrica d al
conjunto ¥ X Y; es decir, p(x,y) = d(x, y) paratodo x, y € Y, entonces p es la métrica inducida por
(X, d) sobre Y. El espacio métrico (Y, p) es denominado un subespacio (métrico) de (X, d). En el
caso de Q, el conjunto de los nimeros racionales, la métrica inducida por (R, | -|) sobre Q estd dada
por

PG, q2) = lq1 — q2l.

Esto define una métrica en Q que lo hace subespacio de R.
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Definiciéon 1.1.3 (A. Tineo, [31]). Sea V un espacio lineal sobre R 6 C. Una norma definida en
V, es una funcion || - ||: V — R tal que para todo x,y € Vy a € R 6 C, se cumplen las siguientes
propiedades:

@) IxlIz0ylixll=0& x=0.
(@) laxll=lolll x|
@) hx+yli<ix+Hyl.

V dotado con esta norma es llamado un espacio lineal nomado.

Se puede verificar ficilmente que todo espacio vectorial normado induce una métrica d definida
como

dx,y)=llx—yll.

Definicion 1.1.4 (A. Tineo, [31]). Sea A un conjunto no vacio en un espacio métrico (X, d). Dado
un punto xy € X, se define la distancia de xy a A, como el niimero d(xy, A) dado por

d(xp,A) = inf{d(xp,a) : a € A}.
Es claro que si A = {a} entonces d(xp, A) = d(xg, a).

Sea B un subconjunto no vacio de X; la distancia de A a B denotada por d(A, B) se define por
d(A,B) = inf{d(a,b) :ac Ay b € B}.
Es claro que d(A,B)=0siANB+0

Definicién 1.1.5 (A. Tineo, [31]). Sea (X, d) un espacio métricoy A C X. Se dice que A es acotado
si existe M > 0 tal que d(x,y) < M para todo x,y € A. Si A es acotado y no vacio, se define el
didmetro de A; denotado por 5(A) como

o0(A) = supld(x,y) : x,y € A}.

Si A no es acotado pondremos 6(A) = +oo. Claramente §(A) = 0 si, y s6lo si A se reduce a un
punto, ademas 6(B) < 6(A) si B C A (B no vacio).

Observacion 1.1.6. Sabemos que en un mismo conjunto X pueden existir métricas diferentes p y
d; por lo tanto el diametro de A en (X, d) puede ser distinto al didmetro de A en (X, p). Tal es el

caso de R con la métrica usual d, y p = ——. Entonces 6(R) = 1 en (X, p), pero R no es acotado

1+d
en (R, d).
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Teorema 1.1.7 (A. Tineo, [31]). Sea (X,d) un espacio métrico y A un subconjunto de X. Las
siguientes condiciones son equivalentes:

(i) A es acotado.
(i) Para cada xy € X, existe M > 0 (dependiendo de xg) tal que d(x, x9) < M para cada x € A.
(iii) Existen xp € Xy M > 0 tales que d(x, x9) < M, para cada x € A.

Definicion 1.1.8 (A. Tineo, [31]). Sea (X, d) un espacio métrico. Un subconjunto U de X se dice
abierto en X (relativo a d) si para cada xy € U existe r = r(xg) > 0 tal que B(xp,r) C U.

Propiedades 1.1.9. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces

(@) X y 0 son conjuntos abiertos.

@ii) Sea I un conjunto no vacio y sea {U; : i € I} una familia de conjuntos abiertos de X.
Entonces U = | J{U; : i € I} es un conjunto abierto de X.

(iii) Si U, y U, son conjuntos abiertos de X, entonces U = U, N U, es un conjunto abierto de X.

Ejemplos 1.1.10. (i) Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces para todoa € X yr > 0, B(a,r)
es un conjunto abierto de X.

(ii) Sea (X, d) un espacio métrico discreto. Entonces todo subconjunto A de X es un conjunto
abierto en X.

Definicién 1.1.11 (A. Tineo, [31]). Sea (X, d) un espacio métrico. Un subconjunto F de X se dice
cerrado en X (relativo a d) si su complemento U = X \ F es un conjunto abierto en X.

Propiedades 1.1.12. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces

(i) X y O son conjuntos cerrados.

(ii) Sea I un conjunto no vacio 'y sea {U; : i € I} una familia de conjuntos cerrados en X.
Entonces U = ({U; : i € I} es un conjunto cerrado de X.

(iti) Si U, y U, son conjuntos cerrados de X, entonces U = Uy U U, es un conjunto cerrado en
X.

Definicién 1.1.13 (A. Tineo, [31]). Sea (X, d) un espacio métrico y A un subconjunto de X. Deci-
mos que xy € X es un punto limite de A si, para cada € > 0 existe x € A tal que 0 < d(xg, x) < €.
En otros términos, B(xg,€) N A — {xg} # 0.

Denotamos por A” al conjunto de puntos limites de A.

Definicién 1.1.14 (A. Tineo, [31]). Sea (X, d) un espacio métrico y A un subconjunto de X. Defi-
nimos la clausura del conjunto A, que denotamos por A, como

A=AUA"
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Definicién 1.1.15 (A. Tineo, [31]). Sea (X, d) un espacio métrico. Diremos que una sucesion (x,),
en X converge a un elemento xy € X si, para cada € > 0 existe un nimero entero N > 0 tal que

d(xn,x0) <€, sin>N.

Proposicion 1.1.16 (M. Searcéid, [28]). Sean (X,d) un espacio métrico, xo € X y (xn), una
sucesion en X. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) (xp)n converge a xy.
(i) N{{x.:n€S}):S CN,Sinfinito} = {xo}.
@iii) x0 € N{(x, :n €8} : S C N, Sinfinito).
(iv) d(xp,{x, : n € S}) =0, para todo subconjunto infinito S de N.
(v) Dado € > 0 existe un niimero entero N > 0, tal que x,, € B(xy, €), para todon > N.

(vi) Para todo conjunto abierto A con xy € A, existe un nimero entero N > 0 tal que x, € A,
para todon > N.

Usaremos cualquiera de las notaciones, lim x, = xg, y x, — xp cuando n — oo; para indicar
n—o00
que la sucesion (x,,), converge a xo.

Ejemplos 1.1.17. (i) Una sucesion (x,), en un espacio métrico (X, d) se llama eventualmente
constante, si existen un numero entero N > 0y xg € X tal que x, € {xp} para todo n > N. Si
(X, d) es un espacio métrico discreto, entonces las iinicas sucesiones convergentes son las
eventualmente constantes.

(ii) La sucesion x, = %, para cada n € N, en R con la métrica usual converge a 0, puesto que
ara cada € > 0, existe N € N tal que L+ < €y asi x, € B(0, €) para todo n > N.
p que i y p

Proposicion 1.1.18 (E. Lages Lima, [13]). Sea (X, d) un espacio métrico y A un subconjunto de
X. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) xpA’.
(ii) Para todo € > 0, la bola abierta B(xy, €) contiene infinitos puntos de A.

(iii) Existe una sucesion de puntos (y,), en A tal que y, # xg paratodon € N, yy, — xo cuando
n — oo.

Proposicién 1.1.19 (E. Lages Lima, [13]). Sea (X, d) un espacio métrico y A un subconjunto de
X. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) A es un conjunto cerrado.

(i) A=A.
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(iti) Para cada sucesion (x,), de A que converge a un punto x se tiene que xg € A.

Definicion 1.1.20 (E. Lages Lima, [13]). Sea (X, d) un espacio métrico y (x,), una sucesion en X
acotada. Definimos:

(i) El limite superior de (x,), como:

lim sup x,, = inf sup x;.
n—co n k>n

(ii) El limite inferior de (x;,), como:

n—oo

lim inf x,, = sup inf x;.
n k>n

Definicion 1.1.21. La composicion f o ¢, de una sucesion f : N — X con una funcion ¢ : N —» N
estrictamente creciente, serd llamada una subsucesion de f. Si denotamos a f por (x,),, entonces
S o ¢ es denotada por (xgmy)n. La notacion usual para f o ¢ es (x,, )i donde ny = ¢(k).

Es claro que toda sucesién es una subsucesion de ella misma.

Proposicién 1.1.22 (E. Lages Lima, [13]). Sea (X, d) un espacio métrico. Si (x,), es una sucesion
acotada de X, entonces existen subsucesiones (x,, )k y (Yn,)j de (x)p tales que:

lim x, =limsupx, y lim x,; = liminf x,.
k J—o00

—00 =60 n—oo

Definicion 1.1.23 (A. Tineo, [31]). Una sucesion (x,), en un espacio métrico (X,d) se dice de
Cauchy, si para cada € > () existe un niumero entero N > 0 tal que d(x,, x,,) < €, sin,m > N.

Proposicion 1.1.24 (A. Tineo, [31]). Toda sucesién convergente en (X, d) es de Cauchy.

Propeosicién 1.1.25 (E. Lages Lima, [13]). Sean (X, d) un espacio métrico y (x,), una sucesion de
Cauchy en X. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) (x,), converge en X.
(ii) (xp), tiene una subsucesion convergente en X.

Proposicion 1.1.26. Sean (X, d) un espacio métrico. Si (x,), € X es una sucesion y 0 < a < 1
satisface que
d(Xp11, %) < @ - d(xp, Xn-1) VneN.

Entonces (x,), es una sucesion de Cauchy.

Demostracion: Para todo n € N se cumple:

d(Xn41,%n) < a-d(Xp, Xn-1),
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esto implica que

d(xni1,%) < @-d(xn, Xpo1) < @ - d(Xpy, X 2) < -+~ < @ - d(x1, X0)-

Ahora, sean m,n € N con m > n; es decir, existe 4 € N tal que m = n + h. Entonces

d(x, Xpen) < d(xXp, Xnt1) + d(Xpg1, Xp42) + A(Xp42, Xn43) + - - + d(Xpan—1, Xn+h)

< d" - d(xo,x1) +a™ - d(xo, x1) + @™ d(xg, x1) + - + @™ - d(xg, xp)

= d"-dxo,x) - (l+a+ad®+a +---+a")
an

= - a"y - d(xo,x1)
-a
an

< - d(xg, x1). (1.4)

1~a
Dado que,

n
lim

noe 1 —q

-d(xp,x1) =0,

entonces de (1.4) se concluye que (x,), es una sucesiéon de Cauchy.
|

Proposicion 1.1.27 (G. Babu & P.D Sailaja, [3]). Sea (X, d) un espacio métrico y (x,), una suce-
sion en X tal que lim d(xp,, Xp+1) = 0. Si (x,)n no es una sucesion de Cauchy en X, entonces existe
n—eo

€ > 0 con el cual podemos encontrar subsucesiones (xp, )k y (X, )i de (xn)n con my > ny > k para
todo k €N, tal que d(Xpy, , Xn,) > €, d(Xppy—1, %) <€ Y

(1) lim d(xp,,x,) = €.
k—oo
(ii) kl_iglo d(Xp—1, Xp,) = €.
(i) 1M A1, ¥n1) = €
(iv) klilgd(xmk,x,,kﬂ) = €.
") klgg d(Xmy+1, Xmr1) = €.
(vi) kliﬂ; d(xmk+1,xnk+2) = €.
Demostracion: Supongamos que (x,), no es una sucesion de Cauchy, entonces a partir de la

Definicion 1.1.23 existe € > 0 tal que para cada natural k € N existen my,ng € Nconmg > ky
ny > k, satisfaciendo

d(x,,,—k, Xﬂ) > €. (1.5)
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A partir de (1.5) es claro que my, # ny, por lo tanto definimos

m, = méx{m, g} VkeN
ny = min{my, n;} Yk € N,

Con lo cual es claro que
m, > m > k. (1.6)

Por lo tanto
d(xm;,x,,k) > e 1.7

para todo niimero natural k. N
Por otro lado, dado que lim d(x,, x,+1) = 0, entonces para € > 0 existe k € N tal que
nN—>00

d(Xn, Xnr1) <€, VY n>k. (1.8)

Ahora bien, para cada ndimero natural k£ > k, consideremos mk y ny con m;( > ng > k tal que se
cumpla (1.7) y definamos el siguiente conjunto

ILk={peN:pe[m+ l,m;(]yd(nk,p)z €}.

De (1.8) se sigue que /; # 0, puesto que m;( € I;. Sea my = min{/}, con lo cual se tiene que my, es
un niimero natural mayor que n; y que ademds satisface

dXpm, %n) 2 € y d(Xm—1,Xp) < €. (1.9)
Ahora bien, probemos (i). En efecto, por la desigualdad triangular usando (1.9) se tiene

€< d(xnk, xmk) < d(xnk > xmk—]) + d(-xmk—l > xmk)

€ < d(Xp,, Xm,) < €+ d(Xpy—1, Xm,)- (1.10)
Tomando limite cuando £ — oo en (1.10) se tiene
€< klir?o d(Xp,, X)) < €
con lo cual es claro que
klirgod(x,,k,xmk) =€ (1.11)
A continuacion, probemos (ii). Para ello notemos que

d(x,,k, xmk) = d(xnp xmk—l) + d(xmk-—l , xmk)
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por lo tanto
d(xp,, Xpy) — A(xny, Xmp—1) < dXpgp—1, Xmy)- (1.12)
De manera analoga
A1, %) < A1, Xmy) + d(Xemy X))
por lo tanto
~d (X1, Xmy) < A Xnys Xim,) — A Xy Xy —1)- (1.13)
Luego, de (1.12) y (1.13) se sigue
|d(xny , Xim) — AQtngs Xmm—1) < d(Xmy—1, Xomy)- (1.14)

Asi, dado que kll’m d(Xpm,—1,Xm,) = 0 se sigue a partirde (1.11) y (1.14)

klin; d(Xp—1, Xp,) = €. (1.15)
A continuacion, probemos (iii). Nuevamente por la desigualdad triangular se tiene
d(Xin=1, Xn) < d(Xppy—1, Xp—1) + (X1, Xny)
por lo tanto
dmy—15 Xn) — X1, Xp—1) < d(Xpy—1, Xmy)- (1.16)
De manera analoga
A1, Xn—1) < dXm—1, Xny) + A Xy, Xng—1)
por lo tanto
—d(Xpy~1, Xn) < d(Xmy—1, X)) ~ A X1 Xny—1)- (1.17)
Luego, de (1.16) y (1.17) se sigue

|d(xmk—1’ xnk) - d(xmk—l > Xnyg—1 )! < d(xnk—l > xnk)- (1‘18)
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Asi, dado que klim d(x,,-1,xn,) = 0 se sigue a partir de (1.15) y (1.18)

klirgd(xmk_l,x,,k_l) =€ (1.19)
A continuacién, probemos (iv). En efecto, por la desigualdad triangular se tiene
A(Xmgs Xmr1) < dXy, X)) + d(Xy, Xpgr1)
por lo tanto
d(Xm s Xnes1) — (X, X)) < A( Xy, Xpyr1)- (1.20)
De manera aniloga
d(Xmy, %) < Ay Xnr1) + AKXy, X, )
por lo tanto
=d(Xp,, Xpyr1) < AKXy, X 1) — Ay, Xiny)- (121
Luego, de (1.20) y (1.21) se sigue
dmys Xne+1) = Ay Xn )| < d(Xny, Xyr1)- (1.22)

Asi, dado que kh'm d(xy,, X, +1) = O se sigue a partir de (1.11) y (1.22)

kl:u)g d(Xpy, Xnye1) = €. (1.23)
A continuacién, probemos (v). Notemos que
d(Xpy+1, Xm1) < dXmpst, Xmy) + A(Xmy , Xyr1)
por lo tanto
A(Xma1, Xnr1) = AKXy Xms1) < A Xy, Xmgs1)- (1.24)

De manera andloga

d(xmk ’ xnk+1) < d(xmk, -xmk+1) + d(xmk+l > xnk+1)
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por lo tanto
~d(Xmy s Xmp+1) < AXmps 1, Xng1) — A(Xmy » Xmgs1)-
Luego, de (1.24) y (1.25) se sigue
Xyt 15 Xngr1) = Ay, Xppr Dl < d(Xmy, Xyr1)-

Asi, dado que i}im d(Xmy , Xme+1) = O se sigue a partir de (1.23) y (1.26)

lim d(xmk+l s xnk+l) =€
k—o0
A continuacion, probemos (vi). En efecto, por la desigualdad triangular se tiene
d(xmk+l s xnk+l) < d(xmk+l s -xmk+2) + d(xmk+27 Xng+1 )
por lo tanto
d(xmk+1,xnk+1) - d(xmk+l ,Xnk+2) < d(xnk+l s -xnk+2)-
De manera analoga
d(xmrkl E] xllk+2) < d(xmk+l > xllk+l) + d(xnk+l E] xnk+2)

por lo tanto

_d(xllk+l 5 -xnk+2) < d(xmk+1’ xnk+l) - d(-xmk+l B xnk+2)'

Luego, de (1.28) y (1.29) se sigue
Id(xmk+] s xnk+l) - d(xmk+l £ xnk+2)l S d(xnrl-] ] xnk+2)

Asi, dado que kh’m d(Xp+1, Xn,+2) = 0 se sigue a partir de (1.27) y (1.30)

im d(xp, 11, Xp12) = €.

k—o00

(1.25)

(1.26)

(1.27)

(1.28)

(1.29)

(1.30)

(1.31)

Definicién 1.1.28 (A. Tineo, [31]). Un espacio métrico (X,d) es completo, si toda sucesion de

Cauchy en X converge a un punto de X.
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Definicion 1.1.29 (E. Lages Lima, [13]). Sea (X, d) un espacio métrico y K C X. Se dice que una
coleccion C = {(Ci)ict} de conjuntos de X, es un cubrimiento de K, si K C | ) Ci. Es decir, para
i€l

cada x € K existe i € I tal que x € C;.

Si K € U C; con I* c I, entonces se dice que la coleccién C* = {C; : i € I*} es un

iel*

subcubrimiento de K. Si cada elemento de la coleccién C es un conjunto abierto, se dice entonces
que C es un cubrimiento abierto de K, del mismo modo se dice que C* es un subcubrimiento
abierto de K

Definicion 1.1.30 (E. Lages Lima, [13]). Sea (X, d) un espacio métrico. Se dice que K C X es un
conjunto compacto si todo cubrimiento C = {(C;)ies} abierto de K posee un subcubrimiento finito
para K; es decir,

KcC,uC,UCp---U Ci, siendo {iy,ip---ig} €1

Propiedades 1.1.31. (i) Todo conjunto compacto es acotado.
(i) Todo conjunto cerrado de un espacio compacto es compacto.
(iii) Si (X, d) es un espacio métrico compacto entonces X es completo.
(iv) (X, d) es compacto si, y s6lo si toda sucesion de X posee una subsucesion convergente en X.

Ejemplos 1.1.32. (i) Consideremos el espacio métrico (R, | - |), entonces todo subconjunto
K C R tal que K = [a, b] es compacto.

(ii) Cualquier espacio X que contenga un niimero finito de puntos claramente es compacito.

(iti) Consideremos el espacio métrico R, | - |) y sea
1 +
K={0}u{—-:neZ"}.
n
K es un conjunto compacto.
(iv) El espacio métrico (R,| - |) no es compacto, pues el cubrimiento de R por conjuntos abiertos
C ={(-n,n) : n e N}

no posee ningin subcubrimiento finito que cubra a R.

Definicion 1.1.33 (A. Tineo, [31]). Sean (X, d), (Y, p) espacios métricos. Diremos que una funcién
f : X > Y es continua en xy € X, si para cada € > 0 existe 6 > 0 tal que

VxeX, dix,xp) <6 = p(f(x), f(x)) < €.

Diremos que f es continua en X, si satisface la Definicion 1.1.33, para todo xg € X.
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Proposicion 1.1.34 (A. Tineo, [31]). Sean (X, d), (Y, p) espacios métricos. Una funcion f : X —» Y
es continua en xp € X si, y solo si (f(x,)), converge a f(xp) para cada sucesion (x,), en X — {xp}
que converge a xy

Definicion 1.1.35 (R. P. Pant, [18]). Sea (X, d) un espacio métricoy f, g : X — X dos aplicaciones.
Diremos que f y g son reciprocamente continuas (RC) si lim f(g(x,)) = f(xp) y
lim g(f(xn)) = g(xp), siempre que (x,), sea una sucesion en X tal que lfm”?a") = lim g(x,) = xo,
;)Zro; algin xy € X. T T

Si f y g son continuas entonces claramente satisfacen la condicién de reciprocamente conti-
nuas a partir de la Proposicion 1.1.34. El siguiente ejemplo revela que el reciproco no necesaria-
mente es cierto, demostrando asi que la continuidad reciproca es una generalizacién propia de la
continuidad.

Ejemplo 1.1.36. Supongamos que el conjunto X = [2,20] estd dotado con la métrica usual y sean
f.& : X = X dos aplicaciones dadas por:

[x+2, xe@5 [2x, xe5]
f(x)_{l, xe@25 g(x)'{z, x¢ 2,51

Es claro que f 'y g no son continuas en X. Veamos que f 'y g son reciprocamente continuas.
En efecto, notemos que 1(f,2) = {(x), € X : lim f(x,) = lim g(x,)} # O, pues si
n—co n—oo
Yo =2+ 1/n para todo n € N, entonces im f(y,) = lim g(y,) = 4. Sea (x,), una sucesion arbi-
n—co n—oo
traria en 1L(f, g), por lo tanto existe t € f(X) N g(X) = [4,7], tal que lim f(x,) = lim g(x,) = 1.
n-—oo n—oo
A continuacion, probaremos que t = 4. En efecto, por definicion de fy g, y dado que t € [4,7]

entonces existe k € N tal que x, € (2,5] para todo n > k. Luego f(x,) = x, + 2 y g(xn) = 2x,, de
donde se sigue

Xn = fx) =2 = lim x, =12 (1.32)
n-oo
(x h t
x, = 5—22 = lim x, = . (133)

Teniendo en cuenta la unicidad del punto de convergenia de (x,)n, se sigue a partir de (1.32) y

(1.33) que t—2 = t/2, porlo tantot = 4 y asi, lim x, = 2. Tomenos N € N suficientemente grande
n—»oo0

de tal forma que x,, € (2,5/2), de donde se tiene que

4<x,+2<5, (1.34)
4 <2x, <5. (1.35)
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De (1.34) y (1.35) tiene sentido

f(g(xn)) =2x,+2
&(f(xn)) = 2(xn + 2).

Con lo cual se sigue lim f(g(x,)) = f(4)y lim g(f(x,)) = g(4). Por lo tanto f y g son reciproca-
n—oco n—oo
mente continuas.

Definicion 1.1.37 (E. Lages Lima, [13]). Sean X C R, f : X — R una funcion, a € X' y

supongamos que f estd acotada en a. Un niimero real c es un valor de adherencia de f en el punto

a, si existe una sucesion (x,), en X — {a} para la cual se tiene que lim x, = ay lim f(x,) = c.
n—oo n—oo

Denotaremos por V(f, a) al conjunto de valores de adherencia de f en el punto a.

Teorema 1.1.38 (E. Lages Lima, [13]). Sean X C R, f : X — R una funcion, a € X’ y supongamos
que f estd acotada en a. Entonces el conjunto V(f, a) es compacto.

Definicion 1.1.39 (E. Lages Lima, [13]). Sean X € R, f : X — R una funcion, a € X' y
supongamos que f estd acotada en a. Definimos el limite superior de f en el punto a, denotado

por lim sup f(t) como:
1->a

Iim sup f(z) = max{x : x € V(f, a)}.

t—a

Proposicién 1.1.40. Sea « : R, — [0, 1) una funcion y supongamos que lim sup a(t) existe para
t—a
cada a € |0, +00). Si (x,), es una sucesion en [0, +oo0) — {a} tal que him x,, = a, entonces
n—oo

lim sup a(x,) < lim sup a(?).

n—o00 t—a

Demostracién: Sea p = lim sup a(x,). Por 1a Proposicién 1.1.22, existe una subsucesion (@(x,,))x

n->00

de (a(x,)), tal que
kll’m a®(xy,) = p. (1.36)

Ahora bien, dado que lim x, = a, entonces
n-»00

lim x,, =a. 1.37)

n—oo
Luego de (1.36) , (1.37) y por la Definicién 1.1.37 se tiene que p € V(f, a). Asi, por la Definicion
1.1.39 se sigue que
p < limsup a(7),

t—a
es decir,
lim sup a(x,) < lim sup a(f).

n—oo t—a
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1.2. Principio de Contracciéon de Banach y Algunas Generalizaciones

El principio de contraccién de Banach (PCB), es uno de los resultados mas importantes en
la teoria métrica del punto fijo. Este provee una técnica para dar solucién a gran variedad de
problemas aplicados en matematicas, ciencias e ingenieria, el cual establece lo siguiente.

Teorema 1.2.1 (S. Banach, [4]). Sean (X,d) un espacio métrico completoy f : X — X una
aplicacion satisfaciendo la siguiente condicion:

d(f(x), f(y)) < a-d(x,y) (1.38)

paratodo x,y € X donde 0 < a < 1. Entonces f tiene un sinico punto fijo z € X y para cada x € X,
lim f"(x) =z
n-—eo

La condicién (1.38) es llamada Contraccion de Banach, siendo a la constante de contraccién.

Debido a la importancia de este resultado varios autores comenzaron a dar generalizaciones
del mismo y de diversas formas, tal es el caso de E. Rakotch [26] quien probé un teorema de
punto fijo a partir del (PCB), sustituyendo la constante de contraccién por una funcién mondétona
decreciente. Asi mismo, M. S. Khan, S. Swaleh y S. Sessa [10], en 1984 aportaron otro resultado
a partir del (PCB) considerando un nuevo tipo de contraccién, en la cual usaron una funcién de
control la cual llamaron funcién que altera la distancia.

El prop6sito de esta seccion es obtener un resultado de punto fijo bajo un nuevo tipo de con-
traccion, en el cual se utilizan tanto las ideas de E. Rakotch, quien demostré que el (PCB) tie-
ne lugar cuando la constante a en (1.38), es remplazada por una funcién monétona decreciente
a: Ry — [0, 1), asi como también se usaran las ideas de M.S. Khan, M. Swalech y S. Sessa. Vale
mencionar que se obtendridn como consecuencia varios resultados que generalizan el Principio de
Contraccion de Banach.

A continuacién se dan algunas definiciones y ejemplos que serdn pieza clave en el desarrollo de
esta seccion.

Definicion 1.2.2 (M. S. Khan, S. Swaleh y S. Sessa [10]). Una funcion ¢ : R, — R, es llamada
una funcion que altera distancia si cumple las siguientes condiciones:

) ¥(0) =0.
(¥2) W es una funcion continua y estrictamente creciente.

Denotaremos por ¥ al conjunto de todas las funciones que alteran distancia.
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Ejemplo 1.2.3. Sea y : R, — R, la funcion dada por:
t

£ =—1.

v 1+¢

Entonces

t
) y(@) © 15 ©

ii) Es claro que s es continua y ademds, es estrictamente creciente, puesto que

) =

> 0.

(1+1)?
Por lo tanto € V.

Ejemplo 1.2.4. Sea y : R, — R, la funcion dada por:

s =1" 1=
1+ >0

Observe que s es una funcion discontinua, por lo tanto y ¢ V.

. . t ..
Ahora bien, si (X, d) es un espacio métrico y ¥(f) = T3 para todo ¢ > 0, entonces la funcién

p: X xX — R, dada por p(x,y) = (¢ o d)(x,y) define una métrica en X. El siguiente ejemplo
ilustra que en general este hecho no siempre es cierto para cada y € V.

Ejemplo 1.2.5. Sean X =R, , d(x,y) =| x—y | y ¢(t) = £ para cada't € X. Entonces la funcion
(¥ o d)(x,y) =| x —y |? no define una métrica sobre X. Para verificarlo, basta con chequear que
falla la condicion (d3) de la Definicion 1.1.1, para los niimeros x =4,y = 1,7 = 2.

Definicién 1.2.6 (A. Branciar, [5]). Sea ¢ : R, — R, una funcién que satisface las siguientes
condiciones:

(¢1) @ es integrable Lebesgue con integral finita sobre cada subconjunto compacto de R,.

(¢2) @ es no negativa.

(p3) f @(®)dt > 0 para cada € > 0.
0

Denotaremos por @ a la clase de todas las funciones que satisfacen las condiciones (p1) — (¢3).

El siguiente ejemplo demuestra que usando una aplicacién ¢ € @ obtenemos una funcién

YyeVl.
Ejemplo 1.2.7. Sea ¢ € ®. Definamos ¢ : R, — R, dada por

|//(s)=fs(,a(t)dt VY seR,.
0

Entonces y € V.
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A continuacién enunciaremos y demostraremos el resultado mas importante de esta seccion,
introducido por José R. Morales y Edixon Rojas en [15]; el cual garantiza existencia y unicidad de
puntos fijos para aplicaciones satisfaciendo condiciones contractivas, dependiendo de funciones
monoétonas decrecientes y usando las funciones que alteran distancia. Como consecuencia pode-
mos extender los teoremas de puntos fijos de E. Rakotch, las condiciones contractivas de tipo
integral dadas por A. Branciari, entre otras.

Teorema 1.2.8 (J. R. Morales, E. Rojas, [15]). Sean (X,d) un espacio métrico completo y
[+ X — X una aplicacion satisfaciendo la siguiente condicion:

Yd(f(x), ) < a(d(x,y)) - Y(d(x,y)) (1.39)

para todo x,y € X, siendoyy € ¥y a : Ry — [0, 1) una funcion con

limsupa(?®) <1, Va> 0. (1.40)

t—a

Entonces f tiene un vinico punto fijo 7o € X tal que para cada x € X, lim f*(x) = zp.
n—oo

Demostracién: Sea xy un punto arbitrario en X. Definamos la sucesion de iteraciones
Xn+1 = fxn) = f(xp). Se sigue de (1.39) y (1.40)

Y(d(xy, Xp11)) < ald(xp-1,%0)) - W(d(xn_1, Xn)) (1.41)
< Y(d(xp-1, %n))- (1.42)

Dado que  es una funcidn creciente entonces a partir de (1.42) se tiene que (d(xn, X,+1)), €5 una

sucesién decreciente de niimeros reales no negativos, lo cual implica que existe una constante r

tal que lim d(x,, x,4+1) = r = 0. Probemos que r = 0. Supdngase que r > 0, entonces tomando
n—oo

limite superior cuando n — oo en ambos lados de (1.41), usando (1.40) y la Proposicién 1.1.40, se
verifica

0 <y(r) < lim sup y(d(xn, Xp+1)) < lim sup(a(d(xn-1, xn)) - Y(d(Xn—1, Xn)))

n—oo n—oo

< lim sup a(d(x,-1, x,)) - lim sup ¥ (d(x,-1, Xn))

< lim sup a(?) - Y(r) < y(r).
1—r

lo cual es una contradiccion. Asi r = 0. Por lo tanto,
lim d(x,, xp41) = 0.
n—oo

Afirmamos que (x,), es una sucesion de Cauchy en X. En efecto, supéngase que (x,), no es una
sucesion de Cauchy, con lo cual existe € > 0 tal que para cada entero k, existen enteros positivos
my, ny con my > ny > k siendo d(xp,, , xp,) = € Y d(Xpy—1, Xn,) < €. Asi, por la Proposicién 1.1.27
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se tiene
€= lim d(Xm,, Xn1) = WM (11, Xng12)- (1.43)
k—o00 k~300

A partir de (1.39) y (1.40) se deduce
!/,(d(-xmk-l“l ’ xnk+2)) < a(d(xmks -xnk+1)) . lﬁ(d(xmk ’ xnk+1 ))' (] '44)

Tomando limite superior cuando k& — oo en ambos lados de (1.44), usando (1.40), (1.43) y la
continuidad de ¢ se tiene

0 < l/l(é) = lim Sup (/I(d(xmk-Fl, xnk+2))

k-0

< lim sup -a(d(Xm;, Xn,+1)) - lim sup Y(d(Xpm, , Xni+1))
k—o0 k—o00

<y(e).

Lo cual es una contradiccién. Ast, (x,), es una sucesion de Cauchy en el espacio métrico completo
(X, d), por lo tanto existe zy € X tal que lim f"(xg) = zo.
n--0o

A continuacién se prueba que f(zp) = zo. En efecto, de (1.39) y (1.40) se tiene

0 < Y(d(xn+1, f(20))) < ald(xn, 20)) - Y(d(xn, 20))
< Yld(xn,20))- (1.45)

Como lim Y (d(x,,z0)) = 0y ¢ € ¥, entonces de (1.45) se deduce que lim d(x,+1, f(z0)) = 0. Asi,
n—o0o0 n—ox
es evidente que

d(20, f(20)) < d(z0, Xn+1) + d(Xn41, f(20)) = O cuando n — oo

lo cual significa que f(zp) = zo-
Finalmente, probemos que zg es el tinico punto con esta propiedad. Para ello supongamos que
existe yg € X tal que f(yg) = yo, entonces

0 < ¥(d(yo,20)) = Yd(f (), f(20))) < al(d(yo,20)) - Y(d(o, 20)) < ¥(d(y0.20))

lo cual es una contradiccién, completando de esta forma la prueba.

A continuacion se desprenden los siguientes resultados ya conocidos.

Corolario 1.2.9 (Rakotch, [26]). Sean (X, d) un espacio métrico completo, f : X — X una apli-
cacion y a : Ry — [0, 1) una funcion mondtona decreciente tal que

d(f(0), f) £ ald(x,y)) - d(x,y)

donde x,y € X y x # y. Entonces f tiene un unico punto fijo.
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Demostracion: Dado que « : R, — [0,1) es una funcién mondtona decreciente, entonces
limsup a(¢) < 1, para todo a > 0. Se sigue la conclusién a partir del Teorema 1.2.8 y conside-

1—a

rando ¥(r) = ¢t para todo ¢ € X. B

Corolario 1.2.106 (Teorema 3, [10]). Sean (X, d) un espacio métrico completo, f : X — X una
aplicacion y ¢y € Y. Sea « : R, — [0, 1) una funcion mondtona decreciente tal que

Yd(f(x), ) < ald(x, ) - Y(d(x,))
donde x,y € Xy x # y. Entonces f tiene un unico punto fijo.

Demostracion: Dado que a : R, — [0,1) es una funcién monétona decreciente, entonces

lim sup a(f) < 1, para todo a > 0. Se tiene la conclusién a partir del Teorema 1.2.8. B
—a

Corolario 1.2.11 (Principio de Contraccion de Banach). Sean (X, d) un espacio métrico completo
y f : X — X una aplicacion. Si existe a € (0, 1) tal que

d(f(x), fO) <a-d(xy), ¥ x,y € X.
Entonces f posee un unico punto fijo.

Demostracion: Consecuencia inmediata del Teorema 1.2.8, considerando ¢(7) = t para todo
t € [0, +00) y a(x) = a para todo x € R,. ]

El siguiente resultado es una combinacion de las ideas expuestas por A. Brancian [5], M. S.
Khan, M. S. Swaleh y S. Sessa [10] y E. Rakotch [26].

Teorema 1.2.12. Sean (X, d) un espacio métrico completo 'y f : X — X una aplicacion satisfa-
ciendo el siguiente tipo de contraccion:

@ 0).f0)) (d(x,y))
ﬁ p()dt < a(d(x,y)) | e@dt, ¥ x,y €X, (1.46)
0 0

siendoy €V, pe ®ya: R, - [0,1) conlimsup a(t) < 1 para todo a > 0. Entonces f tiene un

1—a
tinico punto fijo zo, tal que para cada x € X, lim f*(x) = z.
n—oo

Demostracion: Definamos yo(x) = K @(t)dt. Es claro que iy € W. Ahora bien, la desigualdad
(1.46) puede ser escrita como sigue

Yo (d(f(x), fFOYN)) < ald(x,y)) - YoW(d(x,y))), ¥ x,y € X. (1.47)

Dado que yp € ¥y ¢ € ¥ entonces (Y o ) € ¥; asi, (1.47) es suficiente para asegurar mediante

el Teorema 1.2.8 la existencia de un dnico punto fijo z9 de f, el cual satisface lim f"(x) = zp, para
cadax € X.

|

El teorema del punto fijo de Jungck y algunas generalizaciones 25



Del Teorema 1.2.12 se desprenden los siguientes resultados ya conocidos.

Corolario 1.2.13 (Teorema 2.1, [5]). Sean (X,d) un espacio métrico completo, ¢ € (0,1) y
f : X — X una aplicacion tal que para cada x,y € X,

G{EN{0))] (x.y)
edt < c | (t)dt,
0 0
donde ¢ € ®. Entonces f tiene un dnico punto fijo a € X tal que para cada x € X, lim f*(x) = a.
n—oo

El siguiente es un resultado nuevo el cual se obtiene como consecuencia del Teorema 1.2.12
usando las ideas de A. Branciari [5] y E. Rakotch [25].

Corolario 1.2.14 (A. Branciari- E. Rakotch). Sean (X,d) un espacio métrico completo y
f : X > X una aplicacion tal que para cada x,y € X,

(FGLSO) ()
P(1)dt < a(d(x,y)) A p(o)dt,
0

donde a : R, — [0, 1) es una funcién mondtona decreciente y ¢ € ®. Entonces [ tiene un vinico
punto fijo a € X, tal que para cada x € X, lim f"(x) = a.
n—oo

Es claro que cada uno de estos resultados generalizan el Principio de Contraccion de Banach.
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El Teorema del Punto Fijo de Jungck para
Funciones Conmutativas

En el ano 1975 habia sido de interes estudiar teoremas de punto fijo en comiin para un par (o
familias) de aplicaciones satisfaciendo ciertas condiciones contractivas en espacios métricos; en
esta direccion varios autores dieron resultados interesantes; entre elios G. Jungck [6], quien en el
afio 1976 probé un teorema de punto fijo en comiin para un par de aplicaciones conmutativas, 1o
que a su vez generalizé el (PCB).

En este capitulo se busca introducir una generalizacion del teorema del punto fijo de Jungck con-
servando las lineas del capitulo anterior; esto es, siguiendo las ideas de A. Branciarn [5], M.S
Khan, M. Swaleh, S. Sessa [10], E. Rakotch [25] y una combinacién entre las ideas de Branciar y
Rakotch.

A continuacién daremos unas definiciones necesarias para este capitulo.

Definicién 2.0.15 (Contraccion de Jungck). Sean f y g dos aplicaciones definidas sobre un
espacio métrico (X, d) con valores en el mismo. Diremos que el par (f, g) satisface la contraccién
de Jungck, si existe ¢ € (0,1) tal que

d(g(0),g) < ¢-d(f(0), fO)), Y x.ye X.

Ejemplo 2.0.16. Sean X = [0, 12] un conjunto dotado con la métrica usual y f,g : X — X dos
funciones definidas por f(x) = x*, g(x) = x°. Entonces

7
WP -yi<g- -y VryeX
En efecto, notese que

5
i) 2 < 3% para todo x en X.
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ii) 4xy < x* + 2xy + ¥%, para todo x,y en X.

iii) Paratodo x,y en X, se tiene que 0 < x+y < 1 por lo tanto x + y < \x+y, con lo cual se
sigue de ii) que
< xX+y
Xy = 4

ity Dados xyy en X, de i) y iii) resulta

x2+xy+y2$§x+x—tz+-§-y

8 4
=2 Y+t
= % (x+y).
Por lo tanto
b3t 2 x4 IS bl
Y asi,

|ﬁ~ﬂs%4£—ﬁ

Definicién 2.0.17. Diremos que dos aplicaciones f y g sobre un espacio X son conmutativas o
simplemente conmutantes si satisfacen

flg(x) =g(f(x), Yxe X

Teorema 2.0.18 (Teorema del Punto fijo de Jungck). Sean (X,d) un espacio métrico completo
y f. g : X — X dos aplicaciones que satisfacen:

() gX) C f(X).
(ii) f es una funcion continua.

(iii) Existe c € (0, 1) tal que
d(g(x),g(y) < c-d(f(x), f»), Y x,y e X.

(iv) fy g son conmutativas.

Entonces f 'y g tienen un vnico punto fijo en comiun.
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Demostracion: Dado x; € X existe x; € X tal que f(x2) = g(x1), ésto gracias a que g(X) C f(X).
Procediendo de esta forma definimos inductivamente una sucesién (x,;), en X tal que
f(xn41) = g(x,), para todo n € N. Ahora bien de (iii) se tiene

d(f(xp+2), f(xn41)) = d(g(Xn+1), 8(Xn))
<c- d(f(xIH-l)’ f(xn)), V ne N’

es decir,

Ad(f(xn+2), f(Xni1)) £ € - d(f(Xns1), f(xn)- 20

Por la Proposicion 1.1.26 y de (2.1) se tiene que (f(x,)), es una sucesion de Cauchy y asi como
(X, d) es un espacio métrico completo existe ¢ € X tal que

Jim f(xn) = 1= lim g(x,). 22

Por otro lado, 1a continuidad de f junto con (iif) implican la continuidad de g, por lo tanto se tiene
a partir de (2.2)

lim g(f(x)) = g®) ¥ lim flg(x,)) = f(). @3)

Dado que f y g son conmutativas, entonces se sigue que f(g(x,)) = g(f(x,)), paratodon € Ny
asi por la unicidad del limite se concluye a partir de (2.3)

8 = f(@). 24
De la ecuacién (2.4) y de la continuidad de f y g se obtiene

g(g(M) = g(f(0) = f(g®)).

por lo tanto
8g(®) = f(g®). 2.5)

Ahora bien de las ecuaciones (2.4), (2.5) y de (iii) se tiene

d(g(1), g(g(1)) < ¢ - d(f(1), f(g(D)
= c - d(g(1), g(g(1))),

es decir,
(1 —-0¢)-d(g®),g(g®) <0 2:6)
Dado que ¢ € (0, 1) entonces (2.6) implica que

8(g(®) = g(. Q.7
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De las ecuaciones (2.5) y (2.7) se tiene

f(g®) = g(g®) = g().

Asi, z = g(t) es un punto fijo en comiin para f y g. Finalmente probemos que z es el Ginico punto
con esta propiedad. Para ello supongamos que f(y) = y = g(y), entonces de (iii) se sigue

d(z,y) = d(g(2),8(y)) < ¢ - d(f(2), f(¥)) = ¢ - d(z,y)

lo cual es una contradiccién puesto que ¢ € (0, 1). Asi, se concluye que z = g(f) es el Gnico punto
fijo en comun para f y g.
[ |

A continuacién probaremos uno de los resultados mds importantes de este capitulo, cuya im-
portancia recae en el hecho de que a partir de éste se obtiene una serie de resultados que genera-
lizan el teorema del punto fijo de Jungck. Antes de enunciar y probar dicho resultado, daremos la
siguiente definicidn.

Definicion 2.0.19 (Contraccion de Jungck Generalizada). Sean f y g dos aplicaciones definidas
sobre un espacio métrico (X,d) con valores en el mismo y ¢y € Y. Diremos que el par (f,g)
satisface la Contraccion de Jungck Generalizada, si existe una funcion a @ R, — [0,1) con

lim sup a(f) < 1 para todo a > 0, tal que
I—a

Y(d(g(x). 80 < d(f (), fON) - d(f(x), ), ¥ x,y € X.

Teorema 2.0.20. Sean (X, d) un espacio métrico completo, f,g : X — X dos aplicacionesy y € ¥
tales que:

® gX) € f(X).
(ii) f es una funcién continua.
(iii) (f, g) satisface la contraccion de Jungck generalizada.
(iv) fy g son conmutativas.
Entonces f y g tienen un tinico punto fijo en comin.

Demostracion: Haremos la demostracion en 4 pasos.
Paso 1: Dado xp € X existe x; € X tal que f(x)) = g(xp), ésto gracias a que g(X) C f(X).
Procediendo de esta manera definimos inductivamente una sucesion (y,), C X tal que:

Yn = f(x,) = g(xp—1) YREN.
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Paso 2: Probemos que lim d(y,, yne1) = 0.
n—oo
En efecto para cada n € N de (iii), se tiene

Y(d(Yn+1,Yn+2)) = Y(d(g(xn), g(Xn+1)))
< a(d(f(xn), fOens1))) - Y(f (Xn), f(Xns1))
<1-y(d¥n, yn+1)),

por lo tanto

Y(dYnr1,Yn+2)) < Y(dQn, Yn+1))- (2.8)

Como ¢ es una funcidn creciente, entonces de (2.8) resulta

d()’n+layn+2) < d(,)’nayn+1), VneN, 2.9)

Es decir, (d(y,,, yn+1)). forma una sucesion decreciente de niimeros reales no negativos, por lo tanto
existe r > 0 tal que

,}f_l)gd(vn,ynn) =r. (2.10)

En lo que sigue se prueba que r = 0. En efecto, para ello supongamos que r > 0. Paracadan € N
de (iii) se tiene

0 < y(r) < Y(dn+1,Yn+2))
= Y(d(g(xn), 8(xn+1))
< a(d(f(xp), f(xns1))) - Y(f (xn), f(Xn11))-

Asi,
Y(r) < a(d(f(xn), f(Xn+1)) - Y(f (Xn), f(Xna1))- 211

Luego, tomando limite superior cuando n — oo en ambos lados de (2.11) y usando la Proposicion
1.1.40 se tiene

l/’(r ) < lim Sup(a(d(f(xn)a f (xn+l)) b '/’(f(xn)a f (xn+l)))

< lim sup a(d(f(xn), f(Xp+1)) - Lim sup Y(f(xn), f (xn+1))- (2.12)

Por la continuidad de ¢ en (2.12) se sigue

W(r) < lim sup a(t) - Y(r) < ¥(r).

t—r
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Lo cual es una contradiccién, por lo tanto r = 0.

Paso 3: (y,), es una sucesién de Cauchy.

Supongamos que (y,,), no es una sucesion de Cauchy, entonces existe € > 0 tal que para cada entero
k existen nimeros naturales my y nx con my > ny > k tales que d(ym,,yn,) = € Y dVmy, Yn,—1) > E.
Asi, por la Proposicién 1.1.27 se tiene que

J{EIDIO d()’mk—la}’nk—l) =€
Ahora bien, para todo k € N de (iii) resulta

y(€) < Y(dm> Yn))
= Y(d(g(xm-1), &(Xry—1)))
< a(d(.f(xmk—l)s f(xnk—l ))) : l»b(f(-xmk--l)’ f(xnk—l)),

es decir,

¥(e) < ad(f(xm-1)s f(xn—10) - Y(@(f Xmy-1), [ Xm=1)))- (2.13)

Ahora bien, tomando limite superior cuando £ — oo en ambos lados de (2.13) y usando la conti-
nuidad de ¢ se tiene

Y(e) < lim sup a(?) - Y(e), (2.14)

1—e€

luego de (2.14) y (iii) se sigue

y(e) < 1-y(e).

Lo cual es una contradiccién, por lo tanto (y,), es una sucesién de Cauchy en X.

Paso 4: Existencia y unicidad del punto fijo en comin para fy g.

Existencia:

Dado que (X, d) es un espacio métrico completo entonces del paso anterior se garantiza la existen-
cia de un punto z € X tal que nlin.}o yn = z; es decir,

lim f(x,) = lim g(x) = z. (2.15)

Por otro lado, dado que f y g son conmutativas se sigue que d(f(g(x,)), g(f(x,))) = 0y por lo
tanto:

Jlim d(f(g(xn)), 8(f(xa))) = 0. (2.16)
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Ahora bien, como f es continua se tiene a partir de (2.15)

1im f(g(xm)) = f2) 2.17)

Iim f(f0) = f(2). (2.18)
Asi, de (2.16), (2.17) se sigue

Jim g(f(xn)) = f(2). (2.19)

Ahora para cada n € N se tiene

Y(d(g(f(xn)), 8((xn))) < a(d(f(f (xn)), f(n))) - Y(A(f(f (xa)), f((xn)))).  (2.20)

Luego tomando limite superior cuando n — co en ambos lados de (2.20), usando la continuidad
de y y las ecuaciones (2.18), (2.19) se sigue

¥(p) < limsup a(?) - Y(p) 221

t—p

siendo p = d(f(z), z). Por lo tanto de (2.21) se sigue:

(1 — limsup a(?)) - Y(d(f(2),2)) <0 (2.22)
—p
dado que lim sup a(¢) < 1 entonces de (2.22) se tiene
t—p
Y(d(f(2),2)) =0
y por lo tanto
d(f(z),2) = 0.
Asi, es claro que
f@=z (2.23)

Por otro lado, para cada n € N de (iii) se tiene

Y(d(g(xn), 8(2))) < a(d(f (xn), £(2))) - Y(d(f(xn), f(2)))- (2.24)
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Ahora bien, tomando limite superior cuando n — co en ambos lados de (2.24), haciendo uso de la
continuidad de ¢ y la Proposicién 1.1.40 se tiene

Y(d(z,8(2))) < lim sup a(?) - Y(d(z, f(2)) (2.25)

luego, de (2.23) se sigue que ¥(d(z, f(z)) = 0y por lo tanto

¥(d(z,8(2))) < 0, (2.26)
y asi
8() =z 2.27)
Luego, de (2.23) y (2.27) se sigue que z es un punto fijo en comin para f y g.
Unicidad:

Supongamos que existe w € X tal que f(w) = g(w) = w, entonces de (iii) se tiene

Y(d(w, 2)) = Y(d(g(w), 8(2)))
< ald(f(w), f(2))) - Y(d(f(w), f(2)))
= ald(w, 2)) - Y(d(w, 2))

por lo tanto
Y(d(w,2)) < aldw,2)) - Y(d(w, 2)),

y asi

(1 - a(dw,2))) - Y(d(w,2)) <0
luego, como 1 — a(d(w, z)) > 0 entonces se sigue que ¥ (d(w, z)) = 0 en consecuencia

w=z
Por lo tanto z es el Gnico punto que satisface
@) =z = g().

Observacion 2.0.21. Si en el Teorema 2.0.20 consideramos ¢ = I la funcion identidad sobre
[0, +0) y a(t) = ¢ con ¢ € (0, 1), entonces se obtiene el Teorema del Punto Fijo de Jungck.
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A continuacién enunciaremos los diversos resultados que generalizan el Teorema 2.0.18, cada
uno de los cuales estd sostenido en el Teorema 2.0.20.

Teorema 2.0.22. Sean (X, d) un espacio métrico completo, f,g : X — X dos aplicaciones y yy € ¥
tales que:

() &(X) < f(X).
@ii) f es una funcion continua.

(iii) Existe una funcion a : Ry — [0, 1) mondtona decreciente, tal que
Y(d(g(x), () < a(d(f(x), fO)) - Yd(f(x), fO), ¥ x,y € X.

(iv) fy g son conmutativas.
Entonces f y g tienen un tinico punto fijo en comun.
Demostracion: Dado que @ : R, — [0,1) es una funcién monétona decreciente, entonces

limsup a(r) < 1, para todo a > 0. Luego, del Teorema 2.0.20 se concluye que f y g tienen un

t—a
dnico punto fijo en comin. B

Observacion 2.0.23. Si f = I es la funcion identidad sobre X en el Teorema 2.0.22, entonces a
partir de éste se obtiene el Teorema 3 de [10].

Teorema 2.0.24. Sean (X, d) un espacio métrico completo y f,g : X — X dos aplicaciones tales
que:

(i) &X) € f(X).
(ii) f es una funcion continua.

(iii) Existe una funcion a : Ry — [0, 1) mondtona decreciente, tal que
d(g(x), ) < ad(f(x), fON) - d(f(0), f)), ¥V x,y € X.

(iv) fy g son conmutativas.
Entonces f y g tienen un tinico punto fijo en comun.

Demostracion: Dado que @ : Ry — [0,1) es una funcién monétona decreciente, entonces
lim sup a(f) < 1, para todo a > 0. Luego, del Teorema 2.0.20 se concluye que f y g tienen un

t—a

tnico punto fijo en comiin, considerando ¥ = I, la funcién identidad sobre [0, +00) ]
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Observacion 2.0.25. Si f = 1; es la funcidn identidad sobre X en el Teorema 2.0.24, entonces a
partir de éste se obtiene el Teorema del Punto Fijo de Rakotch.

Teorema 2.0.26. Sean (X, d) un espacio métrico completo, f,g : X — X dos aplicaciones, ¢ € ®
y € ¥ tales que:

@) &X) < f(X).
(it) f es una funcion continua.

(iii) Existe una funcion a : Ry — [0, 1) con limsup a(?) < 1 para todo a > 0, tal que

t—a

(d(3(x).20)) CUONON
j: p(n)dt < a(d(f(x), fON) A p(ndt, ¥ x,y € X.

(iv) fy g son conmutativas.

Entonces fy g tienen un tnico punto fijo en comin.

4
Demostracion: Para cada t € [0, +00) definamos yry(r) = f @(x)dx. A partir del Ejemplo 1.2.7
0

es evidente que Yo € V.
Ahora bien, notemos que para cada x,y € X se tiene

(d(e(x).80))
(o o Y)(d(g(x), 80) = ﬁ p(r)dt

d(f(x).fON)
< ad(F(x), ) f oyt

< ald(f(0), FON) - Wo o YIA(fx, f¥)).

Por lo tanto
Yi(d(gx, gy)) < a(d(fx, fy) - y1(@(fx, fy), Y x,y € X,

siendo ¥ = g o ¢ € W. Asi pues, del Teorema 2.0.20 se concluye que existe un dnico z € X tal
que f(z) = z = g(2).
|

Corolario 2.0.27. Sean (X,d) un espacio métrico completo, f,g : X — X dos aplicaciones y
@ € O tales que:

(i) X)) € f(X).
(ii) f es una funcion continua.

(iii) Existe c € (0, 1) tal que

((x).80)) (f().fO)
et)dt < c w(ndt, ¥ x,y € X.
0 0
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(iv) fy g son conmutativas en X.
Entonces [y g tienen un tinico punto fijo en comun.

Demostraciéon: Consecuencia inmediata del Teorema 2.0.26, considerando ¥ = I, la funcién
identidad sobre [0, +00) y a(?) = ¢, para todo ¢ € [0, 1).
B

Observacion 2.0.28. Si f = 1, es la funcion identidad sobre X, entonces a partir del Corolario
2.0.27 se obtiene el Teorema 2.1 de [5].

Corolario 2.0.29. Sean (X,d) un espacio métrico completo, f,g : X — X dos aplicaciones y
¢ € O tales que:

() gX) < f(X).
(it) f es una funcion continua.

(iii) Existe una funcion a : R, — [0, 1) monotona decreciente, tal que
(g(x).80)) (f(x).fO))
f e(0dt < a(d(f(x), ) p(ndt, ¥ x,y € X.
0 0
(iv) f y g son conmutativas en X.

Entonces f y g tienen un vinico punto fijo en comun.

Demostracion: Dado que a : Ry — [0, 1) es una funcién monétona decreciente, entonces
limsup a(f) < 1, para todo a > 0. Luego, se sigue la conclusion a partir del Teorema 2.0.26,

t—a

considerando ¢ = I; la funcién identidad sobre [0, +00). B
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Generalizaciones de la Conmutatividad

La conmutatividad es una nocién ampliamente usada en el campo de las Matematicas e Inge-
nieria, especialmente en el de las Matematicas puras. En la teoria del punto fijo, este concepto es
principalmente usado por muchos autores.

Inicialmente el concepto de conmutatividad fue usado en esta drea por G. Jungck [6}, dando res-
puesta a un problema de punto fijo en comiin que se mantenia abierto para la época y generalizando
de esta forma el (PCB). Este resultado de Jungck fue usado y generalizado por varios autores y de
diversas formas, entre ellas podemos mencionar los conceptos introducidos que mantienen la con-
mutatividad como caso particular, tales como: funciones débilmente conmutativas [27], funciones
compatibles [7], funciones R-débilmente conmutativas [16], funciones débilmente compatibles
[9], funciones ocasionalmente débilmente compatibles [2], funciones condicionalmente compati-
bles [19], funciones faintly compatibles [26], entre otras.

Existen otros conceptos que han aparecido en esta misma linea, tales como funciones no compa-
tibles, funciones que satisfacen la propiedad E.A. [1], funciones R-débilmente conmutativas del
tipo (Ag) [23], funciones R-débilmente conmutativas del tipo (Ay) [23], entre otras, de la cuales
algunas son independientes de la conmutatividad y otras simplemente no se han podido establecer
su relacién con la conmutatividad.

En este capitulo se estudiardn cada uno de las nociones expuestas anteriormente, asi como
también se establecerdn algunas relaciones entre las mismas.

En lo que sigue (X,d) denotard un espacio métrico y escribiremos simplemente X,
f,g : X — X denotardn aplicaciones, C(f, g) es el conjunto de todos los puntos donde fy g
coinciden; esto es C(f,g) = {x € X : f(x) = g(x)}. Si f(x) = g(x) = w, llamaremos a x punto
coincidente (PC) de f y g, mientras que w es llamado punto de coincidencia (POC) de fy g.
L(f,8) ={(xnn C X : nh_)rgo fl) = ,}Ln& g(xn)}.
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3.1. Conmutatividad: definicion, generalizaciones y ejemplos.

El concepto de aplicaciones conmutativas ha sido una herramienta importante en el contexto
de la teoria métrica del punto fijo, con una gran cantidad de generalizaciones.

Definicion 3.1.1 (Jungck, [6]). Diremos que f y g son conmutativas en X, si f(g(x)) = g(f(x))
para todo x € X.

Ejemplo 3.1.2. Sea X = R con la métrica usual. Se define f 'y g como sigue:

O, xz XSO 0’ .XSO
fx) = x-5, 0<x<1 ; g)=1{x, 0<xx<1
1/2, x> 1 1, x> 1.

Observe que dado x € X se tiene lo siguiente:

1. Si x <0 entonces

gx) =0 = f(gl)=0.
f@) =0 = g(f(x) =0.

2. Si0 < x <1 entonces
o 2
fW=x-% =gf(N=x->

g(x) = x = fg()) =x- =

3. Si x> 1 entonces
f) = = g(f(x) =
g =1 = flgb)=7.

Por consiguiente para cualquier niimero real x, se obtiene que f(g(x)) = g(f(x)); es decir,
[y g son conmutativas.

N —

—D |

Por consiguiente f 'y g son conmutativas.

De la Definicion 3.1.1 se tiene que dos aplicaciones f y g no son conmutativas en X, si existe
xp € X tal que f(g(x0)) # g(f(x0))-

Ejemplo 3.1.3. Sean X = [-1,1], f(x) = X y g(x) = 2x>. Entonces

flg(1) =8
g(f(1) =2.
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Por lo tanto f y g no son conmutativas.

S. Sessa [27] inicia la generalizacién de las aplicaciones conmutativas con la introduccién de
la siguiente definicidn.

Definicion 3.1.4 (S. Sessa, [27]). Diremos que f y g son aplicaciones débilmente conmutativas
en X, si

d(f(g(x)), g(f(x)) < d(f(x),g(x)), ¥ x € X.
Ejemplo 3.1.5. Supongamos que X = [0, 1] es dotado con la métrica usual y sean f(x) = g ,
o(x) = ’—2C(1 + x). Luego

X X X
1—2(1+x)—ﬁ(1+-6—)

x x
s.§(1+x)-—-6-‘, VxeX

Es decir, d(f(g(x)), g(f(x))) < d(f(x), g(x)), para todo x € X, por lo tanto f y g son aplicacio-
nes débilmente conmutativas.

Ejemplo 3.1.6. Supongamos que X = [l,+00) estd dotado con la métrica usual y sean
f(x) =2x~1, g(x) = x>. Entonces
If(g(x) — ()l = 1247 =1 - (2x - ]
=2l =2x+ 1
=2(x - 1)% 3.1

Por otro lado

If(x) - g0l = 2x— 1 - x|
=% -2x+1]
= (x— 1) (3.2)

Se sigue de (3.1) y (3.2) que |f(g(x)) — g(f(x))| > | f(x) — g(x)| para todo x > 1, porlo tanto fy g
no son aplicaciones débilmente conmutativas.

Se puede verificar que si dos aplicaciones son conmutativas, entonces ellas son débilmente
conmutativas. El siguiente ejemplo demuestra que el reciproco no se cumple.

Ejemplo 3.1.7. Supongamos que X = [0, 1] estd dotado con la métrica usual, y sean f(x) = i

g(x) = 336- para todo x € X.
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Notemos que:

X3 x
f(g(x))_3-x/3'9—x
X X
U = 3= 3 = 9735

Y asi, es claro que f(g(x)) # g(f(x)) para todo x # 0. Por otro lado, se tiene:

X X
9-x 9-3x
2x2
~ 9= -3
x2
(G -x)3
X X

“37x 73
= f(x) — g(x)l.

If(g(x)) — g(f ()| =

<

Por lo tanto f 'y g son débilmente conmutativas y no satisfacen la conmutatividad.

3.2. Funciones Compatibles

En 1986, G. Jungck [7] introdujo la nocién de funciones conmutantes mds generales llamadas
funciones compatibles, la cual generaliza a las funciones conmutativas y débilmente conmutativas.
Muchos autores probaron teoremas del punto fijo usando el concepto de funciones compatibles,
luego G. Jungck , P. P. Murtthy y Y. J. Cho [8] dieron otro concepto en esta misma linea de compa-
tibilidad, llamadas funciones compatibles tipo A, que bajo ciertas condiciones son equivalentes a
las funciones compatibles; ademads, probaron un teorema de punto fijo para este tipo de funciones
definidas en un espacio métrico.

Extendiendo las funciones compatibles de tipo A, H. K. Pathak, S. S. Chang y Y. J. Cho [21]
introdujeron el concepto de funciones compatibles de tipo B y dieron algunos ejemplos donde se
reflejan las relaciones entre si.

Definicion 3.2.1 (G. Jungck, [7]). Diremos que f y g son aplicaciones compatibles en X, si
Hm d(f(g(x,)), g(f(x,))) =0 siempre que (x,), sea una sucesion en X tal que
n—oo

lim f(x,) = lim g(x,) =t, para algint € X.
n—o n—o0

Ejemplo 3.2.2. Supongamos que X = [0, +0) estd dotado con la métrica usual y sean f(x) = x>

y g(x) = 2x3. Veamos que f y g son aplicaciones compatibles. En efecto, considere una sucesion

(X2)n en X tal que lim f(x,) = lim g(x,) = t. Ahora bien, se tiene que lim x, = 0. Esto se puede
n—oo n—oo n—oo
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verificar fdcilmente ya que lim f(x,) = lim (x,,)3 , lim g(x,) = lim 2(Jc,,)3 y teniendo en cuenta
n—co n—oo n—oo n—oo
la unicidad del limite, por lo tanto se obtiene
lim |f(g(xn)) ~ g(fGm)] = lim [2°0n)” — 2(x)’)
=0.

Asi, fy g son aplicaciones compatibles.

Observacion 3.2.3. Es sencillo verificar que dos funciones conmutativas satisfacen la compati-
bilidad, sin embargo el ejemplo anterior nos revela que el reciproco no es cierto, ya que 'y g no
son conmutativas.

Ejemplo 3.2.4. Supongamos que X = [2,20] estd dotado con la métrica usual. Se define f y g
como sigue:

2, x=2.
fay=1> =2 x>5 W=112+x, 0<x<5
X)= 5 X) = X, x <.
8, 2<x<5. g

x—3, x>5.

Veamos que f 'y g no son aplicaciones compatibles. En efecto, consideremos la sucesion

Xp =5+ — , paracadan € N. Es claro que lim f(x,) = lim g(x,) = 2, sin embargo
n n—oo n—o0

Fglw) = f (2 + %)
=3 (33)

Por otro lado

g(f(xn) = g(2)
=7, G4

Asi, es evidente a partir de (3.3) y (3.4) que
Jim |f(g(xn)) ~ 8(f(xa))l = 6 # 0.

Por lo tanto, f y g no son aplicaciones compatibles.

Es sencillo chequear que todo par de funciones débilmente conmutativas son compatibles. El
siguiente ejemplo demuestra que la compatibilidad es una generalizacién propia de la conmutati-
vidad débil y por lo tanto de la conmutatividad.

Ejemplo 3.2.5. Supongamos que X = [0, +oo) estd dotado con la métrica usual y sean f(x) = x°
y g(x) = 2x3. Hemos visto que dichas funciones satisfacen la condicién de compatibilidad. Por
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otro lado, si x = 1 entonces se tiene lo siguiente:

If(e(1) - e(fNI =6
> 1 =]f(1) - gl

Por lo tanto f y g no son débilmente conmutativas.
A partir de la Definicién 3.2.1 se tiene lo siguiente.

Definicién 3.2.6. Diremos que f y g son aplicaciones no compatibles en X, si existe una sucesion

(X)) en X, tal que lim f(x,) = lim g(x,) = ¢, para algint € X y lim d(f(g(x,), g(f(xn))) # 0 0
n—»00 n—oo n—oo

simplemente no existe.

En el 2002 M. Amari y D. El Moutawakil [1] introdujeron una generalizacién de las aplica-
ciones no compatibles que llamaron propiedad E.A., cuya definicién es:

Definicion 3.2.7. Diremos que f'y g son aplicaciones que satisfacen la propiedad E.A., si existe
una sucesion (x,), en X tal que lim f(x,) = lim g(x,) = t para algin t € X.
n—oo n-—so00

Ejemplo 3.2.8. Sean X = [0, 1) dotado con la métrica usual. Las funciones f'y g dadas por:

f(x)={%’ 2 L, g(x)={’ iy

—-X, XE€ [_23"1)’

Wk W

1-3x, xe[31).

satisfacen la propiedad E.A. En efecto, considerando la sucesion (x,), en X dada por
2

2 1
X, = 3 + 33 para todo n € N, entonces f(x,) = 37 ) v g(x,) = 3 m Por

2
lo tanto lim f(x,) = lim g(x,) = 3 asi, 'y g son aplicaciones que satisfacen la propiedad E.A.
n—oo n—oo

Ejemple 3.2.9. Sean X = [2,+00) dotado con la métrica usual y f, g dos aplicaciones dadas por:
fx)=x+1, g(x) =2x+ 1. Supongamos que f y g satisfacen la propiedad E.A., entonces existe
una sucesion (x,), en X tal que lim f(x,) = lim g(x,) =t, para algiin t € X. Ahora bien, dado

que lim f(x,) =ty Hm g(x,) =t entonces se tiene respectivamente
n--»oo0 n—oo

) , t—1
limx, =¢—1, lim x, = —/.
n—oo n—oco 2

. L . -1 . .
Luego por la unicidad limite se tiene que t — 1 = 5 y asi se deduce que t = 0. Esto eviden-

temente es una contradiccion, puesto que O ¢ X. Por lo tanto f y g no satisfacen la propiedad
EA.

Observacion 3.2.10. Los ejemplos que siguen a continuacion revelan que los conceptos de con-
mutatividad y propiedad E.A., son completamente independientes.
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Ejemplo 3.2.11. Sean X = R dotado con la métrica usual y f,g dos aplicaciones dadas por:
f(x)=x+1y g(x) = x— 1. Notemos que f(g(x)) = x = g(f(x)) para todo x € X, por lo tanto f
y g son conmutativas. Ahora bien, supongamos que f 'y g satisfacen la propiedad E.A., entonces
existe una sucesion (x,), en X tal que '11_1_)12 flxn) = ,}gg g(x,) =t, para algiin t € X. Observe que
nlirgo X, + 1= lim xp — 1 =ty por propiedades de limites se tiene lim X, =t—1y lir{’lo X, =t+ 1.
Asi pues, por ;a ;licidad del limite se sigue quet+1 =1t—-1, lo c;alcc?s una contra:liccio’n. Luego,
[y g no satisfacen la propiedad E.A.

Ejemplo 3.2.12. Supongamos que X = [0,2] estd dotado con la métrica usual. Se define fy g
como sigue:

1, x=0. 0, 0<x<1.
fx) =30, 0<x<1. ; gx)=1{1, 1<x<2.
1, 1<xxg2 2, x=2.

Dado x € (0,1) se tiene que f(x) = 0y g(x) = 0; asi, f(g(x)) = 1y g(f(x)) = 0. Es claro que
f vy g no son conmutativas.

. . 1
Por otro lado, consideremos la sucesion x, =1+ — para todo n € N. Notemos que

n

(x)n € (1,2), por lo tanto se tiene que f(x,) = 1 = g(x,) para todo n € N. Luego,
lim f(x,) = lim g(x,) = 1, con lo cual f y g satisfacen la propiedad E.A.

n-—o00 n—0co

3.3. Funciones Compatibles tipo A

Definicion 3.3.1 (G. Jungck, P. P. Murthy y Y. J. Cho, [8]). Diremos que f y g son aplicaciones
compatibles tipo A si

Jim d(f(g(xn)), 8(8(x))) =0, y lim d(g(f(xa)), f(f(xn))) = 0,
siempre que (x,), sea una sucesion en X, tal que lim f(x,) = lim g(x,) = ¢, para algin t € X.
n~»00 n-»c0

Ejemplo 3.3.2. Supongamos que X = [0, 1] estd dotado con la métrica usual. Las funciones fy g
dadas por:

1 1
5. 1-x, 0<x<3
2 . ’ = 2
; x) =
1. 8x) {1, 3<x<l,

son compatibles tipo A. En efecto, sea (x,), C X una sucesion tal que g(x,) — ty f(xn) — t para

algiin t € X, luego por definicion de las funciones se tiene que t € {%, 1}.

Si t = 1 entonces podemos suponer sin perder generalidad que (x,), C [% 1] y de alli es sencillo
verificar que [y g satisfacen la compatibilidad de tipo A.
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Por otro lado, supongamos que x, — % Yy x, < % para todo n € N, entonces tenemos que
gxp) = 1 —x,y1~-x, > % para todo n € N, por lo tanto f(g(x,)) = f(l —x,) = 1y
gf&x))=1-x, > % cuando n — oo. De esta manera:

d(f(g(xn)), 8(8(xn))) = 1 f(g(xn)) — g(g(xu))| = |1 — &(1 — xp)l
=11 -1
=0 (3.5)

d(g(f(xn)), F(f (xa))) = 18(f(xn)) — (D = |1 = Xn — f(x)]
=1 = 2x,. (3.6)
Es claro a partir de (3.5) y (3.6) que f vy g son aplicaciones compatibles de tipo A.

Observaciones 3.3.3. 1. En el ejemplo anterior se puede verificar que la compatibilidad tipo
A, no es una condicion suficiente para la compatibilidad, ya que:

d(f(g(xn)), 8(f(xa))) = If(8(xn)) — (f e = 11 = (1 = xR)l

= Xp.

De donde se tiene que lim d(f(g(x,)), g(f(xn))) = %

2. La compatibilidad tipo A no es una condicién necesaria para la compatibilidad como lo
podemos apreciar en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.3.4. Supongamos que X = R estd dotado con la métrica usual. Se define f y g como
sigue:

1 1
2 x#0. =, x#0

=3x . = x2?
f® {1, x=1. ’ 8(x) {2, x=0.

Sea (xp)n € R una sucesion tal que lim f(x,) = lim g(x,) = t para algiin t € R. En este caso
n—o0 n—oo

podemos suponer sin pérdida de generalidad que x,, # 0 para todo n € N; asi, es claro que:

Jim d(f(g0m)), (f(xn)) = lim |£(e(xn)) — 8 G
= lim 12 — %2

=0.
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Por lo tanto f'y g son aplicaciones compatibles.

Ahora bien, siy, = n? para cada n € N entonces:

Yim d(f(g(m)). g(g0w)) = lim |n* —n*| =0

lim d(e(fOm). f(fOu)) = lim |n* — | = co.

Con lo cual es evidente que f 'y g son compatibles pero no satisfacen la compatibilidad de tipo A.

3.4. Funciones Compatibles tipo B

Definicién 3.4.1 (H. K. Pathak, S. S. Chang y Y. J. Cho, [21]). Diremos que f y g son aplica-
ciones compatibles tipo B, si

1
lim d( (), () < 5 | lim d(F(eCxa), FO) + Jim A, F(F3)

1
i d(e(F ), F(FC) < 5 | lim (), 5(0) + lim @), et
donde (x,),, es una sucesion en X tal que nll)ngo flxn) = nlgxgo g(x,) =tparaalginte X.

Ejemplo 3.4.2. Supongamos que X = R estd dotado con la métrica usual y sean f,g : X —» X
definidas mediante f(x) = 2x> y g(x) = 5x3. Sea (x,), C R una sucesion tal que lim x, = 0. Es

n—»co

sencillo verificar que f y g son aplicaciones compatibles tipo B

A continuacion establecemos un resultado que garantiza la relacién entre compatibilidad, com-
patibilidad tipo A y compatibilidad tipo B.

Proposicion 3.4.3. Sean f,g : X — X funciones continuas. Las siguientes condiciones son equi-
valentes:

1. fy g son aplicaciones compatibles.
2. f'y g son aplicaciones compatibles tipo A.

3. fy g son aplicaciones compatibles tipo B.
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Demostracion: (1) = (2)

Sea (x,), una sucesién en X tal que lim f(x,) = lim g(x,) = ¢ para algin ¢t € X. Entonces por la
n—oo0 n—oo

desigualdad triangular se tiene

d(f(f (xn)), 8(f(xn))) < d(f(f(xn)), F(8(xn)) + d(f(8(xn)), 8(f (Xn)))- (3.7

Dado que f y g son compatibles entonces '}i_llxo d(f(g(xn)), g(f(xn))) = 0y en vista de la conti-
nuidad de f se sigue que lim f(f(x,)) = lim f(f(x,)) = f(r). Asi, tomando limite cuando n — oo
n->00 n—o0
en (3.7) se sigue

Jim d(f(f(xa)), 8(f(xa))) = O.

De manera andloga se prueba que lim d(g(g(x,)), f(g(x,))) = 0, con lo cual termina esta parte de
n-—o00
la demostracion.

@)= (D

Sea (x,), una sucesién en X, tal que lim f(x,) = lim g(x,) = ¢ para algin ¢ € X. Entonces por
n—oo n—o0
la desigualdad triangular se tiene

d(f(g(xn)), 8(f(xa))) < d(f(8(x)), 8(8(xn))) + d(8(8(x1)), &(f (xn))). (3.8)

Dado que f y g son compatibles tipo A se sigue que lim d(f(g(xy)), g(g(x,))) = 0 y ademas
n—co
por la continuidad de f y g se tiene que lim g(g(x,)) = lim g(f(x,)) = g(t) y asi tomando limite
n—oo n—oo
cuando n — oo en ambos lado de (3.8) se sigue que

lim d(f(g(xn), 8(f(xn) = O.
Por lo tanto f y g son compatibles.
1)=0)

Sea (x,), una sucesion en X tal que lim f(x,) = lim g(x,) = ¢ para algin ¢ € X. Dado que f
n—co n—oo
y g son compatibles y continuas entonces tenemos que

d(f(®), @) = lim d(f(g(xn), 8(f(xa))) = 0,
por lo tanto

f(@® = g(0).
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Ahora bien

0= lim d(f(g0xn), 88(on) < 5 [1im (g0, F0) + lim d(r®, FF )|

1
0 = lim dg(f(xa), FF ) < 5 | im @0k, 80 + lim d(g(0), 8(g(xn))|-
Por lo tanto f y g son compatibles tipo B.
B=0)

Sea (x,,), una sucesion en X, tal que lim f(x,) = lim g(x,) = ¢ para algiin ¢ € X. Entonces por
n—oo n—»00
la desigualdad triangular se tiene

d(f(g(xn)), 8(f (xn))) < d(f(g(xn)), 8(g(xn))) + d(g(8(xn)), 8(f(xn))). (3.9

Dado que f y g son continuas podemos afirmar que:

Tim d(g(g0rm), g(f (k) = 0

Lr. .
> | Jim (@G, £@) + lim A7), £ =0.
Luego, como f y g son compatibles tipo B se sigue que

lim d(f(g(x.)), 8@(xn)) = 0.
Asi, tomando limite cuando n — oo en (3.9) se tiene
lim d(f(gxn), g(fxn)) = 0.
Por lo tanto fy g son compatibles. _

Observacion 3.4.4. Es importante destacar que existen otras nociones de compatibilidad, como
por ejemplo compatibilidad de tipo (C) [24], compatibilidad de tipo (P) [22], f-compatibilidad
[29], g-compatibilidad [29], entre otras, las cuales no serdn tratadas en este estudio, pues consi-
deramos que para efecto de este trabajo es suficiente con las que ya hemos visto.
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3.5. Funciones R-débilmente Conmutativas

La siguiente nocion introducida por R. P. Pant en el afio 1994 [16], ademas de generalizar la
conmutatividad también fue pieza fundamental para obtener un par de teoremas que garantizan la
existencia y unicidad de punto fijo en comin en un par de aplicaciones.

Definiciéon 3.5.1 (R. P. Pant, [16]). Diremos que f y g son aplicaciones R-débilmente conmutati-
vas si existe R > 0 tal que

d(f(g(x)), g(f(x)) < R - d(f(x), g(x)),
paratodo x € X.

En el afio 1997, H. K. Pathak, Y. J. Cho y S. M. Kang [23] mejoraron esta nocién con los
conceptos de aplicaciones R-débilmente conmutativas del tipo (Ag) y aplicaciones R-débilmente
conmutativas del tipo (Ay), las cuales permitieron generalizar los resultados expuestos en [16],
donde debilitaron las condiciones topolédgicas del espacio. Estas definiciones son dadas a conti-
nuacion.

Definiciéon 3.5.2 (H. K. Pathak, Y. J. Cho and S. M. Kang, [23]). Diremos que f y g son apli-
caciones:

(i) R-débilmente conmutativas del tipo (A,), si existe R > 0 tal que para todo x € X se cumple
dg(f (%), f(f(x)) = R - d(f(x), 8(x)).
(ii) R-débilmente conmutativas del tipo (Ay), si existe R > 0 tal que para todo x € X se cumple

d(f(g(x)), 8(g(x))) < R - d(f(x), g(x)).

Ejemplo 3.5.3. Supongamos que X = [~1,1] estd dotado con la métrica usual y sean
Jx) =Ix, g(x) = x| = 1. Evidentemente |f(x) — g(x)| = 1, y ademds

a) f(gx) =Ilixl-1=1~]|x. o) f(f(x) = Ixl.

b) g(f(x) =Ix- L. d) gg(x)) = llx| = 1] -1 = —|xl.
Ahora bien, notemos que

i)

If(g(x)) — g(fOCNI = |1 — |x] - (Ix] = D)
=2(1 - |x)
<2f(x) - gx)l, Vxe X.
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Por lo tanto 'y g son aplicaciones R-débilmente conmutativas, siendo R = 2.

le(f(x) = fFFEDI = lix — T — |xlf
=1
<If(@) - gl Vxe X.

Por lo tanto 'y g son aplicaciones R-débilmente conmutativas del tipo (Ag), siendo R = 1.

iii)
|f(g(x)) — gg(x)| = 11 — | + |xI|
=1
<f(o) - g)l, Vxe X

Por lo tanto |y g son aplicacines R-débilmente conmutativas del tipo (Ay), siendo R = 1.

Observaciones 3.5.4. . Es sencillo verificar que todo par de funciones débilmente conmu-
tativa son R-débilmente conmutativas basta tomar R = 1, mientras que el reciproco no se
cumple como se puede notar a través del siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.5.5. Supongamos que X = [-1,1] estd dotado con la métrica usual y sean
f(x) =1xl, g(x) = |x| = 1. En el ejemplo anterior se vié que f y g son R-débilmente conmu-
tativas para R = 2. Ahora bien, si x = 0 entonces:

1f(g(0)) - g(f(0)I = 2(1 - 0)
> f(0) - g(O)l
=1

Por lo tanto [y g no son débilmente conmutativas.

2. Si un par de funciones son R-débilmente conmutativas entonces satisfacen la compatibili-
dad, no siendo cierto el reciproco como lo apreciamos en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 3.5.6. Supongamos que X = [0, +00) estd dotado con la métrica usual y sean
f(x) = x3 g(x) = 223 Hemos visto que f y g son compatibles. Ahora bien, probemos que
dichas funciones no satisfacen la condicion R-débilmente conmutativa.

Para ello, sea R > 0. Vemos que existe x € X tal que

d(f(g(x)), g(f(x)) > R - d(f(x), g(x)).

Notemos que para cada x € X,

Lf(g(x)) — g(f(0))] = 6x°
If(x) — g(x)] = x°.

Ahora bien, sea x > ﬁ/g— observe que:

por lo tanto

If(g(x)) — g(f (DI > f(x) — g0l

Asi, f y g no son R-débilmente conmutativas.

3.6. Funciones Débilmente Compatibles, Funciones Ocasionalmente
Débilmente Compatibles.

G. Jungck y B. E. Rhoades [9] generalizaron la compatibilidad a través del concepto de apli-
caciones débilmente compatibles, que enunciamos a continuacion.

Definicion 3.6.1 (G. Jungck, B. E. Rhoades, [9]). Diremos que f y g son aplicaciones débilmente
compatibles si f(g(x)) = g(f(x)) para todo x € C(f, g).

Ejemplo 3.6.2. Supongamos que X = [0, 3] estd dotado con la métrica usual y sean f,g: X —» X
dos aplicaciones dadas por:

% x€e[0,1) ) _ 3—x, x€[0,1)
f(x)_{3, xe[l,3]. ’ g(x)_{z., x€[l,3].

Notese que
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fx) = glx) & xe[1,3].

Por lo tanto C(f, g) = [1,3] y ademds para todo x € C(f,g) se tiene que f(g(x)) = g(f(x)), asi es
claro que 'y g son aplicaciones débilmente compatibles.

Ejemplo 3.6.3. Sean X = R dotado con la métrica usual, f(x) = g y g(x) = x*. Entonces

f(x)=g(x)=»§=x2
32 -x=0.
<x=0, ¢ le.

3

Por lo tanto, C(f,g) = {O, %} Ahora bien, observe que

)40

Por lo tanto f 'y g no son aplicaciones débilmente compatibles.

Recientemente M. Al-Thagafi y N. Shahzad [2] debilitaron este concepto a través de la si-
guiente definicién.

Definicion 3.6.4 (M. Al-Thagafi, N. Shahzad, [2]). Diremos que f y g son aplicaciones ocasio-
nalmente débilmente compatibles si existe t € C(f, g) tal que f(g(t)) = g(f ().

Ejemplo 3.6.5. Sean X = [0, +0) dotado con la métrica usual, f(x) = 2xy g(x) = x% Nétese
que C(f,g) = (0,2}, ademds f(g(2)) + g(f(2)) pero f(g(0)) = g(f(0)). Por lo tanto f y g son

aplicaciones ocasionalmente débilmente compatibles.

Observaciones 3.6.6. 1. Si f y g son compatibles entonces satisfacen la condicion de débil-
mente compatibles. En efecto, supongamos que f(t) = g(t) para algiin t € X. Asi pues,
si definimos x, = t para todo n € N tenemos que 11_)1{)10 flxp) = nlg{)lo g(xy) = f(). De la
compatibilidad se deduce que "

d(f(8(1)), g(f(0))) = lim d(f(g(xn), 8(f(xn)))) = O.

Por lo tanto, f 'y g son débilmente compatibles.

2. La compatibilidad no es una condicion necesaria para la débilmente compatibilidad como
lo revela el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.6.7. Supongamos que X = [0,20] estd dotado con la métrica usual y sean
f>g : X = X dos aplicaciones dadas por:

El teorema del punto fijo de Jungck y algunas generalizaciones 52



0, x=0
JxX)=4{x+16, 0<x<4

0, xe{0}u[4,20]
; gx) =
x—4, 4<x<20.

3, O0<x<4.

Notemos que C(f,g) = {0} y ademds f(g(0)) = g(f(0)) = 0. Luego f y g son débilmente
compatibles.

1
Por otro lado, considerando la sucesion x, = 4 + — resulta que lim f(x,) = 0 = lim g(x,).
n n—oo n-»oo
Ahora bien

st = 5000 =0 Jim (e = i) = 3. Asi e
lim d(f (), 8 Gen)) = 3.

Por lo tanto, f y g no son compatibles.

3. Es evidente que cualquier par de funciones débilmente compatibles satisfacen la condicién
de ocasionalmente débilmente compatibles, mientras que el Ejemplo 3.6.5 revela que el
reciproco no se cumple.

En lo que sigue mostraremos algunas condiciones bajo las cuales se garantiza que las nociones
de compatibilidad débil y ocasionalmente débilmente compatible son equivalentes. Comenzare-
mos con los siguientes resultados.

Lema 3.6.8. Sean f y g aplicaciones débilmente compatibles. Si f y g tienen un iinico punto de
coincidencia, entonces tienen un unico punto fijo en comiin.

Demostracion: Seaw = f(x) = g(x) el Ginico punto de coincidencia, para algin x € X. Dado que
1y g son débilmente compatibles se tiene que

JFw) = f(g(x) = g(f(x)) = g(w).

Ya que z = f(w) = g(w) es un punto de coincidencia, y por la unicidad del mismo se sigue que
z = w; es decir, w = f(w) = g(w), con lo cual w es un punto fijo en comiin para f y g. La unicidad
de w se sigue a partir de la unicidad del punto de coincidencia. ]

Lema 3.6.9. Sean f y g aplicaciones ocasionalmente débilmente compatibles. Si f y g tienen un
tinico punto de coincidencia, entonces tienen un unico punto fijo en comiin.

Demostracion: Dado que f y g son ocasionalmente débilmente compatibles, existe x € C(f, g)
tal que w = f(x) = g(x) y f(g(x)) = g(f(x)), con lo cual se obtiene que

Jw) = f(g(x)) = g(f(x)) = g(w).
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Como f(w) = g(w) es un punto de coincidencia y por la unicidad se sigue que f(w) = g(w) = w;
es decir, w es un punto fijo en comin para f y g. Si z es cualquier otro punto fijo en comdn para
fy g es decir, f(z) = g(z) = z, entonces se sigue por la unicidad del punto de coincidencia que
Z=Ww. ]

Proposicion 3.6.10. Sean f y g dos aplicaciones con un tinico punto de coincidencia. Entonces,
[y g son débilmente compatibles si, y solo si son ocasionalmente débilmente compatibles.

Demostracion: La suficiencia es inmediata.

Supongamos que f y g son aplicaciones ocasionalmente débilmente compatibles.
Seaw; = f(x) = g(x) el tnico punto de coincidencia. Probemos que f'y g son débilmente compa-
tibles. En efecto, para ello sea y € C(f, g) y veamos que f(g(y)) = g(f(»). Si y = x entonces por
el Lema 3.6.9 se verifica que w; = f(wy) = g(wy), asi se tiene que f(g(y)) = g(f(»)).

Por otro lado, si y # x, entonces w, = f(y) = g(¥) es un punto de coincidencia y por la unicidad
del mismo se tiene que wy = wy; es decir,

FO) =8 = f(x) = gx).
Por el Lema 3.6.9, w; es el dnico punto fijo en comtin para f y g por lo tanto
wi = flw) = f(g()
wi = g(wi) = g(f().
Por consiguiente £(g(y)) = g(f()).

3.7. Funciones Condicionalmente Compatibles, Faintly Compatibles.

En el 2012 R. P. Pant y R. K. Bisht [19] introducen un nuevo concepto que generaliza la
compatibilidad, mediante el cual bajo ciertas condiciones contractivas como también de Lipschitz
y no expansivas permitieron nuevos resultados de punto fijo en comiin para un par de aplicaciones.
A continuacién su respectiva definicién.

Definicién 3.7.1 (R. P. Pant, R. K. Bisht, [20]). Diremos que f y g son aplicaciones condicional-
mente compatibles si L(f,g) es no vacio y ademds existe (y,), € L(f,g) tal que

Iim d(f(30n): 8(FGn)) = 0.

Ejemploe 3.7.2. Supongamos que X = [2,20] estd dotado con la métrica usual y sean f,g : X — X
dos aplicaciones dadas por:
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2, x€{2}U(5,20] 2, x=2
f(x)={4, re @5l ; gx) =44, xe(2,5]

. xe (5,200

Notemos que f y g son condicionalmente compatibles. En efecto, consideremos la sucesion
Y» =2 para todo n € N, entonces es claro que lim f(y,) = lim g(y,) = 2, lim f(gly,)) = 2,
n—co n—oeo n—oo

lim g(f(y)) = 2 por lo tanto lim d(f(g(m)), g(fm) = 0.

Observacion 3.7.3. Cualquier par de funciones ocasionalmente débilmente compatibles satisfa-
cen la compatibilidad condicional, no siendo vdlido el reciproco como lo podemos notar en el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.7.4. Supongamos que X = [2,+00) estd dotado con la métrica usual y sean
f.g : X — X dos aplicaciones dadas por:

x+6, x€[2,9]U[16,+c0)

fx) = x* ; gx) = {x +72, x€(9,16).

1
Entonces [ y g son condicionalmente compatibles. En efecto sea y, = 3 + —. Es claro que
n

Jim f(y) = 9= lith g(yn), y ademds lim d(f(g(yn)), 8(f ) = 0.

Por otro lado, es facil chequear que C(f, g) = 3. Ademds, f(g(3)) = 81 # 15 = g(f(3)), por lo
tanto f'y g no son ocasionalmente débilmente compatibles.

La Observacién 3.7.3 dié base para que en el 2013 R. K. Bisht y N. Shahzad [26] introdujeran
una nueva nocion de compatibilidad condicional manteniendo la conmutatividad en un subconjun-
to de puntos de coincidencia, originando de esta forma un gran aporte a la teoria métrica del punto
fijo para un par de aplicaciones.

Definicién 3.7.5 (R. K. Bisht, N. Shahzad, [26]). Diremos que f y g son faintly compatibles
siempre que satisfagan el concepto de condicionalmente compatibles y ademads existaY < C(f, g),
Y # 0 tal que f(g(x)) = g(f(x)) para todo x € Y.

Ejemplo 3.7.6. Supongamos que X = [3, 6] estd dotado con la métrica usual y sean f,g : X — X
dos aplicaciones dadas por:

x =3

;o g =1%l, xe(@3,5l

2l xe(5,6].

» Lo

(3, xeBuGel
f@ = {x+ 1, xe@.5).
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Notemos que fy g son faintly compatibles. En efecto, consideremos la sucesion y, = 3 pa-
ra todo n € N. Es claro que lim f(y,) =3 = lim g(y,) y ademds lim d(f(g(y,)), 2(f(n))) = 0.
n—oo n—oo n—oo

Asi mismo, es fdcil verificar que C(f,g) = 3 y asi f(g(3)) = g(f(3)).

Observacion 3.7.7. Si un par de aplicaciones f y g sobre un espacio métrico X son ocasional-
mente débilmente compatibles entonces existe x € C(f, 2) tal que f(g(x)) = g(f(x)). Ahora bien,
si consideramos la sucesion x, = x para todo n € N se tiene que (xp), € L(f, ). Por lo tanto f y
g son aplicaciones faintly compatibles.

3.8. Algunas Relaciones

El propésito de esta seccion es recopilar a modo de resumen la informacion central del capitulo
y establecer algunas relaciones entre las nociones que generalizan la conmutatividad. Asi mismo,
quedaran abiertas algunas interrogantes que no dejan de ser importantes.

Comenzaremos haciendo una lista de cada una de las nociones introducidas durante el capitulo,
las cuales generalizan la conmutatividad. Cada una de estas estard acompaiiada de un simbolo, lo
cual nos permitird hacer una ripida identificacién de la misma.

Generalizaciones de la conmutatividad
Nombre Ano Simbolo
Conmutatividad G. Jungck, 1976 Conm
Débilmente conmutativa S. Sessa, 1982 W. Conm
Compatibilidad G. Jungck, 1986 Comp
Compatibilidad tipo A Jungck, Murthy and Cho, 1993 Comp A
Compatibilidad tipo B H.K. Pathak and M.S. Khan, 1995 Comp B
R-débilmente conmutativa R.P. Pant, 1994 R-débil Conm
Débilmente compatible G. Jungck and E. Rhoades, 1998 W. Comp
Ocasionalmente débilmente compatible | Al-Thagafi and N. Shahzad, 2008 OwWC
Condicionalmente compatible R.P.Pant and R K. Bisht, 2012 Cond Comp
Faintly compatible R.K. Bisht and N. Shahzad, 2013 Faint Comp

Algunas conclusiones
i) SiLL(f,g) = 0, entonces C(f,g) = 0.
ii) Si C(f, g) = 0, entonces se satisface 1a condicién W. Comp, y no se cumple OWC.

i) Si L(f,g) = 0, entonces se satisfacen las condiciones Comp, W. Comp, y no se cumple
OWC.
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iv) Los conceptos de conmutatividad y propiedad E.A son independientes.

v) SiC(f,g) # 0y L(f, g) # 0, entonces se ticnen las siguientes relaciones.

S
& ¢ Q & §

F & o & S

Relaciones §F O N &S O &Q S L
¢ & @ g & § & O

Conm = = = = = = = =
W Conm » = = = = = = =
R-débil Conm  =» =+ = = = = = =
Comp = = > = = = = =
W Comp e = » = = = = =
OoOwWC S £ = = = = = =
Faint Comp - - = - » = = =
Cond Comp » » » = = - =» =

vi) El siguiente ejemplo revela que ninguna de las nociones expuestas en la parte anterior im-
plica la continuidad de la funciones.

Supongamos que el conjunto X = R estd dotado con la métrica usual y sean f,g : X — X
dos aplicaciones dadas por:

x—1, x#1yx#2. x+1, x#0yx#1.
fx) =<1, x=1. ; gx) =41, x=1.
O’ x=2. 2, XZO,

las cuales no son continuas. Ahora bien

x, x#0yx#1. x, x#lyx+#2
flgx) =131, x=1. y g(f(®») =41, x=1
09 xzo, 2, x=2.

Con lo cual es claro que f(g(x)) = x = g(f(x)) para todo x € R. Asi, f y g son aplicaciones
conmutativas.
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Generalizaciones del Teorema de Jungck

Como ya hemos visto en las lineas anteriores, ¢l teorema del punto fijo de Jungck garantiza
bajo ciertas condiciones la existencia y unicidad de punto fijo en comin para dos aplicaciones
definidas sobre un espacio métrico. El propdsito de este capitulo es debilitar alguna de esas condi-
ciones con el fin de que se siga obteniendo la conclusién del teorema de Jungck. A continuacion,
se da a conocer cémo se veran reflejadas las generalizaciones.

En cada uno de nuestros resultados s¢ mantendra la contraccién de Jungck generalizada. Con
respecto a la completitud del espacio métrico completo, en la mayoria de los casos quedara ex-
cluida y en los demads, simplemente se dan lugar a otras condiciones topoldgicas. La continuidad
serd eliminada, o en su defecto se hard uso de una forma mdés débil de continuidad. Finalmente, se
utilizaran algunas de las nociones expuestas en el capitulo anterior que generalizan la conmutati-
vidad.

4.1. 'Teoremas del Punto Fijo.

Las investigaciones realizadas para Ilevar a cabo este trabajo de grado, han permitido dejar
un escenario en el cual quedan evidenciadas las condiciones minimas para garantizar existencia y
unicidad de punto fijo en comiin en un par de aplicaciones. Debido a su importancia, consideramos
conveniente iniciar nuestros aportes a la teoria métrica del punto fijo con el siguiente resultado.

Teorema 4.1.1. Sean (X, d) un espacio métrico, f,g : X — X dos aplicaciones y y € Y. Supon-
gamos que

(i) Existe una funcion a : R, — {0, 1) con lim sup a(t) < 1 para cada a > 0 tal que:
t—a

Y(d(g(x), 8 < ad(f(0), fFO)) - Y(d(f (%), fON), ¥ x,y € X.
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(i) C(f, g # 0.
(iii) Existe 7 € C(f, g) tal que f(g(2)) = g(f(2)).

Entonces f'y g tienen un tnico punto fijo en comun.

Demostracion: Dado que z € C(f,8) y f(g(2)) = g(f(2)) entonces f(g(z)) = g(f(2)) = g(g(),
por lo tanto

f(g(2) = g((2)). “.1
Ahora bien, de (i), (iii) y (4.1) se tiene

P(d(8(g(2)), 8(2))) < a(d(f(8(2)), f(2))) - Yp(d(f(g(2)), [(2)))-
= a(d(8(g(2)), £(2))) - Y(d(g(g(2)), 8(2)))-
(1 - a(d(g(g(2)), 8(2)))) - Y(d(g(g(2)), 8(2))) < 0. 4.2

Por las caracteristicas de a y ¥ se tiene a partir de (4.2)

Y(d(g(g(2), 8(z))) = 0.

por lo tanto

d(g(g(2)),8(z)) = 0.

Y asi, es claro que

8(g(2) = g(2). 4.3)
Luego, de (4.1) y (4.3) se sigue

f(g(@) = g(g(@) =z 44)

Por lo tanto ¢ = g(z) es un punto fijo en comin para f y g. En lo que sigue, se verifica que ¢ es el
dnico punto que satisface esta propiedad.

En efecto, supongamos que existe y € X tal que f(y) =y = g(¥). Se sigue a partir de (i)

Yy, 1) = Y(dgy), 8(1)) < ad(f(y), f(O)) - Yd(f ), F(D))).
= a(d(g(y), 8(0)) - Y(d(g(y), &(1))).
(1 - a(d(y. 1)) - ¥(d(y,) < 0. “4.5)

Por las caracteristicas de @ y ¢ se tiene a partir de (4.5)

Y(d(y,n) = 0.
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por lo tanto

d(y,n =0,
por lo que
y==t
Por lo tanto ¢ = g(z) es el dnico punto fijo en comin para f y g. &

La importancia del resultado que nos antecede se manifiesta en el hecho de que a partir de aho-
ra podemos generar varios resultados de punto fijo en comiin, ;c6mo?, condicionado sus hip6tesis
de tal forma que se garantice un escenario dado en el Teorema 4.1.1, sin perder de vista el objetivo
de este trabajo. Sin mas predmbulos, en lo que sigue se introducen los diversos resultados que ge-
neralizan el teorema del punto fijo de Jungck. Cabe mencionar que estos resultados difieren entre
si de acuerdo a las hipétesis que hemos considerado, pero el producto final siempre serd el mismo.

Presentamos a continuacion nuestros aportes en esta direccion. A parte del tipo de contraccién
en el teorema de Jungck, también se ha utilizado la nocién de compatibilidad, la cual como hemos
visto, generaliza la conmutatividad.

Teorema 4.1.2. Sean (X,d) un espacio métrico completo, f,g : X — X dos aplicaciones y yy € 'P.
Supongamos que:

) gX) < f(X).
(ii) (f,g) satisface la contraccion de Jungck generalizada.
(iii) f es una funcién continua.
(iv) [y g son compatibles.
Entonces existe un vnico z € X tal que f(2) = z = g(2).

Demostracion: Haremos la demostracion en 4 pasos.
Paso 1: Dado xp € X existe x; € X tal que f(x;) = g(xp), ésto gracias a que g(X) C f(X).
Procediendo de esta forma definimos inductivamente una sucesién (y,),, € X tal que:

Yn = f(xp) = g(xp-1), YneN.

Paso 2: Probemos que lim d(y,, y,+1) = 0.

En efecto para cada n € N se tiene:
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Y(dYni1,Yne2)) = Y(d(g(xn), 8(Xn+1)))
< ald(f(xn), f(xn1))) - W d(f(xn), f(Xns1))
<1- ':b(d(yn’yn-i-l))‘

Por lo tanto

Y(dYns1, Yn+2)) < Y(dWn, Yne1))-

Ahora bien, como i es creciente se tiene

AdVns1,Yne2) < d(yn’ Yns1)-

Es decir, (d(yn, yn+1)), forma una sucesidén decreciente de nimeros reales no negativos, por lo tanto

existe r > 0 tal que

1im d(y, Y1) = .

Supongamos ahora que r > 0. Entonces, para cada n € N resulta

0 <y(r) < Y(dVns1,Yn+2))
= Y(d(g(xn), 8(xn41))
< ald(f(xpn), f(xn+1))) - YA(f (%), f(Xns1)),

asi

W(r) < ald(f(xn), f(Xni1))) - 9 @d(f (), f(Xns1))-

Abhora bien, tomando limite superior en ambos lados de la desigualdad (4.6)

lim sup y(r) < lim sup(a(d(f (xn), f(Xn+1))) - Y(d(F(xn), f(Xn41)))

n=>00 n-—-0o

luego, usando la continuidad de ¥ en (4.7) se sigue

W(r) < limsup a(z) - y(r).

t—r

Por lo tanto

Y(r) < 1-y(n).

(4.6)

@.7)
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Lo cual es una contradiccién asi, r = 0.

Paso 3: Probemos que (y,), es una sucesidon de Cauchy. En efecto, supongamos que (y,), no es
una sucesion de Cauchy, entonces por la Proposicion 1.1.27 existen € > 0y sucesiones de nimeros

positivos (my )k, (ni)x con mg > ny > k, paratodo k € N tales que
L. dmysyn) 2 €
2. lim d(y-1. yn,-1) = €.

Abhora bien, para todo & € N resulta

y(€) < Y(dOmy yn,))
= Y(d(@(Xm—1), 8(Xn,—1)))
< a(d(f(Xme=1), S n-1))) - YA Cmy—1), [ (Xn-1))).

Es decir,
Y(e) < a(d(f(Xm-1), f(xn—1))) - Y(d(f Xmy=1), f(Xp—1)))-

Ahora bien, tomando limite superior cuando £ — oo en ambos lados de (4.8) se tiene

limsup y(e) = lim sup(a(d(f (Xin,—1), S (m=1)) = YA (f 1), f(Xn—1)))-

k—oo k—c0

Y(e) < li;n sup a(d(f (xm-1), f(Xn,-1)) - ll'in sup Y (d(f (Xm-1), S (Xn,-1)))-

Usando la continuidad de  en (4.9) se sigue

Y(e) < limsup a(?) - Y(e).

1€

Luego, de ésto y por hipétesis se sigue

Y(e) < 1-y(e).

Lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, (y,), es una sucesion de Cauchy en X.
Paso 4: Existencia y unicidad de punto fijo en comiin para f y g.
Existencia:

(4.8)

49

Dado que (X, d) es un espacio métrico completo entonces del paso anterior se garantiza la existen-

cia de un punto z € X tal que lim y, = z; es decir,
n—o0

lim f(x,) = lim g(xn) = .
n—oo n—,oo

(4.10)
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Ahora bien, de ésto y el hecho de que f y g son compatibles se sigue que
Tim d(fg(x), 8(F () = 0. @.11)

Por otro lado, la continuidad de f junto con (if) implican la continuidad de g, y asi se tiene a partir
de (4.10) lo siguiente

,}ifgo fg(x) = f(2)
Jlim g(f(xs)) = £(2)-
Y de (4.11) resulta
f(@ = g@. 4.12)

La igualdad (4.12) revela que z € C(f, g) y la compatibilidad implica que f(g(2)) = g(f(2)). Esto,
junto con la contraccioén de Jungck generalizada, nos permite hacer uso del Teorema 4.1.1 para
asi concluir la existencia de un tnico punto fijo en comun para f y g. ]

Los resultados que siguen a continuacién son generalizaciones de S. Kumar [11], en los cuales
se tiene una condicién mas débil a la de completitud. Ademas de eso, no se tiene ningiin tipo de
contencién entre los rangos de las funciones involucradas, asi como también ningiin requerimiento
de continuidad es necesario.

Teorema 4.1.3. Sean (X, d) un espacio métrico, f,g - X — X dos aplicaciones 'y y € . Supon-
gamos que:

(@) f(X) es un subespacio cerrado de X.
(i) (f,g) satisface la contraccién de Jungck generalizada.
(ifi) f y g satisfacen la propiedad E.A.
(iv) fy g son débilmente compatibles.
Entonces existe un vinico z € X tal que f(z) = z = g(2).

Demostraciéon: Dado que f'y g satisfacen la propiedad E.A., existe una sucesidn (x,), € X tal que
lim f(x,) = lim g(x,) = t, para algiin ¢t € X. Como f(X) es un subespacio cerrado de X entonces
n—oo n—»00

t € f(X), con lo cual existe a € X tal que

t = f(a)_ (4.13)
Abhora bien, probemos que 7 = g(a).
En efecto, de (ii) se sigue
Y(d(g(a), g(xn))) < a(d(f(a), f(xn))) - Y(d(f(a), f(xn))), ¥ n € N. (4.14)
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Tomando limite superior cuando n — co en ambos lados de (4.14), usando la continuidad de ¢ y
la Proposicién 1.1.40 se tiene

Y(d(g(a),n) < lim sup (1) - Y(d(f(a), 1) < ¥(d(f(a),) = 0,
1>

por lo que
Y(d(g(a),) =0,
y asi
d(g(a),n) = 0.
Por consiguiente
t = g(a). (4.15)

De (4.13) y (4.15) se sigue
t= f(a) = g(a). (4.16)

Por lo tanto C(f, g) # 0.
Por otro lado, dado que fy g son débilmente compatibles, se tiene de (4.16)

fg(@) = g(f(a)).

Esto, junto con la contraccién de Jungck generalizada, nos permite hacer uso del Teorema 4.1.1
para asi concluir la existencia de un inico punto fijo en comiin para f'y g.
[

Teorema 4.1.4. Sean (X, d) un espacio métrico, f,g : X — X dos aplicaciones y ¢ € Y. Supon-
gamos que:

(i) f(X) es un subespacio cerrado de X.
@ii) (f, g) satisface la contraccién de Jungck generalizada.
(iii) fy g satisfacen la propiedad E.A.
(iv) fy g son R-débilmente conmutativas.
Entonces existe un unico z € X tal que f(2) = z = g(2).

Demostracion: Bajo estas condiciones, el Teorema 4.1.3 garantiza la existencia de a € C(f, g). A
continuacidn, se muestra que f(g(a)) = g(f(a)). En efecto, de (iv) se sigue

d(f(g(a)), g(f(a))) < R-d(f(a),g(a)) = 0.
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Por lo tanto

fg(@) = g(f(a)).

Esto, junto con la contraccién de Jungck generalizada, nos permite hacer uso del Teorema 4.1.1
para asi concluir 1a existencia de un dnico punto fijo en comin para f y g.
]

Teorema 4.1.5. Sean (X, d) un espacio métrico, f,g : X — X dos aplicaciones y y € V. Supon-
gamos que:

(1) f(X) es un subespacio cerrado de X.
(ii) (f, g) satisface la contraccién de Jungck generalizada.
(iii) [y g satisfacen la propiedad E.A.
(iv) fy g son R-débilmente conmutativas del tipo (Ag).
Entonces existe un iinico z € X tal que f(z) = z = g(2).

Demostracion: Bajo estas condiciones, el Teorema 4.1.3 garantiza la existencia de a € C(f, g). A
continuacidn, se muestra que f(g(a)) = g(f(a)). En efecto, de (iv) se obtiene

dg(f(@), f(f(@) < R -d(f(a), g(a)) = 0.
Por lo tanto
g(f(@) = f(f(a)). 4.17)
Ahora bien, dado que a € C(f, g) entonces
d(f(f(@), f(g(a))) = 0. (4.18)
De (4.17) se tiene
d(f(f(a)).8(f(@))) = 0. (4.19)

Ast, usando tanto desigualdad triangular como (4.18) y (4.19) se sigue

d(f(g()), g(f(@)) < d(f(g(@), f(f(@)) + d(f(f(a)), g(f(@))) = 0.

Por lo tanto

d(f(g(a)), g(f(a)) = 0.
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Con lo cual

f(g@) = g(f(a). (4.20)

Esto, junto con la contraccién de Jungck generalizada, nos permite hacer uso del Teorema 4.1.1
para concluir con la existencia de un dnico punto fijo en comiin para 'y g.
&

Teorema 4.1.6. Sean (X, d) un espacio métrico, f,g : X — X dos aplicaciones y ¢ € ¥. Supon-
gamos que:

(i) f(X) es un subespacio cerrado de X.
(ii) (f,g) satisface la contraccion de jungck generalizada.
(iii) f y g satisfacen la propiedad E.A.
(iv) fy g son R-débilmente conmutativas del tipo (Ay).
Entonces existe un tinico z € X tal que f(z) = z = g(2).

Demostracion: Bajo estas condiciones, el teorema (4.1.3) garantiza la existencia de a € C(f, ).
A continuacion, se muestra que f(g(a)) = g(f(a)). En efecto, de (iv) se obtiene

d(f(g(a)), g(g(@)) < R - d(f(a), ga)) = 0.

Por lo tanto
fg(a) = g(g(a)). 4.21)

Ahora bien dado que a € C(f, g) entonces

d(g(f(@), g(g@))) = 0. (4.22)
De (4.21) se tiene

d(f(g(a)), g(gla)) = 0. 4.23)
Asi, usando la desigualdad triangular con (4.22) y (4.23) se sigue

d(f(g(a)), g(f(@))) < d(f(g(a)). g(g(a))) + d(g(g(a)), g(f(a))) = 0.

Por lo tanto

d(f(g(@).g(f(@)) = 0.
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Con lo cual

f(g@) = g(f(a)). 4.29)

Esto, junto con la contraccién de Jungck generalizada, nos permite hacer uso del Teorema 4.1.1
para concluir la existencia de un iinico punto fijo en comiin para f y g.

En los resultados que siguen a continuacién, hemos considerado ciertas condiciones de tal
forma de garantizar punto fijo en comiin en un par de aplicaciones, eliminando por completo la
completitud del espacio y cualquier otra condicién topoldgica.

Teorema 4.1.7. Sean (X, d) un espacio métricoy f,g : X — X dos funciones tales que:
() &X) € f(X).
(@) (f, g) satisface la contraccion de Jungck generalizada.
(iii) f 6 g es continua.
(iv) fy g satisfacen la propiedad E.A., y son débilmente compatibles.
Entonces fy g tienen un vinico punto fijo en comun.

Demostracion: Dado que f y g satisfacen la propiedad E.A., existe una sucesion (x,), en X tal
que lim f(x,) = lim g(x,) =t para algiin ¢ € X. Esto garantiza que LL(f, g) # . Por otra parte
dado que f 'y g son débilmente compatibles, entonces también son condicionalmente compatibles
por lo tanto existe (z,), € L(f, g) tal que

lim f(zy) = lim g(zs) = u (4.25)
paraalginu € X,y
lim d(f(g(za)), 8(F@)) = 0. (4.26)

Ahora bien supongamos que g es continua. Entonces de (4.25) se sigue

lim g(f(z)) = g(u) 4.27)
:lirgo 8(8(zn)) = g(u). (4.28)

Notemos que
d(f(8(zn)), 8W) < d(f(g(zn)), 8(f(zn))) + d(8(f(zn)), (W), V n € N. (4.29)
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Asi pues tomando limite cuando n — oo en ambos lados de (4.29) y usando (4.26), (4.27) se
obtiene que d(1lim f(g(z,)), g(u)) = 0, por lo tanto
n—>00

lim f(g(z0)) = g(w). (4.30)
Por otro lado, de (iii) se tiene que g(u) € f(X), por lo tanto existe v € X tal que

f) = g). 4.31)

A continuacién, probaremos que v es un punto coincidente (CP) de f y g. En efecto de (ii) se
sigue:

Y(d(g(v), 8(8(zn)))) < a(d(f(v), f(8(z)))) - Y(d(f(v), f(8(zn))))- (4.32)

Tomando limite superior cuando n — oo en ambos lados de (4.32) y usando (4.30), (4.31) se
obtiene:

Y(d(g(v), gw))) < lim sOuP a(®) - y(0)
t—
de donde se sigue que

d(g(v),g(u)) = 0. (4.33)

Luego, de (4.31) y (4.33) se obtiene

F) = g). (4.34)
siendo asi v un punto coincidente de f y g; es decir, C(f,g) # 0.

Ahora bien, débilmente compatible implica que f(g(v)) = g(f(v)); con ésto y la contraccion
de Jungck generalizada, podemos hacer uso del Teorema 4.1.1 para concluir con la existencia de
un dnico punto fijo en comiin para f y g.

®
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En el siguiente resultado se han mejorado un poco mds las condiciones, en el sentido de que a
parte de eliminar la completitud del espacio, también se ha debilitado la continuidad, al considerar
funciones reciprocamente continuas.

Teorema 4.1.8. Sean (X, d) un espacio métricoy f,g : X — X dos aplicaciones tales que:
(i) (f,g) satisfacen la contraccion de Jungck generalizada.
(ii) fy g son reciprocamente continuas.
(iii) f y g satisfacen la propiedad E.A., y son débilmente compatibles.
Entonces fy g tienen un unico punto fijo en comiin.

Demostracion: Dado que f y g satisfacen la propiedad E.A, existe una sucesioén (x,), en X tal
que ,}er‘; f(xn) = anJO g(x,) = t para algin ¢ € X. Esto garantiza que L(f,g) # 0. Por otra parte
dadoque fyg sonn débilmente compatibles, entonces también son condicionalmente compatibies
por lo tanto existe (z,), € L(f, g) tal que

lim f(en) = lim g(z) = (4.35)
paraalginu € Xy
Tim d(f(g(z), 8(f @) = 0. (436)

Ahora bien, dado que f y g son reciprocamente continuas se obtiene a partir de (4.35)

nlingo f(gzn)) = f(w) 4.37)
,}i“; 8(f(zn)) = g(w). 4.38)

A continuacién, probemos que u es un punto coincidente de f y g. En efecto, de (4.36), (4.37) y
(4.38) se tiene que:

0= lim d(f(g(zn), 8(f(zn)))) = d(f(u), g(w)

Por 1o tanto f(u)=g(u); es decir,
C(f.8) #0.

Ahora bien, débilmente compatible implica que f(g(u)) = g(f(u)) y de esta manera tenemos las
condiciones satisfechas del Teorema 4.1.1 para garantizar la existencia y unicidad de punto fijo en
comun para fy g.

@
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Finalizaremos esta gama de aportes a la teoria métrica del punto fijo con el siguiente resulta-
do, en el cual adem4s de no exigir la completitud del espacio, también nos permite eliminar por
completo cualquier condicién de continuidad de las funciones involucradas.

Teorema 4.1.9. Sean (X, d) un espacio métricoy f,g : X — X dos aplicaciones. Supongamos
que:

() g(X) € f(X).
(@) (f,g) satisface la contraccion de Jungck generalizada.
(iti) fy g satisfacen la propiedad E.A., y son R-débilmente conmutativas del tipo (Ay).

Entonces, existe un tnico z € X tal que f(2) = 7 = g(2).

Demostracion: Dado que f y g satisfacen la propiedad E.A., entonces existe una sucesién
(xn)n € X tal que
lim f(x,) = lim g(x,) =1 4.39)
n—oo n—oo

para algiin ¢t € X. Dado que 7 € g(X) y g(X) € f(X), existe u € X tal que f = f(u). Afirmamos que
f(w) = g(u). En efecto, de (iii) se tiene

Y(d(g(1), 8(xn))) < ald(f(w), f(xa))) - d(f (W), f(xn))). 4.40)

Tomando limite superior cuando n — co en ambos lados de (4.40) se obtiene
Y(d(g(w), fw)) < lil:l_)sslp a(1) - Y(d(f(u), f(w))). 441
Se concluye a partir de (4.41) y por la definicién de ¥ que
d(g(), f(w) =0.
Asi
Su) = g(u).

Por lo tanto

C(f,g) # 0. (4.42)

Es claro que se cumplen todas las condiciones del Teorema 4.1.1, con el cual podemos garantizar
la existencia de un iinico punto fijo en comin para f y g.
|
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Conclusiones

. Desde la aparicién del teorema del punto fijo de Jungck son muchas las generalizaciones que
se han establecido del mismo y de diversos enfoques. En este trabajo, el capitulo 2 estuvo
enfocado en generalizar el teorema del punto fijo de Jungck en un sé6lo sentido: utilizando
un nuevo tipo de contraccion en la cual intervienen las funciones que alteran distancia. A
partir de este resultado se obtienen como consecuencias varios teoremas siguiendo las ideas
de A. Branciari [5] y E. Rakotch [26]; ademds de combinaciones entre las mismas. Vale
la oportunidad para destacar la importancia de la Proposicién 1.1.27 en la mayoria de los
resultados expuestos, lo cual fue un gran motivo para escribir su demostracién con detalle.

. La demostracién del teorema del punto fijo de Jungck se podria esquematizar como sigue.

a) g(X) € f(X) implica la existencia de una sucesion (x,), en X, tal que f(xp+1) = g(x,),
para todon € N.

b) La contraccién de Jungck implica que (f(x,)), es una sucesién de Cauchy.
¢) La completitud del espacio X garantiza la convergencia de la sucesion (f(x;)),-

d) De la continuidad y conmutatividad de f y g, resulta que C(f,g) # @
De esta forma se tiene la conclusién del teorema.

. Siel par de funciones (f, g) satisface la Contraccion de Jungck Generalizada y f es continua
entonces g es continua.

. Consideramos que el Teorema 4.1.1 es uno de los aportes mas importantes de este trabajo,
por el hecho de mantener de manera precisa y clara el objetivo del capitulo 4.

. Quedan abiertas las siguientes interrogantes:
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a) ;Qué relacién existe entre conmutatividad y R-débilmente conmutatividad del tipo
(A

b) ;Qué relacion existe entre conmutatividad y R-débilmente conmutatividad del tipo
(Ap?.

c¢) (Qué relacion existe entre R-débilmente conmutatividad del tipo (Ag) y R-débilmente
conmutatividad del tipo (Af)?.

d) Es importante mencionar que todo el estudio realizado en este trabajo se pudiera tras-
ladar a cualquier espacio con otra estructura métrica.

El teorema del punto fijo de Jungck y algunas generalizaciones 72



Bibliografia

[1] M. Aamri & D. El Moutawakil. (2002). Some new common fixed point theorems under strict
contractive conditions. J. Math. Anal. Appl. 270, 181-188.

[2] M. Al-Thagafi & N. Shahzad. (2008). Generalized I-nonexpansive selfmaps and invariant
approximations. Acta Mathematica Sinica, English Series, 24(5), 867-876.

[3]1 G. Babu & P.D Sailaja. (2011). A fixed point theorem of generalized weakly contractive
maps in orbitally complete metric spaces. Thai Journal of mathematics, 9(1-10).

[4] S. Banach. (1922). Sur les opérations dans les ensembles abstraits et leur application aux
équations intégrales. Fund. Math., 3, 133-181.

[51 A. Branciari. (2002). A fixed point theorem for mappings satisfying a general contractive
condition of integral type. Int. J. Mat. and Math. Sci, 29(9), 531-536.

[6] G. Jungck. (1976). Commuting mappings and fixed points. Amer. Math. Monthly, 83, 261-
263.

[7] G. Jungck. (1986). Compatible mappings and common fixed points. Internat. J. Math. and
Math. Sci, 9(4), 771-779.

[8] G. Jungck, P. P. Murthy & Y.J. Cho. (1983). Compatible mappingd of type (A) and common
fixed points. Math. Japon, 38(2), 381-390.

[9] G. Jungck & B. E. Rhoades. (1998). Fixed points for set valued functions without continuity.
Indian J. Pure. Appl. Math, 29, 227-238.

[10] M. S. Khan, M. Swaleh & S. Sessa. (1984). Fixed Point theorem by altering distances bet-
ween the points. Bull. Austral. Math. Soc, 30, 1-9.

73



[11] S. Kumar. (2010). A note on Jungck’s fixed point theorem. Fasciculi Mathematici, 45, 59-69.

[12] M. Akkouchi. (2010). Common fixed pints for three mappings using G-functions and the
property (E.A). Acta universitatis Apulensis ISSN: 1582-5329(23), 223-231.

[13] E. Lages Lima. (1997). Andlisis real, volumen 1. Instituto de matemadtica y ciencias afines,
coleccion textos del IMCA.

[14] Z. Liu, X. Li, S. M. Kang & S. Y. Cho. (2011). Fixed point theorems for mappings satisfying
contractive conditions of integral type and applications. Fixed theory and applications, doi:
10.1186.

[15] J. Morales & E. Rojas.(2012). Some fixed points theorems by altering distance functions.
Palestine Journal of Mathematics, 1(2), 110-116.

[16] J. R. Morales, E. M. Rojas & R. K. Bisht.(2013). Common fixed points for pairs mappings
with variable contractive parameters. En revision.

[17] R. P. Pant.(1994). Common fixed points of noncommuting mappings. Journal of Mathemati-
cal Analysis and Applications, 188, 436-440.

[18] R.P.Pant.(1999). A common fixed point theorem under a new condition. Indian J. Pure Appl.
Math., 30(2), 147-152.

[19] R.P. Pant.(2000). Noncompatible mappings and fixed points. Soochow Journal of Mathema-
tics, 26(1), 29-35.

[20] R.P Pant and R.K. Bisht.(2012). Ocaccionally weakly compatible mappings and fixed points.
Bull. Belg. Math. Soc. Simon Stevin, 19, 655-661.

[21] V. Pant, S. Padaliya & R.P. Pant.(2008) Common fixed points of mappings not satisfying
contractive conditions. Fasciculi Mathematici,40.

[22] H. K. Pathak, S. S. Chang & Y. J. Cho.(1994). Fixed points theorems for compatible map-
pings of type (P). Indian J. Math 36(2), 151-166.

[23] H. K. Pathak, Y. J. Cho, S. M. Kang & B. S. Lee.(1995). Fixed point theorems for compatible
mappings of type (P) and applications to dinamic programming, Matematiche, 50(1), 15-33.

[24] H. K. Pathak. Y. J. Cho & S. M. Kang.(1997). Remarks on R-weakly commuting mappings
and common fixed point theorems. Bull. Korean. Math. Soc. 34(2),247-257.

[25] H. K. Pathak, Y. J. Cho, S. M. Khan & B. Maadharia.(1998). Compatible mappings of type
(C) and common fixed points theorems of Gregus type. Demostratio. Math, 31(3),499-518.

[26] E. Rakotch.(1962. A note on contractive mappings. Proc. Amer. Math. Soc. 13, 459-465.

El teorema del punto fijo de Jungck y algunas generalizaciones 74



[27]1 R. K. Bisht & N Shahzad.(2013). Faintly compatible mappings and common fixed points.
Bisht and Shahzad fixed point theory and applications.

[28] M. Searcéid. (2000). Metric spaces. Springer undergraduate mathematics series.

[29] S. Sessa.(1962). On a weak commutativity conditions of mappings in fixed point considera-
tions. Publications de L intitut Mathématique, 32(46), 149-153.

[30] S.L.Singh & Anita Tomar.(2003). Weaker formas of commuting maps and existence of fixed
points. J. Korea.Soc. Math. Educ. Ser. B: Pure. Appl. Math,10(3), 145-161.

[31] A. Tineo. (1995). Topologia de espacios métricos. Mérida: Kari fia.

El teorema del punto fijo de Jungck y algunas generalizaciones 75





