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Resumen

Fl método de los elementos finitos cldsico (FEM) ha sido ampliamente aplicado en pro-
blemas multi fases. Sin embargo, obtener soluciones precisas con el FEM conlleva un alto
costo computacional, ya que la malla debe ser conforme con la geometria de la interfase
v en general, si se utilizan elementos estandares, se necesita un alto nivel de refinamiento
alrededor de la misma.

El método de los elementos finitos extendido (XFEM) se ha convertido en una interesante
técnica para el andlisis de estos tipos de problemas, ya que permite hacer independiente la
geometria de la interfase respecto de la malla de elementos finitos. Para ello se enriquecen
los elementos afectados por la interfase con nuevos grados de libertad que introducen la

discontinuidad de la derivada normal en la interfase.

No obstante, cuando se aplica XFEM a los problemas de difusién en un sistema de dos
fases con conductividades muy distintas, esta popular estrategia produce una representacién
inexacta de los flujos en la vecindad de la interfase. El enriquecimiento XFEM mejora la
calidad global de la solucién pero no satisface algunos rasgos locales de los flujos, por lo que

los flujos numéricos resultantes en la vecindad de la interfase no es realista.

Este trabajo propone modificar el XFEM para remediar este inconveniente. Para ello,
se introduce una restriccién adicional a la formulacién XFEM que abada la propiedad de
continuidad del flujo normal sobre la interfase. Se origina asi, un nuevo método numérico
para aproximar el problema eliptico con interfase con conductividades de alto contraste.
Esta solucién serda denotada como XFEM+ y se desarrollardn las ideas y formulaciones

necesarias para obtenerla.

Se comprueba mediante ejemplos numéricos que, en efecto, el XFEM+ mejora los flujos
numeéricos locales en 1a zona de transicion y mediante un anélisis del error se logra comprobar
matemiticamente los resultados obtenidos. Asf{ mismo, se logra establecer un rango de accién

para resolver los problemas elipticos con interfase con los métodos de los elementos finitos.
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Por otro lado, por ser el XFEM+ una restriccién del XFEM en el mismo espacio de di-
mensién finita, la norma energética sigue siendo minorada por el XFEM. Dentro del contexto
de un proceso adaptativo, el control del error se debe hacer tomando en cuenta el interés
particular del problema, en general: minimizar el error global en norma energética o el error
local producido por los flujos en la interfase. En una primera discusién, se deberia usar el
XFEM o su restriccién XFEM+, segin sea el caso. Sin embargo, y debido principalmente a

la formulacién variacional que surge de estos problemas, algo méas debe decirse.

En este sentido, se analiza la representacién del error y la forma de c6mo lograr un
proceso adaptativo éptimo orientado al célculo de la solucién de los problemas de difusién
con conductividades muy distintas. La experimentacién numérica deja ver los resultados

analiticos presentados.
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Capitulo 1

Introduccion

El modelado de fendmenos difusivos se hace a través de Kcuaciones Diferenciales Par-
ciales (EDP). Los problemas difusivos aparecen en muchas dreas de la clencia e ingenieria;
como por ejemplo, en la transferencia de calor en una pieza mecénica o en el transporte
de aguas subterrdneas en un acuifero saturado. Ahora, si la pieza estd compuesta de dis-
tintos materiales o si el acuifero tiene diferentes tipos de suelos, el coeficiente de difusion
dependera del material. Estos tipos de fendmenos donde el sistema presenta singularidades
se conocen como problemas de interfase, y son modelados a partir de la ecuacién de Poisson.
Situaciones méds complicadas, suelen ser comunes, como son los procedimientos dependientes
del tiempo: problemas mecanicos, parabélicos y de evoluciéon de interfase que, en general, son
problemas no lineales donde la configuracién del sistema (o interfase) cambia en el tiempo o
durante algin proceso iterativo. En este trabajo solo serd considerado el problema de trans-
ferencia de calor en estado estacionario con conductividades muy distintas. Sin embargo, la

aplicacién a otras dreas no deberia presentar ninguna dificultad.

El método de elementos finitos estandar (FEM) constituye sin duda uno de los méto-
dos numéricos mas potentes para dar solucidén aproximada a un amplio rango de problemas
en ingenieria. Kspecialmente, ha sido utilizado durante mucho tiempo para aproximar los
problemas de difusién en un sistema homogéneo (ecuacién de Poisson con conductividad
constante); ver los libros: (Bathe, 1996; Zienkiewicz & Taylor, 2000b; Mohammadi, 2008;
Zienkiewicz & Taylor, 2000a; Donea & Huerta, 2002), donde se puede encontrar una expli-
cacién completa de los principios fundamentales del FEM y su aplicacion para la resolucién

de estos tipos de problemas.

El FEM es una técnica computacional que en lugar de obtener una aproximacion de

la ecuacién diferencial parcial directamente como lo hace, por ejemplo, los métodos de



2 Introduccién

diferencias finitas, utiliza un problema variacional que implica integrar la ecuacion diferencial
en el dominio del problema. Este dominio se divide en un nimero de subdominios llamados
elementos finitos y la solucién de la ecuacién diferencial parcial es aproximada por una

~
3
w

funcién polinomial simple en cada elemento. Estos polinomios tienen que ser unidos de modo
que la solucién aproximada tiene un grado apropiado de suavidad sobre todo el dominio. Una
vez que esto ha sido hecho, la integral variacional se evalia como suma de las contribuciones
de cada elemento finito. El resultado es un sistema algebraico para la solucién aproximada

que tiene un tamafio finito en lugar de la dimensién infinita original de la EDP.

Aunque el FEM es muy versatil y ha sido ampliamente desarrollado desde mediados
del siglo pasado, sus caracteristicas no le permiten representar adecuadamente el compor-
tamiento real de clertos tipos de problemas. Por ejemplo, el FEM resulta poco eficiente
para modelar situaciones que involucran discontinuidades o singularidades. En particular,
para modelar el problema de transmisién de calor en un medio no homogéneo; en donde
la conductividad del medio estd separada por una interfase. En estos casos, es necesario
utilizar una malla de elementos finitos que represente la geometria de la interfase, y recurrir
a procedimientos especiales que permitan capturar el caracter singular de la solucién sobre
la interfase. El uso de mallas conformes a la geometria de la interfase representa un mayor
coste computacional en la generacion de las mallas, mds ain, si se considera el modelado
de multiples configuraciones de interfase o el crecimiento de una interfase a lo largo del
tiempo. Un segundo problema presente en el modelado de interfase reside en la naturaleza
discontinua del gradiente normal a la interfase. A fin de capturar dicha singularidad me-
diante el FEM, son necesarias mallas con una alta densidad de elementos en las cercanias
de la interfase. Esto conlleva una labor tediosa en aplicaciones reales, donde se modelan

geometrias complejas o en 3D.

Los problemas elipticos con interfase (problemas de coeficientes discontinuos y constan-
tes a trozos) poseen propiedades caracteristicas de problemas con coeficientes de difusién
con singularidades. Estas singularidades disminuyen la regularidad de la solucién y cau-
san errores de menor orden en las aproximaciones obtenidas mediante los elementos finitos
convencionales (Strang & Fix, 1973). No obstante, existen varias técnicas para modelar
los problemas de interfase con el FEM, entre las que se pueden mencionar (Benzley, 1974;
Gerstle et al., 1987; Xu & Ortiz, 1993). Pero, por lo general, fueron desarrolladas con el
fin de representar de forma adecuada el comportamiento singular del problema en la zona
de la interfase. De esta manera, se puede disminuir el alto grado de refinamiento requerido
con ¢lementos estandar. Sin embargo, estas estrategias no son capaces de representar la
discontinuidad del gradiente introducida por la interfase y esto se complica ain més para

los problemas que presentan fuertes discontinuidades (conductividades muy distintas).



En los dltimos anos se han desarrollado diferentes procedimientos numéricos, basados en
el concepto de la particion de la unidad y estudiados por (Melenk & Babuska, 1996), con
el propésito de aumentar ain mis el potencial del FEM y poder mejorar la descripeion de

problemas con singularidades, discontinuidades, etc.

Uno de estos procesos es el método de los elementos finitos extendido (XFEM) desarro-
llado en sus inicios por (Belytschko & Black, 1999). Esta estrategia es dtil para aproximar
de manera eficiente singularidades o discontinuidades asociadas a fracturas, fisuras o cambio
de fases, mediante la adicién de funciones especiales que enriquecen el espacio de la aproxi-
macién clasica de elementos finitos. Es decir, se enriquecen los elementos situados alrededor
de la interfase y a lo largo de sus fases, de manera que puedan representar la interfase sin
modificar la discretizaciéon. A menudo este método se asocia al uso de Level Sets (Sethian,
1999; Osher & Fedkiw, 2001) que permiten describir la geometria de la discontinuidad sin
hacerla coincidir con los contornos de los elementos. Asi, se evita ademas regenerar la malla
a medida que la discontinuidad cambia su geometria, resultando en menores costos compu-
tacionales y menores errores inducidos. El XFEM constituye un importante avance en la
resolucion de problemas de interfase mediante técnicas de elementos finitos, y es hoy en dia
un drea donde se realiza un intenso trabajo. Un recuento general en el origen y desarrollo

del método XFEM serd dado posteriormente.

FEM XFEM XFEM+
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Figura: 1.1: Fendmeno observado en problemas practicos: el deterioro de los flujos numéricos proporcionado por el
XFEM cerca de la interfase cuando los pardmetros de conductividad son muy distintos

No obstante, cuando se aplica XFEM a los problemas de difusién en un sistema de dos
fases con conductividades muy distintas, éste produce una representaciéon inexacta de los
flujos en la vecindad de la interfase, debido a que el enriquecimiento XFEM mejora, la calidad

global de la solucién pero no satisface algunos rasgos locales de los flujos.

La Figura 1.1 ilustra un fenémeno que se ha observado en problemas practicos: el dete-

rioro de los lujos numéricos que proporcionan el FEM y FEM enriquecido (XFEM) cerca de



4 Introduccion

la interfase cuando los pardmetros de conductividad son muy distintos. Se puede observar
en lo que se refiere a las estrategias FEM y XFEM, que los flujos son muy imprecisos en los
puntos gue estan cercanos a la interfase. Desde el punto de vista préactico, cuande se desean

conocer los flujos en la cercania de la interfase, esto puede representar una desventaja.

Con el fin de remediar este inconveniente, en este trabajo se propone una nueva es-
trategia llamada XFEM-+. sta agrega una restriccién adicional a la formulacién XFEM
permitiendo que se reproduzcan los rasgos de los flujos locales en la zona de transicién. Este
nuevo método fue publicado en (Cordero & Diez, 2010) y la Figura 1.1 muestra que la apro-
ximacién de los flujos supera considerablemente los flujos FEM y XFEM. Mediante varios
ejemplos numéricos y el andlisis matemdtico del error se justificard que el nuevo XFEM -
es una alternativa sencilla que permite mejorar de manera muy sensible la calidad de los
flujos numéricos en el entorno de la interfase para los problemas elipticos con interfase con

conductividades muy distintas.

Siempre que se aproxima un problema mediante una estrategia numérica, la solucién
obtenida presenta discrepancias con respecto al sistema que representa. Es por ello que para
las técnicas basadas en la representacion discreta del dominio mediante elementos finitos
(FEM, XFEM y XFEM+) nos interesa controlar el error de discretizacion. Se sabe que la
norma energética solo proporciona informacion sobre la calidad global de la solucion aproxi-
mada y sobre la distribucién del error en todo el dominio. Pero, como se ve en la Figura 1.1,
la calidad de la aproximacién de los problemas elipticos con interfase dependerd de una zona
particular del dominio (zona de cambio de fase) y que también deba cumplir con un rasgo
especifico de la solucién exacta (discontinuidad del gradiente sobre la interfase), entonces
controlar el error de la aproximacién estd condicionado al interés particular que cada usuario
tenga sobre ciertas cantidades o propiedades especificas de la solucién (cantidad de interés)

y 1o en la solucién global.

Dentro del contexto de un proceso adaptativo, el control del error se debe hacer tomando
en cuenta el interés particular del problema, en general: minimizar el error global en norma
energetica o el error local producido por los flujos en la interfase. A primera discusion, se
deberia usar el XFEM o su restriccion XFEM+-, segin sea el caso. Sin embargo, y debido
principalmente a la formulacién variacional que surge de estos problemas, algo méds debe
decirse. En este trabajo se analizan las representaciones de los errores globales y locales
producidos por estos métodos y se proponen estrategias para definir un proceso adaptativo
con estos métodos de manera dptima. La experimentacién numérica muestra los resultados

teodricos planteados.



1.1 Objetivos
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1.1.

Objetivos

Con todo lo antes dicho, el objetivo principal de la Tesis es proponer el XFEM+ para

resolver los problemas de difusién con conductividades muy distintas. Este hecho trae unido

implicitamente otro objetivo. Analizar y comparar la eficiencia y errores cometidos en esta

nueva estrategia. Para lograr este fin se ha planteado una serie de objetivos parciales, que

se mencionan a continuacion:

Revisar los métodos de elementos finitos estandar y extendido, adecuandolos al mode-
lado de los problemas de transmisién de calor estacionario en dos dimensiones y cuyo
coeficiente de conductividad tiene una fuerte discontinuidad a través de una interfa-
se. Luego, analizar las dos estrategias, utilizando algunos ejemplos que muestran las

imprecisiones que presentan la aproximacion de los flujos numéricos.

Desarrollar la metodologia para imponer de forma fuerte la continuidad de los flujos a
través de la interfase y dar origen a la nueva estrategia XFEM . Expresar la restriccion
algebraica de continuidad del flujo de la manera méds sencilla y sistematica posible en

el caso particular de elementos triangulares lineales.

Validar este nuevo método mediante su aplicacidon a un conjunto de ejemplos numéri-
cos (algunos con solucién analitica). Para este fin se realiza una comparacién de las
tres estrategias, trazando sus flujos numéricos y la norma energética, la cual permite

visualizar la mejora de la precision de los flujos del XFEM+ respecto a FEM y XFEM.

Plantear un anslisis del error desde dos vertientes: una para el control del error en
norma energética (forma global) y otra para el control del error solo en la zona de
transicién a la interfase (forma local). Para este ltimo, se propone funcionales que

midan ese objetivo especifico o cantidad de interés.

Analizar la representacién del error para algunos ejemplos numéricos y proponer la

forma de cémo lograr un proceso adaptativo éptimo orientado al cdleulo de la solucién.

Establecer un rango de accién para resolver los problemas elipticos con interfase, me-
diante los métodos de los elementos finitos. Obviamente, la eleccién del método de-

penderd del tipo de conductividad presente en el sistema.
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1.2. Estado del arte del método XFEM

En esta seccidn, se presenta una breve revision del desarrollo del XFEM desde una
perspectiva muy general, que considera principalmente las ideas béasicas del método. En
primer lugar, cabe mencionar que existe un nitmero de articulos de revisién y documentos
publicados por (Moés & Belytschko, 2002b; Karihaloo & Xiao, 2003; Bordas & Legay, 2005;
Mohammadi, 2008; Yazid et al., 2009), que sirven como referencia del estado del arte del

XFEM.

Los fundamentos matematicos del método particion de la unidad (PUM) fueron estu-
diados por (Melenk & Babugka, 1996). En su momento, indicaron que el PUM podria ser
empleado para construir métodos numéricos robustos y muy efectivos. El enfoque de la solu-
cién de PUM constituye la base tedrica de una particién local de la unidad que més adelante

se denominaria como el método de los elementos finitos extendido (XFEM).

Los primeros esfuerzos en el desarrollo del XFEM se remontan al trabajo de (Belytschko
& Black, 1999), en el cual presentan una técnica de elementos finitos especialiente adecuada
al modelado del crecimiento de grietas (o interfase) que disminuye la necesidad de remallado

de la geometria en cada etapa de crecimiento.

Poco mas tarde, (Moés et al., 1999) realizaron mejoras que incluyeron la adicion de
funciones de salto que, junto con funciones de enriquecimiento, permitieron la representacion
de toda la discontinuidad independientemente de la malla. La aproximacién enriquecida se
construye entonces a partir de la interaccién de la geometria de la interfase con la malla
de elementos finitos, y se elimina por completo la necesidad de remallado. Posteriormente,
{(Dolbow, 1999; Dolbow et al., 2000a, 2001) utilizan la técnica recién desarrollada para dar

solucion a diferentes problemas de elasticidad.

En (Sukumar et al., 2000) realizaron la extensién del método a problemas de inter-
fases en tres dimensiones y trabajaron sobre algunos aspectos geométricos asociados a la

representacién de la interfase y el enriquecimiento de la aproximacion de elementos finitos.

En (Stolarska et al., 2001) utilizaron técnicas de level set para representar la ubicacién
de la interfase dentro de la aproximaciéon FEM, y presentaron una técnica que acoplaba
el level set method (LSM) con el XFEM para optimizar el modelado del crecimiento de la
interfase. (Belytschko et al., 2001) unificaron y extendieron el modelado de funciones con
discontinuidades arbitrarias en elementos finitos propuesto en los trabajos anteriores. La
aproximacién discontinua se construye en términos de una funcién de distancia, de manera

que se puedan usar funciones de tipo level set para actualizar la posicion de la discontinuidad.
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(Sukumar et al., 2001) contindan el estudio del acoplamiento XFEM-LSM para el modelado
de agujeros en inclusiones en aproximaciones de elementos finitos. Explorando ain mas la
misma tematica, (Moés et al., 2002), (Gravonil et al., 2002) estudiaron el modelo mecanico

v el uso de level sets para la propagacién de interfases en tres dimensiones.

En (Sukumar et al., 2003) también desarrollaron una técnica numérica para modelar la
propagacion de la interfase en problemas tridimensionales. (Chopp & Sukumar, 2003) ex-
tendieron el método a multiples interfases coplanares, donde representaron todo el conjunto

de interfases mediante una unica funcién level set.

Un gran nimero de desarrollos siguieron el éxito inicial del método, incluyendo su exten-
sion al modelado de discontinuidades fuertes y débiles realizada por (Sukumar & Prévost,
2003; Huang et al., 2003; Legay et al., 2005), ¢l estudio de la influencia de los elementos
de transicién en la zona enriquecida por (Chessa et al., 2003) v el uso de aproximaciones

enriquecidas considerando elementos de orden cuadritico presentado por (Stazi et al., 2003).

La precision, convergencia y estabilidad del método fueron también el objetivo de los
trabajos presentados por (Laborde et al., 2005; Chahine et al., 2006), quienes estudiaron el
comportamiento de los resultados para distintas configuraciones del XFEM en problemas de
mecdnica de la fractura. (Ventura, 2006) estudio la integracion de los elementos divididos
por la interfase e indicé que es posible utilizar érdenes de cuadratura estandar sin necesidad

de subdividir el dominio de dichos elementos.

En (Xiao & Karihaloo, 2006) abordaron el problema de mejorar la precision de los flujos
XFEM cerca de la interfase mediante el uso de cuadraturas de integraciéon de orden mayor.
En dicho trabajo, proponen utilizar un ajuste de moving least squares para reconstruir los
flujos en los puntos de integracién de manera que se busca obtener un campo estéticamente
admisible. También, (Moés et al., 2006) presentaron una nueva estrategia para imponer

condiciones de contorno de tipo Dirichlet sin disminuir la velocidad de convergencia.

Los problemas de contacto, plasticidad y grandes deformaciones siempre han sido con-
siderados como cuestiones complejas en lo que respecta el modelado computacional. Los
primeros modelos de contacto con aproximaciones del tipo XFEM fueron estudiados por
(Dolbow et al., 2001) y posteriormente por (Belytschko et al., 2002). (Khoei & Nikbakht,
2006) aplicaron las formulaciones existentes para modelar problemas de contacto con fric-
cién. Diferentes autores han abordado el problema de grandes deformaciones, dentro de este
grupo (Dolbow & Devan, 2004; Legrain et al., 2005; Fagerstrom & Larsson, 2006) presenta-

ron formulaciones de XFEM para el analisis de falla en problemas no lineales.
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Recientemente, se ha abordado el problema de la estimacién del error en aproximaciones
del tipo XFEM. (Bordas & M., 2007; Bordas et al., 2008) presentaron un estimador del error
de discretizacién para el entorno XFEM basado en la reconstruccién del campo gradiente
de la solucién mediante una formulacién enriquecida de moving least squares. En (Duflot &
Bordas, 2008) desarrollaron una técnica de construccién global de la solucién denominada
extended global derivative recovery (XGR), en la cual la solucién reconstruida se busca en un
espacio enriquecido con los campos de deformacién de extremo de interfase. En (Pannachet
et al., 2008) estudiaron la estimacién del error en XFEM vinculada a refinamientos del
tipo p-adaptativos con el fin de mejorar los resultados de la solucién de XFEM sin cambiar
la topologia de la discretizacion. En otro trabajo, (Rédenas et al., 2008¢) presentaron un
estimador del error de tipo recovery basado en la adaptacion de la técnica Superconvergent
Patch Recovery (SPR) a los problemas singulares y discontinuos tipicos de formulaciones
del tipo XFEM.

1.3. Aportes de la Tesis

Se ha presentado una estrategia para paliar la aproximacién deficiente de los flujos
cerca de la interfase en los problemas de difusion con dos conductividades muy distintas. El
XFEM+4+ es una alternativa sencilla que permite mejorar de manera muy sensible la calidad

de los flujos numéricos en el entorno de la interfase (Cordero & Diez, 2010).

Es de destacar que el método XFEM-+ fue aplicado a otros tipos de problemas de inter-
fase: en (Cottereau & Diez, 2011) modelan numéricamente los problemas de erosién (en 2D
y 3D) donde tratan tres tipos de modelos provenientes de las leyes de Darcy y de Brinkman,

ademds de las ecuaciones de Stoke.

Se realiza un analisis del error, presentando representaciones dptimas del error segin el
interés particular que se quiera: control global o solo en la zona de transicién de la interfase.
Este hecho deja dadas las bases fundamentales para implementar un proceso adaptativo
que defina la malla éptima para el control del error en problemas de difusién con dos
conductividades muy distintas. Los resultados estdn sometidos a revisién para su posible

publicacién en (Calderén & Cordero, 2012).

1.4. Organizacion de la Tesis

El resto del trabajo queda estructurado como sigue. En el Capitulo 2 se introduce la

formulacién matematica del problema de valores en la frontera a resolver, las ecuaciones
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basicas y los fundamentos matematicos a ser utilizados a lo largo del trabajo. En el Capitu-
lo 3 se presenta la descripcién de fases mediante Level set y los fundamentos tedricos de
las aproximaciones FEM y XFEM, brindando detalles especificos asociados al contexto de
comparaciéon en términos de la implementacién computacional. Asf mismo se muestran los
inconvenientes que se encuentran al determinar los flujos con FEM y XFEM. La metodologia
propuesta para imponer de forma fuerte la continuidad de los flujos a través de la interfase
se describe en el Capitulo 4. En el Capitulo 5 se presentan ejemplos numéricos utilizando
las tres estrategias, se comparan en funcién de la precisién y convergencia, para un nimero
representativo de casos de interés y se presentan algunos comentarios que validan la estra-
tegia que se introduce. Finalmente, en el Capitulo 6 se realiza un analisis del error para las

tres estrategias y su representacién apropiada para llevar a cabo un proceso adaptativo.



Capitulo 2

Planteamiento del problema

En este capitulo, se introduce formalmente el modelo matematico del problema difusi-
vo a tratar en este trabajo. Se presentan algunos aspectos concernientes a la formulacién
matematica que gobierna el comportamiento de la solucidn conjuntamente con algunos re-
sultados analiticos conocidos acerca de la regularidad de la solucién de dicho problema y su

aplicacion a un ejemplo concreto.

2.1. Motivacién

Los problemas difusivos aparecen en muchas dreas de la ciencia e ingenieria; como por
gjemplo, en la transferencia de calor en una pieza mecdnica o en el transporte de aguas
subterrdneas en un acuifero saturado. Si la pieza esta compuesta de distintos materiales
o si el acuifero tiene diferentes tipos de suelos, el coeficiente de difusién dependerd del
material. Estos tipos de fenémenos, donde el sistema presenta singularidad, se conocen como
problemas de interfase y suelen aparecer en casi todas las ramas de la ingenieria y de la fisica.
Situaciones mas complicadas, suelen ser comunes, como son los procedimientos dependientes
del tiempo: problemas mecénicos, parabélicos v de evolucidn de interfase que, en general,
son problemas no lineales donde la configuracion del sistema (o interfase) cambia en el
tiempo o durante algiin proceso iterativo. En este trabajo, como ya se dijo anteriormente,
nos centramos en un problema de transmisién de calor en un medio no homogéneo con dos
materiales distintos separados por una interfase. Il fendmeno que se pone de manifiesto y que
se va a corregir con la estrategia propuesta, se asocia a dos fases con propiedades materiales
(conductividades) muy distintas. No obstante, la ampliacién del problema a otras dreas no

deberia presentar ninguna dificultad.

11
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En estos problemas, los procedimientos para obtener una malla ajustada a la interfase son
demasiado costosos y, en general, imprecisos. Es por ello el interés de estudiar los métodos
de los elementos finitos que no dependan de la geometria de la malla; es decir, la interfase

puede atravesar los elementos de la malla.

En el apartado siguiente se introduce el problema modelo en un medio homogéneo,

posteriormente se generaliza el modelo al problema de interés (medio no homogéneo).

1 ~

Flujo de calor
prescrito

Temperaturs
preserita

Figura 2.1: Dominio {2 y Fronteras tipo: Neumann I'y y Dirichlet I'p

2.2. Problema modelo

Se considera un dominio 2 C R?, abierto y acotado con frontera suave dividida en dos
partes en lo que se refiere a las condiciones de contorno: Q = 'y UTp, con 'y Nl'p =0
siendo I'y la parte donde se imponen condiciones de tipo Neumann y I'p donde se imponen
condiciones de tipo Dirichlet, como se muestra en la Figura 2.1. En este dominio se desea

resolver el signiente problema de contorno que incluye la ecuacién de Poisson:

V. (—vVu) = f en 2 (2.1a)
—vVu-n = gy sobre 'y (2.1b)
U = up sobre I'p (2.1¢)

donde u es la incégnita (que, por ejemplo, representa la temperatura), f es el término fuente,
gn es el flujo de calor prescrito en 'y, n la normal unitaria exterior, up la temperatura
prescrita en I'p y v es el pardmetro que, en el caso de un problema térmico, representa la

conductividad.
En este problema de balance, el flujo se define mediante la expresion siguiente

q=—vVu (2.2)
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Figura 2.2: Subdominios o fases Q1 y 9, interfase 'y = 00 N 082 vy n vector unitario
normal a [jyy.

El flujo de calor (o fluido) es una cantidad que proporciona una oportunidad de entender
el problema fisico y cédmo manipular diferentes condiciones de frontera necesarias para la
construccién del modelo. La conductividad térmica v es la propiedad del material que en el
caso de ser continuo, el sistema resultard homogéneo. Pero para problemas con distintos tipos
de materiales el coeficiente de conductividad serd discontinuo y el sistemma no homogéneo

resultante introduce cambios en la regularidad de la solucion.

2.3. Problema eliptico con interfase

Como un problema eliptico con interfase se va a considerar el problema de conduccion de
calor estacionario en dos dimensiones y cuyo coeficiente de conductividad es discontinuo a
través de un interfase (suave) interna. Esto es, si el pardmetro v corresponde a dos materiales
distintos, entonces el dominio 2 queda dividido en dos fuses o conjuntos abiertos {1 y 1y
que tienen la frontera comin Iy = (901 UON,) \ 0 denominada interfase y sera una curva

suave que completard el dominio © = 1 U Qg U [, tal como se ilustra en la Figura 2.2.

Nétese que la ecuacién (2.1a) no estd definida sobre 'y, por no tener sentido en esos
puntos donde v es discontinua, y por tanto es necesario replantear el problema 2.1 para solo
tomar en cuenta el dominio §2; U, Esta restriccion obliga a imponer condiciones naturales
en el dominio comin, por lo que, sobre la interfase se ha de verificar la continuidad de la
componente normal del flujo. Para escribir esto tltimo, sk define para cualquier funcién

suave u en 2 el salto de u sobre I'y,, como:

Hu]] = U'drint - U2 Fim;’ (23)
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donde u; = ujq, es la restriccién de u sobre £);. Inversamente, para u; definido sobre (2; se

identifica el par {u,up} como la funcién u la cual es igual a u; sobre (2;.

Se denota ademas V,u = n - Vu come la componente normal del gradiente, en donde n

es un vector unitario normal a la frontera o la interfase segin el caso. Asi, el flujo normal
gn =1 q=—vVau

cumple la continuidad del flujo normal a la interfase: gn,|r,., = @n,lr,,, ¥ €sto implica que

ing

el salto sobre I'y, satisface la ecuacion

[[L'Vnu]] = 1 Vi

Pine ™ Vzvnu‘zl[‘int = —ny h‘int + anh“inL =0

Asi, el problema de contorno (2.1) se puede reescribir como sigue:

V(=vVu) = f en (0 U (2.4a)
—vVu =gn sobre I'y (2.4b)
w=up sobre I'p (2.4c)

{[anuﬂ = sobre iy (2.4d)

Pero, si los valores de vy y v son distintos, la condicién (2.4d) también implica que el
gradiente de u tiene una discontinuidad en la componente normal a I'y,; pues ][Vnu]] # 0.
Es decir,

Vulg, - n# Vulg, -n (2.5)

En efecto, al suponer por reduccién al absurdo que [Vnu]] = 0, entonces V,u|pr,,

Vausglr,, ¥ como vy # vg, se tiene
[vVau] = mVauilr,, — v2Vaulr,, = (11 —v2)Vaurlr,, # 0,

contradiciendo (2.4d). Este salto del gradiente serd mayor cuanto mayor sea la diferencia
entre vy y vo. Sin embargo, la continuidad de la incdgnita u en 2 garantiza que la componente
tangencial del gradiente es continua. Es decir que si 7 es el vector tangente a 'y, en P, tal

como se muestra en la Figura 2.3, se tiene que:

Vaulg, - 7= Vulg, - 7.

En conclusion, la discontinuidad del gradiente (en la direccién normal a la interfase) es
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Figura 2.3: Vectores normal y tangente en un punto genérico de la interfase.

un rasgo caracteristico que posee la solucién del problema eliptico con interfase y cualquier

aproximacién deberia contener esta propiedad.

2.4. Forma variacional del problema

Se introducen los espacios de Hilbert que resultan naturales para la formulacién varia-
cional de los problemas de valor de frontera a ser considerados. Para cualquier conjunto D
abierto y acotado se consideran los bien conocidos espacios de Sobolev H' (D) con producto

interno (-, ). p v norma | - ||,.p. En particular, los espacios: H(Q) = L£4((2), donde
Lo(Q) = {7) 1 Q= R tal que / v2dQ < oo} "
JQ

es el espacio con el producto escalar (u,v)q = (u,v)o0 = fQ uvdf) y la correspondiente

norma |[v|lo = (v, ’v)gl)/ ? ademss del espacio

HI(Q) = {'v € L2(92): % € L), i=1: 2} ,

dotado del producto escalar y la correspondiente norma

(w,o) = /(uv +Vu-Vo)d, ||-lh= (-,~)}/2.
JQ

En general, para un conjunto D = Dy UD; donde Dy y D son subeonjuntos mutuamente

disjuntos, se descompone el producto interno como:
('v o, = () ')Dl. + ( D5 (2'65”)

Por ejemplo,
¢ )awa, = (5)a, + (), (2.6b)
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('7 ')BQ = ('7 ')]“D + (‘5')[‘1\; (26(7)

Para la formulacién débil del problema (2.4) se requiere también introducir los siguientes

espacios funcionales. El espacio de funciones admisibles V), se define como
Vi={ueH (D) : u=upenTp},
v el espacio de variaciones o funciones de prueba, Vy, se define como

Vo = {u & HI(Q) cu=0en l‘D}.

La formulacién variacional o débil se escribe como: encontrar u € V tal que

Bu,v) = L(v), Vwve Vg (2.7)
donde
B(u,v) == (vVu, Vv)a (2.8a)
es una forma bilineal y
L(v) = (f,v)a — (gn,V)ry (2.8b)

es un funcional lineal. Adicionalmente, la norma definida por:
lull = B(u,w)"?, we H(Q) (2.8¢)
se conoce como la norma energética asociada al problema débil.

Obsérvese que la solucién del problema débil est4 definida en toda € mientras que la so-
lucién del problema estacionario (2.4) se encuentra definida sélo en ;UQs. Asumiendo f €
L2(0) y v € HI(Q), se tiene que (f,v)q = (f,v)a,un, pero (WVu, Vu)g = (vVu, Vu)a,ua,
siempre y cuando ¥Vu esté acotada en una vecindad de la interfase I'y,, la cual estd garan-
tizada por el hecho que el flujo es continuo en la direccién normal a I'yy,; al ser v discontinuo
sobre [y, entonces Vu es discontinuo sobre la interfase, asi que, v ¢ %Q(I‘im), Para de-
mostrar que en efecto (2.7) es la formulacién variacional de (2.4) se considera el resultado

siguiente.

Teorema 1. Sea u € H*(2,UN2), u es solucidn de (2.4) siy solo siu € H (Q)NH(2,UQ2)

es solucion de (2.7).
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Prueba: =) Sea u € H*(Q; U Q) solucién de (2.4), es bien conocido que sobre cada

subdominio ; la restriccién u; € %Q(Qi) satisface

(v;Vu;, Vo

)0 = (Fivle, o+ Ve, vl oo,

Vo€ HYQ) y para i = 1,2. Al sumar estas ecuaciones y usar (2.6b)

2
(vVu, Vv)ao,ua, = (f,0)a + Z(Vivniui, v

i=1

;)o0, (2.9a)

Se tiene (ver la Figura 2.2) que la interfase I'ip¢ es la frontera comin de los subdominios
2, por lo que, la frontera de Q; se puede ver como: 9§2; = I \Ling U ing, v que la normal
unitaria a €y (n; = n ) estd en direccién contraria a la normal a Qs (es decir, ny = —n),
entonces

int v = —V"“QIFint

Vit = Vaullr,, v Vp,uzle

int

y al utilizar (2.6a) las integrales de lineas de (2.9a) quedan

(1 Vi un,vl0; )oan = (21 Va1, 910,) 50\ Pl

= 1V, u1, 0, o, + (1 Vaur, vl e,

y
(1aVnyu2, 0|0, )a0, = (V2 Vnts, U0, ) 805\ Ul
= (V2vng U2, UIQQ )GQQ\I‘;,,t - (UZVTT‘“% Ulﬂz )Fint

Al sumar estas dos Ultimas ecuaciones, se puede usar (2.6a), v los hechos que v, = vlo,

sobre I'ipg, 00 = 00 \I'jny U 0Q2\lint, v que |[1/V,,,,u]] = 11 Vyuy — 1 Vg, para obtener

2
Z(u,;vmu,-,v Q)o0; =WVau,v)sn + ([[anu]] NI (2.9b)
i=1

Sustituyendo esto dltimo en (2.9a)
(vVu, Vo)a,u, = (f,0)0 + (v Vau,v)aq + ([¥Vau], v)r,,
y al sustituir ¢,, = —v'V,u se obtiene Vv € H(Q)

vVu, Vo)o,ue, = (f,v)0 — (gn, V)aa — ([au] )1 (2.9¢)
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La condicién (2.4d) implica que l[qn]] = 0 sobre I'j,; y al usar esto en la Ultima igualdad

conjuntamente con (2.6¢) se tiene asi

(Vvuv V”)Q[UQQ = (.f, v)ﬂ - ((In’ U)T‘N - (qﬂ) 'U)l"[y (29(1)

La continuidad del flujo garantiza que vVu € Lo(2) y como v estd acotada, entonces
Vu € L£9(), de lo cual se deduce que: u € ’HI(Q) y (vVu, V) = (vVu, Vu)a,ua,. Por
altimo, la condicién (2.4b) nos lleva a que, ¢, = gy sobre I'y y al usar (2.8a) y (2.8b) en la

ecuacion (2.9d) se obtiene
B(u,v) = L{v) ~ (gn,v)r, VveH (Q). (2.9¢)

Al restringir la ecuacién anterior a v € Vg se prueba que u es también solucién del problema

débil (2.7).

<) En el sentido contrario, sea u € H'(Q) N H2(£2 U Q) solucién del problema débil,
entonces (¥Vu, Voo = (WVu, Vv)a,un, v de (2.7) se tiene que Vv € Vg

(vVu, Vo)a,ua, = (fiv)owa, — (9v,v)ry (2.9%)

De nuevo, como u € ’}{2(91 U Qs) se sabe que

WV, Vo)g,ua, = (V- (=vVu), v)a,00, + WVau, v)go,ua.), Yo € HI(Q).
Al sustituir esto dltimo en (2.9f)

(V- (=vVu),v)a,u0, + (VVat, v)aq,u0,) = (F 0,00, = (9n, v)ry
Usando la igualdad (2.9b), esto es,
(WVnt, )50, u0,) = (WVnu,v)aq + (IIuV,,,u]] SO e

y arreglando los términos, la ecuacién anterior queda

—(f+V- (’/v“)’“)ﬂ,uszg + WVau, v)aq + ([ Vnu], v)r,. + (gv,v)ry = 0.

Como (¥V,u,v)aq = (¥Vu,v)r,, Pues vlp, = 0y luego de mmltiplicar por —1 y sustituir

Gn, = —vVyu, concluimos que

(f + V- (vVu), ?))QLUQQ + ([[(]n]] ) U)Fgm + (Qn —gn, 'I))FN =0 VveVy. (29g)
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Los tres conjuntos €23 U, iy v 'y son disjuntos y la iltima ecuacion es vélida Vv € Vy,
entonces todas las integrales se deben anular. Por tanto, como la primera integral es cero

Y v € Vg, se concluye que
f+V-wVu)=0 en QU Q.

En efecto, al suponer por reduccién al absurdo que v = f + V - (¢Vu) es no nulo para
algun punto en el abierto 2y U {2y; por la continuidad de v existe un abierto ¢ C QU Qs
donde v # 0. Definiendo v = 0 sobre 02 U 'y se tiene que v € Vy v de (2.9g) se tiene
(v,v)9 < (v,v)q,un, = 0 contradiciendo el hecho (v,v)y > 0 si v # 0. As{ que se cumple

(2.4a), de la misma manera, se prueba que (g, — gn)

ry =0y [.]|r.. = 0, cumpliéndose
las condiciones (2.4b) y (2.4d) y probando que u es soluciéon del problema (2.4). ]

Nétese que las condiciones naturales (2.4b) v (2.4d) estdn reemplazadas en el problema

débil por condiciones débiles. Esto es,
(@n —gn,v)ry =0, YwveEVg, (2.10)

v por

([en], )1 =0, Vo e V. (2.11)

Estas condiciones se establecen en forma implicita en la formulacién débil, por lo que
se espera que la aproximacién calculada las satisfaga. Pero, la solucién de la ecuacion débil
solo se verificard exactamente al resolver la ecuacién de manera exacta en el espacio de
dimensién infinita Vg, pero al sustituir Vg por un espacio de dimensién finita, tal como se
hace al utilizar los métodos de los elementos finitos, estas restricciones sélo se verifican de

manera aproximada en un subespacio de dimension finita.

Para el caso de la condicién débil de Neurnann (2.10) no presenta problema para su apro-
ximacién, porque ademas de encontrarse en la frontera, hay la suposicion de la continuidad
del flujo normal y los errores en la aproximacién se pueden despreciar. Sin embargo, para la
condicién débil de la continuidad del flujo normal a la interfase (2.11), si es necesario tener
una buena aproximacién del salto del flujo por estar en la zona de equilibrio de los flujos entre
dos fases. Para lograr una buena aproximacion se puede: tomar un espacio suficientemente
grande, pero asumiendo el costo que esto conlleva, o se pueden incorporar aproximaciones
con salto del flujo continuo o simplemente buscar una estrategia de incorporar la condicién

fuerte de manera explicita en la formulacién débil.
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Se mostraran distintas estrategias usando el método de elementos finitos para resolver
en forma aproximada el problema planteado y, luego de mostrar en el Capitulo 5 ejemplos
numéricos para comparar los métodos, en el Capitulo 6 se analizarian los errores de las

aproximaciones en donde se tomara en cuenta el siguiente resultado.

Corolario 2. §iu € H*(Qy UQy) satisface (2.4a), entonces V v € H(Q) se tiene que:

(¥Vu, Vu)a = (vVu, Vo)a,ua, + ([a]. v)r (2.12)

int”

Prueba: Usando la férmula de Green sobre todo €2 (vVu,Vou)g = (f,v)a — (gn, v)an v al

igualar esto a (2.9¢) se tiene el resultado deseado. 8

Se debe advertir que al no cumplirse la condicién (2.4d), existe una variacién entre las
formas bilineales (¢Vu, Vu)q v (vVu, Vo)a,uq,; esto va a ocurrir cuando se aproxime la

solucién por cualquier método de elementos finitos.

Recuerde que, cualquier solucién de elernentos finitos se toma como aquélla que minimiza
la norma de energia del error en el espacio de soluciones de la forma débil. Pero este espacio
estd definido sobre todo el dominio @ mientras que el espacio de soluciones del problema

fuerte estd definido sélo en 2y U 5. Como £, Uy ¢ €, es claro que

lulloua, < llul (2.13)

y segtn (2.12) la igualdad sélo se alcanza si u satisface (2.4d). Pero al optimizar la energia
en un espacio que no contenga soluciones con gradientes discontinuos sobre la interfase,
entonces

lulloyu, < lul

v el valor éptimo del funcional || - || en ese espacio sera mayor que el valor energético del
problema fuerte; as{ que es imposible que la solucién del problema débil coincida con la
solucién del problema original. El FEM estandar se basa en aproximaciones polinémicas a
trozos donde la discontinuidad del gradiente sélo es posible en los bordes de los elementos
v al menos que se haga coincidir los elementos de la malla con la interfase serd imposible

aproximar bien la solucién del problema fuerte.

Debido al costo para ajustar la malla a la interfase, surge la necesidad de extender (o
enriquecer) el espacio de soluciones para que incluya funciones con gradientes discontinuos.
La aproximacion XFEM es éptima en el espacio extendido que contiene la solucién del

problema fuerte, por lo que la igualdad en (2.13) si se va a cumplir para el error XFEM.



Capitulo 3

Aproximaciones FEM y XFEM

Una vez formulado el problema variacional (2.7), cuya solucién exacta u pertenece a
un espacio de funciones V, la idea de encontrar una solucién aproximada por el FEM, es
construir un subespacio de dimensién finita Vg de V, en donde la solucién aproximada sea

la funcién de Vg que minimice la norma energética del error.

En este capitulo se dardan las formulaciones matemadticas del FEM y del XFEM para
los problemas multi fases del tipo presentado en el Capitulo 2. El objetivo es establecer
las diferencias entre ambos métodos y mostrar los inconvenientes que puedan presentar
estas estrategias cuando son aplicadas a los problemas difusivos con conductividades muy

distintas.

3.1. Método de los elementos finitos (FEM)

El espacio funcional donde se encuentra la solucidn FEM estd asociado a una malla de
elementos con tamano caracteristico H, se denomina Vg y es un subespaciode V, Vy C V.
La malla consiste en una discretizacion del dominio 2 en elementos Q, & = 1,...,Neiem

disjuntos y que cubren el dominio, es decir, tales que @ = J, Q, vy, para k # ¥, QeNQp = 0.

Este espacio viene generado por las funciones de interpolacién (o de forma) N, i =

L, ..., Npoin, asociadas a 108 e, nodos de la malla: Vg = span{Ny,..., N, . }.
La aproximacién del FEM cldsica o estandar en Vg de u se denotara como uy y queda
determinada por los valores nodales u;, i = 1,. .., npoim, tal que:
Npoin
Uy = E A[ﬂti

i=]

21
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La solucion FEM, uy satistface que
B(ug,v) = L(v), Yvé& Vg, C Vo,

siendo Vg, la contraparte discreta del espacio Vy. La solucién uy se obtiene al determinar

los coeficientes w;, © = 1,. .., 7p0in, & partir del sistema de ecuaciones lineales algebraico,
Kyuu = Fy, (3.1)

donde el vector columna solucién u, contiene los coeficientes w;, K, denota la matriz de
rigidez y Fy, el vector de fuerzas cuyas componentes genéricas son [Kuu.li; = B(N;, N;) v

[Fu]; = L(Ny), respectivamente.

gradicente
discontinuo

=
N noedo 1

(a) Solucién Estandar (b) Solucién Enriquecida

Figura 3.1: Aproximacion por elementos finitos cerca de T'jy.

El error asociado a la solucion FEM, ey := u — upy, pertenece al espacio Vg, salvo un
término de oscilaciones de los datos que se considera despreciable (es decir, se considera
que up se describe exactamente en V). La ortogonalidad de Galerkin garantiza que ugy es

optima en el sentido de que
fler |l < flu— v Vv e Vy

siendo || - || la norma de energia.

La aproximacion FEM, up, es suave en el interior de los elementos (ver Figura 3.1.(a)),
es decir, su gradiente es continuo dentro de todo Q. Recuerde que una de las caracteristicas
importantes de la solucién de los problemas elipticos con interfase es que tiene gradiente
discontinuo sobre los puntos de la interfase, por lo que resulta necesario tomar la malla de
elementos finitos de manera adecuada para que el FEM pueda satisfacer esta condicién.
Ajustar la malla a esta condicién puede ser costoso, por lo que, lo ideal es modificar el FEM

para evitar el ajuste de la malla.
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3.2. Descripcion de fases con level set

La técnica de los level sets (Sethian, 1999; Osher & Fedkiw, 2001), se utiliza para describir
la localizacién de las fases sin tener que hacer coincidir la linea de interfase con los lados de

los elementos. Para ello, se introduce una funcién de nivel ¢ (la funcién level set) de manera

que
> 0, el

dlz) = =0, T € iy

<0, z € Qo

De hecho, en la practica, la funciéon ¢ se toma como la funcién distancia a la interfase, con
signo. A menudo, ademads, esta funcidon se trunca a una cierta distancia de manera que a

partir de ese momento se toma constante (ver Figura 3.2).

+

valor max

3 - interfase tevel set
& /
05) 3 §
3
g
LY
0 X
0 05 1

Figura 3.2: La funcién Level Set es en general la funcién distancia signada a la interfase y
a partir de cierta distancia se toma constante.

La funcién level set, ¢, también se aproxima por una funcién de Vg, ¢g. Los valores

nodales ¢;, i = 1,...,npoin  permiten interpolar ¢ en cada elemento:

Npoin

¢~ ¢ =Y Nigi

i=1

De esta manera, la descripcién discreta de la interfase es una curva continua, suave en el

interior de los elementos y con discontinuidades en la pendiente en los lados de los elementos
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que contienen la interfase. En el caso de elementos lineales es, precisamente, una linea

poligonal quebrada.

Esto permite también calcular el vector normal unitario a la interfase en un punto P de

la interfase interior a un elemento Q:

Vi <. .
= m con V¢H = Z VAL¢’L (32)
i=1

3.3. Método de los elementos finitos extendidos

La aproximacién de] método de los elementos finitos extendidos XFEM (Moés et al.,
1999; Belytschko & Black, 1999; Daux et al., 2000; Chessa & Belytschko, 2003; Zlotnik
et al., 2007) enriquece la solucién del FEM estdndar incorporando funciones de forma que
coutengan la caracteristica de gradientes discontinuos sobre la interfase, ver la Figura 3.1.(b).
Recuerde que esta es una propiedad de la solucién exacta que se conoce a priori y que en

principio la solucién FEM no contiene.

El método XFEM se basa en el enriquecimiento del modelo de elementos finitos FEM
con grados de libertad adicionales en los elementos geométricamente intersecados por la
interfase. De esta forma la discontinuidad en la derivada (normal a la interfase) se incorpora
sin modificar la discretizacién de la malla, que es generada sin considerar la posicién de la

interfase.

Con el fin de extender el espacio de soluciones con funciones con derivadas discontinuas
sobre la interfase se necesita definir funciones con esas caracteristicas. Para ello se introduce

una funcién ridge (carena o arista), R, introducida en (Moés et al., 2003) y definida por

Npoin Npoin
R=>" Nilgil = | Nigyi|.
i=1 =1

Esta funcién se anula en los elementos que no contienen la interfase (todos los ¢; son del
mismo signo) y, en los elementos que si la contienen (véase la Figura 3.3 (a)), se anula en
los nodos y presenta una discontinuidad en la derivada precisamente sobre la interfase. En
lo que sigue, se denomina &, al conjunto de indices de los elementos que contienen parte
de la interfase (llamado elementos enriquecidos), como se muestra en la Figura 3.3 (b). Asi,

R s6lo es distinto de cero en los elementos enriquecidos €2, con k € £y
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De hecho, se puede restringir el rango de variacion del indice i a aquellos nodos que
pertenecen a elementos que contienen la interfase. Estos nodos se denominan nodos enrique-
cidos y el conjunto de valores de estos indices se denomina N,,,. Asi la ecuacién anterior se

puede reescribir

R= Y Nibl—| > Nt

’ive-/\/:anr ieMznr

(a) (b)

Figura 3.3: (a) Funciones ridge y level set (b) Elementos cruzados por el level set

La aproximaciéon XFEM, ux, se escribe como

Npoin,
uy = Z Nyu; + Z M;ay, (3.3)
i=1 jeNe'nr

donde M; := RN, son las funciones de formas con gradientes discontinuos que son incorpo-
radas en los nodos (enriquecidos) cercanos a la interfase. Los a; son los grados de libertad
para satisfacer la formulacion débil y son llamados los valores nodales enriquecidos. Nétese
que los valores nodales u; de la solucién uy en general no coinciden con los de uy pues al

introducir el enriquecimiento también las incégnitas originales cambian.

La solucién uy pertenece al espacio discreto enriquecido o extendido
Vx = Vg @Span{f\’]p JE Nﬁnr}
y se caracteriza por ser solucion de la formulacién débil

Blux,v) = L(v), YveVy, CV, (3.4a)
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El sistema algebraico resultante es, por supuesto, una extensién del sistema FEM (3.1) y
esta dado por

KILU KU‘!L u F’U.

Kla Kun, a Fﬂ-

donde a es el vector columna de las incégnitas a;, j € Nenr y las componentes genéricas de
las matrices son [K,,;; = B(N;, M;), [Kali; = B(M;, M) y [Fo|; = L{M;).

De la misma manera que la solucién FEM, la solucién XFEM es éptima en el sentido
de que verifica la ortogonalidad de Galerkin en Vyx . Es decir que el error exy = u — uy
satisface:

llex]l < lu—w}| Vv e Vy.
En particular, se puede tomar v = uyg € Vg C Vx y se deduce que

flex|l < llep |- (3.4c)

Asi, la solucién uyx es, desde el punto de vista energético (global), mejor que uy. El XFEM
enriquece la solucién introduciendo la posibilidad de que aparezca un salto en la componente
normal del gradiente para intentar satisfacer (2.4d). Gracias a esta propiedad, el XFEM es

capaz de obtener una mejora sustancial en la aproximacion de la solucion exacta.

Sin embargo, la condicién (2.11) no es utilizada de manera explicita en la formulacion
débil (3.4a), asi como tampoco se tiene en cuenta en el sistema algebraico (3.4b). Esto signi-
fica que no se puede asegurar que la aproximacion satisfaga la continuidad del flujo normal
a la interfase y en consecuencia la aproximacion puede no tener ese rasgo caracteristico que
tiene la solucion exacta. En efecto, y como se vera en los resultados numéricos, existen pro-
blemas que aparecen en las aplicaciones; como son los problemas de difusién en un sistema
de dos fases con conductividades muy distintas, en donde se necesita aproximar no solo la
solucion del problema sino también los flujos y en donde el XFEM puede ser poco preciso.
Maés adelante, en el andlisis del error, se probara que como la aproximacién XFEM solo
satisface la condicién de continuidad normal del flujo de manera débil, esta estrategia puede

producir una representacion inexacta de los flujos en la vecindad de la interfase.
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3.4. Aproximacién del flujo en la zona de interfase

Como ya se ha mencionado, el FEM no puede satisfacer la condicién (2.4d) en los puntos
de la interfase ya que el gradiente es continuo en el interior de los elementos, contradicien-
do (2.5). Para probar esto, recuérdese que el salto de la aproximacién FEM del flujo normal

g2 en un punto P de I'yy interior a un elemento, que habria de ser nulo, se expresara como
" k) b)
HY _ H H _ _ ,
[an ] = @ v = G Irsee = =1 Viug e, = voVaunlr,,) = (v2 = v1)Vouglr,,

dado que Vyuyg es continuo en el interior de cualquier elemento. Obviamente, esto sélo
permite verificar (2.4d) si V,upg se anula en T’y . Esto no es cierto en general. Se debe
esperar, por lo tanto, que la solucién FEM de este problema no sea una buena aproximacién

a la solucién exacta, especialmente cuando el contraste entre vy y v es grande.

Vi

Vo = 41/1

Figura 3.4: Gradiente contimio sobre la interfase.

Este fendémeno se ilustra en la Figura 3.4 en donde, en un elemento lineal que contiene
parte de la interfase, el gradiente es constante y, por lo tanto, los flujos a ambos lados de la
interfase son proporcionales a los valores de vy y v5. En este caso la condicién de continuidad

del flujo normal no se puede verificar.

El XFEM enriquece la solucién introduciendo la posibilidad de que aparezca un salto en
la componente normal del gradiente para intentar satisfacer (2.4d), segin se indica en (3.3).

Asi, el gradiente de uy resulta ser

Npoin
Vux = 3" VNjui+ Y (RVYN;+ VRN;)a;.
=1 JE€Nenr

La discontinuidad de Vux en un punto P de I'yy interior a un elemento €2 proviene de

VR puesto que VN; y R son continuos en el interior de Q. De hecho, recordando que ¢ es
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positivo en 0y y negativo en (), se tiene que la expresién de R a ambos lados de la interfase

Rlo, = Y NIl =) v Rlo, = Y Nl + 1) (3.5)

i€Nenr i€Nenr

Obsérvese que VR|g, — VR|g, = 2Véu # 0. De hecho, como se esperaba, el salto del

gradiente de R es paralelo a la normal n ya que ésta es paralela a Vey.

Gracias a esta propiedad, se espera que el XFEM sea capaz de obtener una mejora sus-
tancial en la aproximacién de la solucién exacta. De hecho, como se muestra a continuacién,
el XFEM permite obtener la solucién exacta en un problema sencillo en el que el FEM

propone una solucién muy poco precisa.

Ejemplo 1

Para ilustrar esta propiedad y para motivar los desarrollos que se presentan a continua-
cién, se acude a un ejemplo sencillo. Considérese el problema (2.4) con los datos siguientes:
2 =(0,1)x(0,1), gn = 0 en los lados verticales de Q, up = 1 en el lado superior, up = 0 en
el lado inferior de Q0 y f = 0. Se toman dos materiales con un contraste de conductividades
importante: vy = 1000 en la parte superior y vy = 1 en la parte inferior. Se toman dos
configuraciones de las fases: la primera (1a) con una interfase horizontal en y = 0.55 {que

corta los elementos de la malla propuesta) y la segunda (1b) con una interfase inclinada 10°.

En la primera configuracién (Ejemplo 1a), ver Figura 3.5, el problema es practicamente

1D y se dispone de solucién analitica:

1 1000y para y < 0.55
w(z,y) =

55045 1y 4 549.45 para y > 0.55

En este caso, el FEM se comporta mal debido a la imposibilidad de reproducir el salto de
flujos normales mientras que el XFEM captura la solucién exacta y, por lo tanto, muestra

un comportamiento éptimo.

Sin embargo, esta capacidad que tiene el espacio funcional para capturar el salto del
gradiente no hace que en todos los casos los flujos nuinéricos sean de una calidad aceptable.
La segunda configuracion (Ejemplo 1b) estd asociada a una solucién algo més compleja,
completamente 2D y de la que no se dispone de solucién analitica. Ain asi se puede calcular
facilmente una solucién muy precisa utilizando el FEM con una malla que respete la inter-

fase (de manera que la interfase coincida con lados de los elementos de la malla y que no
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FEM XFEM
1 1-
I 1o (. I ! ! bl Lo Eoa !
b bl i Lo (I Lol b Lo
b Coro L Pt P P P
075- bl | (I f 075 ! b Lo b t
1 I i i { i { t 1 1 I i i I ! {
v (I (I (I . bl P b
) ' i Lo Ll by
0.55 H 4{ I gl- f,i AN l ‘\f f L & (l}( l \\ 0.55 () bl ) L {o b 1
0s! Y] A W v 05-b Ll b L Ry
! P (I (| ! I 1o O R t
10 bt Lo Lol [ Pt [ Fol
Lo ot Lo tot o Pl o Lo
0251 1ot (R (! | 0.5 ] i . Lo !
! o L (] ! i Lo (! N !
1 (I I bl [ . Lo Eo
1 I 1o Lok i Lo b .
0! R RPN PSR R ! i 0! L S I EELR R RPN ) U
0 0.2 04 0.6 0.8 1 o 0.2 0.4 06 0.8 1
lluyll = 1.41336 ||u]| = 1.34785 lu ]l = 1.34785

Figura 3.5: Tanto en la configuracién de los flujos locales como en la norma energética de la
solucién FEM proporciona una solucion mucho menos precisa que XFEM que, en este caso,
proporciona la solucién exacta.

sea necesario utilizar un level set). Esta solucion se tomard como referencia. Utilizando la
descripcion con level set de la interfase, los resultados, tanto con FEM como con XFEM, se
muestran en la Figura 3.6. Se puede observar que los resultados mejoran al usar XFEM pero
que la aproximacién de los flujos locales no es buena, ya que no se respeta la condicién de

continuidad de la componente normal del flujo. Desde ¢l punto de vista energético, es decir

FEM XFEM
11 | R 1 ! '
| ' ! T |
b o ety ‘zai Lo Lo l;s‘tlllxj
ot e ey ot e
(I } [ | 4 Pt i Loy i } E
075 p bt b 075yt b
L o : i Py P b
Rl Hﬁl it BT BRI O S v
0551, ;" by 055 4 RS %
55 /W %‘H‘h o5l Y l_\f;‘
A DS R AR ti‘)ﬂi
/ +
1/‘ RS gy R U A B R
02514t i LI/IJ 0251 ¢ b by by R
b (o ! L b
Lo 1 SRR IOH R I Iy
P Vo [ Lo i [
ol 1\\/}/{;11,1 oLt R R LR R N LA S|
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Iha.dl = 1.45551 |ju)) = 1.35853 Hlul = 1.36076

Figura 3.6: La mejora que introduce el XFEEM supone un mejor comportamiento en la apro-
ximacién de la norma energética pero no en la aproximacion de los flujos en las proximidades
de la interfase.

con un criterio global en todo el dominio, la solucién mejora sensiblemente. Sin embargo,
en la cantidad de interés local que son los flujos, la calidad de la solucién XFEM no es tan

buena como cabria esperar.

Este ejemplo ilustra un fendomeno que se ha observado en problemas practicos: el deterioro

de los flujos numéricos que proporciona XFEM cerca de la interfase cuando los parametros
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de conductividad son muy distintos. En la Figura 3.6 se puede observar que los flujos que
son poco precisos son aquéllos que estan en la zona con v = 1000. Esto es asi ya que en
esa zona aungue los errores en el calculo del gradiente sean pequenos, los errores en los
flujos se multiplican por v. Desde el punto de vista préctico, cuando se desea conocer los
flujos en la interfase, esto puede representar una desventaja. Para paliar este inconveniente,
en el capitulo siguiente se propone una modificacién ulterior a XFEM, que denominamos
XFEM+ y que permite imponer la condicidn del salto de flujos en la interfase de manera

fuerte. Esto producird una buena descripcion de los flujos alrededor de la interfase.



Capitulo 4

Modificacion del XFEM: XFEM+

Con el fin de remediar el inconveniente que presenta XFEM para los problemas de
interfase con conductividades muy distintas, en este capitulo se quiere afiadir a la ecuacién
general a resolver la continuidad del flujo normal a la interfase, originando asi, el nuevo

método XFEM+ cuya solucién se denotard como u} .

4.1.Continuidad del flujo normal sobre la interfase

Para imponer de manera explicita la continuidad del flujo normal al sistema XFEM se
propone anadir en algunos de los puntos P de Iy la ecuacién (2.4d). Esto se toma de
la misma forma como se imponen las condiciones de frontera tipo Dirichlet en el sistema
algebraico; esto es, en cada punto fronterizo se aiade una condicién lineal al sistema general.
Del mismo modo, al menos en algunos de estos puntos se requerird que los flujos sobre la
interfase tengan igual componente normal tal como se muestra en la Figura 4.1. Para ello,
se presenta a continuacion la expresion algebraica en el contexto de la aproximaciéon XFEM
de (2.4d).

Recordando la expresién de los valores de R en un punto P de la interfase a ambos
lados dada en (3.5), se obtiene una expresién para la diferencia de los gradientes de R

multiplicados por los valores correspondientes de v a cada lado:

vVRl, —iVRIg, = Y VN[ = 11)lg5l + (2 + 1))
jGNenr
= (—v1) Y VN;g (4.1)
jENenr

31



32 Modificacién del XFEM: XFEM+

0

u
I int

Figura 4.1: Flujos con ignal componente normal; se va a imponer que los flujos q; y q,
tengan igual componente normal.

donde se han introducido los valores ¢; definidos por

+ v
i ket (4.2)
-2

= |#il -

Por otro lado, la expresion del salto de flujos a ambos lados de un punto P € L'y, {[qn]]7

estd dada por

E(Jnﬂ = ny I[‘;m. —~ qngll‘gm =1 - qul — - Q{Qz =n-(q - ‘l‘z) (43)

donde q; = qlg,, ¥y la diferencia de los flujos a ambos lados de la interfase q; — q, se puede

escribir como

q—qy = —-1/1\7'1@\([91 -+ 1/2VUX102
Npoin
Z (1/2 — Ul)V]V/L'u.Z‘ Z (VQ - V.l)Rija’j
o ]C/\enr
+ Z (VQVRIQQ - ’/IVR|Q1)N7(1’j‘ (4.4)
J€Nenr

Y, sustituyendo (4.1) en (4.4), se obtiene

Npoin

Q ~ap = (v — 1) ZVNum ST UN R+ YD @N; | ae ] (4.5)
eel\/‘snr 2 EA enr

Obsérvese que la condicién (4.5) se puede imponer en cada punto P € ', (en un elemento
enriquecido €, con k € Eepy) y representa una restriccion algebraica sobre las incégnitas u;

y a; { en principio para i = 1,..., poin, ¥ J € Neyr, pero en realidad ¢ y

D

v 7 han de recorrer



4.2 La aproximacion XFEM+ 33

sélo los indices de los nodos del elemento €1). Recuérdese también que la solucién XFEM,

uy, no verifica esta restriccién puesto que sélo se impone de manera débil.

4.2. La aproximacion XFEM+

En este apartado se impone de manera fuerte la continuidad del flujo normal a la interfase
(2.4d) al sistema algebraico XFEM. Se tomard un conjunto de m puntos sobre [y para
anadir al sistema estas m condiciones lineales. Esto es, si {P;}7%; es un conjunto de puntos

sobre I'y,;, entonces al considerar (4.5) en la expresién del salto del flujo normal a la interfase

(4.3), se plantea asi las ecuaciones
[am(P)] =0 Vi=1:m (4.6)

en las incognitas u; v a;. Se verd mas adelante como anadir estas m restricciones lineales
al sistema general XFEM. Estratégicamente, se tomaran los P; como los puntos de Gauss

para aproximar la integral de linea sobre I, donde
& s
e = Uing N, con k€ Eonyr

denota la parte de la interfase en el elemento enriquecido €1 (elemento cruzado por la
interfase). Si PF y w¥ con i = 1,2 son los puntos y pesos de Gauss en ['ik;, se tiene de (4.6)

que

([[q”]] ,'b')l‘i,,L = Z [k ﬁqn]]'u dl’

k€Eons  Vint
2
=y Y wia PP dr
kegenr p==1

=0, paratodo wveV

y se satisface de manera débil, al menos aproximadamente, la condicién (2.4d). Asi, la nueva
aproximacion, uy,, no solo satisface la forma débil en el espacio de dimensién finita (3.4a),

sino también la forma débil en el espacio de dimensién infinita (2.11).

4.3. Forma matricial

En lo que sigue, se va a detallar la forma de esta restriccion algebraica y se va a anadir

al sistema original (3.4b) para obtener una solucién mejorada.
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Se denota por npege €l nimero de nodos de los elementos de la malla, en particular del
elemento Q. k € &Eonr donde se encuentra el punto P, donde se desea imponer la condicién

(4.5).

A efectos de las ilustraciones vy en los ejemplos de aplicaciéon se tomara n,.4. = 3 (ele-
mentos triangulares lineales). Para denotar los vectores y matrices elementales asociados a

2, se utiliza el superindice (k). Asi, las funciones de forma y la matriz gradiente se escriben:

N O N
. ox ox
N®(zy)=| y BY(wy)=VN®T=| , (@
] k
(k,) 6N1( : L 07V7§7L3)d,
Mnode 8y dy

mientras que los vectores de valores nodales elementales (para valores de la funcién, grados

de libertad enriquecidos y valores del level set) son

“(116) ﬂ([k> ¢(1k)
u® =] 0|, a®=] |y eW=| ;| (48)
U, gj::: ode. a n'];)fm e bg"’:r)o de

Utilizando esta notacién, la versién matricial de (4.5) resulta ser

Q — dy = (vo — vy)B® (u“” + (RT+ ¢ NGBIT )a“‘""’) (4.9)

donde I denota la matriz identidad de tamano 7,ode X Mpode ¥, de acuerdo con (4.2)

l/1+l/2
vy — Vg

¢ = g - AT 24k (4.10)

Por otro lado, de (3.2) la normal unitaria normal al level set, n, apuntando hacia €2y, es

decir, normal exterior a €, es

n = Veyd/|[Vaydl| = B¢ /|BD g

De esta manera, la expresién matricial resultante de imponer (2.4d), esto es

nT((h —qp) =0
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en un punto P € [’ resulta ser

$MTBOTBE) (u® 4 (R1+ §NWT)a®)) = g (4.11)

En la ecuacion anterior, la dependencia en el punto P donde se impone la restriccion
aparece en N R v B&) (aunque esta iltima es independiente de P si los elementos son

lineales). Esta ecuacién es una restriccidn lineal sobre las incégnitas u® y a¥) que se escribe

PETy®) 4 p (BT gk) — (4.12)
donde
P = BOTRK pk) (4.13)
)’/f
x N o BTy
r = (RI+ N® T o) (4.14)
Obsérvese que, en el caso de elementos lineales, r,,(,k) no depende del punto P mientras que
'r‘((lk) depende de P en cualquier caso. Si la posicién de P en el segmento de interfase dentro

de Q) se parametriza por un parametro escalar A entre 0 y 1, véase la Figura 4.2, los vectores
? - )

rg") y 'r'gk) y, por lo tanto, la restriccion (4.12) se pueden expresar en funcién de A.

Estas condiciones se pueden imponer en varios (en la practica uno o dos) puntos de cada
., k € Eonr. Ensamblando todas estas ecuaciones para las incégnitas globales, se obtiene
la siguiente ecuacion matricial

RIu+Rla=0, (4.15)

donde las matrices R, v R, resultan de ensamblar todas las restricciones (4.12), para cada

k € Eenr y para los valores de A escogidos.

La restriccién (4.15) se afiade al sistema global (3.4b) utilizando, por ejemplo, el método

de los multiplicadores de Lagrange v resulta el sistema ampliado siguiente:

K. K. R, u F,
K!, K. R.| |a|=|F.|- (4.16)
R R o A 0

Una alternativa para imponer (4.15) es utilizar la técnica introducida en (Ainsworth, 2001)
que, respecto de (4.16) permite reducir el sistema de ecuaciones, en vez de ampliarlo. Con
esta técnica, el sistema resultante XFEM- a resolver es del mismo tamafo que el sistema
XFEM.
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O

Figura 4.2: Un elemento enriquecido €2 con un punto P en la interfase.

4.4. Restriccidén algebraica en el caso de elementos lineales

En lo que sigue, se va a determinar para elementos triangulares lineales, la expresion
de esta restriccion en funcién de A. El objetivo es ahora expresar la restriccién de conti-
nuidad del flujo de la manera mas sencilla y sistematica posible en el caso particular de

elementos triangulares lineales. La expresion dependerd de la localizacion del punto P que

se caracterizarda por el pardmetro A.

Se va a suponer que se tiene la configuracién que aparece en la Figura 4.2, es decir ¢1 < 0,
¢2 > 0y ¢3 > 0. Los puntos de interseccién de la interfase con los lados de los elementos se
denominan Py y P, tal como aparece en la Figura 4.2. Los vectores de funciones de forma en
estos puntos se denotan por N(k)(}"l) y N(k}(Pz) y la condicién de pertenencia a la interfase

se escribe:

[N®E)] 6B =0y [NO(R)] 6 =0

Teniendo en cuenta la posicidon de Py y Ps se obtiene:

) palT ) — 1 ‘
[N B)(F ,_)] - [ T o} (4.172)

YA —¢1
[N >(12)] = [@_% 0 ¢)3_¢]J. (4.17D)
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La parametrizacion con X € [0,1] de la posicién de P se puede escribir

PA) =1 =NP+ AP, (4.18)

v, recordando que N es lineal,

N®E(P() = (1 = ANE(P) + ANEI(Ry), (4.19)

este es el valor que se ha de utilizar en (4.14) y se denotara también por N*)()). El valor

correspondiente de R, R(A), sera
: k]’
R = [N®I)] 19|

= (1-2) [NOE)] 6] +2 [N ()] 19l

D201l = dilgal | Baldi] — dids]
== b2 — 1 A 3=

. - k .
De esta manera, se puede utilizar (4.14) para calcular i) (A\) (recuérdese que en este caso,

el vector 7$Lk ) es independiente de y se calcula segin (4.13))

Z (k)T

r#) = RO + (67 r)NB)

= (1) [N®(P)] [l + 2 [NE ()] [girh

+ () (1= ONB(R) + AN (Ry))

= (=0 | [N ] e + 6T ON® )

3 [N o + SN G R a0

Se puede observar que la dependencia de la restriccién con A es lineal y que, por tanto,
dentro de un elemento (2, basta imponer la restriccién en dos puntos para asegurar que se
verifique en todos. En consecuencia, en elementos lineales, parece que la opcién de imponer
la restriccion en dos puntos cualesquiera es la mas adecuada. Esto queda corroborado por

los ejemplos numéricos discutidos en el proximo capitulo.

En el caso de las disposiciones de la interfase distintas a las de la Figura 4.2 (para
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P13 > 0 0 Pypo > 0), la restriccién resultante es muy similar, basta sustituir (4.17)

1 0 G
N®(P) = —0 | 4. N®(Py) = — en el caso ¢1¢3 > 0
( 1) ¢3 _¢2 4)5 y ( 2) ¢1 — ¢2 q{)]. (b]d)&
P2
y por
Lo 1 ’
NE(P) = ——n 0 N® (P = —— | —4;| en el caso 2 > 0.
=54 yNER) =g | 12

&1 o2



Capitulo 5

Resultados numeéricos

En este capitulo se presentan varios ejemplos que demuestran que la estrategia propuesta
XFEM+ para el tratamiento numérico de los flujos en los problemas elipticos con interfase
es mucho mejor que las estrategias usuales FEM y XFEM. También se vera un estudio de

convergencia de los tres métodos.

5.1. Ejemplo 1: la interfase es una linea recta

Se retoma el ejemplo descrito en el apartado 3.4, en donde se tomaron dos configuraciones
de las fases: la primera con una interfase horizontal que corta internamente algunos elementos

de la malla propuesta y la segunda con una interfase inchinada 10°.

5.1.1. Ejemplo 1a: interfase horizontal

Para la configuracién de la interfase horizontal se dispone de los flujos exactos (el flujo
es constante q = [0 1]7/550.45) y la implementacién XFEM+ coincide exactamente con
XFEM; recordando que mientras el FEM falla en la aproximacién de los flujos en la vecindad
de la interfase, el enriquecimiento FEM captura tanto la configuracién de los flujos locales

como la norma energética de manera exacta (ver Figura 3.5).

39
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(a) XFEM+4 presenta un mapa de flujos con un  (b) Las componentes normales del flujo en los
aspecto mucho mejor que el que presenta XFEM  puntos de integracion (representadas en funcién
en la Figura 3.6 de su abscisa) para las tres estrategias.

Figura 5.1: Aproximacién XFEM+ (Ejemplolb: interfase inclinada 10°)
5.1.2. Ejemplo 1b: interfase inclinada 10°

Se sabe de la Figura 3.6 que el XFEM proporciona resultados poco precisos alrededor
de Tine, mientras que en la Figura 5.1(a), se puede ahora observar como los flujos XFEM+-

mejoran considerablemente cerca de la interfase.

Con respecto a la norma energética, se cumple que

lul) < fux ] < flux

| < sl

debido a que los espacios funcionales donde se busca la solucién estian encajados. El espacio
funcional de XFEM+- es una restriccion del XFEM, por lo tanto es més pequeno y es de
esperar que la aproximacion de la norma energética sea peor con XFEM+ que con XFEM.
En este caso,

llux || = 1.36076 < 1.36214 = [|u;

es decir se pierde precisién global aunque se gana en precisién local en los flujos. Ademsés, es
de destacar que la pérdida de precision global es poco significativa y, en particular, mucho
menor que cuando se utiliza FEM. Este mismo comportamiento se observa en todos los

ejemplos implementados.

La Figura 5.1(b) muestra cémo son los flujos normales a lo largo de la interfase obtenidos
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Figura 5.2: Ejemplo 1e. Con un refinamiento de la malla XFEM-+ mejora atin mas los flujos
cercanos a los puntos de la interfase, mientras que FEM y XFEM siguen presentando el
mismo problema.

por los tres métodos. De hecho, se muestran los valores en los puntos de integracién de los

elementos partidos y se representan en funcion de su abscisa. La continuidad del flujo normal

significara que la distribucién de estos valores ha de ser suave. La Figura muestra cémo el

valor de las componentes normales presentan fuertes discontinuidades para FEM y XFEM

mientras

5.1.3.

que son suaves para XFEM+.

Ejemplo 1c: interfase inclinada 10° y refinamiento de la malla

El mismo problema se analiza con una malla distinta, mas fina y no uniforme. Los

resultados globales (solucién FEM, XFEM y XFEM+ y curva de flujos normales a lo largo

de la interfase) se presentan en la Figura 5.2. De nuevo, se puede observar que XFEM+

mejora muy sensiblemente los flujos mientras que FEM y XFEM siguen presentando el
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Figura 5.3: Ejemplo 2a. FEM y XFEM presentan flujos que no son normales a la interfase
horizontal, mientras que XFEM+ si obtiene los flujos verticales como establece la condicién
de continuidad. La comparacién de los saltos de los flujos normales refleja una diferencia

significativa entre XFEM y XFEM+

mismo problema. La energia global XFEM+ es muy similar a la de XFEM y mucho mejor

que la de FEM. Este mismo comportamiento se puede observar en el ejemplo siguiente.

5.2. Ejemplo 2: interfase en un dominio irregular

Respecto del ejemplo anterior, se incluye un orificio circular en el dominio, por debajo de
la interfase. Las propiedades materiales y condiciones de contorno son idénticas. La condicién
de contorno en la circunferencia es Neumann homogénea (condicién natural, aislamiento

térmico). Esto hace que ain con la interfase horizontal la solucién no sea trivial.
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5.2.1. Ejemplo 2a: interfase horizontal

Considerando la interfase horizontal (ver Figura 5.3) se puede notar de la condicién (2.4d)
que para este ejemplo los flujos normales tienen que ser verticales por lo que la componente
tangencial del flujo es nula. Pero se observa en la figura, que en los flujos FEM y XFEM
cercanos a la interfase, aparecen contribuciones tangenciales (dejan de ser verticales) y en los
flujos XFEM-+- no tiene esa anomalia. También se observa que los flujos son més imprecisos
en la zona de alta conductividad y es de suponer que el error en la estimacion del gradiente

se vio amplificado por esta conductividad.

5.2.2. Ejemplo 2b: interfase inclinada 10°

Al inclinar la interfase 10° (Figura 5.4) se vuelven a obtener resultados similares a los

ejemplos anteriores en los que el XFEM+ proporciona una solucién més precisa en lo que

2 I
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Figura 5.4: Ejemplo 2b. Al inclinar la interfase 10° el XFEM+ supera considerablemente
los FEM y XFEM (en lo que respecta a los flujos cerca de la interfase).
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respecta a los flujos cerca de la interfase. Para este problema mds complicado XFEM -
sigue capturando extraordinariamente los flujos en la zona de transicién mientras que FEM
y XFEM se les hace imposible obtener una mejor precisién de los flujos. En este ejemplo
la norma energética sigue presentando la misma situacion del ejemplo anterior; la energia

XFEM-+ mayor pero muy cercano a la energia XFEM.

5.3. Ejemplo 3: interfase circular

Se concluye la presentaciéon de ejemplos con el siguiente problema en 21D que tiene una

interfase circular y solucién analitica.

V(=vVu) = ~4 en Q= (-1,1) x (-1,1)
vViuu =0 sobre I'y
U =Up sobre I'p
[[I/Vnu]] =0 sobre ',

donde I'y = {(z,y) : 2 = 0} U{(z,y) :y =0}, U'p={{z,y) : z = 1} U{(z,y) : y = 1},
Dine = {(7,y) : 22+ % = ]%} vy up =u(l, 1), y cuya solucién explicita estd dada por:

2 2
T+ Y si 2?2 +9? < T%
. . vy
w(w, y) = 24y 9 /1 1 2425 9
Y L2 (L) sia > 16
: e (ul V2> +y 16
con gradiente
2[z y] 242 < 2
S s1 2+ Yy < g
1
Vu(z,y) = T
A7 vyl G2y p2s 0
” . 16

Por otro lado, el fluyjo q = —[z y]' es continuo en todo .
En este e¢jemplo, el dominio esta separado por una interfase circular, y conductividades

muy distintas: v; = 1 y vy = 1000. En la Figura 5.5 se muestran lag aproximaciones de los
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flujos para los tres métodos al igual que los flujos exactos. Se puede observar que el FEM
falla completamente al aproximar los flujos cerca de la interfase y aunque XFEM mejora los
flujos en la zona de transicién existen algunas imprecisiones que son mejoradas, sin duda

alguna, con el XFEM+.

Con respecto a la norma energética, se cumple que |jug|| < Jud] < Jux| < Jju|| y era de
esperar que la aproximacion de la norma energética sea peor con XFEM+ que con XFEM

debido a que el espacio funcional de XFEM+ es una restriccidn del XFEM. En este caso,

0.30528 = [ug|| < luk]] = 0.67006 < 0.67024 = |juy

< ||ul| = 0.70653,

es decir, con XFEM+ se pierde precision global en la solucién, aunque se gana en precisién
local en los flujos. Nuevamente, es de destacar, que esta pérdida de precisién global es poco

significativa y, en particular, mucho menor que cuando se utiliza FEM.
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Figura 5.5: Ejemplo 3: XFEM+ supera considerablemente los FEM y XFEM en lo que
respecta a los flujos cerca de la interfase.
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Convergencia en Norma L2 Norma L2 de la aproximacion
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Figura 5.6: Analisis de convergencia en norma Ls
ra i . .
5.4. Analisis de convergencia

Se pretende hacer una comparacién del XFEM+ con los métodos FEM y XFEM. Para

ello, se usa el Ejemplo 3 que posee solucion analitica y, por tanto, se dispone de los errores

exactos. Para el andlisis se tomo la norma Lo y los siguientes tamanos de la malla f =

1/2, 1/4, 1/8, -+ asi como también, se considerd la convergencia en norma.

En la Figura 5.6-(a) se muestra la convergencia del error y la 5.6-(b) muestra la con-

vergencia en norma de las aproximaciones a la solucién exacta. Se observa que el método

XFEM+ tiene un comportamiento de convergencia similar al XFEM y que el comporta-

miento de ambos métodos es mucho mejor que el mostrado por el FEM. Este mismo estudio

se llevo a cabo con otras normas, tales como la energética y la H!, arrojando resultados

similares, por lo cual, se omiten sus graficos.



Capitulo 6
Analisis y representacion del error

Hasta el momento, al resolver el problema térmico estacionario en wn sistema no ho-
mogéneo (problema modelo) usando XFEM o su restriccion XFEM+ sus aproximaciones
han resultado satisfactorias, segin sean los valores de las conductividades y las necesidades
del problema. El enriquecimiento XFEM mejora la calidad global de la solucién pero no
satisface algunas propiedades locales de los flujos. Mientras, XIFEM+ logra superar estas
dificultades, produciendo buenas descripciones de los flujos alrededor de la interfase. Sin em-
bargo, debido al costo computacional adicional que involucra cualquiera de los dos métodos,
y a la precisién exigida por el problema en la zona de transicién, se debe fijar la atencién
en cémo definir un proceso adaptativo para conseguir un mallado éptimo para este tipo de

problema.

Dentro del contexto de un proceso adaptativo, el control del error se debe hacer tomando
en cuenta el interés particular del problema. A partir de nuestro problema modelo, puede
resultar vital: minimizar el error global en norma energética o el error local producido por
los flujos en la interfase. Asi, a primera discusion, se deberia usar el XFEM o su restric-
cion XFEM+-, segtin sea el caso. Sin embargo, y debido principalmente a la formulacién

variacional que surge de estos problemas (ver Capitulo 2), algo mas debe decirse.

En este capitulo se analizan los errores globales y locales producidos por estos métodos y
se proponen estrategias para definir un proceso adaptativo éptimo orientado al calculo de la
solucion de los problemas de difusién con conductividades muy distintas. La experimentacion

numérica deja ver los resultados analiticos presentados.

Para lograr este propdsito, se establecen las diferencias, en lo que respecta a los problemas

con interfase, de la norma energética de los errores para los tres métodos. También, se

47
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considerard la energia de manera local; especificamente en la zona cercana a la interfase,
debido a las dificultades que presentan las estrategias FEM y XFEM en esa regién y para

justificar las mejoras que se obtienen con la nueva estrategia propuesta XFEM-+.

6.1. Analisis del error

Para lo que sigue, upy representa cualquier aproximacion de elementos finitos (FEM,

XFEM o XFEM--). Esta solucién aproximada verifica que

Blug,v) = L(v) Vv e Va, (6.1a)

donde Vg serd Vx si ug representa cualquiera de las soluciones ux y u:'\}.

Puesto que la condicién (2.11) se impone de manera implicita en la formulacién débil,
no se puede garantizar que se anule ([[qn]],eﬂ)pm; mas ain, no es posible asegurar que
esté, al menos, cercano al cero. Para ver esto, sea [[q,lj]] la aproximacién al salto de flujo
normal a la interfase, utilizando cualquiera de los métodos de elementos finitos. Entonces,

esta aproximacién satisface la ecuacién (2.12), esto es
(wVug, Voo = (vVug, Vo)o,ua, + ([[q,‘?]] T (6.2)

la cual establece un cambio entre las formas bilineales B(u,v) y (¢#Vu,v)0,u0,. En especial,

la norma energética del error satisface

Blen, eﬂ') = (UVBH, Ven )Qx Ul — ( [[Qf]] y €H )Fint' (63)

Se vera cémo influye esta variacion en las estrategias utilizadas para resolver los proble-

mas elipticos con interfase.

6.1.1. Error del FEM

En el método FEM se sabe que la aproximacion ug tiene gradiente continuo en el interior

de todo elemento, por lo que

Vn“].lﬂm, = Vnu2lf‘im = Vyun
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y el salto del flujo normal queda determinado como

[[q{},] = (17),{{1 ‘Fint - qﬁiz‘r‘mh = (U2 - l/l)v”uH'

Ahora, para los problemas de interfase se tiene que vy # vo, entonces !an]] # 0y la con-
dicién de continuidad del flujo normal (2.4d) no se puede, en general, cumplir para puntos
interiores de los elementos. Para problemas de interfase con conductividades muy distintas,
la aproximacién del salto del flujo normal serd tan grande como sea la diferencia entre vy
y 2. Més ain, tampoco se puede asegurar que el FEM pueda satisfacer la condicién débil
(2.11), pues

([eZ]. em)r,. = 2 — v1)(Vnun, en ),

no necesariamente se anula y tampoco la satisface de manera aproximada por estar amplifica-
da por el factor v — 4. Asi la norma energética se ve afectada por el término ([[qﬁ’ ]] EH )i
y es por ello que no puede esperarse que la aproximacién mediante FEM sea aceptable pa~
ra estos tipos de problemas. En los gjemplos vistos anteriormente (ver Figuras 5.5 y 6.3),
las aproximaciones de los flujos cercanos a la interfase, obtenidas por el FEM, son muy

imprecisas.

6.1.2. Error XFEM

En la estrategia XFEM, la condicién débil de continuidad del flujo normal (2.11) si se

cumple, pero en un espacio de dimensién finita V. Es decir,
([eX].v)re =0, Vo eVy, (6.4)

pero este tipo de control sobre el salto no es absoluto para todos los casos, pues esta restric-
cién no se estd tomando en todo Vy. Por ejemplo, siv = ex € Vx,, entonces la aproximaciéon
del salto [[q,;( ]] no necesariamente satisface (2.11) y la norma energética puede verse afec-
tada por el término (i ], ex)r,,.. Aunque, de (6.4) se puede esperar que esté cerca de
la mejor aproximacién en Vg, pues ([¢:X]|,ex)r,, = 0, siempre y cuando, Vx, =~ Vy. Se
debe observar que (6.4) tampoco asegura que [[q;} ]] r = 0 v nos dice que es posible que la
aproximacion XFEM no satisfaga la condicién (2.4d). En los ejemplos numéricos, mostrados
en el capitulo anterior, se observaron algunas de estas situaciones, en donde hay una mejora

de los flujos numéricos cabe a la interfase pero aun son insatisfactorias.
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6.1.3. Error XFEM--

En el XFEM+ se incorpora la condicién de continuidad del flujo normal (2.4d) de manera
fuerte en algunos puntos sobre la interfase para controlar el salto en la aproximacién de los
flujos. La estrategia de tomar los puntos de Gauss para la integral de linea, garantiza que,

al menos aproximadamente, se cumpla la condicién débil (2.11). Es decir,
X+
(e Joo)r. =0 Vwvep,,

..y, , + N . .y
Con esta restricciéon no sélo se asegura que ([[q,'f _]],e‘\'})pi"k ~ 0, sino también que
gX . =0, por lo que la aproximacién XFEM+ tiene esa importante propiedad que
In lir. ’ . |

tiene la solucién exacta; como es la condicién de continuidad del flujo normal (2.4d).

Ademas, de (6.2) o (6.3), se puede decir que no existe variacién importante entre los
funcionales para calcular la norma energética del error. Los ejemplos dejan ver ¢omo los

flujos numéricos cercanos a la interfase sufren mejoras significativas.

6.2. Representacion local del error

Dado el tipo de problema que se sigue, dentro del contexto de un proceso adaptativo, se
puede tener interés en el control del error de forma global (norma de energética) o sélo en
la zona de transicién a la interfase (error local), conocido en la literatura como control del
error a partir de una cantidad de interés. Para analizar las dos vertientes, se consideran los

siguientes funcionales, .J(u), que miden un objetivo especifico o cantidad de interés:

J(u) = Bleg,u) é J(u) = ([[qf]],u)pim. (€

o
Tt
e

El primer funcional de (6.5) corresponde al funcional energético ||-||?, el cual esta definido
sobre todo el dominio {2y, en general, es el usado para el andlisis global del error. El segundo,
Hamado funcional interfase, sélo estd definido a lo largo de iy y se pretende usilizar para

hacer un analisis local del error en la regién cercana a la interfase.

Para la visualizacién y andlisis de los dos funcionales de error se toman dos opciones:
la primera, es ver cémo son las contribuciones locales de los errores (distribucién espacial
del error) en todo los elementos de la malla Qk, & = 1 : 1n¢em. Mas precisamente, con la

eleccién de cualquiera de los funcionales dados en (6.5), se utiliza la descomposicién usual
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Figura 6.1: Zona enriquecida Aey, v estandar Agy,: 2 = Ay U Agtq-

Energla XFEM : [ju |i* = 0.44022

Figura 6.2: Flujos numéricos del problema con interfase circular.

del dominio Q) por los elementos de la malla, y se descompone la cantidad de interés J(e),

COMmo

Nelem

Je) =Y Jile), (6.6)
k=1

donde Ji(e) = J(e)|q, es la restriccién de la cantidad de interés en Q. La segunda opcién,
considera sélo la zona cercana a 'y, como se muestra en la Figura 6.1, donde se divide el
dominio ) en dos zonas: una formada, con los elementos de la malla cruzados por la interfase
o elementos enriquecidos A, = UpQy, k € Eeny v, otra, Agy = Uy, k € Eenr que contiene
los elementos de la malla estdndar o no intersecado por I'ip. Asi, se divide el dominio como
0 = Agnr UAg,, para luego escribir la cantidad de interés como J(e) = J(e)|a,.. +J(€)|A.10+

donde

@A = Y Jile) (6.7)

kegenf'

representa, la fuente del error local o la cantidad de interés en la zona enriquecida Aep.

Para la representacion de los errores, se tomaran dos casos particulares de los ejemplos
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Figura 6.3: Flujos numéricos del problema cuya interfase es una recta inclinada 10°.

vistos en el capitulo anterior; ellos son los casos de la interfase circular y la inclinada 10°.
Para el caso de la interfase circular (ver el Apartado 5.3), se cuenta con los errores exactos
y, por la simetria del problema, sélo se tomara en cuenta para la representacion, el primer
cuadrante del dominio; el mapa de flujos estd dado en la Figura 6.2. El caso de la interfase
inclinada 10°, donde los errores de referencia provienen del refinamiento de la malla, se

estudid en la Seccién 5.1.2, y en la Figura 6.3, se muestran los flujos en una malla grosera.

6.2.1. =~ Funcional energético

Para el funcional energético, se obtiene la cantidad de interés
— ~ llell?
J(e) = Bley,e) = |le]|*,

o norma energética del error. La Figura 6.4 muestra la distribucién espacial del error (segiin
(6.6)) para el caso interfase circular. De esto, se concluye que: para el FEM, las contribuciones
importantes del error se encuentran en la zona cercana a la interfase y se destacan aiin més
si se comparan con las contribuciones de los errores del XFEM y XFEM+; entre estos dos
dltimos no hay una variacién significativa y las contribuciones importantes no ocurren en
la zona de enriquecimiento. Estas contribuciones estan por debajo de las dadas por el FEM
en la zona de no enriquecimiento (se debe tener presente la escala de las grificas para no
incurrir en un error de visualizaciéon). Con respecto a la norma energética del error, se sigue

cumpliendo el principio de minima energia: |lex|| < lle%|| < |lea]]; ver la Tabla 6.5.

La Figura 6.6 muestra los errores locales en los elementos enriquecidos (segin (6.7)) para
los tres métodos. Se nota cémo el FEM tiene grandes errores en los elementos enriquecidos;
esto se debe a que la aproximacion no puede tener gradiente discontinuo cerca de la interfase.

El XFEM y XFEM+ al enriquecer el espacio de soluciones, con la propiedad de gradiente
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XFEM = 0.026821 x 10'
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Figura 6.4: Caso interfase circular: representaciones espaciales de los errores locales del fun-
cional energético. En el FEM, los mayores errores ocurren en la zona Ag,, (grafica superior
izquierda), mientras que en el XFEM (grafica superior derecha) y XFEM+ (grafica inferior)
los mayores errores ocurren en la zona de mayor conductividad.

lesl llex llex |

3.0617 0.57393 0.57411
“eH “Aenr “eX“Aenr Ie;;'l Aenr

3.0408 0.45023 0.44886

Tabla 6.5: Energia global y local: interfase circular.

discontinuo sobre la interfase, mejora claramente en los errores de los elementos enriquecidos.

Por otro lado, la restriccién de la norma energética a la zona de enriquecimiento

€ ]Aenr ?

“norma energética local”, nos dice cémo se comporta la aproximacién de la solucion en la

b
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Contribuciones locales de los errores
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Figura 6.6: Caso interfase circular: comparacién de los errores locales del funcional energético

en la zona enriquecida Agy,r.
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Figura 6.7: Caso interfase inclinada 10°: representaciones espaciales de los errores medidos

a partir del funcional energético.
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Contribucionas locales de los errores

Norma Energia

Elementos enriquecidos 1

Figura 6.8: Caso interfase inclinada 10°: comparacién de los errores locales del funcional
energético en la zona enriquecida Ay,

regién cercana a la interfase Agp,. De la Tabla 6.5,

lexNaen < llexfam < lemlau.
y la estrategia XFEM- presenta un error energético local menor que el XFEM, lo cnal nos
dice, desde el punto de vista local, que la solucién XFEM+ es mejor que la solucion XFEM,
al menos, en la zona enriquecida.
1

Para el caso interfase inclinada 10°, la representacion espacial de los erroves (en todo el
dominio) para cada uno de los métodos se muestran en la Figura 6.7 y, en la Figura 6.8,
se comparan las tres estrategias. De la misma manera que el caso interfase circular, las
contribuciones importantes del FEM ocurren cerca de 17, ademds de la zona de mayor
conductividad v = 1000, mientras que para ¢l XFEM y el XFEM+, los errores sélo predo-
minan en esta ultima; es claro que al enriquecer la solucién las aproximaciones mejoraron.
La Tabla 6.9 deja ver cdmo la norma energética del error XFEM+ es menor que la del
XFEM; esto ocurre tanto de manera local como global. Sin embargo, esto no contradice
la. ortogonalidad de Galerkin debido a que no se esta tomando la solucién exacta sino una
solucién de referencia. Pero en cualquiera de los casos la solucién del XFEM4- no sera peor,

al menos localmente, que la solucién XFEM.

6.2.2. Funcional interfase

Para el funcional interfase, se obtiene la cantidad de interés

J(e) = ([a] . e)ri,.-
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l Jlexl

4.598 0.85133 0.84595

ew ) llex

leallneme | flextac, | lexlAm.

4.5139 0.76708 0.75335

Tabla 6.9: Energia global y local: interfase inclinada 10°,
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Figura 6.10: Caso interfase circular: representacion de los errores, usando el funcional inter-
fase, en los elementos que estan sobre la interfase.

A diferencia del funcional energético que es una integral de 4rea, el funcional interfase es una
integral de linea y, por tanto, las contribuciones de los errores solo se pueden representar
sobre la interfase. Para ello, se denota como 'y = Q N 1y a la parte de la interfase que
cruza al elemento enriquecido Qy, k € &g, Asi, se puede descomponer el funcional J(e)

como

Je)= Y Jle), coh  Jile) = ([¢F],e)r,.

k&€enr

Para el caso interfase inclinada, la Figura 6.10 muestra cémo son las integrales de linea
en los [y Los valores globales, .J{e), de los tres métodos usando el funcional lineal son dados

en la Tabla 6.11.

Debido a que se impuso de manera fuerte la condicién de continuidad del flujo normal a la
interfase en el XFEM+, entonces claramente lo satisface débilmente, por lo que la integral
de linea sobre 'y, se anula. Por otro lado, para el XFEM sélo se impone la condicién

de continuidad del flujo normal de manera débil, entonces su aproximacién no anulara la
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Interfase J{en) J{ex) J(e¥)
Circular =5 x 1072 | —4x 107* | =2 x 1071

Tnclinada 10° | 3x 1073 | =1 x 1074 | 1 x 10~V

Tabla 6.11: Integral de linea sobre ['jy.

integral de linea en todos los casos. Los ejemplos descritos aqui dejan ver que aunque la
integral a lo largo de la interfase es pequeiia, es no nula. Por dltimo, para el FEM no se
cumple la condicién débil ni siquiera de manera aproximada y, por supuesto, mucho menos

la condicién fuerte.

Para el caso interfase inclinada, la Figura 6.12 y la Tabla 6.11 muestran c¢émo son las
integrales de lineas en los I'y para las tres estrategias, dejando ver que tienen un comporta-

miento similar al dado en el caso interfase circular.

De ambos casos, se concluye que la eleccién del método dependerd de la cantidad de
interés J(e) que se elija para medir la precisién que se quiere obtener de la aproximacion.
Por ejemplo; si se busca una aproximacién que, desde el punto de vista global, alecance un
cierta tolerancia |J(e)] < T'ol, entonces la norma energética nos dice que el método XFEM es
muy 1itil para alcanzarla pero con la salvedad que para los problemas elipticos con interfase
en donde la conductividades son muy distintas hay imprecisiones de los flujos numéricos en
las cercanias de la interfase. Pero si, ademds, se quiere mejorar estas imprecisiones locales,
entonces el XFEM+ es una buena alternativa para lograrlo con una pequena pérdida de

precision global de la aproximacion.

Por otro lado, si lo que se quiere es obtener una mejora significativa de la aproximacion
en la zona de transicion de la interfase; estos es, que la cantidad de interés J(e) alcance cierta
tolerancia relativa o local |J{e)|/|J(e)| £ Tol: k € &, entonces el funcional interfase nos
dice que el método XFEM+ es el mas apropiado para aproximar el problema. Este funcional
local tiene la ventaja que analiza el error de la aproximaciéon de manera local y resultard muy

adecuado para encontrar una malla éptima.

6.2.3. Funcional energético local

Se termina este analisis combinando los dos funcionales anteriores para crear el nuevo

Juncional local

J(u) = B(CH,“) + (qulj]] > u')r'mt (6.8)
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o) = tla, L)

TFEM
120 | s XFEM ’,
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Elementos enriquacidos

Figura 6.12: Caso interfase inclinada 10°: representaciones de los errores locales medidos
usando el funcional interfase en la zona Agp,.

Interfase | [lexrllo,u0, | lexlloiun, | llex o
Circular 3.0693 0.5743 0.5741
Inclinada 10° 4.5977 0.8514 0.8459

Tabla 6.13: Norma energética local.
que sera la cantidad de interés asociada a la rorma energética local

He”%\UQQ = (J/Ve, UG)QLUQZ'

En efecto, si se evalia el error eg. en (6.8) y se usa (6.3) se tiene que

J(ew) = Blen,en) + ([[qf;]]] €H )i
= llealld + (Jo ] er)rn, = lealld, oo,

Es decir, J{e) = He”?zlu% mide la energia en la regién Q1 US2, que es el dominio del problema
modelo y por tanto la medida idénea para medir el error energético de la aproximacion.
La Tabla 6.13 muestra los valores energéticos para las tres estrategias y los dos tipos de
interfases. De estos se puede observar que el método XFEM+ alcanza, en ambos ejemplos,
valores menores que el método XFEM, por lo que se puede concliir que en el dominio de
definicién del problema fuerte, globalmente las aproximaciones XFEM+ son mejores que las
soluciones FEM y XFEM.



Conclusion

En el desarrollo de esta Tesis, se ha propuesto un nuevo método de elementos finitos para
las aproximaciones de los problemas difusivos con interfases. Este aporte se puede resumir
como una modificacién de las aproximaciones enriquecidas de los elementos finitos, particu-
larmente adaptada a problemas elipticos con conductividades muy distintas. La técnica se

fundamenta en las siguientes ideas:

= Obtener una expresién matematica para el salto del flujo normal sobre la interfase:
esta férmula permite justificar la modificacion del método de los elementos finitos
convencional, debido a su imposibilidad de satisfacer esa importante propiedad que

contiene la solucién exacta del problema; como es la continuidad del flujo normal.

= Imponer de manera explicita la condicion de continuidad del flujo normal a la interfase:
como el método de los elementos finitos extendidos impone esta condicién solo de
manera débil, mediante una modificacién ulterior a éste, se logra obtener una mejor

descripcion de los flujos alrededor de la interfase.

s Construir las ecnaciones algebraicas a ser anadidas a la formulacién enriquecida de
elementos finitos: se anade la continuidad del flujo normal sobre la interfase de ignal
manera como se impone fuertemente las condiciones de frontera tipo Dirichlet en el
sistema general. Es decir, se hace que el salto de flujo normal se anule en un conjunto
finito de puntos sobre la interfase para luego anadir al sistema algebraico extendido

las condiciones lineales obtenidas.

Por lo tanto, se ha conseguido mejorar de manera muy sensible la calidad de los flujos
numéricos en el entorno de la interfase. Para ello, la imposicién de manera fuerte de la

continuidad de flujos mediante ecuaciones algebraicas, transforma el XFEM en el XFEM+-.

Como otro aporte de esta Tesis, se ha conseguido establecer un rango de accion para
resolver los problemas elipticos con los métodos de los elementos finitos de la siguiente

manera:
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» Aunque el FEM es adecuado para aproximar problemas de una sola fase (conducti-
vidad constante), resulta inapropiado para los problemas de dos fases (conductividad
discontinua); por la incapacidad de la aproximacion de tener gradiente discontinuo

sobre la interfase.

e Al enriquecer el espacio de soluciones para incorporar a la aproximacion la propiedad
de flujo normal continuo en la interfase, el método XFEM resulta satisfactorio para

una gran cantidad de problemas con interfase.

= Cuando se tienen dos conductividades muy distintas, la aproximacién obtenida por
XFEM no es la mejor aproximacion que se pueda obtener en ese espacio enriquecido,
y la misma pierde precisién en las cercanias de la interfase. Si ademsds, el interés
esta en mejorar la precision de la aproximacion en esta zona de transicién, entonces la

estrategia XFEM 4 es la manera mas idénea para alcanzar esa mejor aproximacién.

Es importante destacar que el enriquecimiento XFEM tiene un costo computacional,
que viene dado por la extensién del espacio de soluciones. Esta extension del espacio depen-
derd de la cantidad de elementos enriquecidos, y si las conductividades del problema son
muy distintas, hay que extender aun mas el sistema para usar el enriquecimiento XFEM-+-.
Por tal motivo, existe la necesidad de disponer de una malla dptima para estas estrategias
y as{ disminuir el costo computacional. Dentro del contexto de un proceso adaptativo, el
control del error se debe hacer tomando en cuenta el interés particular del problema, en

general:

= Si se quiere un control global del error en lugar de la precisién de los flujos cercanos a

la interfase, el método XFEM junto al funcional energético local resultara apropiado.

= En su defecto, si se quiere un control local (zona de transiciéon) del error producido por
los flujos en la interfase para problemas de difusién con conductividades muy distintas

resulta conveniente el XFEM+ junto al funcional (6.8).

Esta idea puede ser generalizada a problemas de indole mas complejo (elasticidad, flujos
de Stokes...) afiadiendo la imposicién fuerte de las condiciones de contimiidad que en la

formulacién estandar de XFEM sélo se imponen de manera débil.
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