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RESUMEN

El presente trabajo presenta el desarrollo de una interfaz didactica de-
nominada Intergraph, construida en Visual Basic.net, que permite a los do-
centes disponer de una herramienta en la enseanza de la resolucion de ecua-
ciones diferenciales ordinarias usadas en el area de vibraciones mecanicas.
El proyecto estd enmarcacdo en los lineamientos educativos del Laboratorio
de Vibraciones Mecénicas de la Escuela de Ingeniera Mecanica de la Uni-
versidad de Los Andes. La herramienta envia datos al programa Matlab,
el cual resuelve y penera gréficos de las ecuaciones diferenciales ordinarias
consideradas. Estas ecuaciones mostradas de esta forma contribuyen a vi-
sualizar los fenémenos vibratorios en sistemas mecanicos para condiciones
especificas. Adicionalmente, se permite la reinsercién de pardmetros o coe-
ficientes para ohservar las variaciones que presentaria el sistema estudiado
en su comportamiento vibratorio mediante andlisis comparativo con las cur-
vas del comportamiento inicial. Como herramienta didéactica, el programa es
muy flexible pues permite al docente y al estudiante, estudiar la influencia de
perturbaciones o cambios predeterminados en sistemas mecdanicos vibratorios

reales o en fase de diseno.
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INTRODUCCION

Este proyecto corresponde al Trabajo de tesis presentado como requisito
para obtener el grado de Magister Scientia en Matemdtica aplicada a la
Ingenieria.

Se presenta un proyecto cuyo objetivo es desarrollar una interfaz didécti-
ca, construida en Visual Basic.net, que permita a los docentes del area de
vibraciones disponer de una herramienta en la ensenanza de la resolucién
de ecuaciones diferenciales ordinarias. Esta interfaz, denominada Intergraph,
alimenta los datos del programa Matlab, el cual genera graficos de las ecua-
ciones diferenciales ordinarias consideradas. La interfaz permite generar el
grafico de un ejemplo inicial, visualizarlo y compararlo con diferentes varia-
ciones del mismo, variaciones producto de los cambios de variables en las
correspondientes ecuaciones.

Las ecuaciones diferenciales ordinarias son de suma importancia en la
resolucion de problemas de vibraciones. Ademas, el andlisis de movimientos
oscilatorios es de gran utilidad por su aplicacién a multiples fenémenos, tanto
de fisica experimental como de la tecnologia industrial.

En el presente estudio se consideran los tipos mas simples de vibraciones,
es decir, las vibraciones de un cuerpo o de un sistema de cuerpos con un
grado de libertad. Para el estudio del movimiento armdnico simple se analiza

un sistema de masa-resorte, el cual, por su sencillez, permite analizar sin

IX



INTRODUCCION x

mucha dificultad varias variables, permitiendo ademas introducir el estudio

de la ecuacion diferencial ordinaria en las vibraciones:

ad*y  bOy
—= +ky =P i
g o TR =P (1)

En el Capitulo I se indican los antecedentes y se establece el marco tedrico
que sirve de fundamento al estudio. El Capitulo I trata de la teoria bésica
de las vibraciones mecdnicas, y se describen las ecuaciones de cada uno de los
modelos considerados: Vibraciones libres sin amortiguamiento, Vibraciones
forzadas: Estado estable, Vibraciones forzadas: Estado transitorio, Vibracio-
nes lihres con amortignamiento y Vibraciones forzadas con amortiguamiento
viscoso. En el Capitulo III se indica el uso del programa Matlab para resol-
ver las ecuaciones diferenciales de cada uno de los modelos analizados. Fl
capitulo IV trata del método numérico de Runge-Kutta, que es el algoritmo
utilizado por Matlah para resolver ecuaciones diferenciales. Finalmente en
el Capitulo V se indican las instrucciones para utilizar el programa, como

generar graficos, analizarlos y compararlos.



CAPITULO 1

ANTECEDENTES

La modernizacion de los medios e instrumentos con que se planifican,
desarrollan y se evaliian la ensefiaza de las vibraciones han evolucionado en
forma acelerada, por lo que en la Facultad de Ingenieria de la Universidad
de los Andes en el Postgrado de Matemética Aplicada se ha implementado
y promovido el desarrollo de herramientas de este tipo para la adquisicion y

difusidén de conocimentos.
1.1. El Problema

s Las ecuaciones diferenciales v las vibraciones mecanicas son temas am-

plios y complejos.

s La aplicacién de ecuaciones diferenciales a las vibraciones ha permi-
tido una mayor comprensién del comportamiento de las vibraciones

mecanicas.
= Ensefiar ambos tépicos a nivel de pregrado no es una actividad sencilla.

= Con este estudio se plantea un nuevo enfoque pedagdgico que permita
un proceso ensenanza-aprendizaje mas interactivo utilizando modelos

computacionales.



ANTECEDENTES 2

1.2. Objetivos

seneral
Desarrollar un programa para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias
prog p
usaclas en vibraciones mecanicas.

Especificos
s BEstudiar el software Matlab para ecuaciones diferenciales ordinarias.

= Iistablecer, adaptar y comparar la ejecucion y funcionamiento compu-
tacional de los programas Matlab y Maple para las vibraciones mecani-

cas.

s Disenar, elaboral e implemental una Interfaz grafica de usuario que

permita la alteracién de las variables de un archivo en matlab.

e Aplicar el modelo a un nuevo enfoque pedagogico basado en nuevas
tecnologias que permitan un proceso ensetianza aprendizaje mas inter-

activo.

e Desarrollar el conocimiento de las ecuaciones diferenciales estudiadas

en el area de vibraciones mecdnicas usando modelos computacionales.

1.3. Antecedentes de la investigacion

En 1982, la comisién de Postgrado de la Facultad de Ciencias Econdmicas
y Sociales de la U.C.V para el programa de Maestria en Ciencias Adminis-
trativas, realizd estudios sobre algunos aspectos técnicos, de la planificacién
del mantenimiento y de la prevencion de fallas de equipos e instalaciones,

que constituyen el Mantenimiento Preventivo por vibraciones Mecanicas.
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Estos estudios incorporan los principios més importantes de la teoria
de vibraciones, desarrollan las bases tedrico-practicas del diagndstico por
vibraciones mecanicas y describen los sistemas e instrumentos de mds reciente
aparicién en el mercado. Contienen ademas los conceptos fisicos y los modelos
matematicos que constituyen el soporte del software SISDE, creado por el
Dr. Genaro Mosquera C (2000), y un grupo constituido por especialistas
venezolanos y del Instituto Superior de Ciencias y Tecnologia Nucleares de La
Habhana, Cuba, para el estudio del comportamiento de equipos y estructuras
sometidos a vibraciones.

Lucero Nidya Zapata Acevedo, Luis /\ngel Moreno Londono (2000). Con-
tribucion al disefio econdémico de mezclas de concreto empleando téenicas de
simulacion computarizada (Universidad de Antioquia). Creacidn de un siste-
ma en Matlab y Visual Basic, para medir muestras de concreto a través de
imagenes tomadas a las muestra, y superar los métodos mannales en estas
mediciones. Estudia aspectos como las curvas de granulometria que caracte-
rizan el tamano de las particulas presentes en una mezclas determinada o que
pueden identificar al agregado pétreo proveniente de una fuente determinada.

Teonila Garcia 7 (2002). Desarrollé de un software para estudio de corto-
circuitos en sistema eléctricos de potencia. (Departamento de Gestién y Pro-
duccion. Facultad de Ingenierfa Industrial, UNMSM)(E-mail:gazateo@latinmail.com).

Fabio A. Pineda Botero (Febrero de 2003) presenté un trabajo sobre el
Control Activo (Adaptativo) de Vibraciones Mecanicas, tutoriado por Car-
los Mario Vélez Sanchez, Doctor en Ciencias Fisicas, Especialidad en Au-
tomética Industrial. (Universidad EAFIT, Escuela de Ciencias y Humanida-

des, Maestria en Matematicas Aplicadas, Medellin).
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Como ya se menciond, las primeras investigaciones sobre control activo de
vibraciones se iniciaron a mediados de la década de 1930 y se enfocaron en el
uso del control retroalimentado. Esto implicé la medicion de algin criterio de
error y su utilizacidn en la generacion de una senal de control proporcional.
Ajustando la amplitud y la fase de la fuente de control mediante circuitos
analogicos o digitales, se podia minimizar el error. Cuando la sefial de error
disminufa, la ganancia sobre esta sefial debia incrementarse, lo cual algunas
veces conducia a inestabilidades en el sistema de control. Por esta razdn, los
sistemas de control con retroalimentacién se emplearon para problemas de
ruido tonal (acistica), debido a que estos son inherentemente estables. Sin
embargo, en el mundo real la mayorfa de los problemas son inestables. En
la actualidad el problema de control se aborda desde la consideracion de las
condiciones cambiantes impuestas por sistemas, en general, no estables.

Iin ‘el caso de vibraciones mecanicas, el concepto de control activo se
caracteriza por una masa secundaria que se adiciona a un sistema vibratorio,
conectada a un sistema de control electrénico. La diferencia del control activo
-adaptativo, esta en la capacidad del sistema amortiguador de cambiar sus
propiedades internas para reflejar los cambios en el ambiente vibratorio. De
ahi la importancia del disefio desde el punto de vista del control adaptativo.

FEduardo Alberto Cirera, del Departamento de Ingenieria Mecanica, Labo-
ratorio CNC, Facultad de Ingenierfa, UNNE, (e-mail: ecirera@ing.unne.edu.ar),
en su trabajo presenta algunos conceptos relativos al aislamiento de vibracio-
nes en sus dos variantes: activo y pasivo. Se obtiene el modelo matematico de
un sistema mecanico de un grado de libertad, y se realizan simulaciones para

observar su comportamiento con aislamiento pasivo. Se plantean ademaés las
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ventajas del aislamiento activo y se asume una ley de control en particular,
la que se desarrollara en posteriores trabajos. En todos los casos se reali-
zaran simulaciones en PC, utilizando las herramientas y facilidades de los
programas Matlab.

Con respecto a las vibraciones, pueden ser de muy diversa naturaleza, y
muchas veces es imposible hallar un modelo lo suficientemente exacto de lag
mismas. Sobre todo es muy dificil saber qué tipo de vibraciones afectaran a un
sistema una vez que el mismo esté en operaciones. Sin embargo, en la litera-
tura consultada generalmente son modeladas como una funcién Aseno(wt),
y en otros casos se modelan como una funcién Acoseno(wt).

Jorge Mauricio Ovido trabajé sobre el enfoque tedrico de las ecuaciones
diferenciales, e implement6 diversos softwares. (http://www joviedo@eco.
unc.edu.ar).

Leonel Castaneda Heredia, Jorge Restrepo Ochoa, Claudia Zuluaga Giral-
do, Esteban Builes Moreno y Edgar Rueda Munoz (2003) implementaron un
programa para el analisis de vibracidnes libres en ejes, por medio de elementos
finitos, para el sistema Vibrafin. (Universidad EAFTT . Medellin-Colombia.
http://www.redalyc.com/).

Afonso Gutiérrez (Agosto, 2003) Problemas de convergencia en un con-
texto de software educativo. El articulo trata sobre los enfoques tedricos
sobre la creatividad, la produccién y el desarrollo de software. enmarcacdo
dentro del constante y acelerado proceso de intelectualizacién de la huma-
nidad, que conlleva a formar personas con conductas éticas, conocimientos
y mucha creatividad. (Universidad de La Laguna. Departamento de Analisis

Matematico).
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Nora Hernandez, Ramon Gomez,Oscar Arreo (Junio, 2003) La elabora-
¢idn de un maédulo instruccional. Preparado para el Centro de Competencias
de la Comunicacién Universidad de Puerto Rico en Humacao. Proyecto de
Titulo V. Gloria J.

Horacio Martinez Alfaro (Agosto, 2005) trabajé sobre material de apoyo
de vibraciones mecdnicas: Centro de sistemas inteligentes {hmaQ@itesm.mx
Tecnoldgico de Monterrey) (htpp://hma.mty.itesm.mx/).

Juan Ortega Terzan , Néstor Fierro Morineaud (2005): Desarrollé de una
interfaz interactiva de comunicaciones entre un dispositivo y Matlab: Desa-
rrolléd de una interfaz para el tratamiento digital de senales, utilizando la
herramienta interactiva de Matlab SPTOOL y DSP TMS320C31, con la cual
se crean e implementan senales y especialmente filtros, que pueden ser di-
senados y modelados de acuerdo con los requerimientos del usuario.

Giovanni Sandre Correa (2005): Perfilacor Topografico. Creacién de un
prototipo que permita realizar la exploracion de una superficie y graficarla tri-
dimensionalmente en computadora personal (PC). El principio de operacién
se basa en el desplazamientos de un sistema mecdnico de ejes coordenados
X e Y, controlados por motores de corrientes directa acoplados a codificado-
res Opticos que interpretan la altura en eje Z de la superficie por medio de
reflexion. Para mostrar el modelo de las superficies se utilizé Matlab, mane-
jado mediante una interfaz en Visual Basic. Las graficas finales se muestran
después de aplicar un método probabilistico de interaccion, con la finalidad
de eliminar algunas variaciones en las mediciones provocadas por ruido no

deseado.



CAPITULO 2

VIBRACIONES MECANICAS

2.1. Introducciéon

En este capitulo se tratan algunos aspectos de la teoria general de vi-
braciones mecanicas, cuyo conocimiento es bdsico para un estudio de las
ecuaciones diferenciales ordinarias que las representan. El fendmeno de las
vibraciones mecanicas debe ser tenido en cuenta para el diseno, la produccion
y el empleo de macuinaria y equipos de antomatizacion. Entre los aspectos

considerados estén los de estructura y la tecnologia del impacto.

2.2. Definiciones

Se presenta a continuacién la definicién de una serie de términos nece-
sarios para la comprension del tema tratado.
Sistema: conjunto formado por masa - resorte - amortiguador en sus dife-
rentes comhinaciones, y que representan un sistema de ingenierfa cualquiera.
Grados de Libertad: es el niimero minimo de coordenadas generalizadas
de un sistema, que univocamente determinan la posicion del mismo.
Cargas Dinamicas: fuerzas externas variantes en el tiempo a las que esta so-
metido un sistema, y cuyos efectos también son funcién del tiempo.
Vibracién. No existe una definicién exacta de vibracién; sin embargo, se

pueden considerar como vibraciones, las variaciones periddicas temporales

7



VIBRACIONES MECANICAS 8

de diferentes magnitudes. Especificamente, una vibracion mecanica es el mo-
vimiento de una pelicula o de un cuerpo que oscila alrededor de una posicion
de equilibrio.

Frecuencia : el niimero de ciclos por unidad de tiempo define la frecuencia
del movimiento.

Periodo de una vibracidn : intervalo de tiempo necesario para que el sis-
tema efecttie un ciclo completo.

Frecuencia natural: es la frecuencia de un sistema que tiene vibracion libre
sin amortiguamiento.

Amplitud: El desplazamiento méaximo del sistema desde su posicion de equi-
librio.

Resonancia: fendmeno que ocurre cuando la frecuencia de la excitacion es
igual a la frecuencia natural del sistema. Cuando se presenta, la amplitud de
la vibracién aumenta indefinidamente v esta gobernada tnicamente por la
cantidad de amortiguamiento presente en el sistema.

Modo de vibracién: es la manera particular de vibrar que tienen los siste-
mas para cada una de sus frecuencias naturales.

Amortignamiento: friccién o resistencia al movimiento periddico, que lo

retardan o causan su eventual desaparicion.

2.3. Causas, Clasificacién y Consecuencias de
las Vibraciones

Las causas de las vibraciones son muchas, pero béasicamente las vibra-
ciones se encuentran estrechamente rela(’.i(madas con tolerancias de mecani-

zacion, desajustes, movimientos relativos entre superficies en contacto, des-
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balances de piezas en rotacién u oscilacion, etc.; es decir, todo el campo de la
técnica. Los fendmenos anteriormente mencionados producen casi siempre un
desplazamiento del sistema desde su posicion de equilibrio estable originando
una vibracidn mecanica.

Las vibraciones se clasifican en libres y forzadas.

Vibracién libre: es el movimiento periddico que se ohserva cuando el sis-
tema se desplaza de su posicion de equilibrio estdtico en ausencia de fuerzas
externas.

Vibracién forzada: es el movimiento, no necesariamente periédico, que se
presenta cuanclo sobre el sistema actian fuerzas externas. Ademas, son fuen-
te de desgaste de materiales, de danos por fatiga, y de movimientos y ruidos
molestos. Todo sistema mecdnico tiene caracteristicas eldsticas, de amorti-
guamiento y de oposicion al movimiento, unas de mayor o menor grado que
ofras. Son estas caracteristicas las que hacen que el sistema vibre cuando es
someticdo a una perturbacion. Toda perturbacién se puede controlar, siem-
pre y cuando se anexen blocues de control cuya funcién de transferencia sea
igual o invertida a la funcién de transferencia del sistema. Si la perturbacion
tiene una frecuencia igual a la frecuencia natural del sistema, la amplitud
de la respuesta puede exceder la capacidad fisica del mismo, ocasionando su

destruccion.

2.4. Modelo Matematico Clasico

La ecuacion general de las vibraciones es:
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ad®u  bou
— + ku = Pt 2.1
0%t + ot i (t) (2.1)

Donde wu es la magnitud que sufre variaciones periddicas temporales, P(t) la
variable de reforzamiento o fendmeno incidente de la vibracion; a, b, y k£ son

las constantes caracteristicas del sistema

2.5. Vibraciones Libres sin Amortiguamiento

Consideremos el caso mostrado en la figura 2.1

Figura 2.1: Sistema Masa-Resorte

Se considera que: Sélo pueden ocurrir desplazamientos verticales del peso
Ww.
- la masa del resorte sea pequena en comparacion con la del peso W.

- Kl sistema. tiene un grado de libertad.
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Las vibraciones que son producidas inicamente por la fuerza eldstica del
resorte k se llaman vibraciones libres o naturales. El desplazamiento u es
considerados positivo en direccién vertical, ya sea hacia abajo o hacia arriba.
La fuerza de atraccion del resorte en cualquier posicion es F' = W + ku, k
es la constante del resorte, la masa del cuerpo vibrante es m = W/g, peso
dividido por la aceleracién, donde g es la aceleracién producida por la fuerza

de gravedad, la aceleracion del cuerpo es dada por

d*u
dt?

La ecuacién diferencial de movimiento es

=1

%/- i =W — (W + ku)

Esta ecuacién es valida para cualquier posicion del cuerpo. Introduciendo

la notacién

m W 563t
la ecuacion toma la forma siguiente
i +w?u =0 (2.2)

Solucién. Para resolverla, se considera que u = e® es una solucién. Tomando

la segunda derivada y sustituyendo en la ecuacién (2.2) se tiene :
(*+uw)et =06 7 +w? =0 510 = Fwi

una solucion particular de la ecuacidn es
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u(t) = Cre?* + Coe™
una solucion general de la ecuacion es
u(t) = Cy coswt + Cy sinwt (2.3)
w = peso ; u = desplazamiento vertical desde su posicion de equilibrio
2__ 9 _ ¥

=9 5=
w - k:

desviacién o deflexion del resorte. Las funciones son periddicas que se repiten

en un intervalo de tiempo
w(r+t) —wt =27

Este intervalo se llama el periodo de vibracién

1 1 g

T 2r 685,5

El movimiento vibratorio representado por la ecuacién (2.2) se llama mo-
vimiento armoénico. Las constantes C; y Cy se obtienen en las condiciones

iniciales ¢ = 0,

'“-'U
Ci=u y Co=—

w
Sustituyendo en la ecuacion (2.2) se tiene
Uy . :
w(t) = uy coswl + — sinwt (2.4)
w

Se ve que en este caso la vibracion consta de dos partes: Una vibracién
que es proporcional a coswt y que depende del desplazamiento inicial del
peso, y otra que es proporcional a senwt y depende de la velocidad inicial g

Como se muestra en la figura 2.2:
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ap
Ny
=

Figura 2.2: Desplazamiento-Velocidad
2.6. Vibraciones Forzadas: Estado Estable

Como un ejemplo de vibraciones forzadas, considere un motor de peso w
en el resorte el cual se desplaza en direccidn vertical.

Este sistema tiene un frecuencia natural

)
zz

R —
llgggursllil il
I
ES
\,i R

Figura 2.3: Sistema masa-Resorte-Motor de peso w
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kg
w=4/—=
w

Se supone que el motor gira a una velocidad angular € y su rotor tiene un
desequilibrio que crea una fuerza centrifuga de rotacién p, el cual produce
vibraciones forzadas al sistema, ademas de la fuerza gravitatoria y la fuerza
del resorte, se tiene una componente vertical psen$t.

Asi la ecuacién de movimiento es:

—ii = —ku + psin Ot
g

Introduciendo la notacién

m w ' m w

se obtiene la ecuacién diferencial
i + w?u = psenit (2.5)

Solucidén. Una solucién particular de esta ecuacién se obtiene suponiendo

que u es proporcional a sen{i, esto es tomando

wuy, = Cysenft (2.6)
(5 es una constante , derivando y sustituyendo en la ecuacién (2.3) se
tiene que

C‘i» - (I
3T TS A
w2 — 02

Asi| la solucién particular buscada es
qsen$it

)= e
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sumando a esta solucion particular (2.3) se obtiene

gseni

7,1,({7) = Crvl coswt + C«VQ sinwt + m

(2.7)

Esta ecuacion contiene dos constantes de integracion y representa la solucion
general de la ecuacion (2.3). Los primeros dos términos representan vibracio-
nes libres v el tercer término depende de la fuerza perturbadora, representa
la vibracién forzada del sistema. Se observa que esta dltima vibracién tiene

el mismo petiodo.

Sustituyendo Cs en la ecuacion (2.4) ignorando la vibracion libre se obtienen

las llamadas vibraciones forzadas en estado estable definida por la ecuacion:

7 1
Ty = o senSt —
k ! Y5

el factor

)
].—senf )i

[

es la deflexion que produce la fuerza perturbadora y el factor

representa la accion dindamica de esta fuerza. El valor absoluto de esta can-

tidad es usualmente llamado el factor de magnificacion o amplificacién
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se observa que depende Unicamente de la razén que se obtiene dividiendo
la frecuencia de la fuerza perturbadora entre la fuerza de la vibracién libre
del sistema en la grafica con los valores del factor de amplificacion como

ordenada y la razén como abscisa.

2.7. Vibraciones Forzadas: Estado Transitorio

En la ecuacion (2.5) el dltimo término representa las vibraciones forzadas.
La amplitud de la vibracion libre puede determinarse mediante la solucion
general de (2.5), tomando condiciones iniciales. En ¢ = 0 el desplazamiento
y la velocidad del cuerpo vibrante sean iguales a cero.
Para t = 0 se tiene @ = 0 y asi

qw/<

Cl =0 Cg = —m

Sustituyendo en la ecuacion (2.5) se tiene

u(t) = Qg—qlﬁ{senwt - %scm)t} (2.8)

£l movimiento consta de dos partes, vibracién libre proporcional a senft, y
vibracién forzada proporcional a senawt.

Consideremos el caso en que la frecuencia de la fuerza perturbadora es
muy proxima a la frecuencia de las vibraciones libres del sistema, w se acerca
a ) Si
0 —w=2A.

Donde es una pequena cantidad, y despreciando un pequeno término con el

factor

ol
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La ecuacién (2.5) serd :

2 € ~ Mt
u(t) = Qz_qw2cos(w; Z)tsen(w 5 )

2gsenAt  (w+ Q)¢
2—w? T2

B gsenAt
2wA

como A es una pequena cantidad, la funcién senAt varia lentamente, y

~

coswt

su periodo igual a 27 /A, es grande. La ecuacién representando vibraciones

de periodo 27 /w y de amplitud variable igual a

qsenm

esta clase de vibraciones se llama pulsacién y se muestra en la figura 2.4

u o 2 }4‘,%._
|

-~ |

Figura 2.4: Pulsaciones
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El perfodo de pulsacién, igual a %, aumenta a medida que w se aproxima a

2 ésto es la resonancia. Para w = () en la ecuacién anterior se puede sustituir
At, en vez de senAt, y se obtiene:

t
u(t) = —Qq—wcoswt

La amplitud de vibracién en la ecuacion crece indefinidamente con el tiempo,
como se muestra en la figura 2.5

10

% V(wt)+ 1

lIvn;urlr—l

t ~ Y {wt cos w? ~sin wt)
— 10

Figura 2.5: Amplitud
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2.8. Vibraciones Libres con Amortiguamiento

Los sistemas con movimiento arménico simple no disipan energia durante
la oscilacién. Sin embargo, todo sistema real lleva implicita la existencia de
fuerzas disipativas debido a lo cual el movimiento armdnico simple cesa des-
pués que ha transcurrido cierto periodo de tiempo. Esas fuerzas disipativas
son el reflejo de la existencia del amortiguamiento en el sistema. Las vibra-
ciones libres amortiguadas son un modelo simplificado del comportamiento
de los sistemas real es cuando sobre los mismos actian fuerzas excitadoras
con periodo muy pequenos de duracion. El sistema es estudiado a partir del
cese de esa accion.

Las propiedades de estos sistemas seran determinadas considerando el

amortiguamiento es de caracter viscoso, el cual es proporcional a la velocidac.
—ii = w — (w— ku) +ecu
g
el coeliciente ¢ representa el amortiguamiento viscoso o constante viscosidad.
£l signo menos indica que la fuerza actia en sentido contrario de la velocidad.

Dividiendo la ecuacién entre m = w/g y usando la notaciones

k k c c
wr=— = | Y 277,:———:—9
m w moow

se obtiene la siguiente ecuacién para vibraciones libres con amortiguamiento

VISCOSO.

i+ 2004w =0
Solucidén. Se asume una solucién de la forma

Y Tt

w=~uee
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dertvando y sustituyendo se tiene que
4+ 2 +w? =0
se obtienen
r=-—-nzk m

Se considera primero el caso en que la cantidad n? depende del amorti-

guamiento, es menor que la cantidad w? en tal caso la cantidad

2 2
wi=uw—n
es positiva y se obtienen dos raices complejas de r:

Y= —-nbawy Yo Te = —N iy

llevando estas raices a la expresion se tienen dos soluciones particnlares de la
ecuacion. La suma o la diferencia de estas dos raices, multiplicada por una

constante es también una solucidén .

C ,
Uy = 71(#1"7‘ -+ egt) = Cie ™ coswyt (2.10)
(’72 T 7 1 Nt . 3 v :
Uy = T(elt —est) = Coe " senwgt (2.11)

sumando ambas soluciones, se obtiene la solucidn general
u(t) = e " (Cycoswat + Casenwgl)

Ch v Cs son constantes que en cada caso particular deben ser determi-

nada por las condiciones iniciales. El factor e ™ decrece gradualmente con
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el tiempo y resultardan gradualmente amortiguadas, representa una funcion

periddica con una frecuencia angular wy, donde
2 2
Wy = Vw?* —n

es llamado frecuencia angular de vibraciones amortiguada.
El periodo es

27 1
T4 = —

Wy n?
. 1 a <m)
2

Comparando este periodo con el perfodo 7 = 27 /w obtenido antes pa-

i

ra las vibraciones sin amortiguamiento, vemos que el periodo de vibracion
amortiguada 14 es alto, pero si n es pequeiia en comparacion con w, este
aumento es una pequefa cantidad cue puede ser despreciada. Por las condi-
cidn iniciales para £ = 0 el cuerpo vibrante es desplazado de su posicién de

equilibrio en un valor wug y tiene una velocidad inicial g

Y

'U;('] -+ Ny
u=Cy  y g T T

Wy

sustituyendo en la ecuacion se Liene que

Uy + Nty

senwdt)
Wy

w(t) = e ™ (uoco.swdt +

il primer término de esta expresion, que es proporcional a coswgt de-
pende Unicamente del desplazamiento inicial uy y el segundo término, es
proporcional a senwyt, depende tanto del desplazamiento inicial uy como de

la velocidad 1. La ecuacién puede ser escrita en la forma equivalente

u(t) = Ae " (coswat — ay)
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el maximo valor es

A=,/C?+C?= .\/ug + —_____(u'o + o)

2
Wy

g = tan~! (g—l») =tan"1 (Mﬂ)
C2 Wally

en la figura 2.6 vemos que la curva es tangente al desarrollo de +Ae™"

en los puntos my, mg, m3, y my , My madondet =0 ,t=7,t=27r,--+;

t=7/2,t=37/2--

Figura 2.6: Diagrama de Aceleracién, Velocidad y Distancia vs Tiempo
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2.9. Vibraciones Forzadas con Amortiguamien-
to Viscoso

En la seccidon precedente discutimos vibraciones libres de una masa resorte-
snspendida con amortignamiento viscoso. Ahora consideraremos el caso don-
de, ademads de una fuerza del resorte - ku y una fuerza que resiste —cu, hay
también una fuerza que varfa armdnicamente y que actia externamente en
la masa que vibra. Como se ha visto en la seccidn anterior, una fuerza que
perturba puede ser producida por un motor desequilibradoe que funciona con
velocidad angular constante 2. Asi, la fuerza centrifuga que rota ¢, al actuar
segtin lo demostrado en al figura, tiene una componente vertical gecosQi. Bajo
tales condiciones, la ecuacién del movimiento para la masa suspendida m del

motor se convierte
mi, = —ku + ¢t + qeosSit

Solucién. dividiendo por m y introduciendo la notacion

. k c
W= = In=-—_
m m
se obtiene
il + 2ni + wu = qeos it (2.12)

Esta es la ecuacion de movimiento para vibraciones forzadas con amorti-
guamiento viscoso, 2n es el coeficiente de amortiguamiento del sistema con

vibraciones forzadas. Una solucién de la ecuacién es de la forma

u(t) = McosQt + NsenSt
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donde N y M son constantes. Para determinar estas constantes se deriva

la ecuacion y se sustituye para obtener:
(=M + 2nQN + W’ M — q)cosQt + (—=QEN — 2nQ0M + w? N)senf,

esta ecuacion se satisface para todo ¢ siy sélo si las expresiones entre parénte-

sis se anulan. Para calcular N y M se tiene una ecuacion algebraica lineal
—2M + 2nQON + w?M =g
—2N — 2nQOM + wiN =0

se obtiene
gle? = %)
(w? —02)2 + 4n202
q(2nQ)
(w? —02)2 + 4n2(02

N =

la solucién general de la ecuacidn es
u(t) = e (Ceoswytl + Cosenwgt) + McosQut + N senf

los primeros dos términos en la ecuacion representan vibraciones libres amor-
tiguadas, mientras que los dos tltimos términos representan vibraciones for-
zaclas amortiguadas. Las vibraciones libres tienen el perfodo 7, = 27 /wy,
segun lo discutido en la seccién precedente; y las vibraciones forzadas tie-
nen el perfodo T' = 27/Q, el cual es idéntico con el periodo de la fuerza
perturbadora que lo produce. Se observa que debido al factor e™™ las vi-
braciones tienden a cero gradualmente, dejando solamente las vibraciones
forzadas constantes representadas por los dos tltimos términos. Estas vibra-

ciones forzadas son mantenidas indefinidamente por la accidn de la fuerza
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que pertuba y, por lo tanto, son de gran importancia practica. En la secciéon

anterior, se han discutido las vibraciones forzadas sin amortignamiento, aho-

ra se vera como son afectados los amortiguamientos. La ecuacidn anterior de

estado estacionario de la respuesta se puede escribir en la forma equivalente

del fase-angulo como

u(t) = Acos(Qut — 60)

donde
A=VM? 4 N2
_ q
a V{(w? — Q)2 4+ 4n2Q2
N q/w?
/T =202 + 422 Jut
y

. N
9 =1 "IAI "
()

4 2nQ
= {tan m

= tan™" —2“]9/&}2
fan, .
L — T3

(2.16)
(2.17)

(2.18)

Se observa que las vibraciones forzadas de estado estacionario con amor-

tiguamiento viscoso son un movimiento armdnico simple que tiene amplitud

constante A



CAPITULO 3

SISTEMAS DE ECUACIONES
DIFERENCIALES ORDINARIAS EN
VIBRACIONES MECANICAS

3.1. Introduccidon

En la plataforma basica del Matlab los programas de Runge-Kutta
para resolver sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden
son ode23 y oded5. El programa ode23 resuelve sistemas de ecuaciones di-
ferenciales ordinarias de primer orden, usa las férmulas de Runge-Kutta de
segundo y tercer orden; odedd resuelve sistemas de ecuaciones diferenciales
ordinarias de primer orden usando las férmulas de Runge-Kutta de cuarto y
quinto orden. Hay también, en la plataforma basica del Matlab, la funcién
ode23p que realiza lo que la funcién ode23 hace y ademés calcula el grafico
de la evolucién en el tiempo de los primeros dos o tres componentes de la
solucion. Ademas, Matlab dispone de otros métodos para resolver ecuaciones
diferenciales que no estan en la plataforma béasica. Hay que destacar los pro-
gramas ODFE suite que contienen varias funciones para resolver ecuaciones
diferenciales.

Este conjunto de rutinas puede variar de version en version de Matlah. El
usuario debe consultar el manual de su version de Matlab para determinar las

rutinas disponibles. La rutina ode45 corresponde a una implementacion de un

26
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método de Runga Kutta de paso variable, y es la rutina usada en los ejemplos
dados en este estudio. Las otras rutinas siguen la misma convencion de uso.
La seleccion de la rutina mas adecuada en cada caso depende del problema
que se quiere resolver y de la precision deseada (para mas detalles ver manual
de Matlab).

A continuacién se presentan ejemplos de aplicacién de resolucién de pro-

blemas. Se consideran los siguientes casos:

Péndulo simple linealizado: Vibracién torsional

Sistema masa-resorte-amortiguado

Vibraciones forzadas: estado estable

:

Vibraciones libres con amortiguamiento

Vibraciones forzadas con amortiguamiento viscoso

3.2. Péndulo simple linealizado: Vibracion tor-
sional

Figura 3.1: Péndulo Simple Linealizado
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La ecuacién diferencial mas comun en vibraciones del tipo Péndulo simple

linealizado para pequenos valores del dngulo es:
0 + 79 =0

Solucién.

Para resolver esta ecuacion se necesita un programa principal que aplicue
el método de solucion y de un programa auxiliar que defina la ecuacién a
resolver. Se usard el metodo Runge-Kutta para resolver sistemas de primer
orden. Si la ecuacion no fuese de primer orden, es necesario transformarla. En
el presente ejemplo, la ecuacion es de segundo orden, entonces hay que hacer
un cambio de variable para transformarla en un sistema de dos ecuaciones

de primer orden.

h=0=1 =0
1112:9.:'?'!/322'§

[En resumen, se tienen dos ecuaciones de primer orden, dadas por
Y1 = Yo

. g

Y2 = —7y1
Para resolver este sistema de ecuaciones, es necesario crear un archivo de
funcién con la definicién de dicho sistema. Esto se hace escribiendo la ecua-
cion diferencial en la forma péndulo.m:
function py = pp(t,y)
[t, Y] = ode(@pp, [0 10], [0 1]);
plot(t,Y'(:, 1))
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title(’Pendulo simple linealizado’);

xlabel("Tiempo’);

ylabel("Theta’);

l=2;

g=9,8;

dy = zeros(2,1);

dy(1) = y(2);

dy(2) = —{y(1);

[0 1] es el vector de las condiciones iniciales.

[0 10] es el tiempo inicial y tiempo final.

it,Y] = ode(Qpp, [0 10],[0 1]); es el comando que llama el programa pd.m.
Este comando tiene como salida el vector [t Y], donde ¢ es el tiempo y V es

una matriz. plot(¢,Y(:,1)). El programa muestra el grafico (figura 3.2)

Pendulo simple linealizado

Timpo

Figura 3.2: Péndulo Simple Linealizado con el Tiempo y Desplazamiento
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Ahora se resuelve el sistema de ecuaciones por el método de la matriz

exponencial.

A=[0,1;-10,0]; Ymatriz de coeficientesY

c=[0 11; %Condiciones iniciales’

t0=0; %#Valor inicial del tiempoY

tf=1; % Valor final del tiempo%

h=0.025; % longitud de paso’

k=(+f-t0) /h; %calculo del numero de iteracionesY,

g=C; tab=[t0,C]; for i=1:k
t0=t0+h;
w=(expm(A*x(t0))*C’)’;
g=lg;wl;
tab2=[t0,w];
tab=[tab;tab2];

end
u=0:h:tf; plot(u’,g)
tab ;

tab =

0 0 1.0000
0.0250 0.0250 0.9969
0.0500 0.0498 0.9875
0.0750 0.0743 0.9720
0.1000 0.0983 0.9504
0.1250 0.1218 0.9229
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0.1500 0.1444 0.8896
0.1750 0.1662 0.8507
0.2000 0.1869 0.8066
0.2250 0.2065 0.7574
0.2500 0.2248 0.7034
0.2750 0.2416 0.6451
0.3000 0.2570 0.5828
0.3250 0.2707 0.5168
0.3500 0.2828 0.4475
0.3750 0.2931 0.3755
0.4000 0.3015 0.3011
0.4250 0.3081 0.2249
0.4500 0.3128 0.1472
0.4750 0.3155 0.0687
0.5000 0.3162 -0.0103
0.5250 0.3150 -0.0893
0.5500 0.3118 -0.1677
0.5750 0.3066  -0.2450
0.6000 0.2995 -0.3208
0.6250 0.2906 -0.3946
0.6500 0.2798 -0.4659
0.6750 0.2673 -0.5344
0.7000 0.2531 -0.59%4
0.7250 0.2374 -0.6608
0.7500 0.2201 -0.7180
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0.7750 0.2015 -0.7707
.8000 0.1816 -0.8186
.8250 0.1606 -0.8614
.8500 0.1386 -0.8989
.8750 0.1187 -0.9307
.9000 0.0921 -0.9566
.9250 0.0679 -0.9767
.9500 0.0433 -0.9906
L9750 0.0184 -0.9983
.0000 -0.0065 -0.9998

= O O O O © ©oOo o©o© o©

Asi tenemos el grifico

400

300

9 0.2 04 0.6 08 1
Timpo

Figura 3.3: Velocidad y Desplazamiento



SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS EN VIBRACIONES MECANICAS33

3.3. Sistema Masa-Resorte-Amortiguado

A Tx
k

,‘ m [ fit)
,, ﬂﬁ
; / /£ f/

W
< /
f/(
S S
Figura 3.4: Sistema Masa-Resorte-Amortiguado

A

La ecuacién correspondiente a este sistema es:

mi + i + kr = asen(t)

Para resolver esta ecuacion se necesita un programa general, es decir, un
programa cue resuelva la ecuacién para cualesquiera m, ¢, k, a, y condiciones
iniciales dadas. El cambio de variables para transformar esta ecuacion en un

sistema de dos ecuaciones de primer orden es el siguiente:
W=y =1

yzzylz'}’,'iyzzf

Con lo que se obtiene:

Y = Y2
. a (t) c k
Yo = —Ssen({l) — —io — —1
m m m
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Para resolver este sistema de ecuaciones de primer grado, Matlab exige crear
un archivo de funcién que defina dicho sistema. Esto se hace escribiendo la
ecuacién diferencial de la forma masa-resorte amortiguado;
function z — resorte
t,X] = oded5(Qpp, [0 10],[0 1));
plot(t,X(:,1))
title("masa resorte amortiguado’);
xlabel("Timpo’);
ylabel("Posicién’);
function dx = pp(t,x)
c=.5a=1;m=2;k=1; dx = zeros(2,1);
dx(1) =x(2); dx(2) = (a * sin(t) — cxx(2) — kxz(1))/(m);
Al ejecutar el programa se obtiene el grafico que se muestra en la figura 3.5

Masa Resorte Amortiguado

/’R\
/ \\

(=

Posicion

]
N
/ \-
/ |
1
15

N

Y
N

4]

20
Tiempo

Figura 3.5: Sistema Masa-Resorte-Amortiguado
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3.4. Vibraciones Forzadas: Estado Estable

La ecuacion del sistema es:
¥+ wiv = gsen{Q)

donde

Para resolver esta ecuacion se necesita un programa general, es decir, un
programa que resuelva la ecuacion para cualesquiera p, g, k, w y condiciones
iniciales dadas. El cambio de variables para transformar esta ecuacion en un

sistema de dos ecuaciones de primer orden es el siguiente:
W =T = '!jl =z

Se obtiene:
Y1 = Y2
Y2 = gsen(Qt) — wy,
function v f[t, X] = oded5(@pp, [0 100], [0 1]);
plot(t, X (:, 1))
title(’Vibraciones Forzadas: Estado Estable ’);
xlabel(Timpo ); ylabel(' Posicién');
function dz = pp(t,2)g = 8,9, w = 1;p = 2;
k=19 =(gxp)/wjc=(k*g/w)/2w=1;
if t <1,
f=1
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else f =0;
end
dr = zeros(2,1);dz(1) = 2(2);dz(2) = g * sin(w x t) — cx x2(1);
Al ejecutar el programa en Matlab vieeb.m se obtiene el gréfico de la
figura 3.6

Vibraciones Forzadas: Estado Estable

Posicién

-6F

-8 L i 1
0 20 40 60 80 100

Tiempo

Figura 3.6: Vibraciones Forzadas: Estado Estable
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3.5. Vibraciones Libres con Amortiguamien-
to

La ecuacion correspondiente a este sistema, es
F+2nE 4wl =0

De manera similar al caso anterior, se tiene para esta ecuacidn diferencial un

grafico como el que se muestra en la figura 3.7

x 107 Vibraciones Libre con Amortiguamiento

35f ]
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/
.

0 20 40 60 80 100
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Figura 3.7: Vibraciones Libres con Amortiguamiento

3.6. Vibraciones Forzadas con Amortiguamien-
to Viscoso

En este caso la ecucion diferencial es:

i+ 2nd + w?r = qeost
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cuya solucion para ¢ = 100, p = 2. w = 3,n = 100, w = 10 es:

Vibraciones Forzada con Amortiguamiento Viscoso
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Figura 3.8: Vibraciones Forzadas con Amortignamiento Viscoso

3.7. Meétodo de Runge-Kutta 4

function R = rk4(f,a,b,ya, M)
ENTRADA:
[ es el vector de funciones introducida como una cadena.
a 'y b son los puntos inicial y final
ya es la condicion inicial
M es el nimero de pasos
SALIDA:
R=1[X Y] donde X es el vector de abscisas e Y es el vector de ordenadas

h=(b—-a)/M,;
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n = length(Y a); Numero de ecuaciones X = zeros(1, M + 1);

Y = zeros(1, M + 1);

X=a:h:b
Y, 1) =ya;
for j=1:M

ki=h*feval (f,X(j),Y(j));
k2=hxfeval (f,X(j)+h/2,Y(j)+k1/2);
k3=hxfeval(f,X(j)+h/2,Y(j)+k2/2);
k4=h*feval(f,X(j)+h,Y(j)+k3);
Y(j+1)=Y(§)+ (k1+2%k2+2%k3+k4) /6;

end

k=X Y];

3.8. Meétodo de Runge-Kutta para Sistemas

function RN = rkdN(F,a,b,Ya, M)
ENTRADA:
F es el vector de funciones introducidas como una cadena, a y b son los puntos
inicial y final, Ya es el vector de condiciones iniciales. M es el nimero de
pasos
SALIDA:
RN =[X Y] donde X es el vector de abscisas e Y es la matriz de ordenadas
h=(b-a)/M,;

n = length(Ya); Numero de ecuaciones
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X = zeros(1, M +1);
Y = zeros(n, M + 1);

X=a:h:b;
Y, 1) =Yd,;
for j=1:M

ki=h*xfeval(F,X(j),Y(:,3));
k2=h*feval (F,X(j)+h/2,Y(:,j)+k1/2)’;
k3=h*feval(F,X(j)+h/2,Y(:,j)+k2/2)7;
k4=hxfeval (F,X(j)+h,Y(:,j)+k3)’;
Y(:,3+0)=Y(:, j)+(k1+2%k2+2%k3+k4) /6;

end

RN '=[X:Y];

3.9. Meétodo de Runge-Kutta Fehlberg 45

function R = rkf45(f,a,b,ya, M, tol)
ENTRADA:
f es la funcion introducida como una cadena
a 'y bson los puntos inicial y final
ya es la condicion inicial.
M es el nimero de pasos
tol es la tolerancia
SALIDA:

R=1[X Y] donde X es el vector de abscisas e Y es el vector de ordenadas
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Se introducen los coeficientes necesarios para calcular el primer paso del
método de Runge-Kutta- Fehlberg.

a2 =1/4;b2 = 1/4;a3 = 3/8; b3 = 3/32;¢3 = 9/32; a4 = 12/13;

bd = 1932/2197; ¢4 = —7200/2197; d4 = 7296/2197; a5 = 1;

b5 = 439/216;c5 = —8;d5 = 3680/513; €5 = —845/4104; a6 = 1/2;

b6 = —8/27: c6 = 2;d6 = —3544/2565; €6 = 1859/4104;

£6 = —11/40;r1 = 1/360; r3 = —128/4275; rd = —2197/75240; 5 = 1/50;
r6 = 2/55;n1 = 25/216;n3 = 1408/2565; nd = 2197/4104; n5 = —1/5; big =
lelb;

h = (b—a)/M;hmin = h/64; hmax = 64xh;max1 = 200; Y (1) = ya; X(1) =
a;j =1

br = b —0,00001 * abs(b);

while (X(j)<b)
if ((X(3)+h)>br)
h=b-X(j);

end.
Calculo de los valores para rkf45

kl=h*feval(f,X(j),Y(i));
y2=Y (j)+b2xk1;
if big<abs(y2)
break;
end
k2=h*feval (f,X(j)+a2x%h,y2);
y3=Y (j)+b3*k1+c3xk2;
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if big<abs(y3)
break;
end
k3=hxfeval (f,X(j)+a3*h,y3);
y4=Y (j)+bdxk1+cd*k2+d4*k3;
if big<abs(y4)
break;
end
k4=hxfeval (f,X(j)+adxh,y4);
y5=Y () +b5*k1+cb*k2+d5%k3+e5xk4 ;
if big<abs(y5)
break;
end
k5=hxfeval (f ,X(j)+ab*h,y5) ;
y6=Y (j) +b6xk1+c6xk2+d6*k3+e6+k4+f6xk5;\
if big<abs(y6)
break;
end
k6=hxfeval (f,X(j)+abxh,y6);
err=abs (r1*k1+r3*k3+rd*k4+r5*k5+r6+k6) ;
ynew=Y (j)+n1*k1+n3*k3+nd*k4+n5*k5;
Control de error y de tamao paso
if ((err<tol) | (h<2*hmin))
Y(j+1)=ynew$;
if ((X(3)+h)>br)
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X(j+1)=b;
else
X(3+1)=X(j)+h;
end
j=j+1;
end
if (err==0)
s=0;
else
$=0.84x*(tol*h/err) "{0.25};
end
if ((s<0.75)\&(h>2xhmin)) ;
h=h/2;
end
if ((s>1.50)\&(2*h<hmax))
h=2%h;
end
if ((big<abs(Y(j)))|(maxi==j))
break;
end
M=j;
if (b>X(3))
M=j+1;
else

M=j;
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end

end

R=[X Y]



CAPITULO 4

METODOS NUMERICOS

4.1. Introduccion

Si existe una solucién de una ecuacién diferencial, esta solucion representa
un conjunto de puntos en el plano cartesiano. Mediante los métodos numéri-
cos, es posible utilizar procedimientos que emplean la ecuacién diferencial
para obtener una sucesién de puntos cuyas coordenadas se aproximen a las
coordenadas de los puntos de la curva de solucién real. Pero una ecuacién
diferencial no necesita tener una solucion, y; si la tiene, no siempre se puede
expresar en forma explicita, en estos casos, tenemos que aceptar la aproxima-
cidn que nos brindan los métodos numéricos. Los procedimientos numéricos
para resolver ecuaciones lineales de primer orden se pueden adaptar para
sistema. de ecuaciones de primer orden.

A continuacion, se expone el método de Runge-Kutta el cual es simple de
aplicar y muy preciso en sus resultados. Se parte del caso de una ecuacién
diferencial de primer orden sencilla y luego se amplia para considerar siste-
mas. Tal vez el método mds exacto para obtener soluciones aproximadas al

problema de valor inicial.

dy

% = f(,I;v y)v :lj(/L'o) =%

sea ¢l método de Runge-Kutta de cuarto orden. Los distintos métodos de

Runge-Kutta se deducen a partir del desarrollo de y(z, + h) en serie de

45
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Taylor con residuo:

dy(z,) . hd*y(z.) WL (¢)
dx 2ldx? (k + 1)ldzk+1

Cuando k = 1y el residuo h?/2(dy(c)/dx) es pequefio, se obtiene la férmula

y(an + 1) = y(xn + h) = y(z,) +

de interaccion del procedimiento de Runge-Kutta de primer orden (o método

basico de Euler).

dy(z, ;
Yn+1 = Yn + h ((l’ljn) = Tpy1 + hf(.’ll'.m ’l/n)

siendo el error local de truncamiento O(h?) y el error global de O(h'). El pro-
cedimiento de Runge-Kutta de segundo orden (o método de Euler mejorado)

consiste en hallar las constante a,b,a y f tal que la formula

Yn+1 = Un + akl + ()k-)
ki (=" hf(Tu Yn)

ky = hf(v, +ah,y, + Bh)

coincida con un polinomio de Taylor de segundo grado. Se puede demostrar
que ello es posible siempre y cuando las constantes cumplan con las siguientes
condiciones:

a+b=1 ba=1/2 b5=1/2

Este es un sistema de tres (3) ecuaciones con cuatro incognitas, por lo tanto
tiene una cantidad infinita de soluciones. Se ha comprobado que cuando se
asume que a = b=1/2y o = =1, se obtienen buenos resultados, siendo
el error local de truncamiento es O(h*) y el error global es O(h?).

Nétese que la suma ky +bks es un promedio ponderado de ky y Ky, ya que
a-Fb=1y que asuvez ky y ky son miltiplos aproximados de la pendiente

de la curva de solucién y(x) en dos puntos distintos en el intervalo (z,,, Zy41)-
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Finalmente, el procedimiento de Runge-Kutta de cuarto orden consiste

en determinar las constantes adecuadas para que la férmula

1
Ynt1 = Yn+ E(Cblﬁ + bky + cks + dky)
ki, = hf
1172 = hf

ks = h
[Z

Ty Yn)

(

(2, + g,y + Brks)

f(n + agh, yn + Goky + Bsks)
(

ky = hf(a, + ash,yn + Saky + Bsko + Beks)

coincida con un polinomio de Taylor de cuarto grado. En el sistema se tienen
11 ecuaciones con 13 incdgnitas. Su error de truncamiento es O(h®) y su error
global es O(h*).

El conjunto de valores de las constantes mas utilizadas producen el si-

guiente resultado:

1

Yntl = Yo+ -6—(k1 + 2ky + 2k + ky)

kvo= hf(Tn,yn)

by = hf(En+ shoyn+ ok1)

by = hf(zn+ b,y + =k

2 : 5/ yn + 5k

1 1

ky = hf(xz,+ ;Z—h,, Yn -+ 5&72)

k4 = h'f(mn + h/-, Yn + k&)

Este resultado se puede ampliar y utilizar el método de Runge-Kutta para

solucionar sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden.
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4.2. Maple 8

Maple 8. es un programa simbdlico que tiene comandos muy simples.
Para ingresar una ecuacién diferencial, hay que considerar que el programa
no asume nada, por ejemplo, si se tiene una funcion f que depende de z(f(x))
es necesario indicar esta dependencia a, Maple.

A continuacion se muestra un ejemplo con una ecuacion de segundo grado

g+ gsen(()) =0

l
donde
&0
dt?
Una forma de ingresarla es:
ecl : = diff(theta(t), t32) + g/l * sin(theta(t)) = 0;
32 se f
ecl: = (%0(1‘)) + w =0

4.3. Resoluciéon de Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias

Para resolver Ecuaciones Diferenciales Ordinarias ( ODES por su nombre
en inglés: Ordinary Diferential Equations ), se utiliza el comando ”dsolve”.
Para una sola ecuacion la sintaxis es muy simple como se muestra a con-

tinuacion.

dsolve(ecl);

~0(t) 5
la—t—C2=0
I (490cos(a) + 256’1)1/2( a C ’
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o(t) 5
[ (490008(@) + 2501)1/2 d(L C 0

4.4. Resolucién de Ecuaciones Diferenciales
Mediante Aproximaciones Numéricas

Para activar esta opcién dentro de Maple, se debe utilizar la opcidn ty-
pe=numeric. Existe varios métodos numéricos disponibles para realizar estos
célculos. Por defecto el programa utiliza el rkf45. Mas informacion sobre
como operan los distintos procedimientos en la opcidn ”Ayuda” en Diphe-
rential Ecuations>dsolve >numeric.

Como se sabe, para obtener una aproximacién numérica de una solucion
de una ecuacion diferencial se debe establecer las condiciones iniciales del
problema antes indicado.

Fijemos los valores de las constantes g = 9,8 y [ = 1, y establezcamos las

siguiente condiciones iniciales:

ecl := (-g;@(t)) +9,8sen(0(t)) =0
Resolvamos numéricamente la ecuacién
f 1= dsolve(ec2, theta(0)=Pi/4, D(theta)(0)=0, theta(t), type=numeric,
output=listprocedure);
=1t = (proc(t) - - - endproc), theta(t) = (proc(t) - - - endproc),
Liheta(t) = (proc(t) - - endproc)]
Simplemente el programa genera dentro de los procedimientos codigos

que podemos ver, para luego ser llamados y obtener el valor de la solucién
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en un punto especifico. Para poder rescatarlos, debemos asignar esos pro-
cedimientos a algnna variable. Podemos reconocer 3 procedimientos en esta
respuesta, uno para el parametro que, como es de esperar, retornara el mismo
valor que le asignemos; y otros dos para el valor de §(t) y 9(1) Por lo tanto,
debemos tener dos variables para guardar estos ultimos procedimientos, que

son los que interesan.
th := subs(f, theta(t));

la salida es:

th := proc(t)---end proc
dth = subs(f,dif f(theta(t),t));

la salida es:

dth = proc(t) - - - end proc

Para utilizar estos procedimientos, basta con tomar las variables como [un-
ciones, como se muestra a continuaciéon. Los valores de #(f) y 0(7‘) cuanto
t = 0. th(0); salida es 0,78539816339745 y dth(0); salida es 0.

Se comprueban las condiciones iniciales.

Ahora para t = 10. th(10); salidad es 0,201796688280545117 y dth(10); salida
es 2,31150108070641869.

Luego se puede obtener cualquier valor de 6§ o su derivada. Como ya se
ha dicho, Maple posee mas de un método numérico de resolucion. Sucede
a menudo, especialmente cuando se trabaja con sistema de ecuaciones, que
un método en particular es incapaz de resolver el problema. Por lo tanto,

es necesario utilizar otro. Para hacer esto se debe agregar una opcion extra
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al comando dsolve que es method=método. Otros métodos disponibles son:
dverk78, classical, gear, lsode y taylorseries.
f = dsolve(ec2, theta(0) = pi/4, D(theta)(0) = 0, theta(t),
type = numeric, output = listprocedure, method = classical); f := [t =
(proc(t)...end proc), 0(t) = (proc(t) - - - endproc), %0(t) = (proc(t)- - - end proc)]
La salida es idéntica, pero los procedimientos que se han creado son dis-
tintos. Para poder recuperarlos, sélo se debe seguir el procedimiento antes

descrito.

4.5. Graficacién de Soluciones

Maple posee la capacidad de graficar las soluciones de una ecuacion di-
ferencial ordinaria (ODE) 6 de un sistema de ODES, para lo cual resuelve
las ecuaciones de forma numérica y automdtica. Sigamos con el ejemplo de
la ecl v grafiquemos su solucion entre £ = 0 y £ = 10.

La sintaxis que se debe utilizar es:

DEplot( ecuaciones, var. Ind, intervalo ind., [[cond. Iniciales]]);
Pueden ser una o varias ecuaciones y debe haber tantas variables indepen-
dientes como ecuaciones la variable t en el caso ecl debe ir en el lugar indi-
cado en el paréntesis. Las condiciones iniciales deben colocarse entre doble
paréntesis cuadrado. El intervalo de la variable independiente (t en el caso
de ecl) debe ir en ese lugar. Las condiciones iniciales deben ir entre doble
paréntesis cuadrado.
DEplot(ecl, theta(t),t=0..10, [[theta(0)=Pi/4, D(theta)(0)=0]});

Se observa que el gréfico no tiene mucha precisién, pero ésta se puede

aumentar especificando que se calcule un mayor mimero de puntos, para lo
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0.8
0.6

0.2

-0.2 t
0.4
-0.61

Figura 4.1: Péndulo Simple Amortiguado

cual se agrega la opcién stepsize y se disminuye su valor en relacién al utili-
zado anteriormente. Este valor puede variarse como se desee. Para el ejemplo
se toma stepsize = 0,2, que especifica que se tomen puntos en la variable
independiente a una distancia de 0,2 unidades uno del otro. Hay que tener
en cuenta que cuanto menor sea stepsize, se generan mas puntos y, por lo
tanto, el computador se demora mas tiempo en entregar el resultado.
DEplot(ec2, theta(t),t=0..10, [[theta(0)=Pi/4, D(theta)(0)=0]], stepsize=0.1);
Se nota una gran diferencia entre los dos gréficos. El primero muestra una
oscilacién que pareciera estar amortiguada, mientras que el segundo no. Dado
que la ecuacion que se ha considerado que corresponde a la ecuaciéon diferen-
cial del movimiento de un péndulo plano simple, este no es amortiguado. Por
lo tanto, debido a su baja precisién, el primer grafico nos muestra de forma
fidedigna la solucién.

Téngase en cuenta que Maple, especialmente en este tema, puede ser

muy sensible al caos de las soluciones debido a que aproxima los valores. Una
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forma de disminuir los errores es ampliar la cantidad de digitos con los cuales
trabaja el programa por defecto.
Ahora resolvemos el mismo ejemplo con el sistema matricial
restar: with(linalg, coldim, diag, eigenvals, equal, exponential, multiply,
rowdim):
A:=matrix(2,2,(0,1,-10,0])
C:=matrix(2,1,[100,400]):
S:=simplify (multiply (exponential (A t),C)):
matrix(2,1,[x(t),y (t)]) =matrix(2,1,[collect (S[1,1],exp),collect(S[2,1],exp)]);

a(t) {100 x cos(v/10) % 1) + 40 * /10 % sin(+/10 * #)
=100 % V10 % sin(+/10 + ) + 400 * cos(v/10 x t)

sysi= dif(x(1):t)=0%x(6) Ly () diff(y (0),6)=- 10" x(6) +0%y (0):
1C:= {x(0) = 100, y(0) = 400}:
ans:=combine(dsolve(sys union IC, x(t),y(t)),trig):

exprl:= subs(ansx(t));
exprl:=100 x cos(v/10 * t) + 40 * v/10 % sin(y/10 * t)
expr2:= subs(ans,y(t));
expr2 :=~100v/10sin(/10t) + 400cos(/10t)

plot(|exprl,expr2],t = 0..5,color= [red,bluel,tickmarks= [20,10],

de ecuaciones diferenciales‘);
q=dsolve(diff(x(t),t) = 0*x(t)-+1%y(t), diff(y(t),t) = -10*x(t) + 0*y(t),

x(0) = 100, y(0) = 400, x(t), y(t), type = numeric, output = listprocedure):
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q(0.3); [t(,3) = ,3,z(t)(,3) = 161,068239317942272,
y(t)(,3) = ~23,8806966204809400]
with(plots):
A:=odeplot(q, [t, x(t)], 0..0.5, color = red):
B:=odeplot(q, [t, ¥(t)], 0..0.5, color = blue):
display(A, B, axes = boxed, title =‘Solucién Numerica Runge-Kutta');

Gréfica de velocidad y desplazamiento
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4.6. Movimiento Armoénico Simple

Este caso corresponde a las vibraciones que experimenta un objeto de
masa m en ausencia de fuerzas externas F(t) = 0 Se considera el amortigua-

miento del sistema ¢ = 0. La ecuacién diferencial es
2"+ ng =0

donde wy = /k/m

> ec:=dif f(x(t), 1$2) + w = x(t) = 0;

d?x(t)
dzt
> dsolve(ec, (0) = 1, D(x)(0) = 1, 2(t));

)+ wiz(t) =0

sin(wot)

z(t) = cos(wot
(t) A + cos(wyt)

> yl := unapply(rhs(dsolve(ec, z(0) = 1, D(x)(0) = 1, z(1))), t, wy);

yl = (t,wg) — 32-’%)—(@ + cos(wot)

> with(plots) :

> p = plot(y1(t, ,01),y1(¢,,5), y1(t, 2), y1(£,5), y1(£,10), £ = 0.,6) :

> {1:= textplot(3, 5, wo= 0,01'},[2,30,2,5, we = 0,51, [3,375, 1,3, wy = 2}),
(10,64, —1,2) wy = 5',15,64,1,2) wq = 10}, align = ABOV E,right) :

> display(p, t1).

Ella se obtuvo de acuerdo a la seccién de Maple adjunta, en la cual primero
definimos una funcién de dos variables, el tiempo t, y la frecuencia natural wy,
seguidamente obtuvimos la graficas de las soluciones para distintos valores

de wy (0,01,0,5,5,y 10) y las superpusimos en un mismo plano ¢ —y, al cual
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se le asigné la variable p. Para identificar las diferentes graficas superpuestas,
definimos una variable t1, en el cual colocamos un rétulo a cada gréfica por
medio del comando textplot ( condiciones ). Finalmente, superpusimos las

variables p y £1 y desplegamos el resultado usando el comando display.

Figura 4.4: Oscilaciones Libres para Varias Frecuencias



CAPITULO 5

INTERFAZ DE USUARIO PARA LA
COMPARACION DE GRAFICOS

5.1. Introduccion

En este capitulo se dan instrucciones que le permitan al usuario generar en
Matlab graficas de funciones provenientes de datos de una interfaz construida
en Visual Basic.net. Esta graficas permiten la visualizacidn, comparacion y la
posibilidad de guardar la imagen del grafico generado, incluyendo los distintos

cambios de variables realizados en la correspondientes funcion.

3.2. InterGraph

InterGraph ha sido disenado con el propdsito de asistir en labores edu-
cativas, como herramienta explicativa. Es una interfaz grafica que permite
comparar graficos creados con Matlab.

Permite:

» Visualizar un grafico original y uno modificado en una sola ventana,

individualmente y en modo comparativo.
e Retener graficos para compararlos entre ellos.

s Modificar rapidamente las variables de las expresiones usadas para ge-

nerar graficos.

o7
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InterGraph sélo permite la visualizacion de los gréficos y de las férmulas
utilizadas para crearlos, no permite ni ejecuta ninguna operacion matematica,
-

de comparacion.

5.3. Funcionamiento

InterGraph se conecta a Matlab utilizandolo como generador de graficos,
y utilizan archivos “m”de Matlab, los cuales pueden contener comentarios
especiales. Estos archivos deben seguit ciertas reglas para poder ser proce-
sados y lograr la creacion de gréficos. (Vea los pasos listados en “Configurar
un archivo m” ) .

Requisitos del Sistema Intergraph

1. Windows XP/NT/2k

2. Matlab debe estar instalado; de no estarlo, Intergraph no funciona.

3. Disponer de Microsoft. NET Framework versién 1.1 o superior.

4. Cumplir con los requerimientos de Matlab.

Nota: Intergraph puede ser encontrado en Web de Microsoft.

5.4. Preparar Archivos de Matlab

1. Siempre termine sus lineas con punto y coma ( ; ).

2. Es recomendable que las variables estén bien definidas. En la mayoria de

los casos se utilizan variables cuyo valor es el resultado de una expresion,
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estas expresiones suelen ser muy largas y al colocarles una marca de
variable es complicado modificar su valor en el panel de variables de

InterGraph.

Para evitar este inconveniente, divida la expresion en expresiones mas

(O8]

pequenas y marquelas como variables.
4. InterGraph desactiva las pausas, evite su uso para multiples ploteos.
5. No utilice las animaciones. En futuras versiones se colocard esta com-

patibilidad que permitara utilizarlas.

5.5. Configurar Variables

AT'a er utilizar InterGraph de manera conveniente se deben realizar

Para poder util InterGraph d t deben realiza

algunas modificaciones en los archivos de seript de Matlab o archivos “m”.
Suponga que tiene un archivo “m” en mis documento llamado “demo.m”

con el siguiente contenido:
1. 2 =0:pi/100 : 2 * pi;
2. y = sin(x);
3. plot(z,y);
4. xlabel('z = 0 : 27);
5. ylabel('Sine of 2');

6. title(‘Plot of the Sine Function’,'FontSize’,12);
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Recordar que si se agrega este archivo al directorio de férmulas de In-
terGraph, tan sdlo se podra ver el grafico original y no se podra generar el
grafico de comparacién con este mismo archivo, porque en este caso el pro-

grama genera el mismo grafico original.

Para poder generar el grafico de comparacion se debe colocar un comenta-
rio especial en el archivo “demo.m”, el cual permite que InterGraph reconozca.
las variables y deje modificarlas para generar una variante de su grafico ori-

ginal. El comentario debe comenzar con % — — > y tener la siguiente forma:

% — — > wariable — nombre : nombre — variable — valor : Valor —
predeterminado — etiqueta : Texto — identi ficativo

donde:

Nombre — Variable : Nombre de la variable tal y como se eseribio en
Matlah.

Valor — Predeterminado : Valor inicial de la variable.

Texto — Identificativo : es el significado de la variable, por ejemplo:
“Masa”, “Volumen”  “Tiempo” etc...
Nota: Se debe modificar lo que esta marcado con 7777, respetando los dos
puntos(:), guiones (-), y textos:

% — — > variable — nombre :777? — valor :77?? — etiqueta :?77?
Se puede observar que en el archivo se tienen dos variables “z,y”. Tomando
la variable & para nuestro ejemplo, en la linea 1 se agrega el siguiente comen-
tario:

r=0:pi/100 : 2 x pi; % — — > variable — nombre : x — valor : [0 : 0,1 :
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pi|' — etiqueta : algo
Este comentario le permitird modificar el valor de 2 (en este caso la expresién
“0:pi/100 : 2 x pi”) utilizando Intergraph.

Si en este punto se realiza esta modificacién, se introducen nuevos datos en
el archivo “demo.f”. Se observard que en el drea de parametros aparecerd “z”.
Cambie el contenido de & por este otro:

0:pi/10: 6 % pi y presione Graficar.

Se debe repetir el procedimiento con las variables que necesite para lograr
el cambio en el grafico.
Este comentario para las variables debe ser colocadoen la misma linea de la

.

5.6. Configurar el Titulo

Para configurar el titulo que utiliza InterGraph para identificar el archivo,
se debe agregar un comentario de la siguiente forma:
% — — > Titulo: El titulo.

Titulo: es el titulo del gréafico, por ejemplo “Seno Funcién”.

Importante: El titulo solo se utiliza para facilitar la busqueda de un ar-

chivo en la lista de titulos y no interviene en el ploteo de los gréficos.

5.7. Configurar la Ecuacién

Para configurar la ecuacién que muestra InterGraph, se debe agregar un
comentario de la siguiente forma:

% — — > Ecuacién: Cos(zx)



INTERFAZ DE USUARIO PARA LA COMPARACION DE GRAFICOS 62

Ecuacion: es la ecuacién que genera el grafico, por ejemplo “0 : pi/100 :

2% pi”.

5.8. Elementos de la Interfaz de Integraph

En el siguiente gréfico de Intergraph, se muestran las diferentes ventanas

del programa

B Feppueema s Sneniy
Trnpmr Borees S e
S} wrzoes B v Yormss
A e S Lty

Figura 5.1: Interfaz

1: Selector de archivo. Muestra una lista de los archivos que se han colo-
cado en la carpeta de scripts.
2: Imagen original. Despliega la imagen original del script seleccionado.
3: Imagen modificada. Despliega la imagen que se origina luego de que el
script modifica las variables.

4: Guardar imagen original. Presenta el didlogo “Guardar como”para alma-
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cenar una copia de la imagen original.

5: Guardar imagen modificada. Presenta el didlogo “Guardar como” para al-
macenar una copia de la imagen modificada.

6: Graficar la funcion actual. Al presionar este botén ‘Gréficar’ se genera un
grafico utilizando los valores modificados y se muestra en el drea (3).

7: Mostrar la ventana de comparacién. Abre una ventana en la que se mues-
tran las dos imagenes, una al lado de la otra para realizar comparaciones.
8: Area de edicion de variables. Permite modificar las variables del script.

9: Mantener la imagen actual. Al estar marcado, las graficas generadas se
colocaran una encima de la otra para poder relizar comparaciones de las

mismas.



CONCLUSIONES

® La herramienta principal de este trabajo es el programa INTERGRAPH,
el cual permite la ensenanza de las vibraciones mecdnicas en ambiente

de aula y de laboratorio.

a La capacidad Matlab-Intergraph-Visual Basic permite resolver ecua-
ciones diferenciales ordinarias y es usada como una herramienta de
ensenanza de dichas ecuaciones mediante la generacién de graficos y la

comparaciéon de los mismos.

s Como herramienta diddctica, el programa es muy flexible pues per-
mite multiples cambios de variables, que consecuencialmente; tanto el
instructor como el estudiante, tiene la posibilidad de analizar el com-
portamiento de sistemas mecanicos reales, mediante el grafico corres-

pondiente a cada cambio de variables, la comparacién entre los mismos.
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