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Resumen

El objetivo principal del presente trabajo de grado es el de extender la nocién de ryg-variacién
acotada, en el sentido de Wiener, a funciones reales definidas en un rectangulo I? del plano. La
investigacién que nos condujo a desarrollar este concepto estd basada en la fusidén de las nociones de
-variacion acotada, en el sentido de Wiener y de k-variacién o variacién en el sentido de Koren-
blum. La estrategia metodoldgica utilizada se fundamenta en la técnicas desarrolladas por Hardy y
Vitali, para funciones en dos variables; en particular, utilizamos las ideas desarrolladas por Chist-
yakov en [6]. Realizamos un estudio minucioso de la clase de funciones de sy-variacién acotada
en un variable introducidas por S. Kim y J. Kim en 1986 y basdndonos en los resultados por ellos
obtenidos, se demostré que la clase koVW (1%) de las funciones f : I® ¢ R? > R con k-variacién
finita, en el sentido de Wiener, a las cuales hemos llamado funciones de W-s-variacién acotada,
tiene propiedades similares. Posteriormente, se establecieron condiciones necesarias y suficientes
para que la clase xoVW(I%) fuese un espacio vectorial, con la suma y multiplicacién por escalares
definidas de la manera usual. Se doto al espacio con una norma, haciendo uso del funcional de
Minkowski, la cual le da una estructura de espacio de Banach. Por ultimo se estudié una serie de
inclusiones entre estos espacios.

Palabras claves: Funciones de xp-variacion acotada, Funcional de Minkowski, Espacio
de Banach.
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Introduccion

En 1881 Camille Jordan [14], como consecuencia del analisis que hizo sobre la prueba dada
por Dirichlet, concerniente a la convergencia de Series de Fourier, de funciones monétonas a trozos,
introdujo el concepto de funcién de Variacion Acotada, como aquellas funciones f : [a,b] - R, tales

que
V(f;[a,b]) = sng [f (z:) - fzia)l,

es finito, donde el supremo es considerado sobre todas las particiones & = {x, ..., z,} del intervalo
[a,b]. Jordan demostré que éstas funciones se pueden representar como diferencia de dos funcio-
nes mondétonas (Teorema de Representacion de Jordan), obteniendo asi, la validez del criterio de
Dirichlet para esta clase de funciones. De hecho, dicha clase de funciones, denotada por BV[a,b],
resulta ser un espacio vectorial, el cual tiene una estructura de espacio de Banach, con la norma

£ = 1f(a)l + V(f;[a,b]), feBV]a,b].

El interés generado por la nocién clasica de funcién de variacién acotada, ha conducido a
algunas generalizaciones del concepto; principalmente destinadas a la bisqueda de clases de fun-
ciones "mds amplia”, cuyos elementos tengan serie de Fourier puntualmente convergente. Como en
el caso clésico, estas generalizaciones también han encontrado diversas aplicaciones en el estudio
de ciertas ecnaciones diferenciales parciales e integrales y también en la teoria de operadores de
composicién lineales y no lineales, para los cuales se consideran las Hamadas condiciones de actua-
cién, éstas pueden involucrar: acotacién, continuidad, compacidad (en el caso lineal), condicién de
Lipschitz local o globalmente.

Entre los afios 1920-1923, el matematico norteamericano Norbert Wiener, en la consecucién
de un modelo matemdtico para el movimiento Browniano, introduce la nocién de funciones con
/ariacién cuadrdtica, espacio constituido por aquellas funciones f : [a,b] - R tales que

WW(f)= supZ]f(:v,-) - fzi)[P < 00

donde el supremo es considerado sobre todas las particiones € = {xy, ..., z,} de [a,b)].

Este tipo de variacion es utilizado en el anélisis de procesos estocasticos, tales como, el proceso
de Wiener o norma movimiento Browniano, siendo este un proceso de Levi, que ocurre usualmente



en las matematicas puras y aplicadas, economia, finanzas cuantitativas y fisica.

El proceso de Wiener dio lugar a numerosos estudios en distintas ramas de matemadtica, tales
como, estudio de martingalas de tiempo continuo; calculo estocdstico, proceso de difusion, entre
otros. También es utilizado en la representacion integral gaussiana del proceso de ruido blanco, en
errores instrumentales en la teorfa de filtrados y fuerzas desconocidas en la teorfa de control.

Poco tiempo después en [31], este concepto fue generalizado a valores p > 2, actualmente cono-
cido como p-variacion, en el sentido de Wiener. Esta clase de funciones, denotada por BV;,W[a, b],
tiene una estructura de espacio vectorial, mas atn es un espacio de Banach, con la norma

171y = @)+ (G¥ ()3,
donde (VY (f)) es la p-variacién, en el sentio de Wiener de la funcién,

Cabe destacar que esta clase de funciones tienen serie de Fourier convergente.

Posteriormente, en el afio 1937 L.C Young en [32], generaliza la nocién de p-variacién aco-
tada, introduciendo el concepto de -variacién acotada, en el sentido de Wiener, donde ¢ es una
@-funcién; es decir, p: [0,00) — [0, 00) es una funcién que satisface las siguientes condiciones:

1. continua en {0, 00);

2. p(t)=0sit=0;

3. creciente en [0, 00);

4. ¢(t) —> oo, cuando t — oo.

Young definié la clase de funciones que tienen yp-variacién acotada, en el sentido de Wiener,
en el intervalo [a,b] como aquellas funciones f : [a,b] — R, tales que

Vgaw = Slgp Z o(1f (z:) ~ fwi1)]),

es finito, donde el supremo es considerado sobre todas las particiones € = {zy, ..., x,} del intervalo
[a,b]. Un estudio completo de estas funciones fue realizado por los matematicos polacos J. Musielak
y W. Orlicz en 1959 [18] [19]. También se puede consultar [17] [21].

Siguiendo este orden de ideas, en el afio 1975 B. Korenblum [15], introduce la nocién de
k-variacion de una funcién, mientras estudiaba el problema de representacién de funciones armoéni-
cas, definidas en el disco unitario del plano complejo, mediante integrales de Poisson de ciertas
funciones, llamadas pre-medidas, definidas en sub-intervalos de [0, 27]. Esta nocién difiere de la
nocion clasica de varlacién y de otras variaciones conocidas, en ¢l hecho de que el concepto de
Korenblum maximiza razones entre sumas de Jordan y la, asi llamada, entropia generada por una
funcién distorsién « (kappa), la cual mide longitudes en el dominio de las funciones. Un punto
débil de esta nocién es que los funcionales de x-variacién asociados no son necesariamente crecien-
tes respecto a refinamiento de particiones ni sub-aditivos respecto a subdivisiones de un intervalo.



Una ventaja, por otra parte, lo constituye el hecho de que toda funcion de x-variaciéon acotada se
puede descomponer como la diferencia de dos funciones estructuralmente mas sencillas; a saber,
funciones x-decrecientes.

Una funcién de distorsién & : [0, 1] = [0, 1], es una funcién continua, estrictamente creciente,
w(t)
=00

cémcava, £(0) =0y (1) = 1, y tiene pendiente infinita en el origen; esto es, h’%i ;
t—> f
Una funcién f: [a,b] — R se dice que es de k- variacion acotada en [a,b] si

LIf () = fzia)
Z/ﬁ;(__lwi._;_fi'll) ’

es finito, donde el supremo es considerado sobre todas las particiones € = {xy,...,z,} del intervalo
[a,b].

De esto surge, de manera natural, un nuevo concepto de variacién acotada; a saber, las
funciones de x-variacién acotada, en el sentido de Wiener, derivada de la combinacién de la
k-variacion y la yp-variacion, en el sentido de Wiener. Una funcién f : [a,b] - R, se dice de

k@-variacion acotada, en el sentido de Wiener y se denota por f € mpBV[ZVb] si

&V (f) = sup
3

YWy e YW ; 2 o(1f (@) - f(zi1)])
RV (£) = &V (f, [a,b]) == sup 10l o,
3 > m( — )
donde el supremo es considerado sobre todas las particiones £ = {x, ..., z,} del intervalo {a,b].
Notemos que el conjunto de esta clase de funciones es no vacio ya que contiene a las funciones
constantes, este tipo de variacion ha sido objeto de estudio desde el ano 1986, siendo pioneros en su

estudio los hermanos Sung Ki Kim and Jongsik Kim en [25]. En el Capitulo 2 haremos un estudio
detallado de esta clase de funciones.

Las nociones de variacién acotada comentadas anteriormente estan definidas para funciones
definidas en un intervalo de R. Sin embargo, desde principios del siglo XX, diversos matematicos
se dedicaron a la extensién del concepto de variacién acotada (dada por Jordan) a funciones reales
definidas en un rectangulo del plano. En los afios 1905-1906 G. Hardy [13] y Vitali [29] presentan la
primera extensién del concepto. Ademads, C. Arzela [4], M. Fréchet [11], L. Tonelli [27], Pierpoint
[23], entre otros, también presentaron otras formas de extender al plano la nocién de variacién
acotada. Una revisién extensa y detallada de las diversas definiciones de variacién bidimensional
y las relaciones existentes entre ellas, fue elaborada por C.R. Adams y A. Clarkson ([1], [2]).

En el afio 1990, G. Zawadzka, introduce otra manera de generalizar el concepto cldsico de
variacion, el cual se diferencia de los nombrados anteriormente, ya que este se obtiene variando
el conjunto de llegada de las funciones. Siendo mds precisos, Zawadzka introduce el concepto de
variacion acotada para funciones conjunto-valuadas.

Mas tarde, en el afio 2002, V.V Chistyakov [6], revisando las nociones de variacién de Hardy
y Vitali, introduce el concepto de variacion total de Hardy-Vitali de una funcién vectorial de n
variables v demuestra un Teorema de representacion para la clase de funciones reales definidas en



un rectangulo con variacién total acotada.

Posteriormente, en el afio 2010, J. Guerrero en su tesis Doctoral [12], extiende a R? la nocién
de variacién acotada en el sentido de Hardy-Vitali-Wiener. En este trabajo de grado, introdu-
cimos la nocién de funciones de kg-variaciéon, para funciones reales definidas en un
rectangulo. Este concepto es una extensién del concepto introducido por S. Kim y J. Kim en [25],
basandonos en las técnicas desarrolladas por Chistyakov en [6].

Existen otras generalizaciones de la nocién de variaciéon que no mencionamos debido a la
poca incidencia en el estudio que estamos realizando, sin embargo, un lector interesado en el te-
ma, puede consultar los trabajos de M. Schramm [26], F. Riesz [24], D. Watermann [30], entre otros.

Este trabajo ha sido organizado en tres capitulos, cada uno a su vez subdividido en secciones.
En el primero de ellos exponemos de manera resumida los conceptos de variacién acotada, varia-
cién de tipo Wiener y k-variacion, sobre intervalos compactos, y las propiedades de estas funciones.
Ademds, dedicamos una seccién especial al estudio de las propiedades de las p-funcidn, esencial
para el desarrollo de este trabajo de grado.

En el segundo capitulo introducimos la nocién de las funcién de xp-Wiener-variacién acota-
da, definidas en un subconjunto de R y sus propiedades. Por dltimo, desarrollamos el concepto de
funciones kp-decrecientes y se muestra que toda funcion xke-decreciente es de ke-Wiener-variacion
acotada.

En el tercer capitulo, desarrollamos el tema principal de este trabajo. En la primera par-
te introducimos la nocién de kyp-Wiener-variacidén acotada para funciones reales definidas en un
rectangulo y se exponen algunas de sus propiedades. En la segunda seccién se establecen condicio-
nes necesarias y suficientes para que esta clase de funciones sea un espacio vectorial, con la suma
y multiplicacién por escalar usuales. En la tercera parte se dota al espacio de una norma, la cual
le da una estructura de espacio de Banach. En la seccion cuatro, se presentan la relacion de estas
funciones con las funciones factorizables de Adams-Clarkson. Finalizamos el capitulo mostrando
algunas inclusiones entre dos clases de funciones generadas a partir de dos k-funciones distintas o
dos ¢ funciones distintas.



Capitulo

Preliminares

En este capitulo se expondran algunos resultados basicos sobre de la teoria de espacios fun-
cionales; en particular, espacios de funciones con algun tipo variacién y en especial, funciones de
variacién acotada (en el sentido cldsico de Jordan), funciones con p-variacién acotada y funciones
con k-variacién finita, que seran ttiles para el ulterior desarrollo y comprension del trabajo.

Comenzaremos con la nocion clésica de funcién de variacidn acotada, una clase de funciones estre-
chamente ligadas con las funciones mondtonas. En esta primera parte nos limitaremos a enunciar
los resultados méas importantes, para la demostracién de los mismos indicaremos las referencias,
donde el lector interesado pueda consultarlos.

1.1. Funciones de Variacion Acotada

En lo que sigue [a,b] denota un intervalo compacto con a < b. Una particién del intervalo [a,b]
es un subconjunto finito de puntos £ = tg,#;,...,t, c [a,b] tal que a € £ y b € £&. Denotaremos por
P([a,b]) a la familia de todas las particiones posibles £ de [a,b].

Camille Jordan en 1881 [14], introduce la nocién de funcién de variacién acotada de la
siguiente manera:

Definicién 1.1. Sea f definida en [a,b] y € € P([a,b]). f es de variacién acotada en [a,b] si el

niamero
V(f)=V(f;la,b]) = S‘gpz |f(t:) - f(tia)l,

es finito, donde el supremo es considerado sobre todas las particiones & € P({a, b]).

Usualmente el ntimero V (f;[a,b]) es llamado variacion en el sentido de Jordan 6 simplemente
variacion de la funcién f en [a,b]. Si V(f;[a,b]) es finito, entonces diremos que la funcién tiene
variacién acotada o variacién finita en [a,b].

Esta clase de funciones es usualmente denotada por BV{a,b] = BV ([a,b],R), el cual es un
espacio vectorial con la suma y multiplicacién usual de funciones. Algunas propiedades bésicas
consecuentes de la definicién de variacién acotada las expondremos en la siguiente proposicion,
para los detalles de las demostraciones se puede consultar [3].

Proposicion 1.1. Sea f € BV[a,b], entonces



CAPITULO 1. PRELIMINARES

1. f es una funcién constante si, y sélo, si V{(f)=0.

2. f es acotada en [a,b] y ademds
1f (e <1f ()] +V(f) para todo te€]a,b],
donde | f(1)]u = sup{(z) : = € [a,b]}
8. Si[e,d] c [a,b], entonces f es variacion acotada en [c,d] y ademds V(f;[c,d]) <V (f;[a,b]).

4. (Aditividad) Si c € (a,b), entonces f es de variacién acotada en [a,c] y en [c,b] y se tiene que
V(f;la,b]) = V(fila,c]) + V(£ [ b]).

El siguiente resultado es de gran relevancia ya que proporciona ejemplos de funciones de
variacién acotada, ver [3].

Proposicién 1.2.

1. Si f es mondtona en [a,b], entonces f es de variacion acotada en [a,b] y ademds
V(f;la,b]) = |£(b) - f(a)].

2. Si f es continua en [a,b] y f' existe y es acotada en (a,b), entonces f es de variacion acotada

en [a,b].

El ejemplo que sigue, muestra que la condicién de continuidad y/o acotacién de yma funcién
no es una, condicién suficiente para que la funcion sea de variacién acotada.

Ejemplo 1.1. Sea

(1Y
i) :{ x sin (;) si z€(0,1] @
0 siz=0.

f es continua y acotada, pero f ¢ BV([0,1]). En efecto, para cada n € N, sea

2 " 2 2 2 2
P,=140,1 —rr =10, , ey =, 11,
{ (2k+1)7r} { @n+1)r" 2n-D)m 3m ﬂ'l}

k=0
2 )” (-1)k2

para k =0,1,2,...n. En consecuencia, la variacién de f corres-

Asi, f(

2k+Dr ) (2k+Dn’
pondiente a una particién P,, con n par, sera:
2 & 2 2 |2
V(i P) = ;;kz::l @ 1) o ;~sen(1)l

4 & 1

> ——
s ,;___:1 (2k +2)
2 & 1

= - —s +00
vis

Eed
1
i
—~
o
+
& —
~—r
3
¢
8



CAPITULO 1. PRELIMINARES

Luego, f ¢ BV]0,1}.

Por otro lado, el espacio BV {a,b] dotado con la norma

Iflsv = f(a)l+V(f), feBV]a,b]

es un espacio de Banach (ver [3]). En relacién a esto, L. Maligranda y W. Orlicz en [17], muestran
que este espacio tiene estructura de algebra de Banach (es decir, un espacio vectorial dotado de un
producto algebraico, el cual es normado y completo con la norma del dlgebra) respecto a ciertas
normas equivalentes a ||.|gy.

Cabe mencionar la relacién existen entre el espacio BV [a,b] con otros espacios de funciones.
Una clase de funciones que estd estrechamente relacionada con la funciones de variacion acotada,
son las funciones absolutamente continuas; es decir, aquellas funciones,

f:[a,b] = R tales que, para cada € >0, ezxiste § >0 tal que

g‘f(bk/ - f(ak)l <€,

para cada n subintervalos abiertos disjuntos (ay,by) de [a,b], n=1,2,..., tal que la suma de sus
longitudes Y5, (bx — ax) sea menor que é. Este espacio es denotado por AC[a,b].

De la definicién anterior se sigue que toda funcién absolutamente continua es uniformemente
continua por lo tanto continua (tomando n=1) y de variacién acotada, por lo tanto

AC]a,b] c BV][a,b].

Mais aun,

C"[a,b] ¢ Lip[a,b] c AC[a,b] c BV[a,b],
donde C"{a,b] es el espacio de funciones n-veces continuamente diferenciables y Lip[a,b]
el espacio de la funciones Lipschitzianas; es decir, aquellas funciones

f:{a,b] > R tales que, existe 0 < L <1 tal que para cualquier par de puntos z,y € [a, b}
1f(y) - f(2)| < Lly - =l.
En general, se define el espacio H,[a,b] de las funciones Holderianas, con constante o como
aquellas funciones f : [a,b] » R tales que, existe 0 < L < 1 tal que para cualquier par de puntos

z,y € [a,b]
I[f(y) - f(z)| < Lly - x|~

Si a =1, entonces Lip[a,b] ¢ H,la,b].



CAPITULO 1. PRELIMINARES

A continunacién presentaremos un resultado Util para calcular la variacién de una funcién
sin recurrir a la definicién 1.1, en el que juega un papel importante las funciones absolutamente
continuas, el cual fue mostrado por D.E Varberg en [28],

Teorema 1.1. Si f € BV[a,b] es absolutamente continua, entonces

vin= [ I

En otras palabras, este Teorema dice que si f es absolutamente continua y de variacion
acotada, entonces la longitud de arco de f es finita (curva rectificable).

Otra manera de calcular la variacién de una funcién, en el caso de que sea continua, es
utilizando la indicatrix de Banach. Si f: [a,b] > R, la indicatrix de Banach se define como la
funcién N (y) donde N(y) es el niimero de veces que f asume el valor y para z € [a,b]; N(y) = +oo
si el valor y se asume infinitas veces.

Banach comprobé ([20]), lo siguiente:

Teorema 1.2. Si f es una funcidén continua de variacion acotada en [a,b], entonces

7 Ny =vis).

Siguiendo este orden de ideas, enunciaremos ahora uno de los resultados mds importantes
sobre esta clase de funciones, el cual fue presentado por Jordan en [14], donde se establece la {ntima
relacion entre las funciones de variacién acotada y las funciones mondtonas, Jordan demostré que
toda funcién de variacién acotada se puede escribir como diferencia de dos funciones mondtonas.
Para ser mds precisos, Jordan demuestra que:

Teorema 1.3 (Teorema de Representaciéon de Jordan). Sea f definida sobre [a,b]. Entonces f es
de variacidn acotada en [a,b] si, y sélo si, f puede expresarse como diferencia de dos funciones
crecientes.

Notemos que esta representacién no es tnica, pues si, f = f; — fo, en donde f; y f2 son
funciones crecientes, se tiene también que f = (fy +¢) - (f2 +g), siendo ¢ una funcién creciente
arbitraria y ello nos proporciona una nueva representacion de f.

La importancia de este resultado radica en que algunas propiedades de las funciones monéto-
nas se pueden transferir a las funciones de variacién acotada. Tales como:

Existencia limites laterales en todo punto de [a, b].

Conjunto de discontinuidades numerable.

Existencia de la derivada c.s en [a,b].

Riemann-integrabilidad.

Convergencia puntual de la serie de Fourier (Dirichlet).

8
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Para finalizar esta seccién, otra forma de caracterizar estas funciones, que enfatiza la estruc-
tura intrinseca de las mismas, fue dada por H. Federer en 1969 (ver [10]), este mostrd el siguiente
resultado:

Teorema 1.4. f € BV[a,b] si, y sdlo si, f = hog, donde h es mondtona y g : h([a,b]) > R es
Lipschitz, con constante de Lipschilz menor o igual a 1.

1.2. Generalizaciones de Wiener y Young

En esta seccidn expondremos dos generalizaciones de la nocion clasica de variacion acotada,
estudiadas por los célebres matemdticos Norbert Wiener y Laurence Chisholm Young. Presenta-
remos de forma sucinta una serie de definiciones y propiedades conocidas acerca de estos tipos de
variaciones, para funciones definidas en R.

1.2.1. Funciones de p-variacion en el sentido de Wiener

A continuacién presentamos una de las primeras generalizaciones de la nocién de variacién,
la cual fue introducida por Norbert Wiener en el aiio 1924, conocida como variacion cuadrdtica de
una, funcién 6 2-variacion acotada. Como en el caso clasico de variacién, este tipo de variacion tiene
diversas aplicaciones en distintas ramas de la matematica pura y aplicada. La variaciéon cuadrati-
ca es utilizada frecuentemente en el analisis de procesos estocdsticos, tales como el movimiento
Browniano y martingalas; por lo tanto desempefia un papel significativo en el calculo estocdstico,
procesos de difusién e inclusive en la teoria del potencial. Por otra parte también es utilizada en
algunas dreas de la ingenieria electronica; a saber, en el proceso de ruido blanco, por ende en la
teorfa de control (fuerzas desconocidas) y en teorfa de filtrado (errores instrumentales).

Wiener introduce la nocién de funcién con 2-variacién acotada en un intervalo [a,b] como
sigue:

Definicién 1.2. Una funcién f definida en |a,b}, se dice que es de 2-variacion acotada, si el nimero,

P (1) =V (0 b]) = sup 315 (1) = £t

(3

es finito donde el supremo es considerado sobre todas las particiones £ € P([a,b]).
Si VY (f) es finito, entonces se dice que f es de segunda variacion acotada.
Mis adelante, estd definicién fue extendida a valores de p > 2:

Definicién 1.3. Si f es definida en [a,b]. Entonces, f es de p-variacion, en el sentido de Wiener
(I<p<oo)si

V¥ (1) = V(S [a,b]) = st;p}iif(ti) ~ ft)P,

es finito donde el supremo es considerado sobre todas las particiones £ de P([a, b}]).
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Al mimero V¥ ( f) se le denomina p-variacién, en el sentido de Wiener de la funcién f en el
intervalo [a,b]. Si VV(f) < oo, se dice que f tiene p-variacién finita.

La clase de funciones con p-variacién finita es denotado por BV, [a,b], este conjunto es no
vacfo, pues al menos contiene a las funciones constantes.

De hecho, BV,[a,b] con las operaciones puntuales usuales, resulta ser un algebra, el cual
tiene una estructura de dlgebra de Banach al dotarlo con la norma

1F = 1f(@)]+ (VY (£)r  feBVy[a,bl.

Como puede observarse en la definicién 1.3, si p = 1 la 1-variacién coincide con la definicion
clasica de funcién de variacién acotada, en éste sentido, como se muestra en [5] las funciones con
p-variacion acotada, verifican propiedades similares a las de las funciones con variacién acotada. En
la siguiente proposicion se enumeran algunas propiedades de las funciones con p-variacién acotada.

Proposicion 1.3.  Sea f:[a,b] - R, entonces

1. VW(f) =0 si, y solo si, f es constante.

2. Toda funcion de p-variacion acotada en [a,b] es acotada en [a,b).

8. Si f es de p-variacion acotada en [a,b] y c € R, entonces VYV (f +c) = V)V (f).

4. Si f es dep-variacion acotada en [a,b], entonces la funcion definida por V(z) = VWV (f,[a,z])
cona<x<byV(a)=0 es no decreciente.

5. Sip,qeR tal que p<q, entonces VV([a,b]) c VY ([a,b]).

6. Lz’p% [a,b] € V¥ ([a,b]).

1.2.2. Funciones de p-Variacién acotada

Continnando con las generalizaciones del concepto de variacién dada por Wiener, introduci-
mos ahora un tipo de variacién que generaliza el concepto de p-variacion, y por ende a las funciones
de variacion acotada. Este concepto fue presentado en 1937 por L.C Young. La idea de este nuevo
concepto es reemplazar a la funcién z — |Z|P por una nueva funcién con caracteristicas similares
Hamada ¢-funcién 6 funcién de Young (cuyo nombre se debe a que Young fuc el pritacro cn trabajar
con esta clase de funciones).

Definicién 1.4. ¢ es una @-funcién si, ¢ : [0,00) —> [0,00) es una funcién que satisface las
siguientes condiciones:

1. ¢ es continua en [0, );
2. p(t)=0sit=0;
3. ¢ es creciente en [0, 00);

4. @(t) — oo, cuando t — 0.

10
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Algunos ejemplos de  funciones:

Ejemplo 1.2.

1. @(t) =t con a > 1. (ver figura 1.1).

e (1] = 13,
s () = £2

(o 15,

Figura 1.1:

2. p(t) =a(e’*-1), con >0y 5>0. (ver figura 1.2)

e (1) s T = 1L
s (F) w02 ]

{1 = 2N 1),

Figura 1.2:

11
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Denotaremos por ® a la clase de todas las p-funciones. Al final de esta seccién se desarrollan
las propiedades que cumple este tipo de funciones.

Young introdujo el concepto de p-variacién acotada, en el sentido de Wiener de una funcién
de la siguiente manera:

Definicién 1.5. Sea f definida en [a,b] y ¢ € ®. Se dice que f es de w-variacién acotada,
en el sentido de Wiener si,

VV(f) = Sl;D Yoo f () - F(tin)),

es finito, donde el supremo es considerado sobre todas las particiones & € P([a, b]).

Denotaremos por V@W[a, b] a la clase de funciones que tienen @-variacién finita, en el sentido
de Wiener, en el intervalo [a,b]. Notemos que V}¥[a, b] es no vacio, ya que al menos contiene a las
funciones constantes.

El siguiente resultado nos facilita la construccion de ejemplos de funciones con @-variacién
finita.

Proposicion 1.4. 5ip € @ es conveza, entonces la p-variacion de una funcion mondtona definida
en el intervalo [a,b] es igual a o(Jf(b) — f(a)]).

Demostracion. Sea ¢ € ® convexa; es decir,
(AL + (1= A)s) < Ap(t) + (1= N)yp(s),

para todo t,s € [a,b] y A € (0,1). Consideremos f definida en [a,b] creciente (estrictamente cre-
ciente) y sea £ :a =1ty <t; <...<t, =b una particién del intervalo [a,b]. Por la Proposicién 1.2, se
tiene que V(f) =|f(b) - f(a)|, de esto y dado que ¢ es una funcién creciente,

sup 2; P(If (8 - F(E-)l) 2 (1 f(0) - F(@)])- (1.2)
Por otro lado, como ¢ es convexa, entonces (‘Ogt) es no-decreciente. En efecto;

Sean 0 < s <, entonces 0 < £ < 1, como ¢ es convexa, tenemos

p(s)=p(5t) =0 (34 (1-2)0) < Zo0) + (1- ) (@) = S0,

o(s) _ olt)
Tt

S

por lo tanto, , conO<s«<t,

Luego,

N ) — e < U = FCED ey ey
201t - 1)) = 3 ey M () - F kel

12
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Por ser f creci(ente, se tiene que |f(#;) - f(ti-1)] < |f(b) - f(a)|, paratodo i = 1,...,n. Y,
o(t)

ademaés, dado que = es no-decreciente,

e(f(t:) - FG-a)D)  e(f () - f(a)])
(@) - f)l = @) -fla)l

En consecuencia,

AP S o170) - £t
P B) - F(@)D oy e
L) - 1)

e(1f(0) - f(a)]).
Por lo tanto, VIV (f) < @(|f(b) - f(a)}), de esto y de (1.2) se sigue que

Vol (f) = e(1f(6) - f(a)]).

IN

};(p(lf(t@)* FtDD

1l

]

Claramente se puede observar de la definicién de p-variacién que si @(t) =#? con 1 < p < o0,
entonces la p-variacion coincide con la p-variacién.

La clase de funciones V}"[a,b] no es necesariamente un espacio vectorial, un ejemplo de ello
se puede ver en [9]. Con el fin de garantizar que V}V[a, b] fuese un espacio vectorial los mateméaticos
J. Musilak y W. Orlicz en 1959 ([18]), establecen condiciones necesarias y suficientes en ¢ para
que esta clase de funciones sea un espacio vectorial, siendo més precisos, demuestran que:

VI¥[a,b] es un espacio vectorial si, y sdlo si, @ verifica la condicion dy; es decir, si existen
numeros positivos a >0 y M >0 tal que

e(2t) < Mp(t), para 0<t<a. (1.3)

Una propiedad importante de la clase de funciones Vq,W [a,b], se presenta a continuacién, lo
cual nos permitird conocer de forma mds explicita la estructura del espacio generado por V¥ [a, b].

Teorema 1.5. Si ¢ € &. Entonces la clase VYV [a,b] es un conjunto simétrico y convezo; es decir,
st f € VI¥[a,b], entonces — f € VV[a,b] y para todo f,g € V¥[a,b] si a3 € (0,1), enionces
af +pBgeVi¥ia,b].

Para la demostracién se puede consultar [18]. Como counsecuencia del Teorema anterior tene-
mos que el espacio vectorial generado por esta clase de funciones denotado por
BV¥[a,b] = BV ([a,b],R), es igual al conjunto:

{f:[a,b] >R : existe A > 0 tal que V)V (Af) < o0}

13



CAPITULO 1. PRELIMINARES

Por otro lado, BV ¥ [a, b] es un espacio normado dotado con la norma

1 fle=1f (@) +pe(f), [feBV;V[a,b],
donde
P f)=inf{e>0: wa(f/c) <1}
Propiedades de las p-funciones

Maligranda y Orlicz establecieron condiciones sobre ¢ para asegurar que la clase de funciones
V¥ ([a,b]) fuese un espacio vectorial, por tal motivo esta seccién la dedicaremos a demostrar
algunas propiedades de las p-funciones, lo cual sera de utilidad para el desarrollo de los préximos
capitulos.

Iniciamos presentando dos propiedades basicas que cumplen las y-funciones, omitiremos la
demostracion ya que es consecuencia inmediata de la definicién de ¢-funcion.

Proposicién 1.5.
1. © es un espacio vectorial.

2. La clase ® es cerrada bajo multiplicacion, inversas y composicion de funciones. Ademds, si
©1,02 € D, entonces 1 V 2 = max{p1, P2} ¥ ©1 A P2 = min{py, s} también estdn en P.

Proposicion 1.6. Si ¢ es conveza, entonces

o(kt) Skp(t) para 0<k<1y t20 (1.4)
o(kt) 2 kp(t)  para k21, t>0. ’

Demostracion. Sea 0 < k < 1, entonces por la convexidad de ¢ y dado que ¢(0) = 0, resulta
p(kt) = p(kt - (1 - k)0) < kp(t) + (1 - k)p(0) = kp(t).

i . . . 1
Si k > 1, entonces de la desigualdad anterior y teniendo en cuenta que 7 < 1, tenemos

1 1
o) = o kt) < p(h).
Por lo tanto,
ke(t) < p(kt).
O

El estudio de esta clase de funciones ha tenido gran repercusién en la construccién de otros
espacios de funciones con algin tipo de variacién, al adicionarles otras condiciones, como por
ejemplo que sean convexas. Otras condiciones de uso frecuente son las llamadas condiciones ooy y
0.

14
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Definicién 1.6 (Condicién oo;). Se dice que una p~funcién cumple la condicién oo; si

t
lim ..(e_(_..)_ =00
00 t
Geométricamente esta condicion significa que a valores grandes de "t” la gréfica de la funcién
@ estd por encima de las rectas que pasan por el origen. Las funciones que cumple con tal condicién
son conocidas como N —-funciones.

Definicion 1.7 (Condicién d;). ¢ satisface la condicién dz, si existen mimeros positivos a > 0 y
M >0 tal que
o(2t) < Mop(t), para 0<t<a. (1.5)

Proposicién 1.7. La condicién 6y es equivalente a la siguiente condicion: Para todo a' > 0 existe
w(a’) 21 tal que
o(2t) cwl(a)p(t), para 0<t<a. (1.6)

Demostracion. Por hipétesis existen a >0 y M > 0 tales que

©(2t) s Mp(t), para 0<t<a.

a ) a .
Entonces, para t = 3 se tiene que p(a) < My (—2—) En consecuencia,

) g
1 (@) ()
W o (20) o(af?)

Asi, para o’ >a y todo t € [%, a'] se verifica que

o(t)

v

P(2t).

Ty 0 2 e
> ¢(21),
Tomando w(a’) = %ﬂ, se obtiene que

p(2t) <w(a)p(t)

para 0<t<d'.
O

Dada ¢ € ®, el hecho anterior nos permite definir una funcién, : R* - R*, (dependiente de
@) de la forma siguiente:

M si0<a' <a
Q') = M%%%l sia'2a. (1.7
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Dado que ¢ es no decreciente, entonces € es creciente. Adeinds, §) esta acotada inferiormente
por 1; es decir, Q(a") > M > 1.

El resnltado siguiente es de gran importancia para mostrar que ciertos conjuntos de funciones
que definiremos en los capitulos posteriores son espacios vectoriales con la suma y multiplicacién
por escalar usual de funciones.

Lema 1.1. Si p € ® satisface la condicion 0., entonces

o(ur +ug + ... +u,) <OH(n - Da")olur) + o) + ... o(un)],
para 0<u; < a’. Donde Qa’) es como en (1.7).

Demostracion. Haremos la prueba por induccién sobre n.
Para n = 2. Como g satisface la condicién d2, entonces para todo a’ existe 2(a’) > 1 tal que

o(2u1) < Ua")p(uy), paraO<u; <a’.

e(2uz) < Q(a")p(uz), paraO0<uz<a’.

Supongamos sin perdida de generalidad que 0 < u; < ug, entonces 0 < u; + ua < 2uy, dado que ¥ es
no decreciente, tenemos

o(2u;) + o(2us)
a’)p(2uy) + Q(a’)p(2uy)
Q(a")(p(2u1) +p(2uz)),

©(ur +uz)

ItIA A

para todo O <u; <a’coni=1,2.
Sin =3 con 0 <uy,uy,ug < a, entonces 0 < uy +usz, uz < 2a’ (pues uy +us < 2uy <20’ y uz < a’ < 2a').

Aplicando el caso anterior a uy + ug, u3 v 2a’, se obtiene

Q(2a")[p(ug +ug) + (us)]
Q(2a")[Qa")p(uy +ug) + p(us)]
Q2a")[Q2(20")p(u1) + p(uz) + Ua')p(us)]
Q2(2a")[p(u1) + p(uz) + Qo )p(us)],

o((uy +ug) +us)

B OIA A A

aratodo 0<u;<a" coni=1,23.
p ;

Supongamos cierto para n-valores de v y mostremos que se curnple para (n + 1)-valores de
u, ademas supongamos sin perdida de generalidad que u; < up < ... < u,.

Dado que 0 < uy,us, ..., Un, Uns € a, entonces 0 < uy + ug + ... + Uy + Upey < na’. Aplicando la
hipétesis inductiva para 0 < uy, g, ..., Upn, Un.y Yy na/, se obtiene
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IA

Qna)[@(uy +ug + ...+ uy) + @ (tn1)]

Qra)[Q((n - 1)a Y p(wr) +-.. + @(n)) + @(Unir)]
Qna [ H(na')p(ur) + ... + p(uy)) ,
+Q" 1 (na’)p(tns1)]

= O™(na)[p(ur) + ...+ p(un) + (tns1)]

O((ug + g + .o+ Up) + Upyy)

IN

IN

para todo 0 <u; <a’ coni=1,2,...,n.
En consecuencia

(ug +ug + ... +uy) SO ((n - 1)a)p(ur) + p(uz) + ... o(un)],

para todo n € N.
O

Lema 1.2. Sean ¢y, p2 € ©. Entonces la convergencia de la serie 3 p1(u,,) implica la convergencia
de la serie ¥, pa(un,) para toda sucesion de nimeros no-negativos u, si, y solo si, existen nimeros
a>0yb>0 tal que pa(u) < bpi(u) pare 0<u<a.

Demostracién. Supongamos que existen a >0y b > 0 tales que @o(u) > bpi(u) para 0 < u < a.

1
Sea ¢y(a) = — ¥ b=mn. Denotemos al valor u correspondiente por u,. Por otro lado, sea k,
el menor entero positivo tal que

2
;;5 < knsa(un) < ;LE

Para cada k,,, consideremos

' ol . YL
ulzul,UQ*UI, . ,akl = Uy
] _ R I vyt —
Up gy = U2 Up o = Ug; U, +ky = U2
7 - . f — . s —
Uk sbogto g+l = Uny Uy s kor by 42 = Uns oo S U skon by 1k = Une

Luego, u!, = um para ky +ky+ ...+ ko <n<ky+ka+ ...+ kp,m=1,2....
Asi,
o0 , 00 0o 2
Yoor(un) = knpr(un) < Y 5
n=} n=1 n=1"7
la cual es convergente. Por otra parte,

ng@?(u;b) = g;kn‘\o2(un) > ;lnkn(m(un) > 72: n,_,%—i = l

¥
=1 n

lo que implica que Yone1 p2(up) es divergente y esto contradice la hipétesis.

Reciprocamente, supongamos que ¥, ¢1{u,) es convergente y que existen mimeros a > 0y
b> 0 tal que po(u) < byp1(u) para 0 < u < a, entonces
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i

2902(%) zvz(un) + ff ©2(tin)

n=r

r-1 +00
< Z] Pa(un) + 0" 01(un).

n=yp

+ 00
Por lo que, la serie Z wa(un) €s convergente.
n=}

1.3. Funciones de k-Variacién Acotada

En el afio 1975, Boris Korenblum como consecuencia del estudio que realizaba referente al
problema de representacion de funciones arménicas, definidas en el disco unitario en el plano com-
plejo, por medio de integrales de Poisson, introduce una nueva generalizacién del concepto cldsico
de variacion acotada, conocida como k-variacién acotada, este tipo de variacién se diferencia de
las otras generalizaciones ya que este concepto maximiza razones entre sumas de Jordan, y la
asi llamada, entropia generada por una funcién de distorsién « (kappa), la cual es introducida
para la medida de intervalos en el dominio y no en el rango de la funcién. Un punto débil de esta
nocion es que los funcionales de x-variacién asociados no son necesariamente crecientes respecto
a refinamiento de particiones ni sub-aditivos respecto a subdivisiones de un intervalo, més sin
embargo, una ventaja, lo constituye el hecho de que toda funcién de x-variacion acotada se puede
descomponer como la diferencia de dos funciones estructuralmente mas sencillas; a saber, funciones
r~decrecientes.

Al igual que las secciones anteriores s6lo demostraremos los resultados directos de la defini-
cién de k-variacion, y los resultados cldsicos de anélisis nos limitaremos a citarlos.

Iniciaremos presentando la nocién de funcién de distorsion, conocida en algunos textos como
r-funcién y algunas propiedades de la misma.

Definicién 1.8. Sea «:[0,1] - [0,1]. Se dice que « es una funcién de distorsion, si satisface las
siguientes propiedades:

1. Es continua;

2. estrictamente creciente y concava;
3. k(0)=0yr(l)=1;
K(t)

4. tiene pendiente infinita en el origen; esto es th’rgl = o0
Ejemplo 1.3.

1.
o= {07 320

18
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2. k(t) =V2t-12

¥

Figura 1.3:
Denotaremos por K al conjunto de todas las funciones de distorsién.
Algunas propiedades de estas funciones las exponemos en la siguiente proposicion.
Proposicién 1.8. Sea x una funcion de distorsion. Entonces

1. (Sub-aditividad) k(t + s) < k(t) + &(s), para t,s € [0,1], siempre que t +s € [0,1]

2.
1 d 1 A 1 . 1
k(t) +r(s) ~ k(t+s) " wk(t) k(s)’
para t,s € [0,1], siempre que t +s€{0,1].
Demostracion.

1. Sean t,s € [0,1] tal que ¢ + s € [0, 1], supongamos sin perdida de generalidad que ¢ > s, por
ser k concava, tenemos que

k(t+s) - k(t) < K(t+ )~ K(s) < #(s) - k(0)
(t+s)-t = (t+s)-t = (s-0)

en consecuencia,
K(t+8) - k(t) £ K(s)

y asi, k(t +$) < k(1) + k(s).

2. La primera desigualdad es clara. Verifiquemos la segunda, t < t+sy s < ¢+ s por ser s
creciente, tenemos
< K(t+s)k(t + 5)
< (K(8)+ R(s))(t +3)
Por lo tanto,
K(t) + k() N 1
k(t)k(s) ~ w(t+s)
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es decir,

1 . 1 5 1 S 1
k() k(s)  w(t+s) k(t)+r(s)

O

Definicidon 1.8. Sea k € K y & = t; <tz <...<t, particién [a,b], Hlamaremos r-entropfa de &
(relativo a [a,b]), y la denotaremos por x(§) = (€, [a,d]) al nimero

o=Fe(5)

§ a
donde tg = a y t, = b. Para un subconjunto F' cerrado de [a,b], definamos
k(F) = &(F,[a,b]) = sup{r(&) : £ es una particién de [a,b]}.

Notemos que (@) = 0.

Para ilustrar esta definicién, a continuacion se presentan algunos ejemplos de k-entropia
Ejemplo 1.4.

1.

g e b
k(F) = ks(F) es llamada entropia de Shannon.

2. k(t) =t* (0<a <), aqui k(F) = £,,(F) y es llamada la entropia Lipchitziana.

3. k(s) =(1-3logt)™, K(F) = ka(F) y es llamada la entropia de Dini.

Por otra parte, como consecuencia de la Proposicién 1.8 se tiene que para toda particién £

del intervalo [a, b],
t; — tz‘—ll)
—— > ]
st

Algunas propiedades elementales que se deducen de la definicién de k-entropia, se describen
en la siguiente proposicién.

™M=

I
—

G

Proposicién 1.9, Sea x € K. Entonces
1. 8i Fy c Fy, entonces k(Fy) < k(Fy).
2. l‘f,(F]_ Ufz) < KI(FI) + KZ(FQ).

Teniendo presente la nocién de k-entropia, introducimos la nocién de k-variacién acotada
dada por Korenblum:
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Definicién 1.10. Sea f definida en [a,b] y x € K. f es de k-variacién acotada si,

CIf() = f(t)l
Y (& la,b])

es finito,donde el supremo es considerado sobre todas las particiones ¢ de P({a,b]).

&V (f) = 6(f,[a,b]) = sup

Un punto importante que se deriva de la definicién anterior es que si KV (f) < oo, entonces
los limites f(t*) y f(t7) existen para a <t <by a <t < b respectivamente. En efecto;

Sea B := hm 15up f(z) y sea A := hm mf f(z), entonces B > A. Consideremos dos sucesiones

{t:}, vy {ti}e, converglendo a t tales que
lim f(t,)=B y lm f(i,) = A.

Supongamos ademds que £ >1] > ...t >t > ...
Como kV(f) < M < oo, entonces

£ () - F(2, );<Mh(tb zn) para todo 7 €N.

Ya que £ y |-| son continuas, tomando limite a ambos lados, nos da
|B - A|l <0,

y esto si v solo si A = B, por tanto f(i*) existe para todo a <t < b. Una prueba similar muestra
que el Hmite f(¢7) existe para todo a <t <b.

Otro aspecto relevante de la definicién de k- entropia es que toda funcién f : [a,b] - R,
con KV (f) < oo genera una ”medida”sobre el conjunto de todos los intervalos I ¢ [a,b], a modo
de ejemplo, si consideramos f([a, 8]) = f(8*) - f(e), f((a,B)) = f(87) - f(a*), f([.)) =
F(B)-fla)y f({a,B]) = F(BY)~f{a*). Como kV (f) < o0, esta medida se puede extender a todo
conjunto abierto G c [a,b], tal que f(3G) < oo (G frontera de G) por la férmula f(G) = ¥, f(1;),
donde I; son las componentes de G.

Denotemos por £BV[a,b] al conjunto de todas las funciones de r-variacién acotada en [a,b];
es decir,

kBV[a,b]l = {f:]a,b] > R : kV(f) < oo}.
kBV|a,b] es no vaclo ya que al menos contiene a las funciones constantes. Ademds, toda funcién
de variacién acotada es de k-variacién acotada; esto es BV([a,b]) ¢ KBV ([a,b]). En efecto, si
f € BV]a,b], entonces para toda particién € € P([a,b]) se verifica que

W) = s ZUE) = £t

¢ Xn(&laeb])
sup PNFE) = f(tia)):

|

IA
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Por lo tanto f € KBV ([a,b]).

Proposicion 1.10. kBV{a,b] es un espacio vectorial.

Demostracién. Sean f,g € kBV[a,b] y a € R, entonces

7 LIS +ag)(t) - (f +ag)(tiy))

kV(f+ag) = sup D)
B L) +ag(ts) = f(tia) - ag(tia))]
- % w(€; [a.])
T () = f{tia)] a T (g(t:) - g(ti-1))]
R T 1 T L P (31 P X))
= &V (f)+axV(g).

El espacio kBV[a,b] dotado con la norma | - ||,. : kBV[a, b} » [0, 00), definida por
[ £l =1f(a)l + kBV]a,b], ferBV[a,b],
es un espacio de Banach, la demostracién de este hecho se puede ver en [15].

Proposiciéon 1.11 (Propiedades de las funciones con s-variacion acotada).

1. Si f € kBV]a,b] es constante, entonces KV (f) = 0.

2. Si f e kBV[a,b], entonces f es acotada y | f(t)]e < |f(a)] + ng(f) para todo t € [a,b].

3. Si f,g€ kBV]a,b], entonces fg € kBV[a,b].

Como consecuencia de (3) de la Proposicién anterior, y dado que kBV[a,b] es un espacio de
Banach con la norma | - ||, entonces KBV [a,b] es un lgebra de Banach.
Considerando lo antes expuesto, se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 1.6. kBV[a,b] equipado con la norma

LAk = 1fle + @l fls,  fexBV]a,b]lya>0

es un dlgebra de Banach y las normas ||f||. y | flL son equivalentes.

Para la demostracion de este Teorema usaremos un resultado presentado por Maligranda y
Orlicz en (17].

Teorema 1.7. Sea X el espacio vectorial de funciones acotadas f : [a,b] - R. Supongamos que
X es un espacio de Banach con la norma || || tal que X es invariante bajo el producto usual de
funciones. Si

1f.gl < 1 fleollgll + 1F Mgl £ 9 € X,

entonces el espacio X con la norma ||y = |-| +| |, €5 un dlgebra de Banach. Ademds, si la norma
I -1ly implica la convergencia en la norma |- |, entonces lus normas |- || y |- |l1 son equivalentes.
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Demostracion. (Demostracién del Teorema 1.6)
Basta mostrar que | fg|L <[ flLlg]L para todo f,g € xkBV]a,b]

I

1£9lea + | foll
1 floolgllon + el floo gl + alghoo | £l + ?[ £l gl
([ flloo + el fluXlgloo + allgll)

LF1ENgl-

Por la Proposicién 1.11, tenemos que existe M > 0 tal que | fllc < M| fl., f € «BV]a,b].
Asi,

Ifglx

IA

i

il

affl« < I
[ flloo + £
M| flle+ e f

(M +a)| f]x-

Por consiguiente |- || y || - |IX son equivalentes.

SR VAN { B V2N

Proposicién 1.12. §i k1, K € K tal que ky < ks, entonces k1 BV ([a,b],R) ¢ k,BV ([a,b],R).

Demostracion. Sea f € k,BV ([a,b],R), entonces

3 TIf(t) — (i)l
" Ty k(& [, b))

T1f(t:) - f(tia)]
" Ty k(& 0, b])
EIV(f)-

@V(f)

H

IA

1l

Asi, k1 BV ([a,b],R) ¢ ke BV ([a,b],R).

1.3.1. Funciones k-decrecientes

Uno de los resultados mds importante sobre este clase de funciones es el Teorema de Repre-
sentacién de Korenblum, antes de enunciarlo es necesario tener en cuenta la siguiente definicién.

Definicién 1.11. Una funcién definida en [a,b], se dice que es k-decreciente con constante ¢ > 0,
si para cada intervalo I = [t,s] € [a, b] se tiene

f(1) eI/l - al).
donde f(I) = f(s) - f(s) y (1) = k() - k(s).
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Ejemplo 1.5. Funciones s-decrecientes
1. Toda funcién continua de Holder con constante « es x-decreciente, con k(t) = 2.
2. Toda funcién decreciente es k-decreciente, tomando ¢ = 0.

De la Proposicién 1.2 toda funcién decreciente es de variacién acotada, la siguiente proposi-
cidén establece un hecho similar para las funciones k-decrecientes.

Proposicién 1.13. Si f es una funcion k-decreciente, entonces f € kBV|[a,b].

El reciproco de esta Proposicién no es cierto. En efecto;

Sea k€ Ky f(t) = \/r(t) con t € [0,1], entonces f es de x-variacién finita, ya que f es
creciente y por ende de variacién acotada, pero f no es x-decreciente, ya que

fW-10)_ 1
k(t - 0) w(t)

+00

cuando t - 0*

Teorema 1.8 (Teorema de Representacién de Korenblum).
Toda funcion de k-variacion acotada es la diferencia de dos funciones k-decrecientes.

Una demiostracién detallada de este Teorema se puede ver en (7).

24



Capitulo

Funciones de ky-Wiener-Variacion Acotada en R

Con el objetivo de sentar bases firmes para desarrollar el tema principal de este trabajo de
grado, en este capitulo estudiaremos las funciones de kp-Wiener-Variacién Acotada en R, concepto
que se deriva de las combinacién de las nociones de @p-variacion y k-variacién. Ademas, establece-
remos ciertos convenios de notacién y terminologia que se utilizaran a largo del capitulo.

En la seccién 3 se expone uno de los resultados mas importantes sobre esta clase funciones, se
muestra que esta clase de funciones es un espacio de Banach con la norma definida mediante et
Funcional de Minkowski.

2.1. Definicion y terminologia

Igual que en el capitulo anterior, en este trabajaremos en un intervalo compacto [a,b] y
P([a,b]) designa al conjunto de todas las particiones posibles del intervalo [a, b].
Definamos a continuacién, cuando una funcién f : [a,b] - R es de ryp-variacién acotada.

Definicién 2.1. Una funcién f : [a,b] - R se dice de ryp-variacién acotada, en el sentido de
Wiener y se denota por kpVW(f) = kpVW(f,[a,b]), si

. >t - £t
KV (f) :=sup S RlE [ b)) ,

es finito, donde el supremo es considerado sobre todas las particiones £ = {#;}7, € P([a,b]).

El nimero kpVW(f) se denomina xy-Wiener-variacién de la funcién f en el intervalo [a,b].
Si kpVW(f) < oo se dice que f tiene kp-Wiener-variacién finita.

Denotaremos por kpVW([a,b]) a la clase de funciones definidas en [a,b] que tienen k-
variacién finita; es decir,

keV¥ ([a,0]) = {f : [a,b] > R : kpVV(f) < o0}

Observacién 2.1. Evidentemente de la definicién 2.1, el conjunto k¢VW ([a,b]) es no vacio, ya
que al menos contiene a las funciones constantes. Dado que ¥ k(&;[a,b]) 2 1 se sigue que toda

25



CAPITULO 2. FUNCIONES DE rp-WIENER-VARIACION ACOTADA EN R

funcién con p-variacién acotada tiene sy-variacién finita, en consecuencia
VJV([a,b]) c kpVW([a,b)).
En la siguiente proposicién desarrollaremos algunas propiedades de la clase kpVW ([a,b]).

Proposicion 2.1.

1. kpVW(f) 20, para toda f € VW ([a,b]).

2. Si f e kpVW([a,b]), entonces —f € kpVW([a,b]) v ademds kpVW (- f) = VW (f).

3. kpVW(f) =0 si, y sélo si, f es una funcidn constante.

4. Si ferpVW([a,b]), entonces f es acotada.

5. Si ¢ es conveza, entonces kpVW () es conveza.
Demostracion. Sea & = {t;}", € P([a,b]).

1. De la definicién de xp-variacion, se sigue que kpVW(f) 2 0 para toda f € VW ([a,b]).

2. Sea f € kpVW([a,b]), entonces

> =) - (£t
) > k(& {a, b))

;@(l = () = f(taa)])
R GICD)
;‘P(‘f(tz‘) - fti-)))

> #(& [a,0])
= kpVW(-f).

i

sup

reVW(-f)

= sup

= sup

Por lo tanto - f € kpVW([a, b]).

3. Supongamos que kpVW(f) = 0, entonces

gﬂmm~ﬂmM)
SaElan)

De esto, se sigue que

w(If () - fFi)D)
> &(&; [a,b])

=0, para ¢=1,2,...,n
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.QJ'!

por consiguiente
o(|f(t:) ~ f(t:-))) =0, para i=12,... ¢
Dado que (t) = 0 si t = 0, entonces
lf(ti)"f(ti‘]”:o? para i:1,2,...,n

por lo tanto,
f(t:) = f(tiz), para i=1,2,...,n

v esto es cierto para toda particién £ de [a,b], lo que muestra que f es constante.

Reciprocamente supongamos que f es una funcién constante, de la definicién de sp-variacién
acotada se sigue que kpVW(f) =0.

. Sea f ¢ kpVW([a,b]), entonces existe M > 0 tal que kpVW(f) = M, por consiguiente

2¢(|f(ti) F(t)D)
Y k(&; [a,b])

<M,

para toda particién £ de [a,b].

En particular para £:a =1y <ty =1t <ts = b, tenemos
(14 = f(a)) + (1F(0) - FCOD _

ﬁ(t—a)JrK(b%) ’
b-a \b-a

so(lf(t)-f<a)t>gM(«(gl‘g)m(b“t))_

- b-a

por lo tanto

Ya que fs(fﬁ—‘é) <ly f;(f{ﬁ) < 1 para todo t € [a, b], resulta

e(lf(t) - f(a)]) < 2M.
De donde
£ () - f(a)l < o7 (2M),
lo cual implica que
[f(®)] <|f(a)l+ ¢ (2M), paratodo te[a,b].
Asi, f es acotada en [a,b].

Supongamos que ¢ es una funcién convexa; es decir, para todo z,y € [0,00) y «, 3 € [0, 1] se
cumple que
p(az + By) < ap(z) + Bp(y).
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Sean f, g € xpVW[a,b]. Entonces

gsa(l(af + Bg)(t:) — (@] + Ag)(t)])

kpVW (af +4g) = sup ST
gtﬁ(laf(ti) + Bg(ts) - af (tis) - Bg(ti))
T ows S Rl [0,
i«p(!a(f(ti) - f(ti1)) + Bg(t:) - g(ti)))
= s I
g‘;so(al(fm) - ()l + Bllats) - gt
< s D)
i;aw(lf(t@) - F(tan)]) + Bip(g(t:) - g(tia))
< sp= WG]
gso(&f(ti)—f(tiﬂn\) j;so(tg(tirg(tmt)
T TSR T S )
= akpVW(f) + BrpVW(g).

En el resultado siguiente mostramos que kpV"W([a,b]) es un conjunto convexo.
Proposicién 2.2, Sean ¢ e ®, k€ K. Si f,g € kpVW([a,b]), entonces
VY (af +Bg) < kpVW (f) + kpV¥ (9)
con a, B¢ [0,1] tales que o+ 3 = 1.

Demostracidn. Sean «,f3 € [0,1] tal que o+ 3 =1 y x,y 2 0. Luego, az + By es un punto del
segmento de recta que une a x con y, por consiguiente r<azr+Jy<y éy<ar+ By <.
@ es una funcién creciente, por lo tanto

w(z) < plax + By) < p(y)

w(y) < plaz + By) < p(z).
Se sigue que
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plaz + fy) <méx{p(z), p(y)} < p(z) + p(y)- (2.1)

Sea & € P([a,b]), entonces

i1

; o(l(af + Bg)(t:) ~ (af + Bg)(ti1)])

keVW(af +Bg) = sup S E o)

iso(la(f(ti) - F(ti)) + Blg(t:) - g(t:-)))

= ot S @[]
gwq(f(ti) - F(te) + (9t - 9(tin)])

< sup GICT) (por (21)
S (£(t) - £ (b)) +la(t:) - gD

< sup & Z“ GT0) (por ser ¢ creciente)
:E;w(lf(ti) ~ f(ti)) ;w(lg(t@) ~g(tn)))

SRS G ) Y S b))

= kpVW(f) + VW (9).

d

Como consecuencia de la Proposicion 2.1 (2) y la Propesicién anterior, tenemos que espacio
vectorial generado por kpVW([a,b]); es decir, ({kpVW([a,b]))) es igual a

{f:[a,b] > R : existeA>0 tal que AferpVW([a,b])},

y lo denotaremos por kpBVW ([a,b]).

2.2. Condicién necesaria y suficiente en ¢ para que la clase
kpVW([a,b]) sea un espacio vectorial

Ignal que en la clase de funciones V}¥([a,b]), no se puede garantizar que la familia de
funciones con rp-variacion, en el sentido de Wiener sea un espacio vectorial. El objetivo primordial
de esta seccién es fijar bajo que condiciones £pVW ([a,b]) es un espacio vectorial.

Iniciaremos extendiendo el Lema 1.1 a la clase kpVW ([a,b]).

Lema 2.1. Sea g ®, ke K y fi: [a,b] » R, k =1,2,...1 funciones uniformemente acotadas; es
decir, existe K >0 tal que | fr]o € K, k=1,2,...1. Si ¢ satisface la condicién &, entonces

koVV(fi+. .+ £) <YW -1)2B) 6oV (fi) + ... + VIV (£)], (2.2)
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donde §) es la funcion definida en 1.7
Ademds, si ce R ym es el menor entero no negativo tal que lc| < 2™, entonces

VW (cf) < Q' (m) (kpV" (f)) (2.3)

Demostracién. Mostremos primero (2.2). Sea £ = {t;}7, particién de [a,b] y fi : [a,b] - R,
k=1,2,...1 funciones uniformemente acotadas. Entonces

gmm b B = (i f)(to)])
Y k(& [a,b])
;W(f(fl(ti) = filtic)) + ...+ (i) - filtiz)])

H

roVW(fi+...+ f1) sup

= sup

Y. (& [a,b])
Z}‘P(Ifl(ti) = [t + o+ i) = fi(tion)])
< S [a,b]) |

Dado que |fi(t1) = fe(tic)| < |fe(®)] + | fe(#i-1)] € 2K y aplicando el Lema 1.1, con o’ = 2K,
resulta

Glfi(2) ~ Filte)l+ 4L = Hiten)]) < QX7 -D2E) ((1fu(l:) ~ Filtia))+
ot o(LAilt) = filtiza)).

En consecuencia,

- ¢ n |
Z@( Ifi(t:) “fj(tfz-l)l) 2 2 elfi(ts) = fi(tia)
sup < (1 - 12K ) sup L

S w(&[a,b]) > #(& [a,b])

Por lo tanto,

S el (t) - £ (t)

Y k(& a,b])
Q- 1D)2ZK)rpVY (1) + 6oV (f2) + ...+ 5oV ()]

Por otro lado, si m es el menor entero no negativo tal que j¢f £ 2™, entonces

p(left) <p(2mt) = p(2(2™1)t).

in

koVW(f1+...+ fi) Q-1((1-1)2K) sup

i
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Si 0<t< K, resulta 0 < 2m-1t < 271K aplicando el Lema 1.1 tenemos
P(2(27 1)) < Q27 K)p(2™)),

por lo que
p(lclt) < ™ K))p(2m ).

Luego, si 0 < ¢ < K, entonces 2m-1¢ < 2m-13 ) < 2m-1)  aplicando el Lema 1.1 y teniendo en cuenta
que Q(272t) < Q21 K'), obtenemos

ollelt) < (2™ K)p(2m2t)).
Por un proceso inductivo sobre m € N, resulta
p(lelt) < QP (2™ 1K))p(t).

Sea € = {t;}7, € P([a,b]) y f:[a,b] » R funcién uniformemente acotada por K > 0. Entonces,

S (lef(t:) - ef i)
rpVW(cf) = sup=

H

> 5(&[a,b])
> (el (t) - £t)D)
RS D)
S (1) - £t )

sup Qm((2’”‘1K)i=1

N

2. k(& [a,0])

> (I (t) - F(t))
B i)

= Q2 K)rpV Y (f).

O

El Teorema siguiente establece una condicién necesaria para que la clase de funciones
kVW([a,b]) sea un espacio vectorial.

Teorema 2.1. 87 @ € D satisface la condicion dy y k € K, entonces
rpV" ([a,b]) = kpBVY ([a,b]).
donde kpBVW ([a,b]) es el espacio generado por kpVW ([a,b]).
Demostracion.  Supongamos que @ satisface la condicién do. Por definicién

keBVY ([a,b]) = {f :[a,b] > R : existe A > 0 tal que Af € kpV"W ([a,b])},

31



CAPITULO 2. FUNCIONES DE ry-WIENER-VARIACION ACOTADA EN R

De modo que si f € kpVW([a,b]), tomando A = 1,
keVY ([a,b]) € ke BV ([a,b]).

Por otra lado, si f € kpBVW([a,b]). Entonces existe X > 0 tal que Af € kpVW ([a,b]), de la
Proposicién 2.1 (d) existe K > 0 tal que |Af] < K. Consideremos ahora al menor entero positivo m

tal —{<2m
al que 3

Por el Lema 2.1, se sigue que
KoV (1) = oV ($AF) £ M@K sV Y (M),
Lo que implica que, f € kpVW([a,b]). Asi,
wpV" ([a,0]) = kpBVY ([a,0)).

O

Mostraremos ahora una condicién necesaria y suficiente para que se cumpla la contencion
de dos conjuntos de funciones generados a partir de dos g-funciones distintas, resultado que nos
ayudard a mostrar el reciproco del Teorema anterior. En una seccién posterior se presentar otros
condiciones para garantizar la contecioén entre estas familias de funciones.

Teorema 2.2. Sean 1,9 € ® y k € K. Entonces, kg1 VW ([a,b]) € kpaVW([a,b]) si, y sdlo si,
emisten constantes o >0 y B> 0 tal que wo(t) < Br(t) para 0 <t < .

Demostracion. Supongamos que existen a > 0y S > 0 tales que ps(2) < Sp1(t) para 0 < ¢ < «,
equivalentemente para cada o > 0 existe 3(a’) > 0 tal que po(t) < B(o)p1(t) para 0 <t < . (la
demostracién de esta afirmacién es analoga a la Proposicion 1.7)

Sea f € kp VW ({a,b]), entonces k1 VW (f) < 00 y ademds existe K > 0 tal que |fle < K
(Proposicién 2.1).

Para toda particién € = {t;}2, de [a,b], vale |f(¢;) — f(t;.1)] < 2K. Luego, aplicando
el Lema 2.1 con o = 2K, se obtiene que

ea(|f(t:) = f(i-D)) S BRE)e1 (| (8:) = f(1i-1)]), para 0<t<on

Por consiguiente,

5 eallrt) - £(t0)) > (6~ )
Z w(&;[a,b]) < B2 Z w(&;[a, b))

Y, por lo tanto

3 a1t - £t > (£t~ ()
T CIT0) I St Sy vy

sup

32



CAPITULO 2. FUNCIONES DE k¢ WIENER-VARIACION ACOTADA EN R

es decir,
ripaVY (f) € BRE Yk VYV (f) < oo,
lo que muestra que k1 VW ([a,b]) € kpVW([a,b]).

Reciprocamente supongamos que ko1 VW ([a,b]) € kpaVW ([0, b]) y ademds supongamos que
para cada a > 0y 8> 0, se cumple que (%) > Bpi(t) siempre que 0 <t < a.

Por el Lema 1.2 existe una sucesién de niimeros positivos u,, tal que la serie X¢; (u, ) converge
y la serie Xy (u,) diverge.

Sea w, una sucesién (fija) creciente del intervalo [a,b] y consideremos la funcién
f :{a,b] > R definida por

f(t)z{ gn sit=w,

8l t# wy.

n=1,2,...
ferpiVW([a,b]). En efecto, notemos que

PR Wl(l“n‘) Sl Up_1 S Uy
) <{ il S5 st )

Para cualquier particién £ = {#;}7, de [a,b], vale

kead

; Wl(lf(tz') - f(ti—l)i) ‘Pl(lf(tl)i) + <P1(lf(tma1)[) + 721 or(|f(t:) - f(ti—l)’)
ZK(& [av bD B ZH(& [a, b})
N ol + St - st

= S (& Ta )
21 QOI(IURD + 2 WI(,UnD

: > (& [a,b])

<

22901 (lun]) < oo.

Por lo tanto, f € ki VW ([a,b]). Pero f ¢ kpVW([a,b]).
En efecto, considerando la particiéon m = {¢;}?7% de [a,b] tal que t2;,; =w; parai=1,2,...,m-2y
_ Wi Wy

to; = —5 parai=1,2,...,m-1, y teniendo en cuenta que f(ty) =0, resulta
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2m—

L eallF ) =S ) D) + o pallf (tamt) ~ F )

Z k(m;[a,b]) i} Y k(m;[a,b])
_ 20({f()D) + -+ 200(|f (Pam-3)1) + (1S (tam-1)])
2. w(m; [a,b])
25 ) + oauzm-1)
Z m(7r§ {a,b])

23 a(ur)
CAT)
22 @a(luil)

2m-~

;lwzaf(tmf(ti,l)t)
. Zm(w;[a,b])
ng(!’dzl)

- ZKL(TF;[Q,IJD%

En consecuencia, f ¢ xpVW([a,b]). Lo cual contradice la hipdtesis de que
k1 VYW ([a,b]) € kpVW ({0, b]). ]

por lo que

ke VW ()

i}

©0.

Ahora mostraremos el reciproco del Teorema 2.1.

Teorema 2.3. Sea p € ® y k€ K. Entonces, si koVW([a,b]) = kpBVW ([a,b]) entonces ¢ cumple
la condicidn ds.

Demostracion.  Sea f € xpVW([a,b]), como kpVW ([a,b]) es lineal, entonces 2f € kpVW({a, b}).
Consideremos ¢1(t) = o(t) v pa(t) = ©(2t), las cuales estan bien definidas. Entonces,

VY ([a,6]) € mpaV ([, 0]),
ya que si f € kp;VW([a,b]), entonces

K2V (f) = ko1 VV(2f) < oo,
Luego, por el Teorema 2.2, existen constantes o >0y 4> 0 tales que

QOZ(t) < »’3<P1(t),
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para 0 <t < o; o sea,
p(2t) < Byp(t),

para 0 <t < a, y esto es exactamente la condicién Js. ]

2.3. El espacio de Banach koBVW([a,b],R)

En el andlisis funcional una herramienta utilizada usualmente para dotar a un espacio vec-
torial de una semi-norma es el Funcional de Minkowski. En esta seccién dotaremos al espacio
vectorial kpBVWY ([a,b],R) de una norma, la cual estars determinada por el funcional de Min-
kowski asociado a una clase importante de funciones de ky-variacidén acotada.

Iniciaremos con un breve resumen acerca del Funcional de Minkowski.

Definicién 2.2. Un conjunto arbitrario A de un espacio espacio vectorial X, se dice que es absor-
bente si, para todo z € X existe un niimero a > 0 tal que para cada [\ < « tiene que Az € A.

Definicién 2.3. Un conjunto arbitrario A de un espacio vectorial X, se dice que es balanceado si,
para cada z € X, se cumple que Az € A para cualquier A € R tal que |\ < 1.

Definicién 2.4. Un conjunto A se dice que es absolutamente convexo si es convexo y balanceado.

Definicién 2.5. Sea X un espacio vectorial y A un subconjunto absorbente de X. El funcional de
Minkowski de A denotado por p es la aplicacién p: X — A definida por

pa(x) =inf{r>0: % e A}.

Equivalentemente,
pa(x) =mf{r>0:xerA}.

Si el conjunto A es absolutamente convexo, el funcional de Minkowski asociado a A resulta
ser una semi-norma en X.

Observacion 2.2. La bola (abierta o cerrada) A de un espacio normado genera el funcional de
Minkowski p(z) = |z|. Todas las vecindades de cero de un espacio vectorial topolégico tienen un
funcional de Minkowski.

En la Proposicién siguiente las referencias topologicas en X se haran con respecto a la topo-
logia generada por el funcional de Minkowski.

Proposicién 2.3 (Propiedades del funcional de Minkowski).
1. 0< p(x) < o0 para todo x € X.
2. (Homogeneidad) p(ax) = ap(x) para todo x € X y para todo « > 0,
3. (Subaditividad) p{x1 + x2) < p(x1) + p(22), para todo x,,29 € X.
4. A={zxeX:p(z)<1}.
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5 int(A)={zeX:p(r)<1}.

Antes de definir el operador de Minkowski asociado a un conjunto del espacio kp BVW ([a, b]),
necesitamos algunos resultados preliminares.

Lema 2.2. Sea ¢ ¢ ® conveza y k € K. Enlonces

1. ﬁh’rg+ kpBVY(B[) =0, para toda f € kpBVY([a,b]).

2. {e>0: kpVVW(fle)<1} + 2.
Demostracion.

1. Sea f € kpBVW([a,b]), entonces por definicién existe A > 0 tal que kpVW(Af) < oo. Dado
que @ es convexa por la Proposicién 2.1 kpTVW(.) es convexa.
Para 0 < 5 < A, obtenemmos

B
A

B

wpBV(B)) = roBVW (S0f) € SroV W () < o0

Por tanto, si 8 - 0*, entonces ke BVW(3f) - 0.

2. Como [}ug keBVW(Bf) = 0, para toda f € kpBVY([a,b]), existe un S suficientemente

pequeilo tal que kpBVW(3f) <1 (por definicién de limite).
Por lo tanto, si f € kpBVW ([a,b]), entonces {e>0 : kpVW(fle) <1} +@.

Por razones de comodidad trabajaremos con funciones f : [a,b] > R tales que f(a) =0.

Designaremos por kg BV} ([a,b]) al conjunto de funciones con kp-Wiener-variacién acotada
que se anulan en a; es decir,

rpBVy ([a,b]) = {f € koBVY([a,b]) : f(a)=0}.

Teniendo en cuenta que el espacio vectorial kK BVyY ([a, b]) es simétrico, convexo y el conjunto
kpVY¥ es absorbente y ya que el conjunto {e€ > 0: kpVW(f/c) < 1} # @, se define el funcional de
Minkowski py, asociado a kpBV}Y ([a,b]) como sigue:

Definicion 2.6. Si ¢ € ® es convexa y & € K. Se define el funcional de Minkowski
Prp s KpBVyY ([a,b]) - R* como

P () =mf{e >0 : kpVW(f/e) <1}.

En relacién a esto, definimos || - |1, : ko BVY ([a,b]) > R por

1 £ ko0 = Pro ().
Algunas propiedades de py,(-)
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Lema 2.3. Sea p ¢ ® convexa y x € K. Entonces
. Sit,t' €[a,b], entonces |f(t) ~ f(t)] < 01 (3)puy(f) para toda f € kpBVJY ([a,b]).
kpVW ([ pae(F)) €1 80 pey(f) > 0.

. St K >0, entonces

a) peo(f) <k si, y solo si, kpgVW(flk) < 1.
b) Si kpVW(f/peo(f)) =1, entonces pe,(f) = 1.

. 810 < peo(f) <1, entonces kpVW () < peo(f)-
Ae> 0wV (fle) <1} = (pep(f), 00).

Demostracion.

T

(SN

1. Sea f € kpBV ¥ ([a,b]). Para todo A > 0 se tiene que kpVW(f/)) < 1.

En consecuencia, para toda particién € = {t;}; de [a,b],
@) ~ f(taoa )] |f(t:) = f(tia)]
() me(Es)
Y. k(€ [a,0])

< sup

SR

En particular para £ ta =ty =<t; =t <ty =1 <i3 = b, se tiene

gO(If(t’);f(az)!) Hﬂ(lf(t) :\f(t’)l) +S0(If(b):\~f(t)l)

() o (50) (=)

<L

- De esto, £ () - £
;p(.,,.._._,.x._..._) — <l
" a (-t -t) "
() e () ()
Luego,
pues E(Egilﬂ) <1.Y, asi,
(U@ii@f)l) <o 1(3).
Equivalentemente,

If(t) - F(E) <07 (3)A, paratodo A2 p.(f),
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y por definicién de py,(f), se sigue que
() = FE) <7 (3)pap(f)-

2. Sea Ae{e>0: spVW(fle) <1} y & ={t;}7, particién de [a,b]. Entonces,

i‘cp(lf(ti) *)\f(tm)l)

keVW(f/A) = sup = <1.

2@ la0]) T

Dado que ¢ es continua y p..(f) >0, se sigue que

)

i
—

n Lf(t:) - f(tia)) LF(t:) ~ (i)l
Zizlkp( prelf) )= lim W( A )< lim 1=1
> k(€ [a,0]) A=pr(f) > k(€ [a,b]) T Asonelf)

sup

Asi,
reVY (floro(f)) < 1.

3. a) Supongamos que p,(f) <k.
Si p.p(f) = 0, entonces por la definicién de infimo, existe &’ tal que 0 < k' < k y
kpVW (f/k') < 1. Dado que ¢ es no decreciente, se sigue que

VY (F[k) <oV (fIK) < 1.

1
Si 0 < pu,(f) < k, entonces — < luego por (b), tenemos que

1
k™ pue(f)

reVV(fIK) < oV (flpee(f)) < 1.

Reciprocamente, suponganios que VW (f[k) < 1, entonces
ke{e>0: npVW(f/e) <1}, por lo cual
lomp(f ) <k.

b) Supongamos que p,,(f) # k, entonces p.,(f) >k 6 pe(f) <k.

Luego, por la parte anterior se tiene que kpVW(f) > 1 6 kpVW(f) < 1 respectivamente,
siendo en ambos casos una contradiccién. Por lo tanto, p..(f) = k.

4. Si py,(f) = 0, entonces por 3 (a) kpVW(f/k) <1 para k > 0. Por otro lado, xpVW(-) es un

funcional convexo y — < 1, entonces

kpVW (—]{-) < ]—];-/Q(pr(f) < 1.
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Equivalentemente
keVW(fy<k, 0<k<l.

Lo cual implica que kpVW(f) es cota inferior del conjunto {¢ >0 : kpVW(f) <1}, en otras
palabras
KV () < prp(f)-
1
Pro(f)

Si0<pe,(f) <1, entonces 1< Dado que ¢ es convexa, obtenemos que

K w = w fi“’.(i_). ) K W(h__:_f_:___‘)
VI = eV (Pw(f)f < prel eV 5 )

Por consiguiente,

"C‘va(f) . W( f )
o) VI )<

VWV (f) < prp ().

5. Sike{e>0:kpVW(f/e) <1}, entonces kpVW(f/k) < 1.
Por lo tanto p,,(f) < k, en consecuencia k € (p.,(f),00).

Si k€ (pro(f),00), entonces p.,.(f) < k < oo, equivalentemente —**——10-5 > —,1;, como ¢ es
Pu
no-decreciente f ¢
| f
VW (~)</<,<pVW( <1, por(3
k D) <h P
Por lo tanto, {e >0 : kpVW(f/e) <1} = (pan(f), ).
O

Observacién 2.3. Por la primera parte del Lema anterior, se sigue que
I 1f(@)] + 7' (3)pp(f), paratoda ferpBVY([a,b]),
pues |f(2) = f(a)] € ™1 (3) ey (f)-

Teorema 2.4. Si p e ® es conveza, entonces el espacio ke BV ([a,b]) con la norma

I+ 1e0() = P ()

es un espacio normado.

Demostracion. Verifiquemos si | - | o = pe,(-), define una norma en kpBVyY ([a,b]).

1. Si f =0, entonces | f|}¥ o = inf{e : kpV"(0) < 1} = 0. Reciprocamente si || f I, o = 0 entonces
por el Lema 2.3 parte (4)
K’LrOV()W(f) < Pngo(f) =0
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por lo tanto xpVY (f) =0 y esto pasa si, y sélo si; f es constante.
NI 0 20, para todo f € kpBV¥([a,b]) por definicién de pe,(f).

. Veamos si para todo a € R, se cumple que [af|¥ ;= alf|¥ .

Sean a € Ry f € kpBVV([a,b]) tal que ||} , # 0. Por Lema 2.2 existe ¢ suficientemente

pequeno tal que

i A (J%M) <e.
Equivalentemente, ;
o () <t
en consecuencia l_;—' €{e>0: kpVW(f/e) <1}, lo cual implica que
o[ f ” R0 S

Asi, |ol| £, ; es una cota inferior del conjunto {e : kpVW (Ja|f/e) < 1}; esto es,

el Fll g0 s heef 125 0-

Por otro lado, por Proposicion 2.1, resulta

o (st ) = (s ) =< (i) =2

ol £l € {e>0: wpV¥(affe) < 1}.

Es decir,

Y, por lo tanto

Jeef 1% 00 S f””lfumpo

De 2.4 y 2.5, se sigue que |af|¥ ;= allfI%, o para toda f € kpBVY ([a,b]) y a e R.

. (Desigualdad triangular)
Sean f,g € kpBVV ([a,b]). Si f =06 g =0, entonces

nf+g"mp0 - “f”mp() + ”qnmp()
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Supongamos que f # 0y g # 0. Notemos que

Prolf) . Peel9)

Pro( )+ pro(9)  0ro(f) + pryp(g) =t

Dado que py,(f) >0y pu,(g) >0, y por Lema 2.3, tenemos

w J . w g
weV (pw(f))Sl y sV (pw(g))“'

Como kpVW(-) es un funcional convexo en ko BV, ({a,b]), resulta

oUW f+g ) oUW f N g )
i (pn¢<f>+pw<g> VN oD 0@ en )+ (@)

p Pro(f) f
VN oD + $rn @) oD
Pro(9) g )
pmp(f) + pmp(g) pmp(g)
pmp(f) ‘A W( f )
D) + @ D)
Prip(9) w ( g )

|

i

s (1) 0@ T \ o)

b))
fnw(f) + Pmp(g) in(f) + in(g)

1

Esto implica que,

pnsp(f) + pmp(g) € {6 >0: KQOVW((f +g)/€) < 1}‘

Y, por lo tanto,

”f +g”anp,0 = f)nw(f + g) < f)nw(f) + /’mp(g) = ”f“%,o + “‘1"2;,0

Proposicién 2.4. Para toda funcidn f:[a,b] > R y todo a € R

VW (f +a) = kpVW(f),
es decir, kpVW (') es invariante por traslacion.

Demostracion. Sea & = {t;}*, particién de [a,b], entonces
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gwa(fm)(ti% (f +a)(tin))
o Sl [@.0])
z_’;w<|(f<ti) ca-f(tir)-al)
SRR S A PRY)

S (1 (t) - £ (1))

ini
2 k(& [(L5b])
= rkpVW(f).

kpVY(f + )

1

= sup

= sup

t
Definamos ahora en el espacio kpBVW ([a,b]) la funcién || - [¥, : kpBVW([a,b]) — R dada

por
L% = 1 (@) + peo(f ~ f(a)),
donde ., (f - £(a)) = mf{c : mVW ((f - f(a))fe) <1} = fuf{e : mpVW (£]€) € 1} = puy(f).
Asi,
IF1% = 1 (@)l + pro(f)-
Del Teorema anterior se deriva el siguiente resultado.

Teorema 2.5. Si p € @ es convexa, entonces ||-|W define una norma sobre el espacio de funciones
kpBVY ([a,b]).

Demostracion. Verifiquemos que | - |, es una norma.
L | f1% 20 para todo f € kpBVW ([a,b]), pues {f(a)] 20y pe(f) 20.

2. |fI%, = 0si, y sélo si f =0. En efecto;

Si f =0, entonces f(a) =0y pep(f) =0, por lo tanto | %, =0.
Si | fI¥, =0, entonces |f(a)] = 0y pu,(f) =0, por la parte 3) del Lema 2.3 se deduce que

0<rpVY(f) < flk =0

entonces

keVW(f)=0.
Asi, f es constante, por lo tanto f(t) = f(a) =0 para todo ¢ ¢ [a, b].
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3. JafI, = o) £}, En efecto;

lef 1Y

It

leef(a)| + pro(ad f - f(a)))
lallf (a)] + Jadf - Fa) 0
lellf (@)l + el (f = FaN 0
led(1f (@) + 1(f = F(aN)] ko)
lel(Lf (@) + peg((f - f(a))))
Lo £ 1%

i

i

it

It

1]

4. (Desigualdad triangular.)

If+al¥,

it

I(f + 9) (@)l + peo(((f + ) = (f + 9)(a)))
I+ )@l + 1(f - f(a)) + (9 - 9(a)) V0
[f (@)l +g(a)l + pro(f + 9)

(@)l +lg(@)] + pro(£) + Pro(g)

115 + 19l

AN it

i

O

Hemos mostrado que los espacios kp BV ([a,b]) v kpBVY ([a,b]) son espacios normados,
ahora mostraremos que dichos espacios resultan ser completos con las normas que hemos definido;
es decir, mostraremos que son espacios de Banach. Antes de mostrar dicha afirmacién es conveniente
mostrar primero el siguiente Lema.

Lema 2.4. Si (fu)ne1 €s una sucesion de Cauchy en (roBVY ([a,b],]-|%,), entonces (fu)nz1 es
una sucesién de Cauchy con la norma | - ||-Cauchy.

Demostracion. Sea (fn)ne1 una sucesion de Cauchy en (kpBVyY ([a, b]); es decir, para todo € > 0
existe N, tal que

o= frm ”ntp,O <e¢ siempre que m,n > N,.

Equivalentemente,

B w

1o = Fmlpo <1 siempre que m,n 2 N
€

En otras palabras,

Pro(fo = fm) <€ siempre que m,n > N,.

Por Lema 2.3 parte (c), se tiene que

mpvw((fn - fm)/ﬁ) < 1.
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En particular, para la particion a =5 < #; =t = b, resulta que

Sa(l(fn - fm)(t)l/e) <

1.
e lab]) ~
Entonces,
@(W) <3 para todo té€[a,b]
Y, asi,

1(fn = Fad ()] < 97 (B)e.
Por lo tanto,

ufn - fmnoo < 99‘1(3)6-

Lo que muestra que (f,)n21 €s una sucesion de Cauchy en R con || - |o- O

Teorema 2.6. Si ¢ € ® es convera y k € K, entonces (kpBVV ([a,6]), |- W ) es un espacio de
Banach.

Demostracion. Sea (fu)n21 una sucesién de Cauchy en ((kpBV)Y ([a,b]), por Lema 2.4 (f,)ns1 €s
una sucesion uniformemente de Cauchy en R.
(fu)ns1 converge en R pues R es completo; esto es,

7%1_13'10 folz) €R. (2.6)
Consideremos la funcién f :[a,b] - R, definida por
f(l) = Y%gg’fn(m)u

f esta bien definida por (2.6). Para cada z € [a,b], se cumple por la definicién de limite que, para
cada e > 0 existe un entero N, tal que

|[fa(z) - f(x)| < e siempre que n2N,.
En consecuencia,

(@) = f(@) < | fal@) = fur(2)) + | fw(@) - f(z)l <€ paratodo n,n'2N.

Lo que quiere decir que,

(@) by 1),

00
Veamos que

ful) WMo f(x).
e

Sea £ = {t;}7., particién de [a,b}, entonces
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Z‘P((fn - )(t:) - (fn "f)(ti~1))

fn "’f - €
’“"Vw( p ) - sup S K (E, [a,b])
> (p(fn(ti) ~€fn(ti~1) _f() "'éf(ti«l))
= sup ATT)
Z(p(fn(tz) ”ﬁfn(tFl) nl%m fn (t ) Cf (tz~l)) .
- 5 #(E, [a,0])
(fn(t ) fn(f%l) fn'(t ) fn (ti«l))
= SUp hm
Pl jf(n(a, [a.b])
fn(t) @-l) fn (t}+fn (t, l))
- - S )

Por otra parte, tomando n,n’ > N, tales que

"f’n - fn' “l‘:;,ﬂ <€,

se cumple que

1ZH¢VW(&—%I“T£) - SupZ(P(l(fn f )(t) ( f )(tz 1))'/6

k(& [a,b])
5 E‘P(Kfn fo )(E:) - (fn - S )i 1))'/'E
B ¥ (€, [a,b])
Luego,
Z w(]fn(ti) - fn(ti—~]) ';fn’(tz) + fn'(tz'*l)l)
1> lim
7’00 z;i(f, [a,b])

Esto es cierto para cualquier particién € de [a, b}, por lo tanto

12 5oV ((fu = f)]e),
siempre que n 2 N,. Por lo cual

If%‘i € kpBVW ([a,b]).

Por lo tanto, f € kp BVW ([a,b]). Quedando asi, demostrado que kg BVV ([a, b)) es un espacio

de Banach con la norma |- |}V ..

O

Teorema 2.7. 8i p € & es conveza, entonces ((kpBVW([a,b]), |- |%,) es un espacio de Banach.
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Demostracion. Sea (fn)nz1 es una sucesién de Cauchy en ((kpBVW([a,b]), |- |¥), entonces para
cada e > 0 existe N, tal que

Ifn - fm",‘:{p’() <¢ siempre que m,n > N,.

Por definicién de | - [|¥¥, tenemos

1fa@) = fn(@)] + | (fa = fn) = (Fa = f)(@) |, 0 < € paratodo n,m> N,

Haciendo g, = f, — f(a) para n > 1, resulta

"gn - gm”}g/«p = ”(fn - fn(a) - (gm *gm(“))“z/p,o <€ para todo n,m> -Ne

Por lo tanto, (g,)n»1 €s una sucesion de Cauchy en kpBVyY([a,b]) y por Teorema 2.6 existe
g € kpBVY ([a,b]) tal que g, converge a g.

Por otro lado, |f.(a) - fm(a)| <€ para todo n,m > N,; es decir, la sucesién es de Cauchy en R,
y dado que R es completo, existe f, € R tal que

.f'n(a) 11::’ fO'
Sea f = fo + g, entonces f € kpBVW([a,b]), pues fo,g € kp BV ([a,b]).

Ademas,

| o= fIE = Afala) = F(a)| + (o = ) = (= D@50
[fn(a) = (@) + 190 = 9lz0

[ ZANR

Asi, fn converge a f con la norma |- |¥. Lo que muestra que ((xBVY([a,b]),] - |¥.) es un
espacio de Banach. O

En los siguientes resultados establecemos algunas relaciones entre estas familias de funciones.
Teorema 2.8. Sean k, ki, kg €K y @, 1, o € ®. Entonces
1. Para ¢ fija y k1 < Ko se tiene que k1pBVW][a,b] ¢ kopBVW(a,b].
2. Para K fija y 02 < ¢, se tiene que kpy BVW[a,b] ¢ ks BVW[a, b].
3. Si ky < Ky y 2 < 1, entonces kip1 BVW[a,b] € koo BVW[a,b].
Demostracion.

1. Sea f € kyBVW[a,b] y € = {t;}, particién de [a,b]. Dado que ;(t) < ky(t) para todo
t € [0, 1], tenemos

S pf(t) - el Tl (t) - F(t))
Zm(f; [a,b]) < Zﬁl(ﬁ; [@,6])
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CAPITULO 2. FUNCIONES DE «¢-WIENER-VARIACION ACOTADA EN R

Dado que la desigualdad anterior es cierta para cualquier particion de [a,b], tenemos

f,:w(lf(ti) - fE) lesa(tf(ti) )
Z Uz (57 [0'5 b])

sup < oo,

LG
Asi, f € kapBVW[a,b], por lo tanto k19BVW[a,b] ¢ kapBVW[a,b].
. Sea f € kp1 BVW([a,b] y &€ = {t;}, particién de [a,b]. Dado que @5 < 1, tenemos
a7 (1)~ FtD)  Yrea(7(t) - F(tn))
i1 < =

Lal&lab]) T YR(&lak])

lo cual resulta ser cierta para cualquier particién de [a,b], tomando supremo a ambos lados
de la desigualdad anterior, se tiene

ki)

> a0 = £t g@qf(ti) Y
Y k(& [a,b])

sup

< 00,

<sup
Y. k(& [a,b])
Por lo tanto f € ko BVW]a, b], esto muestra que s BVW][a,b] ¢ koo BVW]a, b].

. Sea f ek BVW(a,b] y € = {t;}7, particién de [a,b]. Dado que ry < ko ¥ @9 < @1, se tiene

> alf ) - 1(t)) L enl )= )
GO R N GITN)

Siendo esto valido para cualquier particion de [a,b], se concluye que

f;soz(!fm) ~ft)D) g(pl(tf(ti) R
S & @t]) P S m(E e b))

Por lo tanto, f € ko BVW[a,b]; esto es, ki1 BVW[a,b] ¢ ko BVW[a, b].

sup < 0o.

Teorema 2.9. Sea k€ K y 0y, w2 € D, las siquientes condiciones son equivalentes:

1. kp1BVW{a,b] c koo BVW(a,b];

2. @3 < ¢ globalmente (es decir, existe una constante C positiva tal que ps(t) < ¢(Ct) para

3. Eziste una constante C tal que |f|% < C|fI%.

t 20);

Kp2 Kip1
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Demostracién 1. 1) = 2). Supongamos que ; no domina globalmente a ¢s; es decir, para

toda constante C' >0 existe ¢ > 0 tal que pa(t) > ©1(Ct). De acuerdo con esto, existe una sucesién

{t:}2, estrictamente creciente tal que lim ¢, = o0 y va(t,) > @1(227nt,,). Como ¢ es convexa y
=00

2" > 1 para todo n € N, por la Proposicion 1.6, resulta

1 1
gol(ntn) =y (?;22nntn) < -2—5;cp1(22“ntn).

Por lo que,
2251 (nty) < e(2%nt,) < wolty).

Por otra parte, sea {I,} un sucesién de intervalos no solapados de [a, b] tales que

_ b-a (,01(t1)
!In! - " ’
2» oy(nty,)

siendo posible tal sucesion, puesto que

b- 1\l b-a
Tlhl= 2 5t E <D e

e1(t)

a que
Y& e o (nt)

< 1 para todo n € N. Sea f : [a,b] » R definida por

f(a:):{ nt, sizel, neN 2.7)

0 en otro caso .

Mostremos que f € ko BVW/[a,b]. Para cualquier particién de [a,b] se sigue que

Y)Yt 1
S nlab]) Sl S Laaitb-d <o

2n
Por lo tanto, f € kg3 BV%{a,b]. Pero f ¢ kpaBVW([a,b]. En efecto; mostremos que para 0 < o < 1,
af ¢ kpaBVW][a,b], para ello, sea m € N tal que am > 1, entonces

Z w2(a(f(1n))) g‘:o?(an'tn)ljnl

Sanlat) S fa b))
Z P2(tn) |1l
_>~ n=m

Z k(In, [a,b])
Z zzn‘pl(ntrt)unl

n=m

Z K1, [a,b])
Z: 2%p1(t1)|b - qf

2. (I, [a,b])
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Esto contradice que xp; BVW[a, b] ¢ kpa BVW[a, b], por lo tanto ¢, domina globalmente a
P2.

2) = 3) Sea f € k1 BVW][a,b]. Por hipétesis existe C > 0 tal que ¢o(t) < ¢1(Ct) para todo
t>0.
Dado A € {e > 0: kp;y VV((Cf)[e) < 1}, entonces ko1 VV((Cf)/A) < 1. Para cualquier particién
€= {t;}1, de [a,b], vale
_Z; ei(ICf(t:) - Cf(t)l/A) Zl 2|Cf(t:) - Cf(t-)l/N)
12 = 2=

> w(&(a,b]) 2. w(&: [a,8])
Lo que implica que A € {e >0 : kpa VW ((f)/e) < 1}, asi
{e>0: k0 VV(CH)e) €1} c {e>0: ko VIV ((f)]e) < 1}.

En consecuencia,

inf{e>0:rEVW((f)e) <1} <inf{e> 0wy VW ((CF)/e) <1}
Lo que quiere decir que | f|%,, < [C ¥, = CIfI¥,-

3) = 1) Sea [ € kp1 BVW[a,b]. Dado que | f ]]W2 < C|fI%,, para algin C > 0, entonces el
conjunto {e > 0: k2 VW ((f)/e) < 1} es distinto de vacio, por tanto, existe ¢ > 0 tal que

reaVW((F)fe) < 1.
Luego, por ser kw2 BVW[a,b] un espacio vectorial f € kpyBVY[a,b]. Por lo tanto, f €
€
kipaBVW[a,b]. Y, asi, queda mostrado que kp1 BVW[a,b] ¢ kpe BVW][a,b].
2.4, Funciones rp-decrecientes

En esta seccién presentamos algunos resultados desarrollados en [22].

Definicién 2.7. Sea f un funcién definida en un intervalo [a,b]. Se dice que f es kip-decreciente
en [a,b] si existe una constante positiva C' tal que

a5 on (521),

para cualquier intervalo I = [z,y] ¢ [a,b], donde f(I) = f(y) - f(z) y || =

Sabemos que toda funcién decreciente es de variacién acotada y que toda funcién k-decreciente
es de k-variacion acotada, el siguiente Teorema extiende este hecho para las funciones kp-decrecientes.

Teorema 2.10. Si f es kp-decreciente en [a,b], entonces f € kpBVW[a,b].
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Demostracidn. Sea f rp-decreciente en [a,b], entonces por definicién existe una constante C' posi-
tiva tal que

P17 - 1) < ow (2=,

para a <t < s <b. Luego, para cualquier particion £ :a =1y <ty...t, = b vale,

A7) - £t s o (BE),

por lo tanto,

S ellr(e) - e s €3 n(522E0),

—Q

R . .y . ti—t;
lo cual es cierto para cualquier particién de intervalo [a,bly como ff(L—B{E—l—i 2 1 resulta que

rkpVW(f) < C, por lo tanto, f es de kp-variacién acotada, en el sentido de Wiener.
0

Lema 2.5. Si f es ryp-decreciente en [a,b], entonces para cada a<z <bya<z<bh,

F(=*) = lim £(2)

£ = im £(2),
existen.
Demostracion. Sea B = th’m ft)y A=lim, .. f(t). De las propiedades de limites B > A. Conside-
—xt
remos {z;}%2, y {z!}, sucesiones que convergen a z tales que lim f(z,) =By lim f(z]) = A.
N> >0

Podemos suponer sin perdida de generalidad que z; > 2 > z9 > > .. .z, >z}, > ..., entonces
como f es kp-decreciente,

P11 (22) = @) < O —-,;—?-%) .

Tomando limite a ambos lados de la desigualdad y teniendo en cuenta que ¢ y k son funciones
continuas, tenemos ¢(|B ~ A]) < 0, lo que implica que |B ~ A| = 0, por lo tanto A = B, asi f(z*)
existe.

Un razonamiento andlogo muestra que f(z~) existe. |

Como consecuencia del Lema anterior tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.11. Si f es una funcidn kp-decreciente en el intervalo [a,b], entonces f es continua
en [a,b].

Demostracion. Sea a < x <xo <y <b. Dado que f es kyp-decreciente en [a,b], se tiene que

....:L'O)
—-Qa

P(1£(2) - S0l < On (%
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CAPITULO 2. FUNCIONES DE rp-WIENER-VARIACION ACOTADA EN R

P W) - Fa)) < Cn (L=2).

Haciendo x - xg y y = x¢ y por ser ¢ y k continuas,

p(f (&™) - f(@a)) <0y o(f(y7) - fzo)]) <0,

por lo tanto f(z*) = f(z™) = f(xy), asi f es continua.

51

por el Lema anterior f(z*) y f(z~) existen, en consecuencia | f(z*)~ f(xo)| = 0y | f(z~)~ f(z0)]| = 0,
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Capitulo

Funciones de sp-Wiener-Variacién Acotada en R?

Luego de que Camille Jordan introdujera la nocién de funcion de variacién acotada, diversos
autores se dedicaron a generalizar el concepto a funciones de mas de una variable. El primer avance
exitoso en la generalizacion del concepto a funciones de varias variables se debe a Arzeld [4] y a
Hardy [13], quienes en 1905 extienden el concepto a funciones definidas en dos variables. Poste-
riormente Vitali [29] también logra extender dicho concepto, cabe destacar que esta generalizacién
también se consideré de forma independiente por Frechet, Lebesgue y De la Vallée Poussin. Otro
matemético que contribuyé a esta generalizacién fue Leonida Tonelli [27], quien introdujo una
clase de funciones continuas de variacién acotada en 1926, para extender su método directo para
encontrar soluciones a los problemas en el calculo de variaciones en mas de una variable, esta
variacién es llamada comtnmente ”variacion avién Tonelli”, mas tarde en 1936 Lamberto Cesa-
ri [16] cambié la condicién de continuidad por integrabilidad, una condicién menos restrictiva,
obteniendo asi la clase de funciones de variacién acotada en varias variables en toda su generali-
dad. Esta extension del concepto de variacién acotada es utilizada a menudo para estudiar, series
de Fourier en varias variables, la teoria geométrica de la medida, cdlculo de variacioues, entre otras.

Basado en las técnicas utilizadas por Chistyakov en [6] en el estudio que realizé sobre la nocién
de total variacion acotada, dada por Hardy y Vitali, nos proponemos, en este capitulo, extender la
nocién de funcién de kp-Wiener-Variacion Acotada a funciones definidas en un rectangulo. Siendo
éste el objetivo principal de este trabajo de grado.

3.1. Definicion y algunas propiedades

Sean a = (a1,as), b = (by,b2) € R? con a; < by y az < be, denotaremos por I! al rectdngulo
[a1,b1] x [as,b2] < R2, y por R% al espacio de todas las funciones f : [* — R.

Para £:ay3 =ty <ty <ty...<lpm=biyn:ay=59<8 <83<...<8, = by particiones de [ay, b ]
y [a2,by] respectivamente, y f € Rz, definamos

Al()f(tia 53') f(ti» sj) - f(ti—lvsj)-
Doy f(ts,55) F(ti,85) = f(ti, 85:1)-
Auf(ti, Sj) f(ti—l, Sj»l) - f(t,'_],, 5]’) - f(ti7 8]'*1) + f(ti’ sj)‘
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CAPITULO 3. FUNCIONES DE «k¢-WIENER-VARIACION ACOTADA EN R?

Definicién 3.1. Sean k €K, p € d v f e Rla,

1. Para zp € [ay,b;] fijo. Denotaremos mediante rzgoV[Z () = ngcl/'[’;"l"bl](f(-,xg)) la -
Wiener-variacién horizontal de la funcién f(-,z3)(t) = f(t,z2) en [ay,by] por

| > (A0 (t,22)
pViay by (f) 3= sup MZ w(ETan b))

donde el supremo es considerado sobre todas las particiones ¢ de [ay,b;]. Ver figura 3.1

1
i
1
$
ay =ho 0 die t; by =l

Figura 3.1: ﬁgoV[‘:; v (f )-Variacién horizontal.

2. Para 3, ¢ [a3,b1] fijo. Denotaremos mediante Vil (f) = KV, 1 (f(21,7)) la k-
Wiener-variacién vertical de la funcién f(z1,-)(s) = f(z1,s) en [ay, bs] por

i1’vD(lA().lJ°(““’SJ'))l
SACEE s ey S s

donde el supremo es considerado sobre todas las particiones 7 de [ay,bs]. Ver figura 3.2
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[ ¥4

LTI R S

ag = &) 4= - —

S T,

a1 xy

Figura 3.2: mgoV[YZ.bz] (f)-Variacién vertical.

3. Definamos la kyp-Wiener-variacién, en dos dimensiones de la funcién f, la cual es denotada
. w
por kpVyy (f), por

}:z (1A f (160D

i ( (by "Zil)li;)z “S';zl)| )

donde el supremo es considerado sobre todas las particiones (£,7) de I, (ver Figura 3.3)

rpViy (f) = sup —
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£73 TSP S — .

EY TSI S

i
i
t
1
I
i
B R G e
i
S SENUPERT S

Figura 3.3: mpVI%I( f)~Variacion bidimensional.

Definicién 3.2. Si f ¢ R% definiremos la xp-Wiener-variacién total de f y la denotaremos por
wpTVW(f) =TVW(f,1}), por

STV (f) = oVl (£ a2)) + oVl iy (Far, ) + gV ().

Diremos que la funcién f es de wp-Wiener-variacion total acotada 6 xyp-Wiener-variacion
finita en I? si
keTVW(f) < oo.

Designaremos por VW (I?) al conjunto de todas las funciones f ¢ R/ que tienen x-
Wiener-variacion total acotada; es decir,

kVW(I) = {f e R% : kpTVV(f) < o0}.

Observacién 3.1. De la definicién 3.2, se sigue que el conjunto kpVW (I?) es no vacio, ya que al
menos contiene a las funciones constantes (la xy-variacién de esta funcion es cero).

Comenzaremos el estudio sistematico de la clase de funciones xpVW (1?), deduciendo algunas
propiedades que se derivan de la definicién 3.2.

Proposicién 3.1. Sea k€ K, g € d. Entonces
L &pTVW(f) 20 para toda f € rpVW(I?).
2. El funcional keTVW () : kpVW(IE) > R es par; es decir, kgTVW(~f) = kgTVW(f).
3. kpTVW(f)=0 si, y sdlo si, f es una funcion constante.

4. Si f e kpVW(Ib), entonces f es acotada en IP.

35



CAPITULO 3. FUNCIONES DE kp-WIENER-VARIACION ACOTADA EN R?

5. Si v es conveza, entonces seTVW () es un funcional convezo.
Demaostracion.

1. Por definicién kpTVW (f) = mpV[Z’bl](f(-,ag)) +rpVig, bz](f(al ) + keV, f W(f).

Cada término de esta suma es no negativo, por lo tanto kpTVW(f) 2 0, para toda funcién

f e kpVW(I2).

2. Notemos que

Aro(=f(t, 8,1 = 1810 f (B ) 1Dor (= F(ti,55)) = [Dor f(t, 851

AL (=t s3] = 1Auf(ti, 85)]

Lo que implica que

Vi) (=) = 60V o (F) - 5V g (=F) = k0VI 41 (£)

VI (1) = meV ().
De modo que kT VW (-f) = kpTVW(f).

3. Supongamos que kT VW(f) =0. De la parte 1) se sigue que

rpVig (1) =0, reVil (£ =0y rpVy (f) =0.

Sean & = {t;}1%, v n = {s;}}., particiones de [ay, 1] y [ag, b] respectivamente. De la definicion
de mgon e ), tenemos

ANGE

so(waf(tn as)|)

%

=0,

I
'MS

(o

"’(57 [ahbl])

i=

para toda particién & de [ay,b:]. Por lo tanto

Y (A f(ti,a2)]) = 0.
i=1
¢ es una funcion positiva, asi que

(p(lf(twa‘Q) - f(ti~lva2)l) = 01 para 1= 1721 sy 111 ti7ti~1 € [alabl]a
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ya que (2) =0 si t =0, entonces

[f(ti,a2) = f(ti,a2)] =0, para i=1,2,....m; t;t;q€[ar,b].

En consecuencia
f(tz‘,ag):f(tg_],az), i=1,2,...,m, (31)
para toda particién € de [ay,b].

De forma similar, para ngaV[‘;‘;bz]( f) =0 resulta
f(ahsj):f(alvsj—l)a j=1’21'~'>n) (32)

para toda particién 7 de {as, b2].

En particular, para las particiones & : ay = &5 < ty = T < ty = Ty < t3 = by
YNNGz =5p<8 =Y <Sp=1Y2<83=bo, de (3.1) y (3.2) se sigue que

f(alﬂa'ﬁ) = f(taa2) = f((Ll,S),

para todo t € [ay,b;] y para todo s € [as, bo], 1o que muestra que f es constante en IV,

Reciprocamente supongamos que f es una funcién constante en I?, entonces
“SCV[Z,bI](f) =0, WV[Z‘;M(J") =0y mﬁv[?,(f) =0.

Por lo tanto, keTVW(f) = 0.

. Sea f e kpTVW(I?). Entonces, existe M > 0 tal que kpTVW(f) = M.
De la definicién de kpTVW(f), se obtiene
RoVia o () M, meVi () <My meVi () < M,

a2,b2

para toda particién &, n de [ay,b1] y [a2,bs] respectivamente.

En particular, para las particiones £ : {ay = #h < & = t < ty = &} y
n:{as =59 < 81 = 5< 89 = by}, tenemos

P (L a2) ~ flay, az)]) + o(1f (b1, a2) - F(E a2)])
t-ay b ~t -
H(bl ‘G1)+K(bl *al)

t- b -t
Como n:( A ) <ly n( ! ) < 1 para todo t € [ay,b], se sigue que
b1 - b1 - Q1

M.

@(If (8, a2) = f(ar, a2)l) + (1 (b1, a2) - f(t, a2)f) < 2M.
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De modo que,

[f (¢, a2) = f(as, az)| + | f(b1, a2) - f(t, a2)] < 71 (2M).

Por lo tanto,

[f(t,a2)] <|f (a1, a2)] + 7' (2M) (33)

para todo t €[ay,b;]. De manera andloga, se muestra que

[f(ar, 8) < |f(ar, a2)| + o™ 1(2M) (3.4)
para todo s € [ag,bs].
De la definicién de V' (f) parai =1y j = I, resulta
O(|Anf(ty,s1)]) <4M;
esto es,
Qo(lf(a'ba‘?) = f(taa’Z) - f(a'la 8) + f(tvs)l) < 4M
para todo (¢,s) € Ib, de donde
|f(a1,a5) = f(t,a2) = fa1,s) + f(t,8)] <o L (4M).

¢! es creciente ya que ¢(t) es creciente. Asi, de (3.3) y (3.4) se sigue que

|f(t,a2) <1 f(ar, a2)| + 71 (4AM), | f(ar, 8)| < |f(ar,a2)] + o7 (4M)

para todo ¢t €[a;,b1] y para todo s € [ay, b2] respectivamente.

Por lo tanto,

i

|f(t,s)| [f(t,a2) - f(a1,az) + f(ar,8) - fa1,a2)

+f(ar,a2) + f(t,8) ~ flay,s) = f(t,az2) + far,a2)|

< Jf(ta2) - flay, a2)l +[f (a1, ) = fay, az)l
+|f(a'11a2) +f(t,$) - f(a‘las) - f(t, a“l) +f(d],(b2)l
s flay,a9) + 971 (4M)

It

f(a) + ¢~ (4M),

para todo (t,s) € I®. Asi, f es acotada.

5. Supongamos que ¢ es convexa. Sean «, 3 € [0,1] tales que o+ 5= 1y f, g € Rla. Entonces

58
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keTVW(af +Bg) = wpVW , (af +Bg) +rpViW | (af +Bg) + koVY (af + Bg)
;¢(1A10(af+ﬁg)(ti,a2))l
I Y PO
éw(lAm (af +Ba)(as, ;)]
Y. r(n;[a2, b2])
5 (s + 59) i)

=
b1 JZ K(l(tbl ;11')‘222 Zzl)l)
Z p(ladof (i, az) + By (ti, 22))|
= Y. k(& [ar, b))
Z o(loBor a1, 55) + BAng(x1, 85)])
S NeCATAAY

f: 2”: oo f(t:,85) + BAng(ti, s5)])

p=1 j=1
A [ti ~ti. 1”31 ~ 8.1
= Z n( (b1 ~a1)(b2 - az) )
i P(lalyof (i, a2)| + |BA109(t:; a2))]
< supit
> (& far, bi])
Z e(loBor far, 87)| +|8A01g(as, ;)1)

Y k(m; [az, b2])
Z (ladp f(ts, 5] +18A1ng(ti, 55))

oa [ti = ti-ls; — 851
ZZK(UM a1)(by - 02))

+ sup

=

+Sup

= sup

.

+sup

+sup

Ms

.
H
ot

o,

+ sup
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CAPITULO 3. FUNCIONES DE rp-WIENER-VARIACION ACOTADA EN R?

IA

Mostraremos ahora que la clase de funciones kpVW(I%) es un conjunto convexo; es decir,
que toda combinacién convexa de elementos de kpV'W (12) pertenece a kpVW(12).

> o110 (1)) + el Asog(t, )
up = ¥ 5(& [an,br))
2a<ﬂ(|ﬁ\mf(ah 59 + Be(1Baig(ar, ;)
Fsup = > w(n; [az,b])
> gaw(l/&uf(ti, 5)1) + Be(lAug(t s,))
I ()
Selanitml) Yol 3 elanf(a,s)
D CITI IR W= T | M S e P )
5 ollBargter, 55)D 3 28t 5)

s
+/3sup - +asup

Y. &(n; [az, b2])

+sup

asup

TN (T - 10)
Z:Z:: ((bl‘al)(bZ‘az)

gimaug(ti, )N
AR ( [ti = tialls) — 851
J

(b1 ~ a1)(b2 ~ az)

+ ,6 sup

) = Oz(K,goTVW(f)) + BTV (g)).

i=1g=1

Proposicién 3.2. Sean k € K, ¢ € & y f,g € kpVW(IL). Entonces, si a, 3 € [0,1] tales que
a+ =1, se tiene que

keTVW (af + Bg) < kpTVY () + keTVW (g).

Demostracién. Mostremos que

S Viai (@ +09) < RV 3y (F) + mpVi 1) (9)-

Para o, f€{0,1] tales que a+3 =1y z,y 2 0, tenemos que az + Sy es un punto del segmento

de recta que une a los puntos z e y. Luego, como ¢ es una funcion creciente, resulta

plax + By) <mix{p(z), p(y)} < @) + ©(y). (3.
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Entonces,

S elBa(af + B9)(t,a2))
up = > w(& [as, b))
gw(laﬂmf(tu az) + B209(ti, a2))|
1 Y. (& [as, b4])
5 p(1Aw0f (6, a2)]) + (1 Arogti,az)

roV o qaf + Bg)

= sup

< sup—= S el (por 3.5)
Z o(|Asof(ti, a2)) ‘Z (1 A109(ti, az))
= sup =

. =1
S eElanb]) S w(E [an,bal)
= HWV[K;,I](J") + KSGV[Z‘L,,I](Q)-

Utilizando los mismos argumentos, se prueba que

sV (@ f + B9 s sVl () + kpVilk 3(9)-

Probemos que
KoV (af +B9) < oV () + VY (9).

Sy p(Bn(af + o)t )

reVW(af +Bg) = sup
a iffﬁ(lt '“ti—1“5j'“8j-1|)
i=1 (bl al)(bZ - CL2)
‘Z i: o(laAis f(ts, 55) + BA1g(L;, 55)])
= sup sl

I = tialls; - Sj—ll)
Z 2 ﬁ( (b1 - a1)(b2 - az)
53 ellatns f(ti 57)] + [BBug(t, 55))

S fti —ti 1”33 8j-1]
;Z“((bl “01)(52“62))

1j=

i
ko2l
=
<
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In

De manera que,

kT

V¥ (af + Bg)

2 iw(iﬂnf(tia s + e(Ang(t 5;))
i=1 j=

(por 3.5)
s It = tiallsy - 840
Z:Zh( (bl “al)(bQ -a2))

J=1

sup

>3 e (lAnf (5D

lt1 t,,;-1”$j - Sj_lf)
(b1 ~ a1) (b2 - a2)

i::w(lﬂng(tu sl

Ms

.
it
[

K

M:

s

=1y

}
-

m

SR tiolls; - 851
ggn((bl 01)(52*&2))
reVi (F) + kpVY (g).

+sup

fi

KpVia py(af + Bg) + sV | (af +5g)
+epV (af + Bg)

Vi (D maVil 1 (9) + maVi¥ ()
w150V 1 (9) + VI (F) + koVY (9)
= =TV (f) +seTV}Y (9).

IA

O

En virtud de las dos Proposiciones anteriores, kpV'W (I?) resulta ser un conjunto simétrico y
convexo. Asi, el espacio vectorial generado por kpVW(12), el cual denotaremos por kpBVW (I?)

es

kpBVY (1Y) = {f e R’2 : existe \ > 0 tal que \f € kpVW(I%)}.

Proposicion 3.3, Sean k€ K y p € &. Entonces

VY1) e spVW (1Y),

Demostracion. Sea f e VV(I2), por lo tanto

entonces

reTVV(f)

TV = V¥ (1) + @V, (F) + oV (F) < oo,

]

WV[‘S’ s () + RV oy (F) + moVE (1)
Via bl](‘f) + Vg, bz](f) + SD‘GE,V(f)

I
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Por lo tanto, f € kpVW(I?) y asi,
VIV (I2) c mpVW(2).
0

En el afio 2010 J. Guerrero en su tesis Doctoral [12] extiende el resultado presentado por
Musielak- Orlicz en [18] a funciones definidas en el plano, precisamente demuestra que

Si @ € & satisface la condicion &y, entonces BVW (Ib) c VIV (1)

Lo que implica que, si ¢ satisface la condicién 85, entonces se verifica la siguiente cadena de
inclusiones
W (b Wb W (b
BVY(I}) c Vo (13) c sV (1)

Al igual que en el capitulo 2, no podemos asegurar que la clase de funciones VW (I?) sea
un espacio vectorial, estableceremos condiciones sobre ¢ y « de tal manera que kpVW(I?) sea un
espacio vectorial.

3.2. Condiciones necesarias y suficientes en ¢ para que la
clase kpVW(I%) sea un espacio vectorial

En esta seccién estudiaremos bajo que condiciones la familia de funciones kpVW (I2) es un
espacio vectorial.

El siguiente Lema es una extension del Lema 2.1, el cual nos garantiza que si ¢ satisface la
condicién d,, entonces la clase kpVW (1?) es cerrada respecto a la suma y multiplicacién usual de
funciones.

Lema 3.1. Sean ke K, pe ® y fre spVW (I, k=1,2,3...,1 funciones uniformemente acotadas
(es decir, existe K >0 tal que | fr]ew < K). Si ¢ satisface la condicién &y, entonces

1.
keTVY (fi+...+ f) QTN - DAK)[koTVY (f1) + ... + 6TV (1)),

donde §) es la funcion definida en 1.7 en el capitulo 1.

2. SiceR yp es el menor entero positivo tal que |c| < 2P, entonces
keTVY (cf) < X (p)reTVY(£).
Demostracién.

1. Sean & = {t:;}%, v 7 = {s;}}., particiones de [ay,b;] y [az,bs] respectivamente, y
Je e xpVW(I) k =1,2,3...,] funciones uniformemente acotadas, entonces
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2@(%10(]& +.+ fi)(t, x2))] i@(fﬂlo(fl)(fi, ag) + ...+ Ao fi(ts, z2))|

Z’i(ﬁ [alabl]) m ZK‘(Ev [alabl])
> (A (fi)(tia)l + ... +|Aw filti, z2)])
P
- > w(& [ar, ba])

Por hipétesis las funciones fi son acotadas, por lo tanto

|Asofulti, a2)l = | fr(tiy az) = fu(tia, a2)| < 2K,

para k=1,...,0. Aplicando el Lema 1.1 con o’ = 2K, resulta

P D10l f)(t @)+ + A filtia2)) < Q1= D2K)[0(|A10(f1) (t a2)]) + ...
.+ o(|Arfilti, a2 ]-

En consecuencia,

i@(mm(ﬂ)(ti, az)| + ...+ Ay filt, as])
>, (& [ar,bi])

e

(B3l ... ollssufiee])
Q-1((1 - 1)2K) 2

<
(Zntitonn)
ﬁ@(%mﬂ(tuﬂz){) i@(mmﬁ(tuaz)i)
< ...+

Q-1 - 1)2K) i=lz

r(&;[a1,0:]) 2. 4(& a1, bi])

Tomando supremo en ambos lados de la desigualdad anterior y por las propiedades del mismo,
se tiene que

RV pi(fit o+ fi) Q- 1)2K)[580V[Z,b,](f1) ot HSOV{ZJ,I](fz)]-

Anilogamente se prueba que
K@WZ‘;,bz](fl +.o+fi) < Ql’l((l - l)?K)[mpV[ZZ,bﬂ(fl) oo+ “‘PV[Z‘;,I,Z](fl)]-

Verifiquemos una desigualdad analoga para la variacién bidimensional mpV(VI‘.; )( fH+...+h).
Observemos que para k=1,2...,1,

(A filti, 55)] S 4K.
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Aplicando el Lema 1.1 para o’ = 4K, tenemos

i1

o(1An(fr+...+ fi) (8 eUAn(f) (s s+ + 1A (f) (i, 55)
e(IAn(f) i s+ -+ 1A () (s s;))
QY1 - AR (1A (1) (8, 55) 1)+

o An ()L s)D ]

IA

[ZaN

Por lo tanto,

i f:, e(lAu(fi +.. + fi) (i, 85))(ti, 55)])

=1 j=1
& & i~1||8j‘3j*1|)
ZZ:’“((bl 1) (b2 — az)

2=] j=1

3 S (A (@A (1)t 5]+ -+ oA )t s)D)
Q1((1 - 1)4K ) sup =22 mon 1t <t lss — 1
ZZK((bl‘al)(bz )

i=1 j=1 - a2)

Q-1((1 - 1)4K)[mpv;§’(f1) +. VY ()]

‘a

c,oV[EV(f1+...+ﬁ)=sup

IA

i

En consecuencia

kpTVW (L +o. .+ fy)

]

rcsz[Z‘;bl](f] ol f) R kel R+ )
+mpV‘;‘§}(f1 +...+ f)

QL - 1D2K)[keVY bl](f1)+--~+w o g D]
U= D2K)[mpVlh  (F2) o+ RV ()]
(- DAK)[kpV (fi) +.o0+ 'W?V]g ()]

IA

IN

Q-1((1 - 1)41(){,;90\/[‘31 () + oUW ()
+.‘i(,0VZ’b2}(f1) +o eV (1)

+ngo‘(,§v(f1) oot ’f‘pvlfgv(f’)]

[}

Q-1 - 1)4K)[n<pTVW(f1) o+ mpTVW(fl)].
2. Dado ceR. Sea p el menor entero no negativo tal que |c| < 2P. Entonces por el Lema 1.1

(lt) < (2 K).
Para cualquier particién € = {¢;}7*, de [a1,b1] se tiene que
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gﬂmm(cf)(tiy az)])
PTG [an b))
ol ) (8,
= s ¥ (& [ar, b1 ])
Op(2-1K) Z e(|Awf(t:, a2)])
Zﬁ(ﬁ [a1,b1])

gcp(mm flti,a2)])
< P(2K)sup Y w(& [an, bi])

= DKV, (),

#

‘PV[Z‘LI,]](CJ()

< sup

Anélogamente se prueba que

Kl pa(ef) PP K )RV L (f).

Calculemos xkoV}}) (cf)

=

Y

%2

ok
4= (5
ﬁjs

(1A11(cr) (i, 5)1)
1-1”'5] ~ 8- 1!)

1}

RV (cf)

(61 = a1)(be ~ az)
(ICE(IAnf(tusg)D)

[t —tialls; — s5- 1!)
(b - al)(b2 ~ay)

ZZw(lAuf(tqu)I)

=1 j=1

= i - 1“63 S 1]
;;.72; ((bl ~ay)(by - &2))
= (2 K) eV (f)-

Ms
M=
©

Mﬂ
&
o

IA

W (27-1K) sup -

En consecuencia,
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i

BTV (cf) = Vil o(ef) + mpVi o (ef) + mpVY (cf)

@) (VY (1) + oV, () + mgV (D)
QP2 K )k TVW(f).

IN

i}

Teorema 3.1. Si p € ¢ satisface la condicion dy y k € K, entonces
rpVY (I3) = ke BV (12),
donde kpBVW (Ib) = {f e RIa : existe A tal que \f € kpVW(I?)}.

Demostracién. Supongamos que ¢ satisface la condicién dz. Si f € kpVW (I?), basta tomar A = 1
para que f € kpBVW(I?), por lo tanto
kpVW(I) ¢ kp BVW (I?).

Por otro lado, sea f € kpBVW(I?), entonces existe A tal que Af € kpVW(I?), de la Pro-
posicién 3.1 la funcién Af es acotada; es decir, existe K >0 tal que |Af]e < K.

. 1
Y, sea p el menor entero no negativo tal que " < 2P, Entonces

TV () = koTVW (-;-,\ f) <P K) (kg TVW(AS)) < oo,
Por lo tanto,
kpBVW (1) c kpVW (1°).

Asi,
kpVW (I%) = ko BVW (1Y),

g

El reciproco del Teorema anterior resulta ser verdadero, pero para demostralo primero nece-
sitaremos mostrar el resultado siguiente.

Teorema 3.2. Sean x € K y @1, p2 € ®. Entonces, ko1 VW (1Y) ¢ ko VW (I8 si, y sélo si, existen
constantes o >0 y 3> 0 tales que @a(t) < By (t) para 0<t < a.

Demostracion. Supongamos que kp; VW (I2) € ko VW (I2) v que existen constantes o >0y 5> 0
tales que pa(t) = Br(t) para 0 <t < .
Por el Lema 1.2 existe una sucesién #f, >0 6 s/, > 0 tal que las series

Yoe(th) <oy Y pa(ty) =00

[oN

Yors) <oy Ya(s) = oo,
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Sea z, (6 z,) sucesién en (a;, by} (6 (az,be)) creciente. Definamos la funcién f: I - R por

t, sit=w,ys=y €lagb]/{2}

f(@)=1 s, sis=z,yt=ar€e[ay,b]/{z:} (3.1)
0 en otro caso.
Puesto que
st <t
7 !
ot < . .
ot e s es 32
Entonces

, o) sitl, <t
o=t <3 ooy sivcr, SPUBD @t (3.3)

Para & y n particiones de [a;,b1] y [a2,b2] respectivamente, teniendo en cuenta que
f(toaflz) 0y f(tm-1,a2) = 0, tendremos

ZSﬂx(foof(l‘z,az)D er(lf (1, a2} + (| f (Emy @2)]) + Z ei(lAwf(ti, a2)])
YrElanb]) S (6 [ 1))
szl(f(tu(lz)) Z @1({Awof(ti; a2)l)

1=2

by 'i(éf [a1,01])
23 o (fEf) + Z e1(|Ad1of (ti, az)l)

fi(‘f [a1,01])
2 ea([til) + 2 ea(lt; - tial)
Y w(&{ar,4])
2y (i) + Y e () + Y o (Jtial)
Y (& [as,b:])
4> eIt
¥ k(& [an, bi])
< 4y pa(fti]) < co.

La desigualdad anterior es cierta para cualquier particién de [a1,b4], por lo tanto

IN

IA

IA

I

<

mpb{%b]] 00.

Aplicando el mismo razonamiento anterior, obtenemos

W
,{I(pl/[a’zsbzl <00
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Por otro lado, notemos que para cualesquiera (¢;, s,),
Anf(ti,é’j) = 0

Lo que implica que kpVjs(f) = 0. De esta manera f € rp VW (I2).

(Por otra; parte, consideremos la particién € : {£;}2% con ty;1 = 25, i =1,2,....m-2y

Zi1t 2 .

to; = ~1—-2~—-3—, i=1,2,...,m~1, en este caso f(ta,a2) =0 para k=1,...m -1, de modo que
2m-1

Z w2(|Asof (i, az))l

3=1

©2(|Br0f (1, a2)]) + - - - + pa(|Asof (Fam-1, @2)])
Y w(&;[an,b1]) ¥ k(& (a1, b1])

m—2
@2([f (tam-1,a2)]) + 2 3 (| (tinn, a2)])

i=0

2“(63 [@1,51])

m-2
‘102(It,2mwll) +2 =ZO @2(Itéi+ll)

Y (& [an, br])
m~2
23 walthial)

i=0

> k(& far, b1])
S allf)

EGCRN)

Obteniendo de esta manera que

v

m~-2

o ;0 p2(Itl)
il (f)z}:'i(f;[ahbl])’

y esto tiende a oo cuando m — oo. Lo que implica que kp:TVW(f) = oo y por ende
f ¢ rpaVW(I?), contradiciendo la hipétesis, por lo tanto existen constantes o >0y 3 > 0 ta-
les que @o(t) < fypi(t) para 0 <t < a. 0

En el Teorema que sigue se muestra el reciproco del Teorema 3.1.

Teorema 3.3. Sean pe & yre K. Si kpVW(IE) = kpBVW (1?), entonces ¢ satisface la condicion
5.

Demostracion. Por ser koBVW(I) un espacio vectorial, para f € kpVW(I!), también
2f € kpVW(I?). Definiendo ¢;(¢) = o(t) y @2(t) = 2¢(t), se obtiene que k1 VW (I?) € v, VW (1)
y por el Teorema 3.2 existen constantes a y 3 tales que o(t) < Bp1(t) para 0 <t < a; esto es,

p(2t) < Be(t),
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lo que es equivalente a la condicién ds. O

3.3. El espacio de Banach koBVW (I R)

En esta seccién nos dedicaremos a dotar al espacio ko BVW (1%, R) de un norma, para ello
utilizaremos el funcional de Minkowski, tal como se hizo en el espacio ko BVW ([a,b],R).

Designemos por k@ BV (1%} al espacio de todas las funciones de ko BVW (1) que se anulan
en a = (a1,az); es decir

ke BVYY (I5) = {f € koBVY(1L) : f(a) = 0}.

El Lema siguiente es una extension del Lema 2.2, omitiremos la demostracion, va que es
andloga a la realizada en el Lema 2.2.

Lema 3.2. Sean k€ C y ¢ € & coneza. Si f € kpBVYY (Ib), entonces
1. gi%l_ keTVY(Bf) =0.

2. {e>0: kpTVW(fle) <1} 2.

Puesto que el conjunto {e > 0: kpTVW(f/e) < 1} es no vacio y kpV¥ (I%) es convexo y
absorbente, se define el Funcional de Minkowski py,.o asociado al espacio ko BV (I2) como sigue:

Definicién 3.3 (Funcional de Minkowski). Si ¢ es convexa se define el funcional de Minkowski
asociado al espacio kp BV} (1¢) por

Prpo(f) = inf{e : fz(pTVW(f/e) <1}, fe fengV(,W(Ig).

Definamos la funcién |- [}V o+ kpBVV(12) - R*, por

|+ 1%6.0() = Pago)-

Nuestro objetivo se centra ahora en demostrar que | - IJEWW o(*) define una norma sobre el

espacio mch%W(Ig), para ello es conveniente describir antes algunas propiedades de p,., .
Lema 3.3. Si ¢ es convera y f € kpBV)Y (I%), entonces

1. 8i(t,s), (t',s") eI®, entonces |f(t,s) ~ f(',s) < 497(9) pry ol f)-

2. Si prpo(f) >0, entonces keTVW(f[prp0(f)) < 1.

3. 8t K >0, entonces

a) proo(f) < K si, y sdlo si, kgTVW(fIK) < 1.
b) keTVW(f/K) =1 si pepo(f) = K.

4. 5pTVW(F) < prpolf) $10< pepo(f) 1.
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5 {e>0: kpTVW(fle) <1} = (pupo([f), 00).
Demostracion.

1. De la definicién de pr,0(f) se sigue que para todo A > puyo(f)

reTVY (F/A) < 1.

De esto, '
RV LIV + VY (I + roVI¥ (FIN) € 1.

Lo que implica que
roVie i (FIN <1, kWl (PN 1y eV (FIA) <1

En particular para las particiones £ : a; = & < t; =t/ < to =t < t3 = b y
Niay=50< 81 =8 <8y =8<33=byde[ar,b]y [az,bs] respectivamente, se cumple

3
; @(|A10f(ti, a2))|
5 Viay ) () =50 S5

Como k() <1 para todo t € [0,1] y ¢! es creciente, para i = 2 se obtiene,

<1

3

e 1(3)
v 9)
Ap~H(9).

e/t a2)l = F (', a)l/A)
[f(t,a2)| - f(#', a2)l/A
Lf(t,a2)] - F(¥, a2)[fA

1f (t,a2)| - (¥, 02)]

De forma similar, se prueba que

[ (a1, 8)| - fla1, )] < Ap™(9).

AN IA A

i

Por otra parte, para i =2y j = 2, se cumple

p(Au(fN)(E281)) 1
> ils‘,(lti = tialls; - Sj—ll) h
i=1 j=1 (b1 - ar)(bg - az)

e(Au(f/A)(E2,50)l) < 9
IF(#,s") = f(,8) = £, 8) + f(t, )] < Ag1(9).

De esto,

Por lo tanto,
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it

\f(t,s) - f&, ) = |f(taz) - f(t,a2) + far,8) - f(ai, ")
+f(t',a2) - f(¥',8) = f(t,a2) + f(t,5)
+f(a1,8") = far,8) = f(¥',8') + f(¥', 5)]
[f(t,a2) = F(¥,a2) +|f(ar,s) - far, s)]
HI(W, a2) = f(¥',5) - f(t,a2) + f(2, )]
+f(a1,8") - flai, 8) = f(¥,8") + f(¥', 5)]
42¢7(9)

[7AN

IA

para todo A 2 pr,0(f).
En particular para A = p.,0(f), ast

If(t,5) = f(#,8)] < 4prpo(f)e™(9)
para todo (t,s), (t',s') € I}.

. Sea e {e: kpTVW(f/e) <1}, entonces

keTVW(f/A) < 1.

En consecuencia, para cualesquiera particiones £ y n de [a1,b;] y [ag,b2], se tiene

i@(lAmf(ti,@)//\))l f:lw(lAmf(a;,Sj)l/)\)
i= =

1> =
> sup Zn({f;[m,bﬂ) AP Zlﬁ(ﬁ;[a%bﬂ)
iZs@(IAuf(ti,sj)Vx)
+sup i=1 j=1

i—‘: : r(!ti ~tiaalls; - Sj—li)‘
i=1 j=1 (b1 —ar)(by ~ az)
Luego, por ser ¢ una funcién continua y pe,0(f) >0

iﬂp(!Alof(ti,az)l/pm,o(f)) ;w(mmf(ahSj)l/Pw,o(f))
S lant)) S (1 [02, b2])
35 (1A f (5 ool ))

=1 j=1

m n K’(lti - ti,lnsj - 3j~1l)
(bl - Gl)(bz - az)

-,

+

i=1 j=1
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S euorttsany) YelBufans)l/)

I g=1
A»ﬂiiﬁ(f) }: k(& [ar,b1]) ’ " ks [az, b2])
(1A1f(t:,85)l/2)

©
Z’ i . (lti ~tialls; - Sj—ll)
i=1j (b1~ ag)(ba—ay)
< lim 1=1.
A""pMp O(I)

Por consiguiente
weTVY (fproo(f)) < 1.

3. a) Supongamos que py,o(f) < K; esto es,
fof{e : keTVW(fle) <1} < K.

Consideremos los siguientes casos:
Caso 1. Si pxpo(f) =0, entonces existe K’ >0 tal que 0< K'< K y ko TVW(f/K') < 1,
pues de no existir K', entonces p,,0 = K >0, lo cual es una contradiccién.

Puesto que g es una funcién no decreciente, entonces

olt) L 2(0)
K — K/

para todo t € [0, 00).
Por lo tanto

weTVW (fIK) < keTVV(fIK') < 1.
1
prsp ()(f)

tenemos

Caso 2. Si pu,o(f) > 0. Por ser ¢ no decreciente y como

(%l)(—f-‘%fs)

por la parte 2 de este Lema.
b) Supongamos que kpTVW(f/K) =1, entonces
-Si prpo(f) < K, entonces como kpTVW(-) es convexo, se tiene que
v /)R‘P,O(.f) .f pmp,()(f) w5 W f
keTVW(fIK) = mpTVW( < = kpTVW | ——ere
(1K) K prpo(f) K Pro0(f)
< )Onga;;v(f ) x1<1

contradiccién.
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-Si puyo(f) > K, entonces por (3a) kgTVW(f/K) > 1, contradiccién.
Por lo tanto,

Pmp,o(f) =K.

4. 8i 0 < pu ol f) < 1, entonces 1. Dado que xpTVW(-) es convexo,

RSN
pm,a,()(f) -

12 keTVW ( keTVY ().

1 f) s 1
pngp,()(f) N pmp,()(f)

Por tanto,
pmp,()(f) 2 KX)OTVW(f)

Por otro lado, si p.,p(f) = 0, entonces para todo 0 < K < 1, por la propiedad (3a) de este

Lema.
reTVW(fIK) <1
rkpTVW(-) es convexo
rpTVW (‘}*J;) < %mpTVW(f) <1.

Asi, kpTVW(f)< K.

5. Verifiguemos ambas contenciones.
Sea A€ {e : kpTVW(f[e) <1}, entonces kT VW([f/X) < 1. Por definicién

/)mp,ﬂ(f) <A

En consecuencia, A € (p,,0(f), ).

Sea A € (prp0(f), 00), entonces py,o(f) < A. Por lo tanto,
keTVW(fIN) < 1.
Lo que muestra que A € {¢ : xoTVW(f/e) < 1}.

Asi,
{e>0: kpTVY (f/€) <1} = (prpo(f), ).

0

Teorema 3.4. Sean k€ K y p € . Si p es conveza, entonces |- [}V (-) define una norma sobre
el espacio ko BV (1?).

Demostracién. Verifiquemos que |- |¥ = py0(-) es una norma en rpBVYY (18).

w

1. Si f # 0, entonces de la definicién de pup0(f), se sigue que |f[ ,

f e BV (1),

> 0 para todo
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Si f =0, entonces |fIV 4 = pupo(0) = 0. Reciprocamente si | f HW@ = 0, entonces por la
propiedad (4) del Lema 3.3, se tiene

0 < kpTVW(f) < prpo(f) =0.

Por lo tanto,
keTVY(f) = 0.

Y asf, por la Proposicion 2.4 (3) f es una funcién constante, pero f(a) = f(ay,as) = 0. Por
tanto f(x,y) =0 para todo (z,y) € I?.

- Sea Ax0eRy [f¥ ,#0. Seac>0 tal que

kpTVW (,/\lf) (3.3.1)

Equivalentemente se tiene

f
TvW
" ( /w)
es decir, e/ € {e: kpTVW(f/e) < 1}. Por lo tanto

110 S /.

Es decir,
AlflRpo e

En otras palabras, A| [}V , es cota inferior del conjunto
e mpTVY (NP < 1}

Por la Proposicién 3.1, keTVW(:) es par, asi

weTVY ((AF)]e) = s TV (AF)/e),

En consecuencia,
M <IN (3.3.2)

Para verificar la otra desigualdad, notemos que

v i) e i) v () =

Por lo tanto, A[fI¥ e {e : koTVW((INf)/e) <1}

Por lo tanto,
MG 0 2 Popo(AS) = 1A 120 (3:3.3)
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De (3.3.2) y (3.3.3) se sigue que A fIW , = |2 fIY

€0 w0
3. (Desigualdad triangular)

Si f=06g=0, entonces |f + g}, o < 1120 + 1900

Supongamos que f # 0y g# 0, entonces p.,0(f) >0y puy0(g) > 0. Por la propiedad 2) del
Lema 3.3, tenemos

mpTVW( )Sl y mpTVW( gW )_<_1.

S
1150 lalkeo

Por otro lado,
Pmp.()(f ) Prg 0 (9) -
pmp,ﬂ(f) + /)r-:&p,O(g) pmp,()(f) + Prw,ﬂ(g) .
Luego, como k¢TVW(-) es convexo, resulta

oW f+.g ) = K W( pmp,O(f) f
weTV (mw,o(f) Ton @) = Y o ) 7 (@) oD
Prp0(9) g )
Pro0(f) + Pro0(9) Prpo(g)

pmp,()(f) w ( f )
/’nv,ﬂ(f) + pMp,O(g) K,SOTV pﬁga,ﬁ(f)

pM(plO(g) . va ( g )
Dot * g @) \Drpo(9)
Pmp,ﬂ(f) pm,a,O(g) -
Prp () * Prpo(9)  Proo(f) + Proo(9)
es decir, prpo(f) + Pron(g) € {e > 0+ weTVV((f +g)fe) <1}.
Por lo tanto,

Y

pmp,ﬂ(f ”"9) < pmp,O(f) + pnw,0(9)~

Asi, queda demostrado que | - |40 define una norma sobre el espacio k@BVy (1?).

Proposicién 3.4. Para toda funcién f: 1% - R y todo o € R wale
rkeTVY (f +a) = koTVY(f).
Es decir, el operador koTVW(-) es invariante por traslacion.

Demostracion. Observemos que

Ago(f +a)(ti,a2) = (f + @) (b, a2) = (f + @) (tiei,a2) = f(ti,a0) - f(tioy, a2),
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Do (f+0)(ay, 85) = (f + a)(ar, 85) = (f + e)ar, s50) = f(Li,a2) = f(tia,02),

Anf(ts, s5)

&

(f + a)(ti1,85-1) = (f + @)(ti1,85) = (f + @) (ti, 850) + (s, 55)
(F)Eir,85-1) = (F)Hicrs55) = (F)ti, 85-1) + f (23, 55)-

rpVim oy ((F + @) = 5oV 5 (F);
R Va1 ((F + @) = 5oV 4, 1(F);

Por lo tanto,

RV ((f + @) = sV (F).
Lo que implica que kpTVW(f + a) = keTVW(f).

O

Lema 3.4. Si (fn(z))ns1 es una sucesion de Cauchy en (kpBVyV (18), |-lkp0), entonces (fu(x))ns1

es una sucesion de Cauchy en R.

Demostracion. Sea (fn(€))nz1 una sucesion ||| ., 0—Cauchy en kp BV (1%), para todo ¢ > 0 existe

N, €N tal que
[fo = flspo < € siempre que m,n > N,

(fn" fm)(l) <1.

por definicién de | - 4,0, resulta mpTVW(

€
En particular para las particiones £ 1oy =tg <ty =t<lo=by yn:ay=89< 81 =58<3y=by de

[a1,b1] v [ag, ba] respectivamente, resulta
({(fn = fn)(t, a2)])
2 S —

¥ k(& [ar,b1])

Por lo que [(f = fin)(%, a2)| < €p™1(2) < e (4).
Analogamente, se prueba que

<L

(= fm)(a1, 8)] < e (2) < €7 (4).

Por otra parte,

¢ (U = )1, 02) + (fo = frn)(t,8) = (fn = fin) (@1, 8) = (o = Fn) (E,02)[1/€) _ L
i 22: B ( [ti —tiills; — Sj~1|) -
S (b -an)(be~a2)

De donde,

|(fn = fm)(ar,a2) + (fu ~ fm)(tv 5) - (fn - fm)(alas) ~(fo = fm)(ta2)l < 5904(4)

Por lo tanto,
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I(fn“f'm)(t’s)] < Kfn"fm)(tvaﬂ)‘+|(fn""fm)(a'175)|
+|(fn'"f'm)(tvs)“(fn"fm)(alas)“(fn"fm)(taaﬂ)‘
< 3ep(4),

para todo (t,s) € Ib. Por lo tanto,
1= Floo = 5up{|(fo = i) (t:5)1: (8, 5) € 12} < Beip™(4)
para todo n,m 2 N,. Asi, (fy)ns1 es una sucesién de Cauchy en R con la norma | - || . 0O

Teorema 3.5. Si ¢ € ® es conveza, entonces (kpBVY (I%)),] - 1. 0) es un espacio de Banach.

Demostracion. Sea (fn)nz1 sucesion de Cauchy en (ko BVV (12), ] |.p0), entonces (f,)ns1 €8 una
sucesién de Cauchy en R (por Lema 3.4). R es completo, lo que implica que

i fu(e) € R
para todo z € (ay, by] x (ag, ba].

Consideremos la funcion f: (a1, b1] x (ag,b9] = R definida por
Fx) = lim ()

Luego, para todo z € I, vale

6“6
2"",

@) = @) S 1@) = fu (@) + 1o () = Fl@)] < 5 +
Lo que muestra que f,(x) converge a f(z) con la norma || - | (convergencia puntual)

Demostremos que f,(z) converge a f(z) con la norma |- | RW%O. Para ello, sea € >0y & = {;}7,

particién de [ay,b;]. Como Dyo(fr — f)(ti a2) = Aro(fu) (B, a2) — A1 f) (L, a2) ¥ @ es una funcién
continua, obtenemos

Foef ZW(AI.Ofn(tia az) = Ao f (ti, a2))
reVW ( ) zm > 6(&, [ar, b))
; e(Aro(fn)(tir az) - Jm Ao frr)(ti, a2))
= sup . > w(& [ b))

2 P(Bio(fa)(ti,a2) = Avo( fowr )(ti, 02))

sup lim =
™m0 Z k(& [a1,b1])

Por otro lado tomando n,m’ > N, tales que

I

{a1,b1] € sup

i

"fn - fow “i?(;,() <ef3;
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es decir,
inf{c : seTVW (fo~ fir) <1} < ¢/3.
Por lo que
reTVY ((fo = fm)[(c[3)) < 1.
Equivalentemente,

weTVW(3(fr — frr)fe) < 1.
Luego, por ser kpTVW(.) convexa
12 K"PTVW((fn = fw)l€) 2 3E(PTVW((fn = fav)[€)-
Por lo tanto,

MpTVW((fn fm )/6) <

wlr-t

Pero

W igp(AlO(fn)(tiy &2) - Al()(fml)(ti, (Lz))
K TV 'n ~ fmr)f€) 2 z
ey flo2 STRE [ar, b))

De modo que, -
Z;‘P(Am(fn)(tm(lz) = Dao(fo ) (ti, 02))
* Z"ﬁ(éa[a],bl])

Asi,

mpV[al,bl} (fn f) < —:1); (3.3.4)

De forma similar se muestra que

In - f)

| <z (3.3.5)

todo para n > N,. Para la variacién bidimensional, en el sentido de Wiener, observemos que

Z KX,OTVW((fn - fm’)/e)

O] =
v
X
s
<
S

—
=
k.,’
3

py

Zw(lﬁn(fn D)t s)))
® B3 (T toalls; sl
ZZ:“c((bl“al)(i’)z )

az)
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Por lo tanto,

35 mne B h({t i ~tica|ls; — 8- 1})
(b1"al)(b'.2 a2)

i=1 j=1

De modo que,

3 S (AL (o = For) )t 55)])
n@/}?’(fn;f) =sup lim z:“nll

1
e Zin(lt ~tialls; — 55 ll) : 3 (3:356)
i=1 j=1 (b1 = a3)(b2 ~ az)
De (3.3.4), (3.3.5) y (3.3.6), se tiene
RATVY (= ) S 34545 =1 (33.7)

Esto quiere decir, que (f, = fo)/€ € BV (I?). Por ser kpBVYY (I) un espacio vectorial
y [n € 5BV (1) para todo n € N, entonces f € xip BV (IP).

De (3.3.7) se tiene que para todo € > 0 existe N tal que ko TVW((f,~ f)/¢) < 1, siempre que
n 2 N, en consecuencia por el Lema 3.1, tenemos que

”fn - f”,‘g{o,o <€

Lo que muestra que k@ BV{V(I%) es un espacio de Banach con la norma |- IIKW%O.

Definamos en rpBVW(12) la funcién [« [W : ko BVW(I¢) - [0, +o0) dada por

1125 = (@] + prpo(f - F(a)),

donde pupolf - £(a)) = fuf{e >0+ mgTVW((f - f(@))]e) <1}
Pero por la Proposicién 3.4, kpTVW ((f ~ f(a)) = keTVW(f), por consiguiente

pmgp,l)(f - f(a)) = prw:,O(f)'

Por lo tanto
I 120F) = F (@) + prgo(f - (@) = [f(@)] + prpo(f)-

Como consecuencia de los Teoremas 3.4 y 3.5, tenemos los dos resultados siguientes
Teorema 3.6. Si p € ® es conveza, entonces (kpBVW(IL)), |- %)) es un espacio normado.

Demostracion. Probemos que | - | define una norma sobre el espacio kpBVW (I¢).
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1. | fI%. > 0 para toda f € kgBVW(12), ya que [f(a)] 20y prpo(f) > 0.
2. Si f =0, entonces |f(a)| =0y pepo(f)=0. Por lo tanto

L%, =0.

Si | f|%, =0, entonces [f(a)l =0y pepo(f) = 0. Estoes, f(a) =0y [f]¥ , =0, pero | f|}¥ ;=0
st, y solo si f es constante, por lo tanto f(¢,s) = f(a) = 0.

3. Para toda f, g€ ko BVW(I?), se cumple

If+9l = 1f(a) +9(a)] + pupo(f + 9~ (f+9)(a))

= [f(a) + g(a)l+ [((f - f(@)) + (g - 9(a) )] xpo0

< (@) +lg(a)l + [((f = f(a)) kw0 + (9= g(a)))np0

= |0 + 1glpo-

0
'.geore,rlna 3.7. Si p e ® es conveza, entonces el espacio (ko BVW(I2)), |- |W) es un espacio de
anac

Demostracion. Sea (fn)nz1 una sucesion de Cauchy en (kpBVIHW), | - |%), entonces para todo

¢ >0 existe N, e N tal que || f, = for||}¥, <, slempre que n,m’ > N,; es decir

‘fn(a) - fm'(a’)‘ + Pf?;,o((fn - fm') - (fn(a) - fm’(a))) <€

para todo n,m’ 2 N..
Equivalentemente,

|fa(a) = frne(@)] + 1 fa = Fal@) = (fow = frwr(@)) |0 < €

para todo n,m’ 2 N,.
Sea ¢, = fn~ fa(a) para todo n > 1, g, esta bien definida. {g,},»1 es una sucesién de Cauchy.

En efecto;
lgn — gm ”mpO I fo = fula) = (for = for (a))umpo <€

para todo n,m’ 2 N.. Por lo tanto, (g,)nz1 s una sucesién de Cauchy en kp BVV(12)).

Luego, por ser kp BVY (I%) un espacio completo, existe g € kp BV} (I?) tal que g, converge

a g con la norma | - ”wo

Por otro lado, |f.(a) - fm(a)] < € para todo n,m’ > N; es decir la sucesién (fn(a))ns1 es de
Cauchy en R, dado que R es completo, existe f, € R tal que (f,,(a))ns1 converge a fo.

Por lo tanto, f, = fu(a) + gn converge a fo + g con la norma | - |V,
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Jo+ g€ rpBVW (1Y), ya que fo, g € sp BV (1L)).
Por lo tanto, (ke BVW(I8), |- |¥,) es un espacio de Banach.

3.4. Funciones factorizables Adams-Clarkson

En esta seccidén estudiamos la relacién existente entre las funciones con rp-variacién acotada
en R? y las funciones factorizables. Mostraremos un resultado 1itil para construir ejemplos de
funciones con k-variaciéon acotada finita en un rectangulo.

Definicion 3.4. Sea f:I2 - Ry &, n particiones de [a3,b;] y [az, b2] respectivamente. Definamos
el incremento de f, denotado por Af, como

Af = Af(ti,55) = f(tie1, 8501) = f(tiss5)
parai=1,2....m-1yj=1,2...,n~1.

TR b . . ’ .
Definicién 3.5. f ¢ Rl es factorizable en 1! si, y sélo si,

f(t,s) = g(t)h(s)
para todo (t,s) € I’, donde ¢: [a1, 0] - Ry h: [ag, ba] = R son funciones no nulas.
Ejemplo 3.1. f(i,s) = et*s = ete® = g(t)h(s).
Proposiciéon 3.5. i la funcion f: I8 > R es factorizable, entonces
A f(t,8) = Ag(t)Ah(s)
para todo (1,8) € I?.

Demostracion. Sea f(t,s) = g(t)h(s) para todo (t,s) € Il y £, n particiones de [a1,b1] y [az,b]
respectivamente. Entonces

Anf(ti,s5) = f(ti1,85-1) = f(tion, 85) = f(ti,550) + f(ti,85)
g(ti1)h(sj-1) = g(ti-1)h(s;) = g(t:)((sj-1) + g(t:)h(s5)
[9(t:) = g(ti-1)J(=h(s5-1)) + [g(t:) - g(ti)J(R(s;))
Lg(ts) - g(ti)][R(s;) = h(s5-1)]

Ag(t;))Ah(s;).

il

i}

i

11

]

Teorema 3.8. Sean x € K, p e ® convera y f € RIS factorizable, f(t,s) = g(t)h(s). Entonces

ferpVW (1) si, y solosi, g€ kpBVY ([a1,01]) y h e kpBVY ([ag, ba]).
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Demostracion. Sea f € kpVW (I?) factorizable, entonces

“‘P‘/(Z,bl](f) + KQOV[Z,(,Z](f) -+ K/QOVI?/ (f) < 00.

Es claro que
KoVl () <00y kW 4 1(f) < oo,

Por lo tanto

5 o0 (b a2)) $ oll(t:) - gt )ln(a))
o0 > sup =4 = sup =

Z’ﬁ(f; [alabl]) Z'f(& [01,1)1])

Esto quiere decir que la funcién [h(aq)lg € kpVW (Jar, 1]), v ast g € ko BVY ([ay, b,]).
De forma similar se prueba que h € kpBVW ([as,b,]).

Reciprocamente, supongamos que g € kgBVW ([a1,01]) y h € kpBVW ([ag,bs]). Mostremos
que f(t,8) = g(t)h(s) € kpVW(I7).

Para ello, sean £ y i) particiones de [a1, b1 ] y [az, ba] respectivamente. Como g € kpVW ([ay,5,]),
entonces es acotada; es decir, existe K > 0 tal que |g(s)| < K < K + 1 para todo s € [ag,bs], luego
por ser ¢ creciente y convexa, tenemos

gs&(lAmf(amj))l
S s a2, )
3 (1(t) = (-1l
} 2 k(n; [az, b))
5 ) = A(-DI(K + 1)

H

va{g,bz](f )

= sup

s s Y k(m; [az, b))
}i(x #1)(h(t;) - Btj1)])
S sup= 3 w(n; [az, b2])
5 e(Ihtts) = bt
< (K +1)sup = < 00

2. w3 [az, by])

Un procedimiento andlogo muestra que mpVBf: b1 (f) < 00

Sélo resta verificar si nwl@?’( f) < oo.
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m o n

2 2 (B f(ti,s)D)
VE(P) - sup ]

ti — ticallsj = s}
;; n( (b - ar)(b2 - azl) )
5 3 plgtir)h(sjo1) - g(ti)h(s;) ~ g(t)h(syo1) + g(t)h(s;)
& [l =tials; — 554
ZZ"”( (b - a1) (b2 - a2) )

i=1 j=

5 S olgten) K — gltin)K — g(t) K + g(t:) K]

< sup =19= e
§* Z i lt: ~ti-alls; - 83‘-1\)
s (b -a)(br~ag)
Y (0)
- sup =151
"i En: . ( |t; — tialls; - Sj«ll)
Sa (i -a)(b-ag)
= 0

Por lo tanto f € kpVW(I?) y asi f € kpVW(I2).
[

Inclusiones entre espacios generados por estas familias
de funciones

En esta seccion presentamos bajo que condiciones se cumplen inclusiones entre espacios

generados por estas familias de funciones.

Teorema 3.9. Sean k, k1, k2 €K y @, ©1, w2 € ©. Entonces

1. Para ¢ fija y ky < Ko se cumple que kypBVW (I?) ¢ ko BVW (1Y

2. Para k fija y pa < 1, se cumple que kp; BVW (I8) ¢ kpo BVW(I?).

3. Si k1 < K2 Y 2 <1, entonces kK11 BVW(IP) ¢ koo BVW(18).

Demostracion.

1. Sea f € k11 BVW(1,,b), entonces por definicién

rpVin py(F) <o00;  mapVpy 1(f) <00
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y
wpVY (f) < o0,

Dada £ = {t;}}2, particién de [a1,b:] y 7= {5;}7., particién de [as,bs], como £y < Ky, implica
que

Zw(lAmf(tuaz))l
Z@(ﬁ, [a1,b1])
Y o(1Aaof (i, a2))]

i=1

Zfﬂ(f; [a1,b:1])

"

'G%OVEZ’,bI](f) sup -

i

sup

< 0.

Zso(lexf(m,bJ))i
Zﬁz(é [a2,b2])
Zw(lAmf(au 53))l
Zfﬂ(& (a2,5.])

WZWV[Z,bz](f)

it

sup 2

/AN
w
=
’C

>3 elln £(t5)
& ti - tialls; ~ 554
Z K}2( (b1 *al)(bg *‘0,2))

1=1 j=1
(A1 f (i, 55)])

!
o)
=

<

szv}?/(f)

M=

i=]1 j=1

m n It i 1“8]' *Sj—ll)
Z K] ((b1 a1)(b2 - a2)

< oo,
por lo tanto kT VW (f) < o0, de modo que f € k1@BVW(I?) ¢ ko BVW(I?

2. Sea f e k1 BVW(1E) y € = {t:i}n)s n = {85}, particiones de [a1,b1] y [az,b2], respectiva-
mente.
Dado que @2 < ¢4, tenemos
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Z 2(|As0f (i, a2))l

SO iy
; e1(1A810f (¢, a2))|
s s > k(& ar, b))
< oo,
> gl on e, 5))
” ) -
tp2Viny by (f) = sup S (& [an Ba])
Z wa(|Bor f (a1, 55))]
= qup Z'z"(g’ [(12)b2])
< oo
i 3 §02(‘A11f(tu 5]
KVl (f) = sup == tialls; ~ spa]
;;h( (b1 —a1)(by ‘az))
3 3 ea(lAnnf (8, 55))
< sup mp,jj:] it T |
i-1{185 — Sj-1
5
< 0.

por lo tanto ke TVW(f) < 0o, asi gy BVW(IE) ¢ ks BVW (1Y),

3. Sea f € k1 BVW(I?), entonces

Z‘Pz(lAmf(tu&z)N
'52802‘/[‘;‘161](f) = sup- Zﬂz(f,[ahbl])
Z%(!Amf(tua’m
an(g,[al,ln]

sup -

N

< o0
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Zgoz(lAmf(au%))l
R R Y CIrNT
Z¢1(|Amf(a1,bg))|
2“1(5,[%52])

IA

sup

n

o1(|Ax f(ts,5)])

EMS

- [ti ~ti1lls; — s;4]
K( by —ay)(by - az) )
i%(lAnf(tu i)

T Itw i 1”*9] — 8- 11
ZZK((bl“al)(%—@))

K1 <p2‘/[?/ (f)

|
w
=
<

I gE
M:

©
il
—
=5 .
ll

S

Por lo tanto f € koo BVW(I!), en consecuencia ko BVW(I0) ¢ koo BVW(10).

Teorema 3.10. Sea k € K y @1, w2 € D, las siguientes condiciones son equivalentes:
1. ki BVW(IY) ¢ ko BVW(IP).

2. @9 < @y globalmente (es decir, existe una constante C positiva tal que po(t) < o1(Ct) para
t>0).

8. Emiste una constante C tal que [ f|}¥V, < CIfIW,.

Demostracion.

1) = 2) Supongamos que ¢, £ @q, entonces para toda constante C' > 0 existe ¢t > 0 tal que
02(t) > ¢1(Ct). De acuerdo con esto, existen {t;}2; y {t/}3, sucesiones estrictamente crecientes
tales que

limt, =00 vy @a(t,) > @i(2%nt,)

n—->o

Iimt, =00 v ot > pi(22nt).

n—00

Como ¢ es convexa y 2™ > 1 para todo n € N, por la Proposicién 1.6, resulta

1
o1(nt,) = ¢y ('27‘2 Tbtn) < —g01(22"nt ).
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Por lo que,
2201 (nty) < 01(227t,).

Andlogamente, se tiene que

27 po(nt],) < p2(227t).

Por otra parte, sean {I,} y {I},} sucesiones de intervalos no solapados de [a;,b;] y [a2, b2]
respectivamente tales que

L] = by —a; pi(t)

2" ‘Pl(ntn)

Yy
I !_ by —ap pi(#])
2 pi(nty)

siendo posibles tales sucesiones, puesto que

—a1 ¥ (tl })1 ay _
. L Zu"l Z 9n 0y (nt ) Z m =01 = 0y,

e ! ”“

90()

ya quc‘ ( » < 1 para todo n € N. Andlogamente se muestra que
1 .

Z 111’1{ < b?:— as.

S

AW,
' S'g},% f I’ 5 R definida por

nt, siyelly z ela, 0]/, neN (3.5.1)

| ntn sizel,y yelab]/ll, neN
f(z,v)
0 en otro caso.

Probaremos ahora que f € k) BVW(I?) pero f ¢ rpa BVW(I%). Verifiquemos primero que
f e kpI BV (I2).

Y eAuf()  Fent)ll 1
> Rl b))~ 3wl b)) < &3P el <o

’*‘Plv[al bl](-f)

Por otro lado

w2 (Baf(I) Z%(nt
mplv[awz,bz]’g) “ Z'f(ﬂm [ag,b2]) - Z ' [az, E omn W!(tJ)}bz az| < co.

Sélo falta calcular la variacién bidimensional, para‘ello, obsérvese que Aqy f(¢;,s;) = 0 para cuales-
quiera t; € [a1,b1] v 8; € [as, b2]. Por lo tanto, f € ks BVW(1?).

~ Mostraremos ahora que f ¢ ke BVW[I]. Sea 0 <a <1y meN tal que am > 1, entonces
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ZJl woa(A10f(1n)))

3 6y, [ag, b))
2@2(“”’%)1]’:;‘

Y. &Ly, [01,5])
Y- pa(ta)ln]

n=m

z “(Im [ab bl])
Z 2275 (it ) )

Z K’(I'm [a/la bl])
> 2% (t1)|br — a4

i}

“‘P?V{Z,bl](f)

v

n=m

E k(In, @1, 01])

Esto muestra que f ¢ kpa BVW(I?), lo cual contradice la hipétesis, por lo tanto g < 1.

2) = 3) Sea f € k1 BVW(IY). Por hipétesis existe C > 0 tal que pq(t) < 1 (Ct) para todo
t20.
Dado A € {e > 0: 60 TVW(Cf)]e) £ 1}, entonces ko TVW ((C f)/A) < 1. Para enalquier particion
£={ti}in, vy n=1{s;}7, de [a1,b1] y [az,b:] respectivamente, vale

2§¢1<|CAlof<ti,a2>t/A>
SR ST PN P

iﬂol(wAOlf(al,sj)V)\)
1> i=1 .

W CH N

m

$ 3 (10 AL G 5)IN)

i=1j=1

SE(Gey)

Lo que implica que A€ {e > 0: kp;y TVW((f)/e) < 1}, esto significa que

12

i=1 j=1

{e>0: kpTVV((CS)fe) <1} < {e> 0 - speTVV((f)fe) < 1}.
En consecuencia,

nf{e > 0: KTV ((f)]€) s 1} <inf{e > 0: ki TVV((CF)]e) < 1}.
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CAPITULO 3. FUNCIONES DE kp-WIENER-VARIACION ACOTADA EN R2

Es decir, |/, < ICFI, = CIAIY,

Kp2 Pl Kp1”

3) = 1) Sea f € kpy BVW(I!). Dado que |f|%, < C|f|% para algin C > 0, entonces el

conjunto {e >0 : kpTVW((f)/e) < 1} es distinto de vacio, por tanto, existe € >0 tal que
re TV ((f)fe) < 1.

Luego, por ser @ BVW (1) un espacio vectorial, se tiene que A € ke BV (1Y),
Por lo tanto f € ke, BVW(I2). Y asi, queda mostrado que kpy BVW(I?) c kg, BVW(I?).
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Conclusion

En esta investigacién se introduce el concepto de variacién acotada de funciones en dos va-
riables, a valores en R, el el sentido de Korenblum y Wiener. En primer lugar, se extendio el
concepto de kp-variacién acotada, en el sentido de Wiener a un subconjunto del plano, hecho
que resulta de la combinacion de los conceptos de k-variacién y @-variacion. Para tal extension
nos basamos en el método de extension utilizado por Chistyakov (ver[6]). Se realizé un estudio
sistematico de las propiedades que cumplen las funciones pertenecientes a esta clase de funciones
y se observo que estas propiedades son similares a las propiedades que satisfacen las funciones de
kp-variacién acotada definidas en un intervalo de R. Cabe ahadir que una de las propiedades que
no se pudo mostrar, es que si kT VW (-) es un funcional convexo entonces ¢ es convexa.

Siguiendo este orden de ideas, como resultados de relevancia, se dieron condiciones necesarias
y suficientes en ¢ para que esta clase de funciones sea un espacio vectorial, con la suma y multipli-
cacién por escalar usual de funciones. También se establecieron condiciones para que dos clases de
funciones generadas a partir de dos @-funciones distintas o dos x funciones distintas tengan una
relacién de inclusion.

En segundo lugar, mediante el Funcional de Minkowski, se logré dotar al espacio kg BVW (12)
de una norma. Ademas se verificd que ¢l espacio con esa norma es un espacio completo; es decir
es un espacio de Banach. Alcanzando de esta manera todos los objetivos principales planteados al
inicio de la investigacion.

Algunos problemas para investigar.
Aqui presentamos algunos problemas para futuras investigaciones.

1. Definir las funciones xy-decrecientes en dos dimensiones y mostrar si estas funciones tienen
W-kp-variacion finita.

2. Determinar si es posible demostrar un Teorema de representacion para estas funciones, tipo
Jordan o tipo Korenblum.

3. Estudiar algunos problemas relacionados con el operador de composicion lineal y no lineal,

que involucren condiciones de actuacién, come Lipschitzidad local o global, acotacién uni-
forme, compacidad (en el caso lineal) y continuidad.
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