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cAPiTULO 1

Introduccidn

La naturaleza benigna provee
de manera que en cualquier parte
halles algo que aprender.

Leonardo Da Vinci.

La teoria de la eleccién social trata sobre la toma de decisiones colectivas a partir de las
preferencias de los individuos que conforman una sociedad. Estas preferencias estan represen-
tadas mediante relaciones binarias sobre el conjunto de alternativas. Tengamos presente que
los individuos pueden tener opiniones distintas sobre las alternativas sociales. El problema
general consiste en lo siguiente: Dado un grupo de alternativas (candidatos) y un grupo de
individuos (votantes) con sus preferencias sobre los candidatos j Cémo elegir los “mejores”
candidatos para todo el grupo de individuos?, ; En qué medida el método escogido es “bueno”?

Desde el siglo XVIII hasta ahora fueron apareciendo diversos trabajos académicos que
apuntaban a solucionar los problemas de la votacién, pero no tuvieron continuidad hasta
comienzos del Siglo XX. En 1951 K. Arrow probé un resultado extraordinario que le dio
un nuevo vigor y un nuevo enfoque a lo que hoy sc llama la “Teorfa de Eleccién Social”.
Este resultado es conocido como El! Teorema de Imposibilidad de Arrow, también llamado
la paradoja de Arrow. Alli se demuestra que no es posible dischar reglas para la toma de
decisiones sociales o politicas que obedezcan al mismo tiempo a un cierto conjunto de criterios

“razonables”.

Ese teorema fue enunciado y demostrado por el Premio Nobel de Economia Kenneth Arrow
como parte de su tesis de doctorado: Social choice and individual values, y popularizado en su
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libro del mismo nombre en 1951. Sus contribuciones a la Teoria de Eleccién Social le valieron,
entre otros trabajo, el Premio Nobel de Economia en 1972.

Uno de los temas importantes dentro de la Teoria de Eleccién Social es el de Manipu-
labilidad de las funciones de eleccién social. Grosso modo, una funcién de eleccién social
(un sistema de voto) es manipulable si hay una situacién en que uno de los votantes puede
mentir para hacer que el resultado lo favorezca. Sorprendentemente los trabajos de Gibbard
y Satterhwaite, de 1973 y 1975( (7], [19] respcctivamente), nos dicen que todo sistema de
voto es manipulable o dictatorial. Cabe aclarar que ellos se refieren a sistemas de voto que
arrojan siempre un unico ganador (funciones univaluadas). Ellos no estudian el problema de
las funciones generales de eleccidon que pueden arrojar empates (funciones multivaluadas) y
que de hecho dependen de dos parametros: las preferencias de la poblacién de votantes y de
un conjunto de candidatos a elegir, que en general es un subconjunto de todos los candidatos
posibles.

Mss recientemente, Salvador Barbera [3] y Jean-Picrre Benoit [4] han establecido resul-
tados de manipulabilidad para funciones de eleccion multivaluadas bajo ciertas condiciones
sobre los perfiles de preferencias de los votantes. Sus trabajos son en muchos aspectos simi-
lares al trabajo de Gibbard y Satterthwaite. Ellos cambian el tipo de objetos a considerar: en
vez de candidatos ellos consideran conjuntos de candidatos. Ese es el espacio de alternativas
y es sobre esas alternativas que la poblacién de votantes expresa sus preferencias. De hecho,
ellos no consideran todas las preferencias posibles en ese espacio de alternativas, sino que
consideran solamente algunas que tienen una estructura muy particular. Es importante notar
que el Teorema de Imposibilidad de Arrow, es una herramienta fundamental en las pruebas
de los teoremas de manipulabilidad conocidos.

El trabajo nuestro estd motivado en la siguiente pregunta: ;Habra un resultado de ma-
nipulabilidad para funciones de eleccién generales?

Nosotros introducimos una nocién de manipulabilidad para funciones de eleccién generales
que nos parece muy natural. Ella depende de una manera de interpretar una preferencia sobre
los candidatos, como una preferencia sobre conjuntos de candidatos. Usando el teorema de
Gibbard - Satterthwwaite establecemos un teorema de manipulabilidad para funciones de

eleccién generales.

También usando las ideas de la prueba del teorema de Gibbard - Satterthwwaite intenta-
mos dar una versién mds fuerte del teorema de manipulabilidad. La prueba estd hecha médulo
una conjetura que atin no hemos podido probar. A pesar de que ese resultado no estd comple-
to, la técnica y el avance de nuestros resultados nos parecieron lo suficientemente importantes

para incluirlos en esta memoria.

Este trabajo estd organizado en cuatro capitulos. El primer capitulo establece resultados y
definiciones bésicas de las matematicas que seran utilizados cn los capitulos subsccuentes. Ellos



se necesitan para la mejor compresién del texto. El segundo capitulo trata sobre la Teoria de
Eleccién Social. Alli, luego de una breve introduccién al concepto de eleccién social, definimos
funciones de eleccién social y algunas de sus propiedades. Ademés, dedicamos una seccién
al famoso resultado de Arrow que es conocido como el Teorema de Imposibilidad de Arrow.
Con la preocupacién de que este trabajo sca autocontcnido, damos una prucba detallada
de la versién que usaremos en los capitulos tres y cuatro.El tercer capitulo estd dedicado a
establecer el teorema de manipulabilidad de Gibbard - Satterhwaite.

El capitulo cuarto y dltimo constituye nuestro aporte. Alli extendemos la nocién de ma-
nipulabilidad y mostramos un nuevo resultado de manipulabilidad de funciones de eleccién
basado en en teorema de Gibbard - Satterhwaite {7, 19]. También establecemos una versién
mas fuerte del resultado previo médulo cierta conjetura.
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CAPITULO 2

Preliminares

Este pequefio capitulo estd dedicado a presentar los resultados y definiciones bésicas uti-
lizadas cn los capitulos subsecuentes. El lector con experiencia matemaética podrs obviarlo y

solamente consultarlo cuando fuese neccsario.

Usaremos las notaciones usuales de la légica para establecer y enunciar propiedades
mateméticas. Asf los sfimbolos A,V,==,<=,V,3 y -, denotardn la conjuncién (“y” ), la
disyuncién (“0”), la implicacién (“implica”), la doble implicacién (“si, y sélo si”), cuantifi-
cador universal, (“para todo”), cuantificador existencial (“existe” ) y la negacién (“no”

respectivamente.

Como es usual, cuando R es una relacién (binaria) escribiremos z £ y en vez de —~(xRy);

porejemplo z # y, 2 £ 4, z £ y, ¢ A Y, ¢ £ y, en vez de =(z = y), ~(z < y), ~(z < y),
~(z < y) y ~(z <X y) respectivamente.

2.1. Sobre relaciones modulares y predrdenes totales

Consideremos un conjunto X. Denotarcmos P*(X) ={V C X : V # 0}.

Definicién 2.1 Dado un conjunto X, una relacion < sobre X es llamada orden lineal (o total)

s1 satisface:

(i) Vz € X [z £ z| (Trreflexividad).

(ii) Vz,y,2 € X [z <yAy<z=z <z (Transitividad).
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(iii) Ve,y € X, z #y, [z <yVy<cz] (Totalidad).
Definicion 2.2 Dado un conjunto X, una relacion < sobre X se llama modular-1 si existe
una aplicacion f : X — Y, con (Y, <) un orden lineal, tal que para todos ¢,y € X se cumple

z <y <= f(z) < fly). (2.1)

Las siguientes dos definiciones también caracterizan una relacién modular. Estas son equi-

valentes a la definicién anterior como mostraremos en la proposicién 2.1.

Definicion 2.3 Dado un conjunto X, una relacion < sobre X se llama modular-2 si satisface
(i) Vz € X [z £ 2] (Irreflexividad).
(i) Vz,y,2€ X [z <yAy~<z= z < 2| (Transitividad).

(iii) Vavyvz [z <zA(z AyAy 4 x) — y < z]. (Estratificacién).
Definicion 2.4 Dado un conjunto X, una relacion < sobre X se llama modular-3 si satisface

(ml) Vz,ye X, —(z<yAy=<z).

(m2) Vz,y,z€ X, [r<z—(z<yVy=<2z)]
En el siguiente resultado mostraremos la equivalencia entre las tres definiciones anteriores.

Proposicién 2.1 Las definiciones 2.2, 2.8 y 2.4 son equivalentes. Por consiguiente una relacion
que satisface cualquiera de ellas, serd llamada modular.

Demostracion.

Primero mostraremos que la definicién 2.3 se obtienc a partir de la definicién 2.2.

(i) Debemos ver la irreflexividad, es decir, se debe cumplir que Vz € X, [z A4 z].
En efecto, z £ x <= f(z) £ f(z), pero es cierto que f(z) £ f(z) por ser < irreflexiva,
luego = £ z.

(ii) Debemos ver la transitividad, es decir, se debe cumplir que:

Vo,y,z€ X [z<yhy<z=x <zl

Asumamos que z <y e y < 2. Como,
[z <yAy <z &= [flz) < fy) A fy) < f(2)),

se tiene que f(z) < f(y) vy f(y) < f(z). Por ser < transitiva se tiene que f(z) < f(z),
y usando 2.1 se tiene que z < z.
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(iii) Por dltimo veremos que < satisface la estratificacion:
VoVyVz [z <2A{z AyAyAz) —y <2

Razonemos por reduccién al absurdo. Supongamos que (z < 2 A{z Ay Ay A 2)] y que
y A 2. Del hecho y £ 2 se tiene que f(y) £ f(z) y como < es total y sabemos que
y # z (ya que ¢ < z pero y £ z), se tiene que f(2) < f(y). Ademsds, z < 2z implica
que f(z) < f(2) y por ser < transitiva se tiene que f(x) < f(y), es decir, z < y lo que
contradice el hecho que z e y son incomparables.

Como segundo paso veremos que la definicién 2.4 se obtiene a partir de la definicién 2.3.

(m1l) Debemos ver que Vz,y € X, -(z <yAy < x). Razonemos por el absurdo. Suponga-
mos que £ < y e y < z. Como < es transitiva se tiene que x < x lo que contradice la
irreflevividad de <.

(m2) Veamos que < satisface la siguiente propiedad:
Vr,y,z€ X, [z<z—(z<yVy=<2)].
En efecto, si y es incomparable con x, se ticne £ £ y Ay 4 x, y usando la propiedad de

estratificacién se tienc y < z.

Ahora, si y es comparable con z, se tiene z < y 0 y < z. En el primer caso no hay nada
que probar y en el segundo caso, usando la transitividad de <, se tiene que y < 2.

Finalmente veremos que la definicién 2.2 se obtiene a partir de la definicién 2.4.

Sea X un conjunto dotado con la relacién < modular-3. Definamos la rclacién z ~ y de
la siguiente manera:
T~y ALyNy £ (2.2)

Esta relacién ~ es llamada la relacién de indiferencia asociada a <. Probemos que ~ es una
relacién de equivalencia.
Notemos que la propiedad (m1) implica que ¢ £ z, asi © ~ & para cualquier z € X.

Si z ~ y Ay ~ z, claramente, usando (m2), se tiene que = ~ z, ya que de lo contrario
tendriamos < z 0 2z < = y en el primer caso (m2) implica que z < y 0 ¥ < 2 lo cual viola
la hipétesis  ~ z Ay ~ z; para el segundo caso usando de nuevo (m2) se tiene que z <y o
y < z lo que de nuevo viola la hipétesis x ~ 2 Ay ~ z.

Finalmente la simetria es evidente por definicién.

Ahora definimos [z] como la clase de equivalencia de z con respecto a la relacién ~, es
decir,
Fl={yeX: z~y}
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Definamos Y = {[z] : = € X} y definamos una relacion < sobre Y de la siguiente manera:
<yl =z =<y (2.3)

Veamos que < esta bien definida, es decir, no depende del representante: siz ~ 2’ y y ~ 7/,
entonces z < y implica 2’ < /.

En efecto, como z < y, usando (m2) y cl hecho que z ~ 2/, necesariamente 2’ < y; de
igual manera, como z’ < y, usando (m2) y del hecho que y ~ 7/, se tiene que 2’ < 7.

Ahora veamos que < es un orden lincal sobre Y.

(i) Debemos ver V]z] € Y, se cumple que [z] £ [z]. En efecto, [z] £ [z] <= z £ z. As,
usando la propiedad (m1l) y tomando y = z se tiene que = £ z, por lo tanto [z] £ [z].

(ii) Ahora probaremos que < satisface la siguiente propiedad:
Vighlyl el e Y, [la] <yl ] <[] = [2] < [2].

En efecto, [z] < [y] v [y] < [2] si, y sOlo si, ¢ < y e y < z. Como z < y, usando la
propiedad (m2) se tiene que £ < z 0 2 < y, pero en virtud de (m1) z < y no es posible,
por lo tanto se tiene x < z, es decir, [z] < [2].

(iii) Finalmente debemos ver que ¥ [z}, [y} € Y, con [2] # [y], se cumple que [z] < [y] V [y] <
[z]. Razonemos por el absurdo. Supongamos que existen [z} ¢ [y] en Y, con [z] # (y]
tales que [x] £ [y] e [y] £ [z]. Por lo tanto z £ y e y £ z, es decir z ~ y, lo que implica
que [z] = [y] lo que es una contradiccién.

Para concluir, tenemos Y dotado con un orden lineal < y definimos f : X — Y de la siguiente
manera f(z) = [z]. Por definicién tenemos x < y si, y sélo si, f(x) < f(y). Esto termina la
prueba. |

Definicién 2.5 Dado un conjunto X, una relacidn = sobre X es llamada preorden total si
satisface:

(pl) Vz e X [z = 2] (Reflexividad).
(p2) Vr,y,2€ X [r=3yAy=z=z =2 (Transitividad).

(p3) Vz,y € X [z XyVy = z] (Totalidad).

Note que a diferencia de los érdenes totales, lo que un preorden total no necesariamente
cumple es la antisimetrfa, es decir, no se cumple que Vz,y € X [z XyAyRz=z= )
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Sean RM y P los conjuntos de relaciones modulares y preérdenes totales sobre X respec-

tivamente, es decir,

RM = {=<:< es una relacién modular sobre X}

P = {=x:= esun preorden total sobre X}.

Teorema 2.1 Eziste una biyeccion entre las relaciones modulares y los predrdenes totales

sobre un conjunto X.

Demostracion.

» Dada una relacién modular < definimos una relacién < de la siguiente manera:
axb<ssla<bVa~b,

donde ~ es la relacién definida en (2.2) la cual, ya vimos, es una relacién de equivalencia.
Veamos que = es efectivamente un preorden total.

Reflexividad: Claramente esta propiedad es satisfecha ya que para todo z € X se
tiene x < x si, y sélo si, © < z 0 ¢ ~ z, pero esto Ultimo siempre ocurre, pues ~ es una

relacién de equivalencia.

Transitividad: Supongamos que z < y Ay < z. Consideremos cuatro casos:

(i) < yAy < 2, se concluye, usando transitividad de <, que = < z, por lo tanto z X z.

(ii) ¢ < yAy ~ z, se concluye, usando (m2), que = < z (pues z < y estd prohibido por
y ~ 2), de donde z < z.

(iii) =z ~y Ay < z, se concluye, usando estratificacién, que z < 2, de donde = < z.

(iv) z ~ y Ay ~ z Usando la transitividad de ~ se concluyc que = ~ z, por lo tanto
T =Xz

Totalidad: Debemos ver que para todo z,y € X se cumple quez X<yoy <z.Siz ~y,

claramente z < y. Siz 4 y, entonces z <yoy <z. Asi, r <yoy X z.

Hemos definido una funcién ¢ que envia una relacién modular < en un preorden total

=, es decir, < 2=,

» Ahora construyamos una funcién v que envia una preorden total < en una relacién

modular <, es decir, definimos < - < de la siguiente manera:

a<bs=la3bybZd
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Veamos que < es efectivamente un relacién modular.

Irreflexividad: Debemos ver que para todo = € X se cumple que ¢ £ z, es decir, z A x
o x =z, pero x X x es cierto por ser < reflexiva. Asi, < es irreflexiva.

Transitividad: Supongamos que z < yAy < 2, esdecir, t SyAy 2z, y < zAzAy.
Por transitividad de < se tiene ¢ < z. Falta ver que z £ 2. En efecto, si suponemos
z =X z, entonces usando la transitividad de < tenemos z =< y, lo cual contradice la

hipétesis z £ .

Estratificacién: Debemos ver que para todo z,y,2 € X se cumple que: ¢ < z y ¥
incomparable con z, implica y < 2. Supongamos que ¢ < z y y incomparable con z.
Esto significa:

z<ze=rt<XzAz 24 a (2.4)

y x ~ y es equivalente a z X y Ay X x. En efecto,

T~y = TAYANYAT
= (@Ryvyz)A(ydeVvey)
= (Aynydo)Vdyrz2y)V{ytcAydo)V{yZzrz3y)

Pero (z 2 y Ay A x) no puede ocurrir porque < es total y tampoco puede ocurrir

(xAynz3y)o(y Xz Ay A ) por ser contradictorias. Asf la tnica que ocurre es
y 2z Az =y), por lo tanto

T~YyES T IYAY X

Asi,cuando z < zyz ~ysetienez X 2,z Az, Jyey Xz Dealliiy X2
(por tramsitividad de <). Falta ver que z A y. Si no fuese asi tendriamos z < y y por
transitividad, 2z < z, lo cual es una contradiccién. En conclusion tenemosy < zy 2 A v,

es decir, y < z.

Hemos probado que < es modular.

Asi, hemos construido dos funciones ¢ y ¥, tales que

¢:RM — P
¥ : P — RM.

Para terminar la prueba del teorema, basta notar que

wotp = idp ¥ Yoy = idRM,
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es decir ¢ es una biyeccién con inversa . |

El teorema 2.1 hard que a veces confundamos un preorden total < con su relacién modular

< y viceversa.

Notacién Grafica:
Sean < y =< la relacién modular y el preorden total respectivamente, definidos por:
<= {(=,2), (z,w), (z,7), (x,%), (4, 2), (¥, w), (y,7), (4, 1), (2,0), (2,7), (2,2), (w, 1), (7, 1) }
=< U{(z,z), (,9), (2, 2), (w,w), (r,7), (£, 1), (z, ), (y, %), (w, )}

Nosotros usaremos la siguiente notacién para representar de manera grafica y abreviada
las relaciones anteriores:

bt ——
e t t
¢ » ——e-
w, T T w wr
] —— z
; 'z z
e e Ty
i Y T Y
Figura a Figura b Figura ¢

El grafo dirigido en la Figura a expresa lo siguiente: Las flechas indican el orden de
relacién, por ejemplo, t — w significa que w < £ y w y r son incomparables con respecto a la
relacién modular <. Asi, < es la clausura transitiva del grafo de la figura a y < es la clausura
transitiva de < U ~ generadas por la Figura a, por ejemplo, se cumple w =7y r < w.

El la Figura b se expresan < y < mediante niveles, donde los elementos que estan en el
nivel mas bajo son “mejores” con respecto a la relacién modular <, o al preorden total < que
los elementos que estdn en niveles superiores por ejemplo, < z y ¥ < 2. Los elementos que

estan en el mismo nivel son “indiferentes” (incomparables), por ejemplo, z Ry y y X 2.

La Figura c, es simplemente una abreviacién de la Figura a y la Figura b, y es la que

generalmente usarcmos posteriormente.

Definicion 2.6 Sean <1 y <o predrdenes totales sobre un conjunto X . Definimos una relacién
lex(=1,=2) (para simplificar la notacion la llamaremos =ie;) sobre X de la siguiente manera:

Va, b€ X, aZezbe=la<1bV(ia~ibAra=zs b)].
Lema 2.1 La relacién <. es un preorden total sobre X.

Demostracion.
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Reflexividad: Debemos ver que Vz € X [z =iex Z]. En efecto, z <o z significa
[z<izV(z~mzAz2pa)].

Ya que ~1 y =2 son reflexivas, ocurre x ~, ¢ y z <2 z. En consecuencia & <jex .

Transitividad: Debemos ver que Vo, v,z € X si  <jex Y Ay <iex 2z entonces T <jex 2, €8
decir, queremos ver que
T <12V (r~ zAT 22 2) (2.5)

Notemos que
TRex YNY Dhex 2= [z <1y V{zmyhe 209 Ay <12V (y~1 2 Ay 2o 2)].

Veamos los posibles casos:

Caso 1: z <1 y Ay < z. Claramente, por transitividad de <y, se tiene x <; 2. Por lo tanto
se cumple (2.5).

Caso 2: z <1 YA (y~1 2z Ay X2 2). Aqui tenemos que ¢ <1 y Ay ~1 2 implica que = <; 2.
Por lo tanto se cumple (2.5).

Caso 3: (r ~1 y Az <2 y) Ay <; 2. En particular tenemos que z <3 z. Asi, se cumple (2.5).

Caso 4: (z ~yAx <2 Y)A(y~1 2Ay =p z). Como z ~; y Ay ~1 z se tiene que & ~; 2.
Por otra parte, como xz =<9 ¥ Ay <2 z se tiene que z <o 2. Por lo tanto tenemos que
T ~1 2y T =92y de nuevo se cumple (2.5).

Totalidad: Debemos ver que Vz,y € X [T <jex ¥ V ¥ =lex 2]. Es decir, debemos ver que
z<iyVe~yrz2oy)]Viy<izVy~zAy 22x)]. (2.6)

Como =i es un preorden total entonces siempre sucede que z <; y 0y <1 = 0 bien T ~7 ¥.
También se tiene que x <2 ¥y 0 ¥ =<» , gracias a la totalidad de =<3. De este hecho es facil ver

que 2.6 se cumple. ]

Definicion 2.7 Sea X un conjunto finito y sean A, B € P*(X). Definimos una relacién <cqr
entre la cardinalidad de dos conjuntos como sigue: A <cor B si, y solo si, el numero de
elementos que tiene el conjunto A es menor o igual que el mimero de elementos que tiene el

conjunto B.
Se puede verificar facilmente que la relacién <q,, es un preorden total sobre P*(X).

Definicién 2.8 Dado V C X y < un preorden total sobre X, definimos:

min(V, %) :=min{z e V: weV, z<y}
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Los dos siguientes lemas tienen una prucba inmediata.

Lema 2.2 Si <X es un preorden total sobre X yV C X, a € V se tiene que: si a € min(V, <)
y b€ V\min(V, X) entonces a < b.

Lema 2.3 Si = es un preorden total sobre X yV C X,V # @ se tiene que: a € min(V, =) si,
y solo si, existe b€ V tal que b < a.

Lema 2.4 Sean X1 y =2 predrdenes totales sobre un conjunto X.
Consideremos =i, y V € P*(X). Entonces

min(V, Zjez) = min(min(V, <), <2).

Demostracion. Sea a € min(V, <.,), esto significa que a € V' y para todo b € V se tiene que
@ Ryez b, es decir, a <1 b o (a~1bAa=2b).

Primero notemos que a € min{V, <1); si no, existe b € V tal que b <; a (ver Lema 2.3) y

esto contradice el hecho que a <3 boa ~; b

Sea B = min(V,<;). Veamos ahora que a € min(B, <2). Si suponemos lo contrario,
tenemos que existe b € B tal que b <3 a, pero esto contradice el hecho que a <3 b.

Reciprocamente, si a € min(min(V, <), <3), tenemos que a € min(V, <1), es decir, Vb € V
se tiene a <1 b.

Ahora bien, los elementos de V se pueden dividir en dos categorias, B = min(V, <1) y su
complemento, es decir, V' \ B. Asi, si b € V se cumple que, b € B o bien b € V' \ B. En el
primer caso tenemos que a <3 b (ver Lema 2.2) y en cl segundo caso se tiene a ~; b, pero
como b € B se tiene a <3 b, pues a € min(B, <3). En resumen, tenemos que para todo b € V
sucede que

a~<1b obien, (a~;bAa=2d),

es decir, a <jex b. Esto implica que a € min(V, <jex). [ |

2.2. Algunos predrdenes totales definidos con “distancias”.

Definicién 2.9 Dado un conjunto A definimos M(A) como el conjunto formado por todos
los multiconjuntos cuyos elementos estdn en A. Por ejemplo si, A = {a,b,c}, entonces
{a,a,a,b,b} € M(A).

Ademds dados p1, us € M(A) denotamos la unidn de multiconjuntos por pi U pa, el cual
es el multiconjunto formado por los elementos que estdn o bien en 1, o bien en pg. Por
ejemplo, {a,b,b} U {b,a} = {a,a,b,b,b}.
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Si u es un vector, entonces uy denotard la k-ésima coordenada de u.

Definicidn 2.10 Sea D un conjunto formado por vectores de dimensidn finita cuyas entradas
son numeros naturales. Definimos la funcion |: D — D, que ordena los vectores de manera

decreciente, como sigue:

Voo vn) = (ks -y Uk, ), donde vy, > vk, parai=1,--- ,n=1 y {vg,, -+ , vk, } = {v1,- -~

(la ultima igualdad como multiconjunto).
Ejemplo 2.1 Consideremos un vectorw = (2,5,6,7,9,2,5,9). 4s1, | (w) = (9,9,7,6,5,5,2,2).

Definicion 2.11 Sean V = (v1,--- ,u,) y W = (w1, ,wn) dos vectores de nimeros natu-

rales. Definimos el orden <gep lezicogrdfico' entre los vectores V y W, de la siguiente manera:

V <otex W siit V=W o0 bien V <y W, en donde

V <otex W == 3i < n tal que v; < w; y V5 < i se tiene v; = wj.

es decir, en la primera componente i en que difieren se tiene v; < w;>.
V=gea We=V =W
Ejemplos 2.1

s Siv=(3,6,591) yw=(3,5,8,1,1), entonces w <olez V.
s Siv=1(8,3,2,9,8) yw=1(9,1,1,1,1), entonces v <gjeg W.

» Siv=1(3,3,3,3,1) yw =(3,3,3,3,2), entonces v <ylez W.

Definicion 2.12 Sea X = {zg, - ,zx} un conjunto finito alternativas. Sea
d: XxX-—N

una distancia, es decir, una funcién que satisface:

[Z) d(x7y):d(yax) Vz,y € X,

'Es muy fécil ver que <oz, €s un orden lineal.
2Es muy facil ver que <o, es un orden lineal estricto

,'Un}
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(i) d{z,y) =0z =y Vr,y € X,

(iii) d(z,y) < d(z,2) +d(z,y)  Vz,y,2€ X

Podemos extender d a una funcién entre elementos de X y conjuntos formados por ele-
mentos de X, de la siguiente manera

& X x P*(X) — N
d*(z, A) = ryrgg(d(m,y))

Sea A C X y = un preorden total sobre X. Se construye <4 un preorden total de la
manera siguiente:
T =A Y = d*(.’L‘,A) < d*(y7 A)

Notacién: Si < es un preorden total sobre X, denotarcmos min(=) al conjunto min(X, <).

Definicion 2.13 Sea < preorden total sobre X y A = min(X, R). Diremos que X es d-
consistente si 3==4.

Ejemplo 2.2 La siguiente distancia es llamada distancia de Hamming (estudiada en la Teoria
de Cédigos, ver [10], [11], [12] y [13]) y la definimos de la siguiente manera:
d: X xX—N

d(z,z;) = # de coordenadas en que difieren x; y x;

Sea X = {(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0),(1,1,0),(1,0,1),(0,0,0),(1,1,1),(0, 1, 1)}. Considere-
mos los predrdenes <; y <2 dados por:

(1,1,0) (1,1,0)(0,0,0)
(0,1,0)(1,0,0)(1,1,1) (1,0,0)(1,0,1)(0,1,1)
(1,0,1)(0,0,0)(0,1,1) (0,1,0)(1,1,1)

(0,0,1) (0,0,1)

T 1
=1 =2

Resulta fdcil verificar que el preorden <1 es d-consistente, mientras que =2 no lo es.

Notacién: Si < es un preorden total sobre X,y V C X, denotaremos por <y, a la restriccién
de < al conjunto V, es decir.

<= {(z,y) eV a2y}
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Por extensidn, si u es un vector de predrdenes totales sobre X, digamos u = (Z1,-+,=2n), ¥
V C X, definimos

Uty = (jlrvv"' ’j"iv)

Ejemplo 2.3 Si X = {z,y,z,w}, V = {z,2} y = estd representado por:

xw

entonces =<y, estard representado por:



CAPITULO 3

Teorema de Imposibilidad

3.1. Introduccion

La Teoria de Eleccién Social trata sobre la toma de decisiones colectivas a partir de las

preferencias de los individuos que conforman una sociedad.

El problema general consiste en lo siguiente: Dado un grupo de alternativas (candidatos)
y un grupo de individuos (votantes) con sus preferencias sobre los candidatos {cémo elegir los
“mejores” candidatos para todo el grupo de individuos?, jen qué medida el método escogido

es “bueno”?

Comenzaremos introduciendo los conceptos béasicos de la Teoria de Eleccién Social. Asumire-
mos que tenemos un conjunto de n votantes, N = {1,2,--- ,n}, y que cada uno de los indivi-
duos ya tiene totalmente clara su preferencia sobre los candidatos. Consideraremos el conjunto
de alternativas o candidatos representado como X = {z,y, 2, } que supondremos siempre
finito.

Primero debemos ver cémo representar las preferencias de cada individuo. Esto lo hare-
mos mediante una relacién que necesariamente serd un preorden total, es decir, una relacién
transitiva, reflexiva y total (ver la definicion 2.5). Asi, la relacién =;, representa la preferencia
del individuo i respecto a las alternativas. Asi, si z,y € X, entonces  <; y significa que el
individuo ¢ considera a la alternativa z al menos tan buena como a la alternativa y.

De manera natural, es facil aceptar que =; es un preorden total, pues para cada individuo
i y para dos candidatos, z,y, siempre sucede que z X; y o y =; «. La transitividad expresa la
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coherencia de las preferencias.

Pasamos luego a definir la preferencia estricta para un individuo entre dos candidatos, es
decir, la relacién estricta <; asociada a  =; se define asi:

x=<;ysiysdlosi,x %,y A yZ&zx

Como ya vimos en los preliminares, esta relacién es modular.

De manera similar podemos definir la relacién de indiferencia, que representars el caso en
que a un individuo le sea indiferente votar por una alternativa tanto como por la otra. Esta
relacién de indiferencia ~; asociada a =; se define asi:

rz~ysi,ysélosi,z <,y A y<ix.

Como ya vimos en los preliminares, esta relacién es de equivalencia.

Teniendo las posibles preferencias de cada individuo, podemos representar las preferen-
cias de n individuos mediante un vector, el cual llamaremos perfil, donde guardaremos esta
informacién. Es decir, un perfil u es un vector de la forma

U= (jlv"' 751’1)7
donde cada componente <; es un preorden total y para cada i, la relacién =; representa la

preferencia del individuo 7. Asf, cada componente de u almacena la informacién respecto al
voto de algin individuo.

Es importante resaltar que se pueden definir muchas maneras de elegir. Dependiendo
del caso en que se esté trabajando o de los resultados que la sociedad o una persona en
particular aspire tener, el método serd mas o menos adecuado. Asi, para comenzar, daremos
una definicién general de funcidén de eleccién y presentaremos algunas ejemplos de ellas.

Puede ser el caso que de un grupo de alternativas X se esté interesado en elegir sobre
un subconjunto de X, en este sentido definiremos una agenda V como cualquier subconjunto
de X no vacio, es decir, V C X. Dicho esto, pasaremos a definir el concepto de Funcién de

Eleccién.

Sean P*(X) = {V C X : V # 0}, P el conjunto de todos los preérdenes totales y P™ el

conjunto de todos los perfiles de tamago 7.

Observacién 3.1 En todo el trabajo siempre supondremos que la cardinalidad del conjunto de
alternativas o candidatos es mayor o igual que tres y la cardinalidad del conjunto de individuos

o votantes también es mayor o igual que tres.
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Definicion 3.1 Sea X un conjunto de alternativas. Se define una funcién de eleccién, como
una funcion:

[:P"x PYX) — P*(X), tal queVYu € P"VV € P*(X), f(uv,V)CV.

Denotaremos f(u, V) por f, (V). El siguiente diagrama esquematiza la definicién:

Agenda V
Perfil d? Funcién de Eleccién Conjunto de Eleccién
Preferencias ~, Social .
LV)CSV
fulV) = f(w,V)

3.2. Algunas Funciones de Eleccién.

La Regla de Borda

El primer ejemplo que consideramos es la Regla de Borda (Ver [1], [8] y [14] en las re-
ferencias). Esta funcién se considera una de las funciones més importantes en la Teoria de
Eleccién, y consiste en una manera de establecer niveles, con respecto a las preferencias de

los individuos, entre los candidatos. Veamos su definicién precisa.
Sean X = {zp,zy, -+ ,Zn}. Para cada elemento ¢ de un perfil u = (<1, -+, <) existe
una funcién r;(z) definida por:

ri(z) = k <= k es el mayor entero tal que 3xzg, 21, -, 25 € X con T; <; Tjy1 ¥ Tk = .

Luego definimos
n
r(z) = Zn(m)
i=1

r{z)} es llamado el ingrediente principal de la Funcidn Global de Borda:

Luego
FRVY={zeV: r(z) 2r(y), yeV}

Otra manera de definir la regla de Borda es asociando a un perfil v un preorden total <2
definido mediante:
z <8y = r(z) <r(y).
En consecuencia podemos expresar la Regla de Borda como fE(V) = min(V, <Z). Es f4cil ver

que ambas definiciones coinciden y que <2 es un preorden total.

Las siguientes funciones estdn definidas a partir de distancias. Estas funciones se encuen-

tran con mds detalles en [14].
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La Funcién >

Sea d: X x X — N una distancia y consideremos una extensién de d como sigue:

& X xP*(X)—N
d*(z, A) = min(d(z,y)).
yEA

Definicion 3.2 Definimos la distancia d* entre un elemento de X y un multiconjunto de
P(X) de la siguiente manera:

d%: X x M(P(X)) — N

d(z,p) = Y d*(z, A).
Aep

Dado un perfil u = (=1, -+, <x) se le puede asociar un elemento p,, € M(P(X)), llamado
el conjunto de preferencias principales, de la siguiente manera:

pu = {min(=1), -+, min(=k)}. (3.1)
Ahora se define <2 asociado a un perfil u:

€ <2y = d%(z,p,) < d>(y, pu).

Finalmente se puede definir ff como la funcion de eleccién asociada a jf, es decir,

f2(V) = min(V, =3).

Observacién 3.2 Es fdcil ver que <% es un preorden total .

Esta funcién tiene un buen comportamiento para los perfiles d-consistentes (ver [10] ,[11]
y [14]). Donde un perfil u = (=3, -+, =,) es d-consistente si cada =<;, i = 1,--+,n es d-
consistente. (ver definicién 2.13).

Para. ilustrar el comportamiento de esta funcién veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.1 Sea X = {x0, -+, 215} un conjunto de dieciséis alternativas y N = {1,2,3,4}
cuatro votantes.
Codifiqguemos las alternativas de la siguiente manera:
zo = (0,0,0,0) =z =(0,0,0,1) =z =(0,0, 1,0) z3=(0,0,1,1)
zq = (0,1,0,0) 2z5=(0,1,0,1) z=1(0,1,1,0) zr=(0,1,1,1)
zs = (1,0,0,0) =z9=(1,0,0,1) xp=(1,0, 1,0) z11 =(1,0,1, 1)
ZT1p = (1,1,0,0) 13 = (1,1,0,1) Ti4 = (1,1,1,0) X5 = (1,1,1,1)
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Definamos la siguiente distancia:

d: XxX-—N

d(x;, zj) = # de coordenadas en que difieren x; y z;

Esta distancia es llamada distancia de Hamming (estudiada en la Teoria de Cédigos, ver [10],
(11], [12] y [13]).

Sea u = (X1, X2, <3, =4), tal que el perfil asociado p, = {min(=1), - ,min(=4)} viene
dado de la siguiente manera:

min(=) = {(l, 1,1,1),(1,1,1,0)} min(=2) = {(1, 1,1,1),(1,1, 1,0)}
min(=3) = {(0,0,0,0)} min(=<4) = {(0,1,1,0),(1,1,1,0)}

Sea V = X\ {(0,1,1,0),(1,0,1,0),(1,1,0,0),(1,1,1,0)} y para cada i = 1,--- ,4, sea ¢; =
min(=;). Veremos que f=(V) = {(1,1,1,1)}. Para ello usaremos la siguiente tabla, donde en
la primera columna tenemos las alternativas, en las entradas de las siguientes cuatro columnas
tenemos la distancia de cada alternativa a cada @; y en la dltima, la distancia al multiconjunto
correspondiente (la suma de las cuatro entradas precedentes de la fila en cuestion). El resultado

son la o las alternativas que dan el minimo en la idltima columna.

o1 | 2 | w3 | s | d®
0000 | 8| 3|0l 2] s
0001) 33| 1| 38]10
0010 221|116
0011 2| 2| 2|2/|s
01,00 2|2 1|16
(0101)] 212|228
(1,01) 1| 1|8 1|6
(1,000 21 2| 1] 2|7
(1,001) 22| 2| 3]|9
(1001) 111|827
(1,1,01) 1| 118] 217
() 0l 0 4115

Asi, f7 (V) = {(1,1,1,1)}.

La Funcién fGMax

Para presentar la siguiente funcién daremos unas definiciones previas:
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Definicién 3.3 Consideremos p = {A1, -, An} un multiconjunio, donde cada A; € P*(X).
Sea z € X, definimos

dMe (g, p) = (d"(z, Ar), -+ ,d*(z, An))
es decir, el vector ordenado de distancias de x a cada A;, ver definicion 2.10.
Definicién 3.4 Sea u un perfil y sea p, = {A1, -+, Ax} el multiconjunto asociado a u ponien-
do A; = min(=;). Definimos ij”, un preorden total asociado a u, de la siguiente manera
z ngaz Y == dGMa'z((L',p) < lex dGMaz(y,p),

Ast, dada una agenda V € P*(X) podemos definir una funcién de eleccién de la siguiente
manera:

)’ 2y

EMaz(V) = min (V _<GMaz) .

De nuevo, debemos sefialar que esta funcién tiene un buen comportamiento para los perfiles
d-consistentes. (Ver [10] ,[11] y [14]).
En el siguiente ejemplo u es d-consistente.

Ejemplo 3.2 Sea X = {(0,0,1),(0,1,0), (1,0,0),(1,1,0),(1,0,1),(0,0,0),(1,1,1),(0,1,1)},
d la distancia de Hamming y u = (=<1, <2, <3) un perfil dado por:

(1,1,0) 0,1,1) 0,1,1)
(0,1,0)(1,0,0)(1,1,1) (0,1,0)(0,0,1)(1,1,1) (0,1,0)(0,0,1)(1,1,1)
w= (1,0,1)(0,0,0)(0,1,1) (1,0,1)(0,0,0)(1,1,0) (1,0,1)(0,0,0)(1,1,0)
(0,0,1) (1,0,0) (1,0,0)
T 1 1
=1 =2 =3
Ay | Ap | Ay | doMe
Sea p, = {A;, As, Az}, donde A; = {{0,0,1)}, 0,000 | 1| 1| 1}{(111)
Ay = {(1,0,0)} y A3 = {(1,0,0)} el perfil aso- 0,001y 0| 2| 2| (220
ciado a u, y consideremos V = X. Observando, 0Ly 1] 3] 31331
mediante la tabla, el comportamiento de la dis- 0,L0)| 21 2| 2] (222
tancia podemos concluir que (Lol 1 {1 1|(111)
Lol 8| 2|11 (811
o = {(0,0,0),(1,0,1)}. 10,00 2| 0} 01} (200
Lyl 2|2 2| (222
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3.3. Propiedades de las funciones de eleccién

En esta seccién definiremos ciertas propiedades importantes, estudiadas en la Teoria de

Eleccién Social.

1. Dominio Estandar (DE) Una funcién de eleccién f : P x P*(X) — P*(X) satisface
Dominio Estandar si f es total y ademés |X| >3y n > 3.

2. Dictador (D) Una funcién de eleccién f tiene un Dictador si existe ¢ € N tal que para
cualquier perfil u, para todo z, toda agenda V,siz € V y x <; y entonces y & fu (V).

3. Independencia de Alternativas Irrelevantes (IAI) Una funcién de eleccién f cumple
(IAI) siempre que para cualesquiera dos perfiles u,u’ y V € P*(X),

si up, = uj, entonces fu(V) = fu (V).

4. Explicaciones Transitivas (ET) Una funcién de eleccién f cumple con (ET) si para
todo perfil u existe un preorden total =<, tal que

fu(V) = min(V, 2y,).

5. Condicién Fuerte de Pareto (PF)

Una funcién de eleccién f cumple (PF) si, para todos u = (=1, -+, =) ¥ V se tiene

que:
Si
a) VieN,z <y,
b) 3j€N, z <y,
c)zeV,

entonces y & fu (V).

6. Condicién Débil de Pareto (PD) o unanimidad
Una funcién de eleccién f cumple (PD) si, para todos u = (=<1, -, =) y V se tiene
que:
Si
ay VieN,z <y,
b) z €V,

entonces y € fu (V).



24

CAPITULO 3. TEOREMA DE IMPOSIBILIDAD

3.4.

Comentarios sobre algunas propiedades

La siguiente proposicién forma parte del folklore de la Teoria de Eleccién Social y serd muy

atil en lo sucesivo:

Teorema 3.1 Suponga que una funcidn de eleccion f satisface Explicaciones Transitivas y Do-

minio Estdndar. Para cada perfil v definimos X, de la siguiente manera:

€=,y <=z € ful{z,y}).

entonces

(i) =y es un preorden total.

() fu(V) = min(V, =2)

(iii) =, es el dnico preorden total con la propiedad (ii).

Demostracion.

(1)

(ii)- (i)

Veamos la transitividad si # <, y v y =y 2z entonces z =, z. En efecto, x %, y siy
s6lo si z € fu({z,y}) vy y =u 2z si y slosiy € fu({y,2}). Como f tiene Explicaciones
Transitivas €2, se tiene que: z € fu({z,y}) implica que zQ.y y = € fu({y,2}) implica
que Yy, z, asi tenemos 2,y y yy,2. Pero

[2y A y2] = oQuz ==z € ful{z,2}) = ¢ =y 2.

Es claro que la relacién es total. En efecto, como f satisface Dominio Estdndar entonces

ful{z,y}) # 0. Luego siempre sucede que z € fu({z,y}) 6 y € fu({z,y}), es decir,
T2y 0y =Zu. .

Es obvio que la relacién es reflexiva. En cfecto, como fi, (V) # 0 se tiene que z = fu({z}),

luego = € fu({z}), es decir, z X, =.

Veamos ahora que f,(V) = min(V, <,) y que =, es el inico preorden con esta propiedad.

Para todo preorden total €2, tal que
fu(V) = min(V,Q,)

mostraremos que §), ==,. Sabemos que existe uno, pues f tiene explicaciones transiti-

vas.

Veamos las dos implicaciones:
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a.- Sean z,y € X. Si z <, y entonces z8,y.
En efecto, como z Xy vy, ¢ € fu({z,y}) esto implica que = € min ({z,y}, M), es
decir 2,y.

b.- Sean z,y € V. Si 2,y entonces = <, y.
Es claro ya que, si 2§,y entonces z € f,({z,y}) y esto implica, por la definicién
de =y, que T <y y. L

El siguiente lema tiene una prueba inmediata.

Lema 3.1 Si una funcidn de eleccidn f : P* x P*(X) — P*(X) satisface la propiedad
de Explicaciones Transitivas y |X| > 3, |N| > 3, entonces satisface la propiedad de Dominio
Estandar.

Es importante notar que la tnica propiedad de Dominio Estdndar que nos falta es que
la funcién debe ser total, lo cual se obtiene de Explicaciones Transitivas. De acuerdo a la
Observacién 3.1, una manera abreviada de enunciar este lema seria: si una funcién satisface

Explicaciones Transitivas, también satisface Dominio Estdndar.

El siguiente lema es una caracterizacién muy 1til de Independencia de Alternativas Irre-

levantes bajo la hipétesis de Explicaciones Transitivas:

Lema 3.2 Si f es una funcidén de eleccion que satisface Explicaciones Transitivas y ademds

para todo x,y € X, y# x y para todo u,u’ € P" se cumple

(410 = sy = full,8}) = fu{z9})] (3.2)

entonces, para todo V € P(X) se cumple que
[u[V = ulfv = fu(V) = fu’(V)] )

Demostracién. Supongamos que u}, = u’rv y debemos ver que f, (V) = fir (V). Como f satis-
face Explicaciones Transitivas, entonces u tiene asociado un preorden total =, y andlogamente
' tiene asociado un preorden total <,. Ademss, f,(V) = min(V,<y) y fuw (V) = min(V, =y).
Probaremos que para todo z,y € V se cumple que x <y, y si, y solo si, x <,/ y lo que implica
que en particular min(V, <,) = min(V, <,/).

De la hipétesis u, = u),, se tiene que para todo z,y € V' se cumple que up, , = u’r{m}
y usando 3.2 se tienc que f,({z,y}) = fw{{z,y}). En consccuencia, usando el Teorema 3.1 se
tiene que x =<, ¥ si, y sélo si, z € fu({z,y}) y ademéds =<, es Unico, concluimos que r = ¥ si,

y sélo si, T <, y. [ |
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3.5. Teorema de Imposibilidad de Arrow

En las secciones anteriores hemos visto algunas funciones de eleccién social y hemos
definido ciertas propiedades que se desearfa que una funcién cumpliese. Una pregunta muy
natural que uno puede plantearse, es si existen funciones “ideales”. Al menos que cumplan
con las siguientes propiedades, que parecen todas muy razonables:

1. Dominio Estandar,

2. Pareto Fuerte,

3. Independencia de Alternativas Irrelevantes,
4. Explicaciones Transitivas,

5. No Dictador.

Sorprendéntemente no existen. Este resultado es conocido como El Teorema de Imposi-
bilidad de Arrow!, también llamado la paradoja de Arrow (con escasa precisién, el Teorema
de la Imposibilidad de la Democracia). El establece que no es posible disefiar reglas para la
toma de decisiones sociales o politicas que obedezcan al mismo tiempo a un cierto conjunto
de criterios “razonables”.

Fue enunciado y demostrado por primera vez por el Premio Nobel de Economia Kenneth J.
Arrow como parte de su tesis de doctorado Social choice and individual values y popularizado

en su libro del mismo nombre de 1951.

Veremos a continuacién ciertas propiedades y algunos teoremas, para luego demostrar
el Teorema de Arrow suponiendo que si una funcién de eleccién cumple las primera cuatro
propiedades, entonces existe un dictador. En realidad probaremos un teorema un poco mds
fuerte sustituyendo la propiedad de Pareto Fuerte por la de Parcto Débil, es decir, probaremos
que: si una funcién f satisface Dominio Estédndar, Pareto Débil, Independencia de Alternativas
Irrelevantes y Explicaciones Transitivas, entonces f tiene un dictador. Asf, como Pareto Fuerte
implica Pareto Débil, habremos probado que toda funcién que satisface Dominio Estdndar,
Pareto Fuerte, Independencia de Alternativas Irrclevantes y Explicaciones Transitivas, tiene

un dictador.

Propiedades de Decisibilidad

Definicion 3.5 Sea N = {1,2,--- ,n} el conjunto de individuos y f una funcidn de eleccion.
Un conjunto S C N es Decisivo Localmente para z contra y, si para cada perfil u y cada

Lver [1],9], [14].
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agenda V C X
si:

1.- = <; y para todo i € S;
2.- y < x para todo j € N\ S;

3~-zeV.

entonces y & fu(V)

Definicion 3.6 Sea N = {1,2,--- ,n} el conjunto de individuos y f una funcion de eleccion.
Un congunto S C N es Decisivo para x contra y, si para cada perfil u y cada agenda V C X
si:

1.- ¢ <;y para todo i € S;

2-x€V.

entonces y & fu(V)

Notacion:

s Cuando un conjunto S C N es Decisivo para z contra y, escribiremos z D3y,

» Cuando un conjunto S C N es Decisivo Localmente para = contra y, escribiremos zDgy.
Observacion 3.3 Notemos que Decisivo implica Decisivo Localmente.
Ahora vamos a establecer los resultados claves para la prueba.

Observacién 3.4 Sea f que satisface Explicaciones Transitivas. Para ver que se cumple
aD%b, basta ver que a <y b para cualquier perfil u que cumple la hipdtesis de decisibili-
dad (i.e. para todo i € S se tiene a <; b), ya que en ese caso si {a,b} C V, entonces
b¢ fu(V) =min(V,=,), pues a es un testigo de que b no es minimal.

Teorema 3.2 (Primer Teorema de Contagio)

Supongamos que una funcién de eleccion f : P™ x P*(X) — P*(X) satisface

1. Dominio Estdndar;

2. Pareto Débil;
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8. Independencia de Alternativas Irrelevantes;

4. Explicaciones Transitivas.

Sean a,b, c tres puntos diferentes de X. Si aDgb, entonces aDgc.

Demostracion. Supongamos que aDgb. Sea v un perfil y S tal que para todo i € S se tiene
a <; ¢. Queremos ver que si a € V entonces ¢ ¢ f,(V). Como f satisface explicaciones
transitivas, basta ver que a <y ¢, es decir a <, ¢ y ¢ A, a, ya que en ese caso ¢ no seria
minimal en V' con respecto a <, y entonces ¢ ¢ f,(V). Para ver que @ <, ¢y ¢ A, @, en
virtud de la proposicién 3.1 basta ver que f,({a,c}) = {a}.

Construimos ahora un perfil v’ restringido a {a,b, ¢} tal que:

» para todo i € S sc cumple que a <} b <! c,

» para todo k € N\ S se cumple que b <} a, b <} ¢, y a guarda la misma relacién con ¢
en <) que < .

Como f tiene Dominio Estandar se tienc que {a, b}, {a,c} y {b,c} son agendas posibles.
Como aDgb con respecto a u' se tiene f,/({a,b}) = {a}. Usando la Propiedad de Pareto Débil
se tiene f/({b,c}) = {b}. Debemos ver que fy/({a,c}) = {a}.

Como f, cumple con Explicaciones Transitivas, es decir, f,/ tiene asociado un preorden

=<w, que satisface la proposicién 3.1, se tiene
[fw({a,b}) ={a} = a 2w b] ¥ [fw({b,c}) = {b} = b =y (] luego por transitividad a < c,

asi a € f({a,c}). Supongamos que ¢ € f/({a,c}), es decir, ¢ %,/ a. Sin embargo ya tenemos
que b <, ¢ y usando transitividad obtendremos que b <, a, es decir, b € fy/({a,b}) = {a} lo
que es una contradiccién. Asi f/({a,c}) = {a}.

Para finalizar, observe que, por construccion uy, ., = u’r o Asi, como f satisface Inde-

{m,c}
pendencia de Alternativas Irrelevantes se tienc que fy({a,c}) = fu:({a,c}) = {a}. |

Teorema 3.3 (Segundo Teorema de Contagio)
Supongamos que una funcién de eleccion f : P™ x P*(X) — P*(X) satisface

1. Dominio Estdndar;
2. Pareto Débil;
8. Independencia de Alternativas Irrelevantes;

4. Eaxplicaciones Transitivas.
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Sean a, b, c tres puntos diferentes de X. Si aDgb, entonces cDgb.

Demostracion. Sea u un perfil y S tal que para todo i € S se tiene ¢ <; b. Como en la prueba
del teorema anterior, basta ver que f,({b,c}) = {c}. (ver Observacién 3.4).

Consideremos ' un perfil restringido a {a, b, c} y sea S tal que:

= para todo ¢ € S se tiene ¢ <} a <] b,

= para cada k € N\ S se tiene b <} a y ¢ <}, a, y b, ¢ guardan la misma relacién en =<},
que en <.

Usando la propiedad de Dominio Estdndar podemos considerar las agendas {a,b},{b,c} y
{a,c}. Como aDgb se tiene que f/({b,a}) = {a}. Usando la propiedad de Pareto Débil se
tiene que f,/({a,c}) = {c}. Como f satisface Explicaciones Transitivas se tiene que

a <y by c <y a, asi se tiene que ¢ <y b.

En consecuencia fy/({b,c}) = {c}. Como up, , = uj y [ satisface Indcpendencia de

b,c
Alternativas Irrelevantes, necesariamente f,({b,c}) = fu({b,c}) = {c}. |

Teorema 3.4 (Teorema General de Contagio)
Supongamos que una funcion de eleccion f : P™ x P*(X) — P*(X) satisface

1. Dominio Estdndar;
2. Pareto Débil,
3. Independencia de Altemativats Irrelevantes;

4. Explicaciones Transitivas.

Si xDgy para algin par de alternativas, entonces zD%w, para cualesquiera z,w € X, z # w.

Demostracion. Supongamos que zDgy; queremos probar zDgw, z,w € X. Trabajaremos la
prueba en dos partes, primero demostrando el contagio sobre 3 alternativas y usando esto

para demostrar el contagio sobre todo X.

Parte 1 Primero demostraremos el Teorema sobre 3 altcrnativas.

Tenemos zDgy. Sea t una tercera alternativa en X. Queremos demostrar que aDgb
sucede entre cualquier par (a,b) de alternativas diferentes en {z,y,t}.

» Usando el Primer Teorema de Contagio y el hecho de que zDgy se tiene:

x D%ty (3.3)
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» Del Segundo Teorema de Contagio se tiene:
tDgy, (3.4)

» pero por Observacién (3.3), zD3t implica zDgt. Esto con el Primer Teorema de
Contagio nos dice que:
xD%y; (3.5)

» y como zDgt, con el Segundo Teorema de Contagio se tiene:
yDst; (3.6)
* de esta dltima y por 3.3 obtenemos yDgt. Por el Primer Teorema de Contagio,

yDga; (3.7)

' finalmente, de (3.4), y la Observacién 3.3, se tiene tDgy. Luego por el Primer
Teorema de Contagio se tiene:
tDyx; (3.8)

Asi se asegura que xDgy implica aDsb entre cualquier par (a, b) de alternativas diferentes
de {z,y,t} .

Parte 2 Continuaremos asumiendo que zDgy. Sean w,z € X.

Si uno 6 ambos estén en {z,y} entonces, por la Parte 1 se tiene que zDgw. Por lo tanto,
necesitamos solamente considerar el caso donde {z,w} N {z,y} = 0.

Consideremos {z,y, z}. Por la Parte 1 se tiene zDgz, y por la Observacién (3.3), zDgz.
Ahora considerando {z,w, 2} , aplicamos la Parte 1 para obtener zD%w. [ |

Teorema 3.5 Teorema de I'mposibilidad de Arrow.
St una funcidn f de eleccion social satisface las sigutentes propiedades:

1. Dominio Estdndar,
2. Pareto Débil,
3. Independencia de Alternativas Irrelevantes,

4. Ezplicaciones Transitivas,

entonces f tiene un dictador.
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Demostracién. Supongamos que existe una funcién de eleccién que satisface las cinco propiedades.

En virtud de Pareto Débil, N es Decisivo. Definamos & := {M C N: M es Decisivo}. Es
claro que § # 0, pues N € S.

Ahora consideremos S € S tal que |S| < |M| YM ¢ S, cs decir, S es un conjunto
decisivo de cardinalidad minimal. Probaremos que |S] = 1, lo cual significa que existe un
dictador. Supongamos que |S| > 2. Consideremos el conjunto S\ {i} donde i € S. Es claro
que S\ {i} # 0, pucs |S| > 2.

Como f satisface dominio Estdndar podemos considerar u un perfil restringido a V =
{z,y,2} C X tal que:
i — T <Y =<2
VieS\{i} — y<jz<jz
VEEN\S +— 2=<pz=<4y
Como S es decisivo y para todo i € S, y <; 2, se tiene ful{y, 2}) = {y}, asf y <y 2.

Veamos que ocurre entre {z, y}. Supongamos que f,({z,y}) = {y}. Usando independencia
de alternativas irrelevantes se tiene que zDg\ ()Y, luego usando el Teorema General S \{i} es
decisivo, lo que contradice el hecho que S es de tamafio minimal, por lo tanto ful{z,y}) # {y}.
Luego, se tiene que z <, ¥.

Ademids sabemos que y <, 2 y = =<, y por lo tanto usando transitividad se tiene T <, 2.
Ast se muestra que {i} es Decisivo Localmente para x contra 2. Luego, por Teorema General,
{1} es Decisivo, lo que contradice la minimalidad de la cardinalidad de S. En consecuencia
|S| =1, es decir, existe un dictador. [ |
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cApiTuLo 4

El Teorema de manipulabilidad

Con el fin de que este trabajo sea autocontenido exponemos en este capitulo la prueba del
teorema de manipulabilidad para esquemas de votos que son funciones univaluadas (como lo
veremos més adelante). Hemos escogido exponer la prueba de Gibbard, pues pensamos que sus
ideas se pueden generalizar al caso de funciones de eleccién que son funciones multivaluadas

v que trataremos en el capitulo siguiente.

Notacidén: De aqui en adelante las letras u, s, v, w, t representaran perfilesy u;, s;, v;, w;, &
representaran relaciones modulares sobre X = {conjunto de todas las alternativas} y V re-
presentara el conjunto de las posibles salidas. P denota el conjunto de todos los preérdenes
sobre X y P™ denota los perfiles de tamaiio n.

4.1. Esquema Voto o Funcién de Juego

Definicion 4.1 Una funcién g que asigna a cada elemento u = (us,--- ,u,) € P™ una alter-
nativa, la llamaremos Esquema de Voto o Funcién de Juego. Es decir, g : P* — X.

Definicién 4.2 Dado un perfilu = (uy,- -+ ,uk, - ,Un) y un preorden total <, podemos definir
un nuevo perfil u[< /k| como el perfil que resulta de reemplazar en la k-ésima coordenada de

u por <. Mds precisamente:

u[j /k] = (ulv"' 7uk—15jauk+1a"' aun)~

El siguiente esquema representa el funcionamiento de un esquema de voto:

33
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Perfil de Elemento de
Preferencias ——» Esquema de Voto ——  Eleccién
u g(u) glu) e V

Las siguientes propiedades seran necesarias para establecer el resultado de manipulabilidad
segiin Gibbard - Satterhwaite.

1. Dominio Estindar Gibbard Un esquema de voto g satisface la propiedad Dominio
Estdndar Gibbard® si, |X| > 3, |N| > 3 y para cada = € X existe u € P" tal que

g(u) = {z}.
2. Dictador Gibbard

Un individuo k& € N es un dictador Gibbard para un esquema de voto g si, para cada
z € X existe un preorden <* tal que para todo u se ticne g(u[<* /k]) = .

4.2.  Manipulabilidad para Esquemas de Votos

Definicién 4.3 Diremos que un esquema de voto g es manipulable si existen k < n, u = (X
[ ajn): y je P tales que
9(u[= /k]) <k g(u),

donde <y, es la relacion modular estricta asociada a =<k

La definicién anterior quiere decir que si el individuo k, que tiene preferencia <y, miente
colocando otra preferencia <, obtendra un resultado que es estrictamente més favorable para
lo que él desea realmente que es <.

Las siguientes definiciones son de suma importancia para establecer resultados previos que

seran las herramientas claves para la demostracién del Teorema 4.1

Definicién 4.4 Diremos que <* es <-dominante para un individuo k ssi para todo u € P™ se

tiene que
g (u[=* /k]) 2 g(u).

Definicién 4.5 Una funcidn de juego es trivial si para cada k € N y todo preorden total <

existe un <X* que es <-dominante para k.

El resultado principal en los trabajos de Gibbard - Satterhwaite (ver [7], [19]) es el si-

guiente:

'Por simplicidad exigimos que g sea sobreyectiva. En realidad Gibbard exige una condicién menos fuerte:

que el rango de g tenga cardinalidad mayor o igual a 3.



4.2. MANIPULABILIDAD PARA ESQUEMAS DE VOTOS

35

Teorema 4.1 Si un esquema de voto g satisface Dominio Estdndar Gibbard, entonces g tiene

un Dictador Gibbard o g es manipulable.

El siguiente Teorema lo enunciamos para presentar inmediatamente la demostracion del

Teorema 4.1 pero posteriormente serd demostrado.

Teorema 4.2 Si g es un esquema de voto que satisface Dominio Estdndar Gibbard y ademds
es trivial, entonces g es dictatorial.

Demostracion. [del Teorema 4.1]

Supongamos que g es un esquema de voto y es no dictatorial. Entonces, por el Teorema
4.2, g es no trivial. Asf, existe algin k y existe un preorden <, tal que todo preorden total =<*
no es < —dominante para k.

Entonces, en particular, < no es < —dominante para k. En consecuencia para algin perfil
u = (=1,-+ ,=n) Do es posible que
9(u[= /k]) 2 g(u),
es decir,
9(u) < g(u[= /k]).
Esto muestra que g es manipulable. En cfecto, tomemos como perfil s = u[=< /k] y tomemos
<'==. Asi
9(s[=" /k]) < g(s).
[ |

Antes de entrar en la demostracién del Teorema 4.2 estableceremos algunas definiciones.

Definicién 4.6 Sea un orden lineal sobre X, llamémoslo <. Para cada preorden total < sobre
X y para cada V C X, definimos un orden lineal <V sobre X de la siguiente manera:

(@) [(zeV)A(yeV) —[zxVye—a<yV(z~yArz<y).
(b) (ceV)A@yg V)] —z =<y
©) [(egV)A (Y g V)] — e 2V y — 2<y]

14

Observacién 4.1 Es fdcil ver que <" es un orden lineal estricto sobre X.

Una vez definido <V, dado un perfil u = (=X1,-+ , <»n), podemos definir un nuevo perfil
de la siguiente manera
uv = (jY’ ce —<V)_

’ n

Las siguientes dos lemas muestran propiedades muy importantes de <V
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Lema 4.1 Si Z C V, entonces (u")? = u?.

Demostracién. Basta considerar el caso en que u = (<), por lo tanto, debemos probar que:
Si Z C V, entonces (jV)Z ==Z. Por razones de notacién llamaremos <;==<V, jgzj‘lz y
=<3==%. Asi, probaremos que <,==3, es decir, para z,y € X se debe cumplir que:

T2y =<3y (4.1)
Veamos los posibles casos:
1) z,ye Z:
Usando (a) de la definicién 4.6, tencmos tres subcasos:

» Siz < y, entonces se tiene z <3 y. Como Z C V, se tiene que x <1 ¥, luego = <2 y.
s Siz~yyx<y,claramente t <3y y ¢ <1y y como Z C V se tiene z <2 y.

= Si x = y se tiene trivialmente x <2z y x <3 x.

2Q)zeZyygZ:
Usando (b) de la definicién 4.6, se tiene que z <3 y. El hecho que y ¢ Z implica
directamente que z <2 y ya que x <oy ==<%.

Yz Zyyé:
Supongamos que z < y (el caso z = y es trivial). Usando (c) de la definicién 4.6,
tenemos <3 y. También por (c) tenemos z <2 y. |

La siguiente propiedad tiene una prueba inmediata

Lema 4.2 Sean u, v’ dos perfiles y V C X. Siuy, =1, entonces u =",

Demostracion. [del Teorema 4.2]

Sea g : P" — X un esquema de voto. Definimos, para cada i, la aplicacién o; : P — P

tal que para cada =< se tiene que 0;(<) es <-dominante para 1.
Para cada perfil u = (uy,- - ,up) definimos o : P* — P™ de la siguiente manera:
o(u) = (o1(u1), -, on(ua))
Finalmente, definimos una funcién v : P* — X de la siguiente manera:
v(u) = g(o(u)). (4.2)
Ahora, dado un perfil u vamos a definir una relacién <, sobre X de la siguiente manera

T <y — [z £y AvE!®) =] (4.3)
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Una vez definido <, podemos definir la relacién <,:
T 2wy — o=y Vv £y (4.4)

Observemos que = <, y «— —(y <, z). Claramente, si z <, y, entonces =<, ¥.

Ahora vamos a definir una funcién de eleccién f tal que, dado un perfil u, se tiene
f(u) =<4. Es importante notar que f puede ser vista como una funcién f : P™ x P*(X) —
P*(X) definida asi:

fu, V) =min(V, =,). (4.5)

Los dos siguientes lemas son cruciales para la demostracién del Teorema 4.2, més precisa-
mente, para terminar la demostracién del Teorema 4.2 estableceremos dos afirmaciones cuyas
demostraciones estan sujetas los lemas siguientes.

Lema 4.3 Consideremos un perfil u = (21, ,=n) ¥ sea s = o(u). Supongamos que para un
perfil ', y alternativas © ey, x # y se satisface que:

(1) (Vi)ly <i z — s, = s4]
(2) (Vi)[z < yVy =i 7]

(3) Y=,

entonces x # g(s').

Demostracién. Supongamos que = = g(s’). Sea u* = u{®¥}, y consideremos w = o(u*). Como
Yy =Xy & se tiene que
T=yVaz#vr(u),

y como z # y se tiene que z # v{u*) = g(o(u*)) = g(w). Por lo tanto z # g(w). Construimos

una sucesién %, .- -, s" de la siguiente manera:
SO = S’
st = /1)
52 = Owy/2]
s = s wp/k] = (wi, o w0k Sy, 0 8)
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La sucesién %, -, s” también se puede definir asi: s" = ¢ y s*7! = s¥[s} /k]. Esta doble
visién de la sucesién s, - -, s" ser4 muy importante en la prueba.

Como z = g(s') y x # g(w), se tiene que z = g(s°) pero z # g(s"). Sea k el menor indice
tal que g(s*) # z. Note que k > 1.

Mostraremos lo siguiente:
Afirmacién: wi no es <j-dominante para k o s; no es <; —dominante para k.

Como wy = ox(<}) ¥y sk = 0x(<k), en cualquier caso la caracterizacién de o es violada. Asi,

suponer que x = g(s') nos lleva a una contradiccién.

Consideremos los siguientes casos:

Caso 1 g(s*) =y Ay =<k =
Notemos que k > 1. Como g(s¥~!) = z, g(s*) <i g(s*~!) por hipétesis, y s¥~1 =
s*[s} /K], no es el caso que g(s¥[s,/k]) =k g(s*), asi s}, no es <, —dominante para k.
Pero, como y <y x, por (1) de la hipétesis, s} = si, asi sg no es <; —dominante para

k.

Caso 2 g(s*) #y VvV < v.
Veamos que z <} g(s*). En efecto:

« Si g(s*) = y, entonces por hipétesis < ¥, y por (a), de la definicién 4.6, y la
definicién de u*, se tiene que z < y = a(sb).
» Si g(s*) # y, entonces como g(s*) # x, se tienc que g(s¥) & {x,y}, y por (b), de la
definicién 4.6, de nuevo z <} g(s¥).
Ahora bien, z = g(s*7!), y s* = s*"1wi/k] y como g(s*71) <} g(s*), wi no es <
—dominante para k.

Por otra parte wy = ox(<j), cs decir wy es <; —dominante para k, lo que es una

contradiccion.

Asi, suponer que = = g(s’) nos lleva a una contradiccién. Por lo tanto z # g(s'). |

Lema 4.4 Sea u un perfil. Si (Vi)[x <; yVy <i z] e y =y z, entonces v(u) # .

Demostracién. Claramente las hipétesis (2) y (3) son satisfechas en el Lema 4.3. Tomando
s = s = o(u), la condicién (1) también es satisfecha; por lo tanto g(s’) # z. Como g(s') =

g(o(u)) = v(u), se tiene que v(u) # . [ |

La siguiente afirmacién establece que la funcién f definida en la expresién 4.5 cumple con

cuatro de las condiciones de Arrow y serd demostrada posteriormente.



4.2. MANIPULABILIDAD PARA ESQUEMAS DE VOTOS

39

Afirmacion 4.1 f satisface Dominio Estindar, Independencia de Alternativas Irrelevantes
(ii), Pareto Débil y Explicaciones Transitivas. Ast, en virtud del Teorema de Arrow tiene un

dictador.
Afirmacion 4.2 El dictador de f es un dictador para g.

En efecto. Sea k el dictador para f. Recordemos que k& € N es un dictador para g si, para
cada y € X existe un preorden <* tal que

(Vu) [9(u[=" /K]) = y]. (4.6)

Sea <Y un preorden tal que
(Va)lz #y — y <Y 1]

y sea <*= g (=<¥). Usaremos €l Lema 4.3 para mostrar que <* satisface la expresién 4.6.

Sea s’ = (s},---,s),) un perfil tal que sj, ==Y, y supongamos que = # y. Luego y <Y .

Mostraremos que g(s’) # x y esto vale para cualquier  que es diferente de y, asi necesaria-
mente g(s') = .

Sea u = (<1, -+, =,) un perfil tal que
(a) Zp=x¥
(b) (Vi)i # k — = <i y],
y sea s = o(u). Entonces s = 0% (=) = 0% (2Y) ==x*= 5.
Asi,
» Por (b), sélo el individuo k prefiere a y sobre z,
s (1) del Lema 4.3 es satisfecha,
s Por construccién, (2) del Lema 4.3, es satisfecha.

» Como y <; x y k es un dictador para f, se tiene que y <, z. Asf (3) del Lema 4.3 es
satisfecha.

Luego, por el Lema 4.3 se tiene que z # g(s'). Como esto vale para cualquier z # y necesari-

amente g(s') = y.

Demostracion. [de la Afirmacién 4.1]

s f satisface Dominio Estdndar. Esto es inmediato.
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» f satisface Pareto Débil. En efecto. Sea u un perfil, debemos ver que si (Vi)z <; v,

entonces T <y ¥.

Como z € X, entonces por Dominio Estdndar Gibbard, para algtn perfil s’ se tiene que
9(s') = z. Si s = o(u), entonces todas las hipétesis de la Proposicién 4.3 son satisfechas
excepto (3) y la conclusién es violada. Por lo tanto (3) es falsa, es decir, z <, y.

f satisface Independencia de Alternativas Irrelevantes. En efecto. Sea V =
{z,y}, y consideremos u = (=1, -+ , <) y v’ = (=, , =) perfiles y supongamos que

— ) i
up, = v, es decir,

(V)(Va) (V) € VIN EV) — (2 2y «— z <[ y)]

En virtud del Lema 4.2, se tienc que u{®¥} = /{=¥} v en consecuencia
z € vV — z e p(u BV},

lo que quiere decir, T <, y «— T <y ¥.

f satisface Explicaciones Transitivas i.e. <, es una relacién modular.

En efecto. Usaremos la caracterizacion 2.4 (ver preliminares) de una relacién modular,
es decir, debemos ver que =, satisface las siguientes dos propiedades:

(ml) Vz,y € X, —(z <4, yAy <y, ).
(m2) Vz,y,2 € X, [z=<y,2— (2 <,y Vy=<y2)]

Es fécil ver que <, satisface (m1).

Veamos que (m2) también es cierto. Sea u’ = u{®¥*}. Entonces en virtud del Lema 4.1,
w2} = {2} Note que

T <y 2 [z # 2z Az = ()
T <y 2 [x# 2 Az =v®H),

luego se tiene que T <y 2 —— T <y 2.

De manera similar se tiene que
T =y YT <y Y Y Y <y 2 Y <y 2.
Entonces, s6lo necesitamos mostrar que para todo z, y y 2,

T <y 2 — [T <y YV Y <w 2]
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Supongamos que = <, z. Claramente x # z puesto que x <, z significa
z#z Az = v,

Siy =z, se tiene y <, 2,y si y = z, se tiene x <, y. Falta ver los casos y #x y 2 # v.

Entonces por la observacién 4.1 para v, cada <] ¢s un orden lineal, y
(Vi) [(z <jyVy<iz)A(z <j2Vz<iz) Ay <jzVz=<;y)

Caso 1 z = v(u').
Entonces usando la contrapositiva del Corolario 4.4, se tiene que x < ¥.

Caso 2 z # v(u').
Como z <, 2, por el Lema 4.4 se tiene que z # v(v'). Si w ¢ {z,y, z}, entonces
por (b) de la definicién 4.6 y la definicién de u’ se tiene que

(Vi)z <; w.
Asi, usando el hecho que f satisface Pareto Débil se tienc
T <y W,

y por el Lema 4.4, w # v(v/). Entonces tenemos z # v(v'), z # v(u'), y si w &
{z,y, z}, entonces w # v(u').
Por lo tanto, por eliminacién, y = v(u’) y usando la contrapositiva del Lema 4.4

se tiene que y <, 2.

Asi terminamos la prueba de la Afirmacién 4.1.
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cAPiTULO B

Extensiones del Teorema de manipulabilidad

En este capitulo vamos a introducir el concepto de manipulabilidad para funciones de elec-
cién generales (definidas en el capitulo 3). Motivados por las ideas de Gibbard - Satterhwaite
para establecer resultados de manipulabilidad para Esquemas de Votos nos concentramos en
establecer un concepto de manipulabilidad y resultados andlogos a los de los autores citados,
médulo cierta conjetura, para funciones de eleccién, que son funciones “multivaluadas”. A
diferencia de los Esquemas de Voto, las funciones de eleccién que se estudian en este capitulo
tienen como argumento un par (perfil y agenda) y dan como resultado un subconjunto no
vacio de la agenda, es decir, posiblemente varios elementos de X, (en este sentido decimos

“multivaluadas”); esta situacién es llamada por algunos autores empates (ver [4]).

5.1. Manipulabilidad de Funciones de Eleccién Social

En esta seccion supondremos que las funciones de eleccién satisfacen Explicaciones Tran-
sitivas y Dominio Estdndar. En virtud del tcorema 3.1 sabemos que una funcién de eleccién
social f que satisface explicaciones transitivas y dominio Estdndar, estd univocamente deter-
minada por una funcién que a cada perfil u le asocia un preorden total <,, de tal manera
que

f(u,V) = £u(V) = min(V; <,.). (5.1)

Asi pues, confundiremos a f con la funcién que asocia a u, el preorden <,. En consecuencia,

vamos a estudiar funciones de la forma f : P* — P; y la funcién de eleccién que ella

43
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determina, por abuso de lenguaje, la llamaremos f. Asf, si f(u) ==, escribiremos

fu(V) = min(V, f(u)) = min(V, <) (5.2)

De aqui en adelante cuando hablemos de funciones de eleccién serdn funciones de la forma
f + P* — P y escribiremos f(u) ==y, las que mediante la ecuacién 5.1 definen buenas
funciones de eleccidn.

Definicion 5.1 Sea < un preorden total sobre X. Para A, B € P*(X) definimos

A l;’j B <= [Ja € min(A4, %) A3b € min(B, <) tal que a <X }]. (5.3)
Y
AC<B&>AC B obien A~ B y A<u B. (5.4)
El siguiente ejemplo ilustra la definicién anterior.
Ejemplo 5.1

La figura (a) representa un preorden de

preferencia < mediante niweles. All{ pode-
mos observar que los conjuntos A y B

cumplen la siguiente relacion: A E; By
por lo tanto A C< B.

En la figura (b) podemos observar que

los conjuntos B y C cumplen la siguiente

. 7 ’ ’
relacién: C ~ D y ademds C =cor D,

por lo tanto C =< D.
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E
P A
En la figura (c) vemos que los conjuntos E &——@
y F cumplen la siguiente relacion: E z'j (* O )\
F pero E <cor F, porlo tanto EC< F. o—
<
F

Figura (c)

Proposicion 5.1 5i < es un preorden total sobre X, entonces E; es un preorden total sobre
P*(X).

Demostracion. En efecto, por definicién C<= lex(g;,scar). Asi, en virtud del Lema 2.1
basta ver que V;lj vy <car son predrdenes totales.

Que <.qr s un preorden total es inmediato. Ahora probemos que E'{ es un preorden total.
La reflexividad, transitividad y totalidad son inmediatas gracias a la reflexividad, transitividad
y totalidad de <. [ ]

La relacién E'j asociada a =< trata de extender de manera natural las preferencias sobre
los elementos de X expresadas por =, a preferencias sobre P*(X) expresadas por la relacién
E;. En palabras, A E; B significa que los mejores elementos de A (segin <) son preferidos

o indiferentes a los mejores elementos de B (segin <).

La relacién E< se puede parafrasear de la siguiente manera: A C< B si, y sdlo si, los
mejores elementos de A (segin <) son estrictamente preferidos (segin <) a los mejores ele-
mentos de B (segiin X); o bien, en el caso que los mejores elementos de A y de B (segin X)
estén en el mismo nivel (todos relacionados segiin =), la cardinalidad de A es menor o igual
que la cardinalidad de B, es decir, en el caso de que los mejores de A y de B estén en el mismo

nivel entonces se prefiere al conjunto mds preciso (més pequefio).

Observacion 5.1 Podriamos imaginar otras maneras “naturales” de extender < a un pre-
orden total sobre P*(X). 3Cudl es la mejor manera? es un problema abierto. También lo es
si otras maneras son adecuadas para extender el Teorema de Gibbard - Satterthwaite. Estos

interesantes problemas no son estudiados en este trabajo.

Definicion 5.2 Una funcidn de eleccion f se dice manipulable si existen <€ P, k € N, u € P",
yV e P*(X) tales que
Fuzm(V) Exi fu(V).

donde C<, es la relacién modular asociada a E<, .

N
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Como en el caso de manipulabilidad de Gibbard - Satterhwaite, la definicién anterior
quiere decir que si el individuo &, que tienc preferencia <, miente colocando otra preferencia
=, obtendré un resultado que es estrictamente mas favorable para lo que él desea realmente
que es E<,, la extensién natural de <.

Tlustremos este concepto con la regla de Borda.

Ejemplo 5.2 Consideremos la regla de Borda f? definida en el capitulo 8 (ver seccién 3.2).

Veamos la siguiente situacion, que simula informacion recopilada por una encuestadora

para una eleccion donde participan tres candidatos y tres electores.

Sean X = {z,y,z} el conjunto de candidatos

y u = (=X1,=9,=3) las preferencias de los tres
votantes sobre los candidatos, como se muestra o < <
en la figura:

Claramente r(z) = 6, r(y) = 5 y r(z) = 5, de donde la regla de Borda nos daria como
resultado f,(V) = {y, 2}, para V = {y,2}. (Los mejores son los que tienen el rango minimal).

Notemos que el individuo 1 prefiere a 2z so- y X
bre y. Ahora bien, si él cambia su opinion | 298 3 X VA,
“sincera” por otra preferencia, por ejemplo <*, et 7 Ly Zy
podrd obtener un mejor resultado respecto a su o < <
preferencia <;. Esta situacidn la ilustramos en - = -3
la figura,donde ¥’ = u[=* /1]. u

Si aplicamos la regla de Borda obtenemos que v(y) = 5 y r(z) = 4, de donde tenemos como
resultado f,.(V) = {z}. As{ el individuo 1 ha manipulado su voto para obtener mejores resul-

tados con respecto a su preferencia entre los candidatos z e y, ya que {z} C<, {y,z}.

5.2. Generalizando Gibbard.

Podemos deducir un resultado de manipulabilidad a partir del Teorema 4.1 de manipula-
bilidad para esquemas de votos. Para ello enunciaremos las siguientes propiedades:

» Dominio Estandar Fuerte” (DEF) Una funcién de eleccién f satisface DEF™ si satis-

face DS y ademads, para todo = en X existe u € P™ tal que para todo y se tiene que
ful{z,y}) = {=}.

» Dictador Débil (DD) Una funcién de eleccién f tiene un Dictador Débil & si para todo
y € X, existe <Y€ P tal que para todo z € X se cumple que
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Llamemos g(u[X /k]) = {z} y g(u) = {y}. Basta ver que

fuzm{z,9}) T ful{z,9}). (5.6)
Veamos los casos posibles:
(a) fu[j/k]({xvy}) = {z} () ful{=, 1/}) = {y}
(®) fuzmzy}) ={z,y}rz <y (@) ful{lz,y}) ={z,y} Ay <=z
Claramente el caso (b) - (d) es imposible. Los casos (a) - (¢), (a) - {(d) y (b) - (c) son todos
posibles y en cualesquiera de ellos se obtiene (5.6), es decir, f es manipulable. ]

5.3. Otro Teorema de Manipulabilidad

En esta seccién establecemos un segundo resultado de manipulabilidad para funciones de
eleccién bajo cierta conjetura (Conjetura 1).

Las siguiente propiedad serd necesaria para establecer el resultado de manipulabilidad
para funciones de eleccién.

» Dominio Estandar Fuerte (DEF) Una funcién de eleccién f satisface Dominio Estandar
Fuerte (DEF), si satisface Dominio Estdndar (DE) y ademds, para cualesquiera z,y en
X existe u € P™ tal que fu({z,y}) = {z}.

Notemos que la diferencia entre la propiedad de DEF* y DEF esta en el orden de posicién
de los cuantificadores universales. Claramente podemos ver que DEF™* es una propiedad més
fuerte que DEF.

Teorema 5.2 ( de Manipulabilidad 2) Si f es una funcion de eleccion que satisface Do-
minio Estdndar Fuerte y Explicaciones Transitivas, entonces f es manipulable o bien f tiene
un Dictador Débil.

Como DEF es una hipétesis més débil que DEF*, el Teorema que acabamos de enunciar es
m4s fuerte que el Teorema de Manipulabilidad 1, es decir, el Teorema 5.2 implica el Teorema,
5.1.

La prueba que daremos est4 inspirada en la prueba de Gibbard de manipulabilidad para
los Esquemas de Voto. Daremos una nocién clave que llamaremos trivielidad y probaremos
que si f no tiene Dictador Débil entonces f es no Trivial (Corolario del Teorema 5.3) y

posteriormente si f es no Trivial entonces f es manipulable.
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Si u, ==Y entonces y € f,({z,¥}).

Lema 5.1 Si f satisface Explicaciones Transitivas y DEFT entonces para todo x, existe un
perfil u tal que fu (X) = {z}.

Demostracién. Dado z, tomemos u tal que para todo y se tiene f,,({z,y}) = {z} (la existencia
de u estd garantizada por DEF*). Ahora bien, como f satisface Explicaciones Transitivas,
para toda agenda V € P*(X), fu(V) estd determinado por =<, de la siguiente manera:

fu(V) = min(V, <,)

Por la escogencia de u (propiedad de DEF™), se tiene que min(X, <,) = {z}. Si no fuese
asi existirfa y tal que y <y, z, entonces min ({z,y}, <) # {z}, i.e. fu({z,y}) # {x} lo cual es
una contradiccion. [ ]

Teorema 5.1 ( de Manipulabilidad 1) Si f es una funcién de eleccion que satisface Do-
minio Estdndar Fuerte™ y Ezplicaciones Transitivas, entonces f es manipulable o bien f tiene
un Dictador Débil.

Demostracién. Sea f : P* — P tal que f satisface DEFT. Sea < un orden lineal fijo sobre
X.

Definimos g : P* — X mediante
g(u) = min(fu(X), <). (5.5)

Claramente g es un esquema de voto y satisface la propiedad de Dominio Estdndar Gib-
bard (Lema 5.1). Luego por el Teorema 4.1 se tiene que g tiene un dictador Gibbard o g es

manipulable.

Basta ver que las siguientes dos afirmaciones son ciertas:

Afirmacién 1 Si g tiene un dictador Gibbard, entonces f tiene un dictador débil.
En efecto; sabemos que existe k € N tal que para todo z € X, existe <€ P, para todo

u € P™ se cumple que

9(u[=e /K]) = =,
es decir, z = min(fy(<, k(X ), <). Claramente z € fy<,/x({z,y}). Por lo tanto k£ tam-
bién es dictador débil para f.

Afirmacién 2 Si g es manipulable, entonces f es manipulable.
En efecto; como ¢ es manipulable sabemos que existe u € P", existe k € N, y existe
<€ P tal que
glul= /k) <k 9(u).
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Definicion 5.3 Sea f una funcidn de eleccion y <*, < predrdenes totales. Diremos que =* es
=-dominante segin f para un individuo k, si, y sélo si, para todo perfil u y para toda agenda
V se tiene

Furze (V) E< fu(V). (5.7)

Definicion 5.4 Una funcién de eleccién f es trivial si, y sélo si, para todo preorden <€ P,

para todo k € N, eriste <*€ P tal que <* es <-dominante segin f para k.
El siguiente ejemplo nos muestra una funcién de eleccién que es trivial.

Ejemplo 5.3 Sea X un conjunto de alternativas, sea < un preorden total fijo y definamos una
funcion de eleccion de la siguiente manera: f : P* — P tal que f(u) ==. Esta funcién no
depende de u, es decir, fu(V) = min(V, X); por lo tanto fyi<-/k(V) = fu(V) y se cumple la
condicion 5.7, es decir, f es trivial.

Teorema 5.3 Sea f : P* — P tal que f satisface Dominio Estdndar Fuerte. Si f es trivial
entonces [ tiene un Dictador Débil.

Para demostrar el Teorema 5.3 procedemos de la siguiente manera:

Sea <V como en la definicién 4.6. Ya hemos visto que <Y es un orden lineal sobre X,
gracias a la Observacion 4.1.

Una vez definido <V, dado un perfil u = (<1, -+, =<n), podemos definir un nuevo perfil
de la siguiente manera
uV = (j}/’ 7jv)

Sea OL el conjunto de érdenes lineales sobre X. Definimos g : P — OL C P mediante
g(u) = lez (f(u), <) =<7, (5.8)

donde < es el orden lineal fijado antes. Es facil ver que g estd bien definida, i.e. que toma

valores en OL.

Es importante notar que, usando (5.1) y el Lema 2.4, dado V' € P*(X) podemos expresar

gu(V) = min(V, g(u)) = min(fu(V), <). (5.9)

Observacién 5.2 Note que para todo u y para todo V, g, (V') es un singleton; esto es debido
a la igualdad 5.9 y el hecho que < es un orden lineal.
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Como f es trivial podemos definir para cada 4, una aplicacién ¢; : P — P tal que para
cada =< se tiene que 0;(<) es X-dominante para 3.

Definimos ¢ : P* — P™ de la manera siguiente: Si u = (<3,--- ,=,) entonces
o(u) = (01(=1), + ,on(Zn)) (5.10)

Definamos § : P* — P tal que §(u) = <, donde

TR,y = [m +yAzg [a(u{”‘})] y} , (5.11)
es decir, £=,y si, y sélo si, z -<l:(fl{1,y}) y. que § esté bicn definida, i.e. que =<, es un preorden

total, es precisamente la Conjetura 1.
Conjetura 1 § satisface Ezplicaciones Transitivas.

Observacién Es importante notar que no todos los resultados siguientes estdn sujetos a la
conjetura 1. En el caso de que un resultado dependa de la conjetura 1 colocaremos en su
enunciado la hip6tesis de Explicaciones Transitivas.

El siguiente resultado es muy importante en el desarrollo de la prueba del Teorema 5.3.
Teorema 5.4 La funcion g satisface Ezplicaciones Transitivas, Dominio Estdndar, Pareto
Débil, Independencia de Alternativas Irrelevantes y por lo tanto, en virtud del Teorema de

Arrow, g tiene un Dictador.

De las propiedades que nos resta probar, Pareto Débil es la que resulta mas laboriosa.
Con el fin de probarla, comenzaremos por establecer ciertos resultados previos.

Proposicién 5.2 Sean u = (X1, -+ ,=a), s = o(u) y 8’ otro perfil. Supongamos que
(i) Vily <; z — 5. = s4)

(ii) Vily <i z VvV < Y]

(iii) y=uz.

Entonces gs ({z,y}) = {v}.

Demostracién. Recordemos que ¢, ({z,y}) = {z} significa que

ful{z,y}) = {z} obien [fu{z,y}) ={z,y} Az<y]. (5.12)
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Vamos a razonar por reduccién al absurdo. Supongamos que gy ({z,y}) # {y}, en virtud de
la Observacién 5.2 gy ({z,y}) = {z}, es decir,

fe({z,y}) = {z} obien [fo({z,y})={z,y} A2<y]. (5.13)

Sea u* = ul®¥} y sea t = o(u*). Por (iii) tenemos que y=,z, es decir, §,({z,}) = {y} y por
(5.11) se tiene que g:({z, y}) = {y}. Luego por definicién de g (5.8) se tiene

fil{z,y}) ={y} obien [fi({z,y}) = {z,y} Ay<a]. (5.14)

Recordemos que s = o(u) significa que s = (01(=1), - ,00(=n))). Ademéas t = (t1, - ,tn),
donde t; = o;(={™¥}).

Consideremos la siguiente sucesién: s® = §' y s5*1 = sk[tk+1/k + 1], parak =0,--- ,n—1.
Asf, tenemos una coleccién de n + 1 perfiles {s°,--- ,s"} donde

0 =4

k / ’
5 = (tl,"' 7tkvsk+1>"'7sn)

La sucesién %, ,s" se también puede definir asi: s = t y s¥~! = s*[s} /k]. Esta doble
visién de la sucesién s0, - - - , s serd muy importante en la prueba.

Notemos que g0 ({z,y}) = {2} y g~ ({z, v}) = {y}. Sea k el menor entero tal que g ({z,y}) =
{y}. Claramente k > 1y k < n.

Usando (ii) de la hipétesis, pueden suceder sélo dos casos:

Caso 1 y < x.
Sabemos que gu-1({z,y}) = {z} y 9+{z,y}) = {y}. Como y < z se tiene que
{y} C<, {z}, lo que implica que

gs’“({l'ay}) C<x gsk—l({m»y})'
Note que s¥~1 = s¥[s} /k] pero por (i), de la hipétesis, s = sk, por lo tanto s¥~1 =

s*[s}./k] = s*[sk/k]. Asf tenemos

9st({z,¥}) C=i 9ot isp /({591
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Ahora bien, como s, = o(=k), por definicién, si debe ser <x-dominante segiin f para
k, en particular se cumple:

fsk[sk/k]({:E’ v} Ex fse ({2, y}). (5.15)
o Como gk, /i ({2, y}) = {z}, se tiene

fortsm ey} = {2} obien [frppm{e ) = {2,0} Aa<y]

1 2

o Como g4 ({z,y}) = {y}, set tiene

Joo{z,y}) = {y} obien [fu({z,y}) = {z,y} Ay<a]
h——\;———/ Z —

Veamos ahora que no puede ocurrir ninguna combinacién de los casos 1-2 con los casos
3-4:

= Sisucede 1y 3 se tiene que fux({z,y}) = {y} ¥ forps, /0 ({2, ¥}) = {z} se cumplen,
pero como y < z, se tiene que

fee{zy}) = {y} Cxi forpsem{zoy}) = {2},

lo que contradice 5.15.

- Si sucede 1y 4 se tiene que fur({z,4)) = {£,3} ¥ furpo ({2, 3}) = {).

Como y < x y por definicién C<, se tiene que
{z,y} C<, {z}, por lo tanto

fsk({xv y}) = {$)y} E=x fsk[sk/k]({xvy}) = {l‘}

lo que contradice 5.15.

- Si sucede 2 y 8 se tiene que fyx({z,}) = {4} ¥ fyxjo,((z,4}) = {z,y}; pero por
definicién de Cx, se tiene que {y} C<, {z,y} ya que {y} <car {z,y}. Por lo tanto

fsk({may}) = {y} Ex fsk[sk/k]({‘r7y}) = {x,y}1

lo que contradice 5.15.

= 2 y 4 es claramente imposible.

En cualquiera de los casos anteriores llegamos a una contradiccién.
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Caso 2 z < ¥.

De nuevo sabemos que gg-1{{z,y}) = {z} y g+ ({z,y}) = {v}.

Como z <, y, por definicién de C<, se tiene que

{:E} C= {y},

es decir,
gs’“—l({m’y}) C= gsk({x,y});

pero como s* = s¥=1[t; /k]
gse-1({z,y}) C= gsm—l[tk/k]({$,y})-

Por definicién de u* se tiene uj :j,{f’y}, pero como r <y y se tiene x -<,{cx’y} v,
asi {z} Cyr {y}, por lo tanto

g1 ({z,y}) Cug gee—1p ({2, 4} (5.16)

Ahora bien,

o Como gge—1({z,y}) = {z}, se tiene

-

fs"*l({zvg}) = {.’E}l o bien [fsk*l({zvy}) = {a:,y} A x<y]

v

1 2

© Como ggr-114, /) ({, y}) = {y}, set tiene

Foerpm@h) = ) obien  [fra (e, v}) = {o,y} Ay<a]

4

3

un analisis de casos, como antes, nos lleva siempre a contradecir el hecho de que i es

uj-dominante para k segtin f, particularmente,
Foer it (o) Eug forr({29})- (5.17)

Asf, suponer que gy ({z,y}) = {z} nos lleva a una contradiccién en cualquier caso, lo que
junto con la Observacién 5.2 implica que gy ({z,y}) = {y}. |

Observacién 5.3 Antes de comenzar a probar que la funcidn g satisface Pareto Débil debe-
mos observar que si la funcion f satisface Dominio Estindar Fuerte entonces también dicha

propiedad es satisfecha por la funcidn g. Esto es consecuencia inmediata de la definicion de

-~

g.
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Proposicién 5.3 § satisface Pareto Débil.

Demostracién. Supongamos que u = (=<1, ,=n) y (Vi) £ <; y. Debemos ver que T=,y.
Como z € X, entonces por Dominio Estandar Fuerte para g (c.f Observacién 5.3) se tiene
que existe s’ tal que gy ({z,y}) = . Tomemos s = o(u). Claramente las condiciones (i) y (ii)
de la proposicién anterior son satisfechas como también lo es el consecuente, por lo tanto la
condicién (iii) tiene que ser falsa, es decir, y%ux Esto significa que ¢ = y (que no es posible,
pues ¢ <; y) o bien z g [a(u{z’y})] y (por definicién de g), lo que implica que T=<,y. | |

Proposicién 5.4 Supongamos que § satisface Explicaciones Transitivas. Entonces g satisface

Independencia de Alternativas Irrelevantes.

Demostracion. Como g satisface Explicaciones Transitivas, entonces usando el Lema 3.2,
basta considerar V = {z,y} con z # y. Sea u = (=1,--- ,=Zp) y v’ = (Z],---,=5,) perfiles y

supongamos que uj,, = u’lv es decir,
(Vi)(V2)(Vy) [(z €VIA(y € V) — (z =iy = = < 1)]
En virtud del Lema 4.2 se tiene que u!{#¥} = /{#:¥} v en consecuencia
z € g(o(ul™¥)) =z e glo(u't¥h)),

lo que quiere decir, z=<,y «—— T=,Y. n
Ahora podemos probar muy ficilmente el Teorema 5.4.
Demostracién del Teorema 5.4.

La Conjetura 1 nos dice que g satisface Explicaciones Transitivas; en virtud del Lema 3.1
se tiene que g satisface la propiedad de Dominio Estdndar, como consecuencia de la Proposi-
cién 5.3 § satisface la Pareto Débil y finalmente la Proposicién 5.4 nos dice que g satisface
Independencia de Alternativas Irrelevantes. Asi, en virtud del Teorema de Imposibilidad de

Arrow, g tiene un dictador. [ |

Lema 5.2 Si § tiene un Dictador, entonces g tiene un Dictador Gibbard.

Demostracién. Sea k el dictador para §. Recordemos que k € N es un dictador Gibbard para
g si, para cada y € X existe un preorden <* tal que para todo u € P™ se tiene

ul =7k (X) = {y}. (5.18)
Sea <V el preorden tal que

(Vo)z #y — y <Yzl A [VaVz (z £y # 2 — z &Y 2)] (5.19)
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y sea =*= 0(=Y). Usaremos la Proposicién 5.2 para mostrar que =<* satisface la expresién
5.18.

Sea s’ = (s, , s;,) un perfil tal que s} = ox(=Y), y supongamos que z # y. Luego por (5.19)
y <Yz

Sea u = (<1, , <) un perfil tal que

(a) <p=x¥

(b) (Vi)li £k — x <, 9],

y sea s = o(u). Entonces s = ox(=k) = ox (V) ==*= 5.

Asi tenemos,

» Por (b), sélo el individuo k prefiere a y sobre . Asi La condicién (i) de la Proposicién
5.2 es satisfecha.

» Usando (a) y (b) la condicién (ii) de la Proposicién 5.2 es satisfecha.

» Finalmente, como y < = y k es un dictador para 3, se tiene que y=<,z. Asf, (iii) de la
Proposicién 5.2 es satisfecha.

Asi, en virtud de la Proposicién 5.2 se tiene que gy ({,y}) = {y}. Pero si g¢({z,y}) = {y}
par todo x entonces gy(X) = {y}. Hemos probado entonces que =<* satisface la expresién
5.18. [ ]

Lema 5.3 97 g tiene un Dictador Gibbard, entonces f tiene un Dictador Débil.

Demostracién. Sea k € N el dictador Gibbard para g. En particular, para cada y € X existe
un preorden <* tal que para todo u € P" se tienc

Gui<+/({z,y}) = {y}- (5.20)

Queremos ver que f tiene un Dictador débil, es decir, existe j € N tal que para todo y € X,
existe <*€ P, tales que para todo u € P" y para todo z € X se cumple que

si uy ==* entonces y € f,({z,y}).

Veremos que k es el dictador débil para f. En efecto. Sabemos que g : P — P es tal que
g(u) = lez(f, <), pero usando (5.9) tenemos que

gu({l'v y}) = min({z, y}, g(u)).
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Ahora, usando el Lema 2.4 y considerando v’ = u[<* /k] tenemos que

Qu'({f& "/}) = {U} = mfn(fu’({z’ y})7 S)
Asi, fu({z,y}) no puede ser {z}. Por lo tanto f ({z,y}) = {y} o fw{z,y}) = {z,y}. Asi,
y € fu({z,y}). |

Con esta dltima Afirmacién demostramos el Teorema 5.3.
Proposicion 5.5 Si una funcidn de eleccion f es no trivial, entonces f es manipulable.

Demostracion. Como [ es no trivial, entonces existe <€ P, existe k € N tales que, para todo
<*e P se tiene que =* no es <-dominante para k relativo a f.

Es decir, existe un perfil u € P™ y existe una agenda V € P*(X), (dependiendo de <*) tales
que
FulV) E< fug==/ (V). (5.21)

Tomando <*== y reemplazando en (5.21) se ticnc que
FulV) Ex fux/m(V),

lo que claramente nos da una situacién de manipulacién.

Demostracién del Teorema 5.2.

La demostracién es un corolario inmediato del Teorema 5.3 y de la Proposicién 5.5. En
efecto, sea f : P® — P que satisface Dominio Estdndar Fuerte. Si f es trivial, entonces en
virtud del Teorema 5.3 f tiene un dictador débil. Si f no es trivial, entonces en virtud de la
Proposicién 5.5 se tiene que f es manipulable.

5.4. Observaciones finales

Quisiéramos terminar este trabajo con algunos comentarios sobre algunas perspectivas de

trabajo.

Dentro de nuestros propésitos mas inmediatos, como es de suponer, esta probar la Conje-

tura 1, que nosotros intuimos que es valida.

También nos surgen algunas preguntas que no hemos tenido tiempo de estudiar en este

trabajo y que quisiéramos atacar en un futuro préoximo. Entre ellas tenemos:
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» Se podré caracterizar las extensiones “naturales”, de un preorden total < sobre X a
un preorden total C sobre P*(X), (por ejemplo: Ver definicidn 5.4) para las cuales los
Teoremas 5.1 y 5.2 son vélidos.

« Habrd una manera natural de ordenar esas extensiones naturales.

« Sisuponemos que una funcién de eleccién f es manipulable entonces, como ya sabemos,
existe una situacion de manipulabilidad. Asi, podemos preguntarnos qué tan “grande”
es el espacio de las situaciones de manipulacién de la funcién f, en otras palabras, cuél
es la probabilidad real de manipular dicha funcién. Ademads, cudn complejo (algoritmi-
camente) puede resultar el proceso de crear una situacién de manipulacién para f.

Por ultimo queremos insistir en las diferencia que hay entre nuestro aporte y algunos
trabajos recientes. Como ya hemos dicho en la introduccién de éste trabajo, Salvador Barbera
[3] y Jean-Pierre Benoit [4] han establecido resultados de manipulabilidad para funciones
de eleccién multivaluadas. Ellos consideran funciones multivaluadas que tienen la siguiente

forma:
g: D— P(X>7

donde el dominio D estd constituido por perfiles que son multiconjuntos de preérdenes sobre
P(X) (cada componente del perfil es un preorden sobre conjuntos de candidatos) que ademés
son muy particulares, i.e. estdn sujetos a ciertas propiedades de linealidad, en este sentido esas
funciones no son totales. Més atn, dichas funciones no dependen del conjunto de alternativas
(agenda), i.e. en el dominio sélo se consideran los perfiles. En nuestro trabajo consideramos
funciones f : P™ x P*(X) — P*(X) que dependen tanto de las preferencias sobre los can-
didatos como el conjunto de candidatos.Para nuestro conocimiento, este tipo de presentacién
de la problemética de manipulabilidad no se encuentra en la literatura que trata estos temas.
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