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RESUMEN

En este trabajo son desarrolladas las ecuaciones dindmicas de movimiento para
un sistema manipulador mévil, haciendo uso de las ecuaciones de Gibbs-Appell. La
cinemdtica impone en el modelo restricciones de tipo nmo holonémica, que son
consideradas en el anélisis, e incorporadas a las ecuaciones dindmicas. El mecanismo se
basa en un vehiculo tipo triciclo sobre el que se encuentra apoyado un brazo
manipulador robdtico tipo serial, cuyas juntas son de revolucion. Se hace uso de dos
notaciones para la transformacién de las variables cinématicas, la notacién de Sheth-
Uicker y la mucha mas difundida notacién de Denavit-Hartenberg, para modelar la

plataforma mévil y el brazo robético, respectivamente.

Se desarrolla un algoritmo que permiten resolver el problema dindmico directo,
de una manera bastante eficiente, a partir de acoplar algoritmos que se realizaron en
investigaciones anteriores, pero que modelaban ambos componentes de manera

independiente, la plataforma mévil o el brazo manipular por separado.

El algoritmo propuesto se desarrolla en MATLAB, y los resultados obtenidos
son comparados para su validacién con un modelo desarrollado en un programa

comercial de simulacion dinamica.



ABSTRACT

In this work the dynamics equation of movement for a mobile manipulator are
developed. The derived centralized model is based on Gibbs-Appell equations. The
imposed kinematic nonholonomic constraints are included and incorporated into the
dynamics.

The mechanism consists in a mobile vehicle in which is joining a robot
manipulator, which have only revolution pair. We used two notations, at first Sheth-
Uicker notation was used for the mobile vehicle, and then Denavit-Hartenberg notation

was used for the robot manipulator.

Algorithms to solve the forward dynamics problems of open chain robots are
developed, in an efficient way. This algorithms are developed, based on others
algorithms, which solve the dynamics problems, one for the mobile vehicle and the

other one for the robot manipulator.
The proposed algorithm is developed in MATLAB R2008a. Then, the results are

compared to validate it, with a model develop in commercial software in dynamics

simulation.
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CAPITULO ]

Intreduccion

La robética ha tenido un desarrollo significativo en los tltimos 40 afios,
gracias en gran parte a la evolucién que también ha alcanzado la informatica, lo que
se ha visto reflejado en el creciente nimero de investigaciones realizadas en el 4rea,
asi como en el desarrollo de cada vez mas centros de investigacién vinculados a la
robotica.

El desarrollo de la robdtica se ha extendido a todas sus areas, teniendo
especial énfasis en el estudio de las cadenas abiertas, realiziandose gran nimero de
investigaciones acerca del modelado de brazos robéticos [1].

Actualmente, en lo que respecta al modelado del comportamiento dindmico de
un brazo robético, el problema se enfoca en encontrar algoritmos que sean
computacionalmente eficientes, por encima de buscar el principio mecanico que
mejor se adecue al robot que se esté estudiando.

Por otro lado, en un principio los brazos robéticos, se consideraban que se
encontraban siempre sobre una base fija o inmévil; la necesidad de hacer
manipulaciones en entornos de trabajo peligrosos, asi como la de aumentar la
maniobrabilidad de estos robots, gener6 la investigacion y seguidamente la
construccion de manipuladores méviles [2], por lo tanto los brazos robéticos ya no se
encontraban siempre sobre bases fijas.

Esta consideracién de bases moviles, permite a los manipuladores robéticos
adentrarse a espacios de trabajo que son humanamente imposibles de acceder, ademas
como es obvio, le permite al manipulador ampliar su campo de trabajo y
practicamente alcanzar cualquier punto de su entorno. Estas mejoras en el
funcionamiento de los manipuladores robéticos, han provocado que recientemente se
muestre considerable atencién por el andlisis de métodos que permitan resolver el
modelado de robots méviles, especialmente cuando aparecen aceleraciones de tipo
no holénoma [3].

Al respecto, se encuentra en la literatura estudios de manipuladores méviles,
haciendo uso de los principios mecanicos mas conocidos como el Newton-Euler,
Lagrange-Euler [4, 5 y 6). Sin embargo, como se ha observado a lo largo de gran
numero de investigaciones realizadas, cualquiera que sea el principio utilizado para



lograr un algoritmo computacional eficiente, ésta resulta en una complejidad
semejante [7].

Un inconveniente que presentan algunos principios de la dindmica, es que no
pueden modelar restricciones de tipo no holénomas, que como es sabido se
encuentran frecuentemente en elementos que tienen partes rodantes, por lo que
algunos investigadores que han utilizado principios como Newton-Euler o Lagrange-
Euler, tomaron ciertas consideraciones para evitar este inconveniente, tal como
resolver el manipulador mévil por una via holonémica [ 5 ], o no considerar todas las
restricciones del modelo [4 y 6].

Es aqui cuando son relevantes algunos principios de la dindmica, que no han
sido tan ampliamente estudiados, como lo son las ecuaciones de Gibbs-Appell, o las
relacionadas ecuaciones de Kane, pues ambas manejan de manera indistinta las
restricciones holondémicas y las no holonémicas. Asi, al estudiar un manipulador
mévil a partir de las ecuaciones de Gibbs-Appell se evita el problema de no poder
incluir las restricciones no holonémicas en el modelo.

Las ecuaciones de Gibbs-Appell, fueron desarrolladas de manera
independiente por Gibbs (1879) y luego por Appell (1899). Son ecuaciones
consideradas como uno de los més grandes avances de la mecanica analitica, se
destacan por su simplicidad en come son desarrolladas y sobre todo porque incluyen
indistintamente a cualquier restriccion, sea de tipo holonémica o no holonémica.
Ademas, estas ecuaciones parten de un principio que no est4 basado en la energia
cinética.

Aunque se supone que el principio mecanico que se utilice, para el analisis de
un sistema manipulador robético mévil, no afectari la complejidad del modelo
computacional que se desarrolle, al menos el uso de las ecuaciones de Gibs-Appell,
permitir incluir restricciones no holonémicas, tan frecuentes en robots que tienen
partes rodantes.

Planteamiento del Problema

La resolucién de los problemas dinamicos de un modelo cualquiera, y en
particular de manipuladores méviles, se clasifican en dos problemas distintos, el
problema dinamico directo (PDD) y el problema dindmico inverso (PDI). El PDD es
el problema en el que, conocidas las fuerzas o pares ejercidos en los actuadores de un
manipulador, se quiere definir el movimiento obtenido, asi como las velocidades y



aceleraciones resultantes. El PDI permite definir las fuerzas necesarias que deben ser
aplicadas en el sistema para que este realice un movimiento especifico.

El PDI tiene su aplicacion a nivel industrial en que a partir de él, se pueden
desarrollar sistemas de control para manipuladores robdticos. La importancia del
PDD radica en que por medio de éste, se pueden realizar simulaciones de
manipuladores robodticos. Ambos problemas presentan complicaciones generadas
principalmente por la existencia de ecuaciones altamente no lineales.

A lo largo de los afios se han desarrollado diversos procedimientos para
resolver los dos problemas dinamicos explicados sobre los manipuladores robéticos,
en principio los métodos utilizados conducian a algoritmos de formulacién cerrada.
Luego se lograron algoritmos de forma recursiva, a partir de principios como el de
Newton-Euler o Lagrange-Euler. Procedimientos posteriores emplearon las
ecuaciones de Kane y las de Gibbs-Appell, que permitieron adicionar de manera
eficiente restricciones del tipo no holonémicas en los modelos.

De todas estas ecuaciones, las ecuaciones de Gibbs-Appell son las menos
estudiadas, sin embargo, por la simplicidad implicita de las ecuaciones, es probable
que se logre un menor nimero de operaciones aritméticas, en consecuencia,
algoritmos que sean mas faciles de construir. Adicionalmente, las ecuaciones de
Gibbs-Appell, por su naturaleza, permiten incluir restricciones al elemento terminal
del manipulador sin necesidad de utilizar los multiplicadores de Lagrange.

Por otro lado, en los afios recientes las computadoras han aumentado
considerablemente la velocidad de funcionamiento, se pudiera pensar por esta
afirmacion que es irrelevante la bisqueda de algoritmos mas veloces, no obstante, los
sistemas mecanicos también han incrementado su velocidad, por lo que se ha exigido
mas eficiencia en los algoritmos desarrollados, para que puedan ir a la par de la
velocidad de los sistemas mecanicos actuales.

De igual manera, otro aspecto que ha tomado mayor relevancia en los dltimos
afios, se refiere a la estabilidad numérica que presentan los algoritmos desarrollados,
y estudios realizados al respecto [8] han demostrado importantes diferencias entre
algunos algoritmos conocidos.

El resolver el problema del modelado dinamico de un manipulador mévil,
especificamente el problema de simulacion, a partir de las ecuaciones de Gibbs-
Appell, representa un importante aporte en el 4rea, puesto que esto podria significar el
encontrar un algoritmo bastante eficiente, en parte por la simplicidad de las
ecuaciones de Gibbs-Appell. Ademads, el hecho de incluir restricciones holonémicas



de manera natural sin el uso de los multiplicadores de Lagrange, que provocan el
aumento de la complejidad del modelo, podria generar resultados importantes.

Objetivos

El presente trabajo tiene por objetivo general desarrollar un algoritmo
eficiente para simular el comportamiento dindmico de un robot manipulador moévil,
haciendo uso de las ecuaciones de Gibbs-Appell. El robot esta conformado por una
base movil sobre la que se encuentra un brazo robético. Los brazos son considerados
como barras rigidas unidas a partir de nodos de tipo revolucion.

De manera especifica en este trabajo también se investiga lo siguiente:

e Se proponen formulaciones para resolver el PDD de un manipulador movil.

e Desarrollo de un algoritmo para simular el comportamiento diniamico de un
manipulador mévil sometido a restricciones de tipo no holonémicas.

Justificacion

El creciente desarrollo de la robética, ha permitido la amplia difusion de
manipuladores robéticos a nivel mundial, lo que ha conllevado al desarrollo de
manipuladores mas versatiles y maés eficientes, entre otros aspectos, ha exigido el
aumento de la velocidad de funcionamiento de estos robots industriales.
Consecuentemente, se hace necesario que los algoritmos desarrollados para controlar
estos robots sean cada vez mds eficientes, rapidos y estables.

El desarrollo de algoritmos que se basen en principios que simulen de la
manera menos compleja posible el comportamiento dindmico de un manipulador
robético, y que ademas incluyan de manera mas completa todas las restricciones que
se aplican al modelo, se hace totalmente imprescindible.

En la actualidad, se exige el desarrollo de algoritmos que sean lo mas eficiente
posible, desde el punto de vista de la estabilidad numérica, y de la rapidez del
método.



Organizacién de la Tesis
Esta tesis esta organizada de la siguiente manera:

En el capitulo 2, se presenta una revision de la literatura relacionada al area de
estudio del presente trabajo, es decir, la dindmica de manipuladores robéticos
moéviles. También, en este capitulo, se presenta una explicacion de las bases teéricas
necesarias para la comprension del presente trabajo.

En el capitulo 3, se desarrolla un algoritmo que permite resolver el problema
de simulacién dindmica del robot manipulador moévil, luego se presenta la resolucién
de dos ejemplos de aplicacion, resueltos con el algoritmo desarrollado y comparados
con una simulacién del sistema robédtico desarrollada en un programa comercial de
simulacion dinamica.

El capitulo 4 muestra las conclusiones a las que se llegd en este trabajo
después del andlisis realizado, asi como también algunas sugerencias para trabajos
futuros.



CAPITULO II

Marco Teorico



CAPITULO I

Marco Teérico
Dindmica de robots manipuladores méviles:

El problema de resolver la dindmica de un robot, se refiere a encontrar las
ecuaciones matematicas que describan el comportamiento dinamico del robot,
resultando frecuentemente en ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden
que son altamente no lineales.

Un manipulador robdtico serd un robot que estd conformado por un conjunto
de brazos unidos entre si por pares o nudos; se considera que los brazos que lo
conforman son totalmente rigidos, lo cual en un modelo real no es cierto, pero
representa una muy buena aproximacion, ya que los manipuladores robéticos reales
son altamente rigidos. Por otro lado, los nudos que pueden ser prismadticos o de
revolucién, se consideran no flexibles y también se consigue una muy buena
aproximacion con respecto a los robots industriales. Ambas consideraciones
conllevan a una gran simplificacién del modelo, al que una vez formuladas las
ecuaciones dindmicas que rigen su comportamiento, se le pueden adicionar los
efectos que no se estan considerando.

El manipulador robdtico va colocado en un extremo a una plataforma,
mientras que en el otro extremo lleva acoplada la herramienta que realizara la tarea
asignada al robot.

La plataforma puede ser fija 0 mévil. En este caso, por tratarse de un
manipulador robético mévil, se entiende que esta plataforma puede moverse. Los
estudios referidos a los manipuladores moéviles comenzaron a desarrollarse
recientemente, y se entiende como un brazo robdtico que se encuentra sobre una
plataforma mévil.

De esta manera, al combinar la plataforma moévil con el brazo manipulador, se
aumentan las ventajas que tendria un sistema fijo [9]. Como ya se dijo, el hecho de
permitir que la base sea mé6vil, aumenta el campo de trabajo del brazo manipulador;
adicionalmente, los grados de libertad que la plataforma mévil le agrega al sistema, le
permite al usuario ampliar las opciones para lograr un movimiento especifico. Sin
embargo, este incremento de los grados de libertad, produce un incremento en la
complejidad del andlisis del modelo que se est4d estudiando, ademas, al incluir la
interacci6n entre la superficie y el manipulador robético mévil, asi como también al



considerar la presencia de restricciones no holénomas, la complejidad del sistema
nuevamente se ve aumentada.

Otro problema importante en el modelado dindmico de manipuladores
robéticos moviles, esta relacionado con la redundancia cinematica del manipulador,
tal y como expresa Blanco Rojas en [10]. Segin lo explica Blanco en su tesis
doctoral, la resoluciéon de “la redundancia de sistemas moviles es la clave de la
coordinacién de los movimientos de la base mévil y el manipulador”.

Como es sabido, gran parte de los brazos manipuladores tienen seis grados de
libertad, si a estos se le adiciona los grados de libertad de la base mévil, que pueden
ser tres, dos de ellos especifican el desplazamiento de la base mévil y un tercer grado
de libertad que indica la orientacion del vehiculo. Sabiendo ademas que generalmente
el jacobiano de una base movil no es cuadrado, siendo el rango de 1a matriz jacobiana
menor que ¢l numero de incognitas, provocando la redundancia cinematica y por lo
tanto la solucién del sistema no sera tinica. El problema se convierte en un problema
de optimizacién en el que hay que aprovechar al maximo los grados de libertad
redundantes, para lograr una solucién que se adecue mejor a determinados criterios
que se han definido para la optimizaci6n.

Por otro lado, en cuanto a la aplicacién que se tiene de los manipuladores
robéticos moviles, podemos decir que actualmente la manipulacién mévil es un tema
de bastante interés, principalmente en campos como la exploracién espacial, las
operaciones militares, entre otros, aunque a nivel industrial la aplicacion de
manipuladores moviles no ha sido muy explotada. Probablemente uno de los factores
que mas influye en que en los ambientes industriales no haya difundido los
manipuladores méviles en gran medida, es el hecho de que los espacios industriales
se encuentran ampliamente definidos y por lo tanto requiere una gran inversion hacer
el cambio a manipuladores méviles.

Otro aspecto destacable en la utilizacién de manipuladores robéticos moviles,
esta directamente relacionado con la planificacién de la trayectoria que el robot mévil
debe realizar, lo que incluye la ruta que el robot debe seguir, los inconvenientes
generados por los obsticulos que pudieran existir y la existencia del contacto entre
superficie y el sistema de locomocién del manipulador que puede generar grandes
distorsiones en el control del movimiento del manipulador.

Al respecto existen estudios relacionados, con la planificacion de la
trayectoria de vehiculos o robots moviles, como los explicados en [11]. Esto trae
como consecuencia que los robots manipuladores méviles requieran de una serie de
sensores que puedan especificar la posicion del mismo en cierto instante, para asi



definir los cambios que se deben hacer para corregir los errores inevitables en la
trayectoria, que pueden ir desde sensores Opticos, hasta sistemas de posicionamiento
global. Esto se traduce en un aumento de costos en la fabricacion de los
manipuladores robéticos méviles. No obstante, estas ultimas lineas, queda claro que
se relacionan con el proceso de control del manipulador mévil, que no es el tema que
nos concierne en este trabajo, pero si es un tema que ha sido mayormente estudiado
en relacion a los manipuladores robéticos moviles.

En cuanto a lo que si es el tema de estudio de este trabajo, en muchos de los
estudios recientemente realizados, que corresponden al analisis de manipuladores
robéticos méviles, se emplean con cierto énfasis métodos geométricos y modelos
cinematicos simplificados. Sin embargo, cuando en el analisis del manipulador se
consideran velocidades altas, los aspectos dinamicos deben ser tomados en cuenta

[11].

Como se ha detallado con anterioridad, en el presente trabajo serd utilizado el
principio de Gibbs-Appell, para desarrollar el modelado de un manipulador robético
mdvil, siendo uno de los principios menos utilizados para la resolucién de problemas
de modelado dindmico, otros principios, como el de Newton-Euler, Lagrange-Euler
han tenido mucha m4s difusién. Sin embargo, independiente del principio mecanico
que se aplique para resolver el modelado dindmico de un sistema robético cualquiera,
la ecuacion general que se vaya a emplear siempre tiene la misma forma:

t=D@d+c(d.4)+/"@F (1)

en donde 7 es el vector de fuerzas y pares ejercidos en cada uno de los actuadores del
sistema mecanico, D representa la matriz de inercia del sistema como una funcién de

las coordenadas generalizadas del sistema, g, c}’ y Ej son los vectores de posicion,
velocidad y aceleracion de los nodos del sistema, respectivamente, C es el vector de
fuerzas centrifugas y de Coriolis, /T representa la matriz jacobiana del manipulador y
F es el vector de fuerzas externas aplicadas al sistema mecanico. La ecuacion general
presentada arriba, planteada de esta manera trata del PDI, puesto que asi se
determinan las fuerzas y momentos que deben ser ejercidos en los actuadores para
lograr una configuracion especifica del sistema en estudio.

Cuando se resuelve el PDD, se debe expresar la ecuacién de tal manera que
las aceleraciones de los nodos sean determinados en funcién del resto de los
parametros (vector de fuerzas y pares ejercidos en los nodos, de fuerzas centrifugas y
de Coriolis, fuerzas externas aplicadas, pardmetros del manipulador, velocidades y

10



posiciones de los nodos). Posteriormente de un proceso de integracion, se pueden
determinar las velocidades y luego las posiciones del robot.

Esta expresion, se acostumbra representarla de la siguiente manera.

Gg=D'-9) (22

en donde el Unico elemento que aparece en esta expresion y que no estd en la
expresion 2.1 es el término ¢@, conocido como el vector bias, y no es mas que un
vector que agrupa fuerzas centrifugas, gravitatorias y de coriolis.

Cabe acotar, que en este trabajo se utilizan coordenadas independientes para
definir el comportamiento dinamico del sistema robético, como se acostumbra en casi
la totalidad de los estudios realizados en el area, logrando de esta manera que el
modelo del sistema presente un niimero minimo de ecuaciones. Se utiliza ademas la
notacion Denavit-Hartenberg (D-H) [12], debido a la ventajas que ofrece la
aplicacion de la misma, puesto que se pueden expresar las relaciones cinematicas que
hay entre las barras del robot, con un minimo de parametros. Sin embargo, la
notacion D-H ha sido muy utilizada, pero en los articulos en las que se encuentra su
aplicacién, normalmente no involucran partes rodantes como las planteadas en la
presente investigacion, para el manipulador movil.

Basicamente, el inconveniente de aplicar la notaciéon D-H en partes rodantes
se produce por el tipo de par que existe en estos mecanismos méviles. Segun se
entiende, los pares inferiores son aquellos que se expresan como una funcién a partir
de dos superficies en movimiento relativo, los pares superiores, a diferencia de los
inferiores, son funcidn, como es en el caso de una rueda de un robot mévil, de un
punto de contacto ideal.

Puesto que las matrices de transformacion de los manipuladores dependen de
la posicion y orientacion de dos juntas sucesiva, la notacion D-H conduce a una
asignacion ambigua de la matriz de transformacion en cadenas cerradas muiltiples tal
como las que se encuentran en los manipuladores méviles [13]. Esta ambigiiedad
segln afirma Muir, surge de la decision del orden de las juntas cuando hay mas de
dos juntas en un solo par.

La notacién definida segun el criterio de Sheth-Uicker [14], es una notacién
desarrollada en el afio 1972, y nace como una necesidad de obtener de manera
sistemdtica los sistemas de coordenadas locales y sus consecuentes matrices de
rotacién, en mecanismos que involucran partes rodantes.
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En funcién de lo anteriormente descrito, se sugiere como adecuado, utilizar
ambas notaciones para la definicion de los sistemas de coordenadas y de las
inherentes matrices de transformacion. Obviamente, el uso de las dos notaciones se
hace por separado, es decir, que para la parte del mecanismo que se relacione con la
plataforma movil del robot se utilizara la notacién de Sheth-Uicker, o sea, que el
sistema de referencia global, mas el sistema de referencia de la plataforma mévil y de
las ruedas del vehiculo, seguiran la convencién de Sheth-Uicker. A partir del punto de
montaje del brazo manipulador en la plataforma mévil, hasta el punto de colocacién
del elemento terminal, es conveniente el uso de la notacion de Denavit-Hartenberg,
por su simplicidad en la definicion de los sistemas de referencia y matrices de
transformacion, en especial para mecanismos con pares inferiores (de revolucion y
prismaticos).

Finalmente, cabe destacar como se explica en [11], que la orientaciéon y
posicion del manipulador robdtico movil, se puede definir tomando en cuenta, en
primer lugar la posicién del brazo robético con respecto a un sistema de coordenada
fijado sobre la plataforma movil, que segin hemos afirmado, seguird la notaci6n
Denavit-Hartenberg. Seguidamente, se debe considerar el desplazamiento de la
plataforma tomando como referencia un sistema de coordenada global que esta fijado
a la superficie por donde se desplaza la plataforma, utilizando la notacién Sheth-
Uicker. De esta manera, el movimiento general del sistema es la suma de la
configuracién que alcanza el brazo manipulador con respecto a la plataforma, mas la
configuracion que consigue la plataforma con respecto a la superficie sobre la que se
desplaza. Es asi como en la mayoria de las investigaciones se plantea el problema de
posicion y orientacion del manipulador mévil, siendo responsabilidad de la
plataforma la posicion del manipulador mévil, el brazo robético se encarga de la
orientacion del elemento terminal, asi cada movimiento se desarrolla de manera
independiente; primero la posicion de la plataforma y luego la orientacion del brazo.

Otros autores en cambio, prefieren hacer el estudio del sistema por completo,
mezclando las ecuaciones de la plataforma y del manipulador en un sélo sistema, tal
como en [2]. Sin embargo, son pocos los que analizan el problema de manera integral
como un manipulador mévil encargado de posicionar y orientar el elemento terminal.
Segun Blanco [10], esto haria que el sistema ofrezca una solucién mucho mas robusta
al combinar las dos capacidades de desplazamiento y orientacién, aunque se
complique el anélisis por el aumento de los grados de libertad del sistema.
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Restricciones no holénomas:

Cuando en un sistema mecanico, una restriccion definida, aunque sea como
una restriccion de velocidad, se puede llegar a expresar de la manera de ecuacién de
restriccion geométrica, esta restriccion se denomina holénoma. En cambio, cuando en
un sistema no se pueden definir una restriccioén, como restriccion de tipo geométrica,
a partir de la restriccion de velocidad, debido a que esta no puede ser integrada, esta
restriccion se denomina no holénoma.

En un sistema mecénico en donde las restricciones pueden ser satisfechas a
partir de las velocidades generalizadas del sistema y esta condicién no puede ser
expresada por su condicién equivalente a partir de las coordenadas de posicién
generalizadas, se dice que se trata de un sistema no holénomo [15]. Las restricciones
no holénomas, normalmente se encuentran en sistemas en donde existen partes
rodantes, asi como también a partir de la conservacién de momento angular, entre
otros.

En general, las restricciones de un sistema mecanico pueden ser expresadas
como una funcién de las coordenadas generalizadas y del tiempo, es decir:

fi(G1, G2, ., qn, ) =0 (23)

donde i es el numero de ecuaciones de restriccién impuestas al sistema y n es el
nimero de coordenadas generalizadas. Al determinar la derivada parcial de la
ecuacion anterior, el resultado conduce a lo siguiente:

a

n

] a

fi= z (5;1‘,-( 41,92, -+ » Gns t)) q; + afz( 91,92 -, qn, t) =0 (24)
j=t \7Y

La primera de las dos ecuaciones, se expresa como una ecuacién de
restriccion geométrica o de configuracién, mas la segunda ecuacién de restriccion, se
conoce como restriccion de velocidad.

Ecuaciones de Gibbs-Appell:

Las ecuaciones de Gibbs-Appell son unas ecuaciones de la mecanica analitica,
que fueron desarrolladas por el norteamericano Josiah Willard Gibbs en el afio 1879 y
luego redescubiertas por el francés Paul Emile Appell en el afio 1899 de manera
independiente. En un estudio realizado por Vega, en el afio 1983 [16], asegura que el
estudio de Gibbs es mucho mas profundo que el desarrollado por Appell, e incluso
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asevera que uno de los mas graves errores de Appell, fue el no mencionar la fuente de
su investigacion. Segun el autor en la investigacion de Appell, se debié referir a la
investigacion de Gibbs, a pesar de que Appell en ningin momento afirma que lo
hubiese hecho.

La mayoria de los expertos en el 4rea afirma que estas ecuaciones representan
uno de los mas grandes avances en lo que se refiere a la mecanica analitica, siendo
que parten de un principio diferente al de la mayoria de los principios mecéanicos, que
es el de no definirse a través de la energia cinética del sistema. Mientras en las
ecuaciones de Lagrange, las fuerzas de inercia generalizadas son funciones
cuadriticas de las velocidades, es decir, son expresadas en términos de la energia
cinética, en las ecuaciones de Gibbs-Appell las fuerzas de inercia generalizadas son
expresadas en términos cuadriticos de la aceleracién [17], lo que se conoce en la
literatura como energia de la aceleracion.

Adicionalmente, presentan la gran ventaja que puede incluir indistintamente
las restricciones holénomas y las no hol6nomas, siendo esta una de sus més grandes
virtudes. Sin embargo, su estudio ha sido muy escasamente difundido, e incluso en
muchos textos bésicos de la mecénica, apenas se comentan y en algunos casos no se
nombran.

Otra punto relevante de las ecuaciones de Gibbs-Appell, es la manera como
son definidas, pues se considera que es una de las formas mads simples y
comprensivas de las ecuaciones de movimiento descubiertas [1], aunque la aplicacion
de estas ecuaciones en muchos problemas sencillos de la mecanica, normalmente
requiere de bastante analisis [18], quizas sea por esto que son tan poco utilizadas.

Ahora estas ecuaciones han sido definidas a partir de distintos criterios. En
este trabajo las ecuaciones de Gibbs-Appell seran definidas a partir del teorema de los
trabajos virtuales, como se propone por Shabana [17).

Como se define a partir del teorema del trabajo virtual, las fuerzas de inercia
generalizadas de un cuerpo rigido generan un trabajo virtual ( (W) que se define a
partir de la siguiente ecuacion:

8'W; = | pi# 6ridV; (2.5)
Vi

en donde p; es la densidad del cuerpo rigido y V; es su volumen. El vector r;esel
vector de posicién global de un punto arbitrario del cuerpo rigido, que puede ser
expresado en funcién de las coordenadas generalizadas y del tiempo:
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r; =ri(q,t) (2.6)

que al ser derivado
Ti
or; =—48q 2.7
q
el diferencial del tiempo desaparece por tratarse de desplazamientos virtuales en

donde el tiempo no cambia.

Luego, sustituyendo (2.7) en (2.5) se obtiene
. . 70T
O'W; = | pifty 7-5qdV; (2.8)
Vi 0q

en donde

; ar'
Q= Vipia_‘; 7dV; (2.9)

se define como el vector de fuerzas de inercia generalizadas (‘Q;) del cuerpo i
asociados con las coordenadas generalizadas del sistema.

Por otra parte, el vector de velocidad absoluta de un punto arbitrario en un
cuerpo rigido es definido, asi:

o= or; . or; . 4. 61'1 . ari
| an ql aqz ‘IZ aqn qu at
ari . 61‘, 210
de donde se puede deducir
61"i _ 6ri 211
aq odq (211)

Yy por un procedimiento semejante, también se deduce

af'i_ari 212
g dq (212)

al sustituir (2.12) en (2.9) se obtiene la siguiente ecuacion:
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. ot |
Qi = v,-pi?ﬁl ridv; (2.13)

que se puede desarrollar de la siguiente manera
: a (1 T
Q= | pil==(=#T# ; 2.14
o [Vp GEGH™)] @ @

de aqui se puede extraer la funcién S que se conoce como la funcién de Gibbs, la
misma es una cantidad escalar, que queda configurada de la siguiente manera:

1 .
Si== f pit idV? (2.15)
2 Jyi
Luego a partir de esta ecuacion, se puede determinar el vector de fuerzas
generalizadas del cuerpo i asociadas con las coordenadas generalizadas, con la ayuda
de la siguiente ecuacion

ig, = 25 2.16)
Ql_aq ('

de esta manera queda definida la ecuacion de Gibbs-Appell.

Cuando se trata de varios elementos que conforman un sistema mecanico
multicuerpo, la ecuacién involucra otros parametros, relacionados con la rotacién de
los elementos. Para definir la ecuacién de Gibbs-Appell para un cuerpo rigido que no
sea una particula, nos basaremos en un procedimiento que explica Provenzano [1] en
su tesis de doctorado.

En primer lugar, definimos la funcién de Gibbs para un cuerpo rigido
compuesto por » particulas en un sistema referencial de inercia [1]:

AT
S = '2"2 mr, (217)
k=1

donde m; es la masa de la particula Y % es la aceleracion de la particula. Luego, se
puede desglosar la funcién de Gibbs como la suma de dos términos expresados en
coordenadas cartesianas, el primero vinculado a la aceleracion lineal del cuerpo
rigido y el segundo vinculado a su aceleracién angular.

S=S5+S, (218)
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la contribucién del cuerpo rigido a la funcién de Gibbs debido a su traslacién sera:

1
St = ‘z‘m(i'.'G)Tf'G (2.19)

donde #; es la aceleracion del centro de masas del cuerpo rigido. Mientras que la
contribucién del cuerpo rigido debido a su rotacion, es

s = —Zl-m f ] f TFdm  (2.20)

donde # es la aceleracion lineal de cualquier punto del cuerpo rigido de masa dm, y es
debida al movimiento de rotacién del cuerpo con respecto a su centro de masas:

R=GAT +BA(BAT;)  (221)

donde @ y @ son los vectores de velocidad y aceleracion angular del cuerpo rigido,
7o,i el vector posicion de la particula con respecto al centro de masas.
Desarrollando la ecuacion anterior se tiene para la componente x lo siguiente:

" = —rdiwy? + 0,2 + roilwewy + @,) + rii(wew, + o) (2.22)

Luego, la ecuacién (2.22) se sustituye en la ecuacion (2.20) y ademas se
identifican términos que coinciden con la definicién del tensor de inercia del cuerpo
rigido:

1
5 Ly + = Ly, + S 1,,0,% —

2 2 2
S, = . ' .
r —(Iyy - Izz)wywza)x - (Izz - Ixx)wxwzwy - (Ixx — Iyy)wxwywz +
ey (020, ~ 0470, + 00,0, — Wy, 0, — Gyivy) + (2.23)

+Ixz(wx2cby - wtoy + Wy W,y — Wy Wy Wy — Wy@);) +

+1,, (w2, — wylo, + W Wy Dy — W, G, — Dy@,) + f (@)
Que escrita de manera matricial resulta asi:
1 RN SN =nT — Pard
S, = -z—(w) I:6 + (&) (@BABIG) + F(@) (2.24)

de la ecuacion anterior podemos eliminar los términos que son funcion de la
velocidad angular f (), puesto que son irrelevantes, ya que la funcién de Gibbs debe
ser derivada respecto de las aceleraciones generalizadas, para asi determinar el valor
del vector de fuerzas generalizadas, como se explicé en la ecuacién (2.16).
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En conclusion la funcién de Gibbs, en funcién de variables expresadas en
coordenada cartesianas, para un sistema mecanico que esta conformado por n cuerpos
rigidos, queda expresada de la siguiente manera:

n
1 1 = S RN T N -
5= [gmiCe) Fa+ 5 (@) To i+ (6) @ @) @25)
i=1

Antecedentes

El campo de la robética ha sido un campo ampliamente estudiado, a pesar de
que su estudio se remonta hasta aproximadamente sélo unas cuatro décadas atrés, y
donde la mayoria de los articulos se enfocan en los manipuladores fijos, debido a su
amplia aplicacion en ambientes industriales.

Entre las primeras investigaciones se encuentra un trabajo realizado por
Uicker en el afio 1965 [19], en donde se determinaron ecuaciones que modelaban el
movimiento de unos mecanismos especiales, haciendo uso de las ecuaciones de
Lagrange y de matrices de transformacién homogéneas.

Por su parte, el estudio de robots manipuladores moéviles es mas reciente y se
observan investigaciones desde hace alrededor de dos décadas. Quizas, esto se debe a
que probablemente los primeros manipuladores que se conocen fueron los utilizados
en los desastres nucleares de “Three Mile Island” en 1979 y “Chernobyl” en 1986
[10]. Sin embargo, entre los primeros trabajos importantes que se observan en el 4rea
especifica, se destaca el trabajo realizado Muir y Neuman [13] en el afio 1986, donde
desarrollan el modelo cinematico para un robot mévil con ruedas. En este trabajo, se
utiliza la notacién de Sheth-Uicker para modelar cinematicamente seis modelos
diferentes de robots méviles con ruedas, que van desde las ruedas convencionales
hasta las omnidireccionales o tipo bola. Se incluye entre los modelos analizados, un
triciclo semejante al utilizado en el trabajo actual.

Otra investigacién que se destaca es la realizada por Yamamoto [20] en 1992,
se realiza el estudio de un manipulador mévil, en donde basicamente se planifica el
movimiento de la plataforma mévil, para que alcance una posicioén que le permite al
brazo manipulador realizar una actividad especifica, el analisis se basa en las
ecuaciones de Lagrange. Luego el mismo autor, en 1994, desarrolla un trabajo mas
profundo en el que analiza el manipulador mévil, haciendo una coordinacién eficiente
entre el movimiento del manipulador y el desplazamiento de la plataforma moévil
sobre la que se apoya el manipulador [6].
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En 1995 Chen y Zalzala [4] utilizan el principio de Newton-Euler, para
obtener la dindmica completa de un robot manipulador mévil, con una restriccién no
holénoma, obteniendo trayectorias bastante eficientes tanto para la plataforma, como
para las juntas del manipulador, a partir de algoritmos eficientes.

En 1997, Desai y Kuar [21], estudian dos robots manipuladores méviles
cooperantes, que manejan un objeto en comin. Desarrollaron calculos que permiten
obtener trayectorias optimas, asi como definir las fuerzas y torques aplicadas en los
actuadores, para conseguir maniobras en presencia de obsticulos. Se incluyeron en el
analisis restricciones del tipo no holénoma en velocidad.

Tanner (1998) [2], realiz6 un estudio en donde desarrolla las ecuaciones
dindmicas que describen el comportamiento de manipuladores méviles que trabajan
en cooperacion manipulando un objeto deformable, basados en las relacionadas
ecuaciones de Kane. En el analisis se incluyen restricciones cineméticas no
holénomas e incorporadas en la dinamica del sistema.

Maés recientemente encontramos una serie de investigaciones sobre
manipuladores mdviles, pero como se observa en la mayor parte de ellas, estin
orientadas fundamentalmente a realizar analisis de control de los mecanismos, sin que
sea la parte més relevante las ecuaciones dindmicas que seran empleadas.

Por ejemplo, en el afio 2003, Bayle y colegas [22] proponen un modelado
sistematico de un manipulador mévil no holénomo conformado por un brazo robético
montado sobre una plataforma mévil con ruedas. Con ese modelo generaron una
definicion estdndar de maniobrabilidad para el caso de manipuladores méviles. En su
investigacion fueron desarrolladas varias aplicaciones, particularmente como ellos lo
afirman, relacionadas con el control del sistema robético.

No obstante en el afio 2002 Yu y Chen [23], presentan un enfoque general
para el estudio dindmico de sistema manipulador mévil sometido a restricciones de
tipo no holénomas. En este articulo se estudia un robot compuesto por un
manipulador serial con multiples grados de libertad, que se encuentra montado sobre
una plataforma mévil con ruedas auténomas. Se emplea una formulacién de tipo
ascendente recursiva para obtener la ecuacion que describe el movimiento del sistema
manipulador mévil, en donde se utiliza completamente las ecuaciones de movimiento
existentes tanto en el manipulador robético como en la plataforma mévil. En esta
investigacién también se pueden observar los términos que representan la interaccion
entre la plataforma mévil y el manipulador robético.

19



En 2009 Yang y colegas [24] realizan un estudio de la cinematica y de la
dinamica de un robot de 7 grados de libertad, consistente de una base mé6vil de dos
grados de libertad definido como un sistema de suspension elastica lineal, y un
manipulador flexible de 5 grados de libertad.

El modelo para el sistema dinamico del manipulador mévil con ruedas fue
derivado en términos de un sistema de coordenadas cartesiano, y para su estudio los
autores se basaron tanto en las ecuaciones dinamicas de Lagrange como en las
ecuaciones de Newton-Euler, siendo un planteamiento de tipo matricial. Aca también
se incluyé en el modelo la interaccién entre la base y €l manipulador que conforman
el robot, que vienen de la deformacién elastica del manipulador y del movimiento del
sistema de suspension. Destaca la suposicién de considerar que el sistema mecanico
en estudio se desplaza a una velocidad constante, y ademas, el vehiculo se mueve
sobre una superficie irregular que puede ser descrita a partir de una curva sinusoidal.

También en 2009 Moosavian y colegas [25], realizan una investigacion
semejante a la de Yang y colegas [24], estudiando el disefio cinematico y el modelado
dinamico para un robot mévil con ruedas sobre el que se monta un serial paralelo. El
proposito desde el punto de vista de la cinematica es realizar un movimiento estable,
cuando el manipulador maneja objetos pesados. Adicionalmente en este trabajo,
Moosavian y colegas utilizan un sistema de ruedas diferenciales para mover la
plataforma. También se basa en las ecuaciones de Lagrange y en las de Newton-Euler
para resolver el problema.

Por su parte en lo que a las ecuaciones de Gibbs-Appell (G-A) se refiere, no es
encuentran muchas investigaciones referentes a las ecuaciones, aunque ya ha pasado
mas de un siglo desde su descubrimiento.

Pudi€ramos inferir que la dificultad que presentan estas ecuaciones, para ser
analizado un mecanismo cualquiera, ha contribuido al escaso estudio de las mismas,
de hecho las primeras investigaciones importantes que se reportan sobre las
ecuaciones de Gibbs-Appell, datan de finales de los afios 80, cuando Desloge [26]
publica investigaciones en las que resalta la facilidad con que las ecuaciones de G-A
manejan la dindmica de los sistemas mecénicos, pero principalmente llama la
atenciéon porque en sus investigaciones sefiala que las ecuaciones de Kane se
relacionan mucho con las de G-A. Esta afirmacién atrajo la atenci6n de algunos
investigadores que quizas trataban de verificar la validez de las ecuaciones de Kane
[27, 28, 29] llegando a conclusiones semejantes, en que las ecuaciones de G-A y las
de Kane tenian mucho en comfin.
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Entre estas primeras investigaciones, también se encuentran algunas que no
las relacionan con las ecuaciones de Kane, como por ejemplo en 1987, Papastravridis
[30] analizo, las que llamé como la ecuacion de Appell (como usualmente se refieren
algunos investigadores de la Europa Oriental), para derivar de una manera vectorial la
ecuacién general de Appell de movimiento, luego a partir de estas ecuaciones,
determinar la reacci6n generadas por las restricciones en un problema linealmente no
holénomo.

En 1998 Udwadia y Kalaba [31] desarrollaron unas ecuaciones que
denominaron las ecuaciones de Gibbs-Appell explicitas. En este articulo, los autores
desarrollan una forma extendida de las ecuaciones de Gibbs-Appell y mostraron su
equivalencia con la forma inversa generalizada de la ecuacién de movimiento.

Provenzano (2001) [1], utiliz6 las ecuaciones de Gibbs-Appell para modelar
un robot manipulador fijo. Se incluyeron en los modelos, restricciones en el elemento
terminal del manipulador, incluso el andlisis de robots cooperantes y adicionalmente
se propusieron procedimientos para incluir restricciones holénomas y no hol6nomas
en el elemento terminal. En el modelado se logré encontrar algoritmos altamente
eficientes, de hecho, uno de los algoritmos desarrollados, fue realizado bajo notacion
tensorial, lo que lo convierte en uno de los algoritmos mas eficientes conocidos hasta
€l momento.

Luego en el afio 2003 Martinenko [3], estudia el movimiento de un vehiculo
tipo Ackerman que consta de dos pares de ruedas, analizado en distintas situaciones,
para lo cual utilizé las ecuaciones de Gibbs-Appell. En algunos casos la solucion
hallada fue la exacta, en cambio en otras se utilizé6 un método de promedios para
describir el comportamiento. Su trabajo realiza el analisis considerando restricciones
no hol6nomas.

Los problemas dindmicos directos € inversos son abordados por diferentes
autores. Mata en 2002 [32], resuelve el problema dindmico inverso a partir de dos
algoritmos basados en las ecuaciones de Gibbs-Appell. Ambos algoritmos son
desarrollados usando principalmente variables vectoriales, y expresados en forma
recursiva.

En 2007 Diaz [33] propone una formulacién sistematica para resolver el
problema dindmico directo de robots paralelos, haciendo uso de la ecuacién de Gibbs-
Appell explicita, desarrollada por Udwadia y Kalaba. Diaz convierte el sistema
mecanico restringido en un sistema conformado por cadenas abiertas para determinar
la resolucion del problema dinamico directo.
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Ese mismo afio, Kuleshov [34] realiza un modelo matematico para un
skateboard con un grado de libertad por medio de las ecuaciones de Gibbs-Appell,
analiza la estabilidad del movimiento del skateboard asumiendo que el conductor no
controla el vehiculo, considera que el skateboard se encuentra sometido a
restricciones de tipo holénomas.

Las ecuaciones de Gibbs-Appell son nuevamente utilizadas, para estimar
parametros dinimicos en robots manipuladores, por Benimeli [35] en 2008. En esta
tesis se determinan los parametros dinamicos tanto de manera tedrica como
experimental, ademas se aborda el tema de la generacién de trayectorias optimizadas
del manipulador.

Freire en 2008 [36] determina los voltajes que se deben aplicar a los motores
colocados en las ruedas de un robot mévil para que describa un movimiento
especifico. El modelo desde el punto de vista mecanico se basa en las ecuaciones de
Gibbs-Appell, desarrolladas en trabajos anteriores [3].

Otro estudio realizado sobre el comportamiento cinemético y dindmico de
robots moviles, se observa en Campion y otros [37]. Este estudio muestra, que de
acuerdo a la estructura genérica de las ecuaciones del modelo, se pueden clasificar en
diferentes tipos, de cada uno de los cuales surgen preguntas relacionadss con la no
holonomia, movilidad y control, configuracién de motorizacién entre otras.

Rios y Bueno (2008) realizan el modelo matematico de un robot mévil [38],
representado por un vehiculo de dos ruedas con traccién diferencial, sin considerar
restricciones no holénomas. El modelo hace mas énfasis en la cinematica del robot
que en la dindmica, ademas incluye aspectos eléctricos del robot. El modelo incluso
involucra elementos como los motores de las ruedas, encoder, entre otros.

En cuanto a la planificacion de la trayectoria de vehiculos robéticos se
encuentra una gama importante de estudios, entre los que se destacan, Blanco [10],
Gomez Bravo [39], Anibal Ollero [11].

Hongliang Yuan (1998) [40], presenta un control de sistemas no holénomos,
donde asegura que la mayoria de estos sistemas pueden ser transformados en forma
de cadena, la cual es considerada una forma canénica de los sistemas no holénomos.
En estos trabajos se estudié el problema del continuo control de retroalimentacién de
los sistemas de cadenas, entonces consideran la aplicacién de la planeacién de
movimiento éptimo y de control dindmico de un vehiculo submarino auténomo no
holénomo.
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CAPITULO HI

Simulacion Dinamica de un Manipulador Mévil



CAPITULO 11

Simulacién dindmica de un manipulador moévil

En el capitulo anterior se definié la ecuacién general de Gibbs-Appell para
resolver el problema dindmico en cualquier sistema mecanico, esta ecuacién, sin
embargo, se encuentra de una forma que no resulta préctica para la resolucién de
algtin problema especifico, mucho menos para la simulacién del sistema mecanico.

En el presente capitulo se plantea la simulacién dindmica de un manipulador
movil, es decir, la resolucién del problema dinamico directo de un manipulador
movil, por medio de las ecuaciones de Gibbs-Appell; en este capitulo, a diferencia del
capitulo anterior, la ecuacién de Gibbs-Appell serd desarrollada de tal manera que
resulte conveniente para el anélisis del caso que particularmente se est4 estudiando.
En la primera parte del capitulo se definen los parametros generales del manipulador
moévil, tales como el tipo de manipulador, el sistema empleado para la
maniobrabilidad del vehiculo entre otros, luego se especifica la manera como se
emplearan los sistemas de coordenadas que se utilizardn en el modelo completo,
basados en las notaciones anteriormente nombradas. Seguidamente se resuelve el
problema cinematico del manipulador mévil y finalmente se resuelve ¢l problema
dindmico. Se propone al final del capitulo un algoritmo que resuelve el problema
dinamico directo y se muestra un ejemplo de aplicacion resuelto con el algoritmo
propuesto.

Parametros del robot manipuladoer mévil:

Un robot mévil, cuando estd compuesto por ruedas, se puede definir como un
robot que es capaz de moverse en una superficie por medio del conjunto de ruedas
ensambladas en el robot y que tienen contacto con la superficie. El sistema que se
estudia en esta tesis, presenta sobre la plataforma movil, un brazo manipulador
robético con seis grados de libertad.

La plataforma mévil que se propone para el manipulador mévil, se trata de un
vehiculo tipo triciclo, que como se observa en la literatura del area, también pudiera
representar al modelo de un vehiculo tipo Ackerman, pues, con ciertas
consideraciones de tipo geométrico, los vehiculos tipo Ackerman se pueden modelar
como si se trataran de un triciclo. Este triciclo estd compuesto por tres ruedas
convencionales centradas, siendo una sola de ellas direccionable y las otras dos fijas.
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Adicionalmente, para el anélisis de la parte mévil del robot se deben asumir
ciertas consideraciones, que se¢ observan casi de manera invariable en las
investigaciones en las que se analizan robots moviles y que se describen a
continuacion:

Al igual que ocurre con el manipulador, la plataforma moévil del robot se
considera totalmente rigida, no existen partes flexibles en la plataforma moévil,
incluyendo las ruedas.

También se supone que en cada una de las ruedas existe como maximo un
actuador que le permite direccionar la rueda con respecto al resto del vehiculo y que
actiia siempre en la direccién perpendicular a la superficie. En el caso del triciclo la
rueda delantera es la tnica direccionable y las dos ruedas traseras son fijas.

Operacionalmente, los vehiculos se desplazan sobre una superficie plana, y en
este caso particular, se considera que estd orientada de manera horizontal. A su vez,
las ruedas no presentan un deslizamiento con respecto al piso en la direccién de
avance de la rueda. Tampoco desliza en la direccion perpendicular a la rueda, es
decir, en la misma direccion del eje de la rueda, por lo tanto no existe derrapamiento
de ninguna rueda; esta condicién puede ser eliminada cuando la rueda se considera
omnidireccional.

En cuanto a la otra parte del robot, que es la que se encuentra sobre la
plataforma movil, se ubica alli un manipulador de seis grados de libertad, formado
por barras rigidas continuas e interconectadas entre si, por medio de pares de
revolucién. Este manipulador puede llevar en su elemento terminal una herramienta
que ejecuta algin trabajo especifico, pero que no se considera en la presente tesis.

Con esta idea preliminar del tipo de manipulador robético mévil que es el
empleado en esta investigacion, se procede a hacer una descripcién de la notacion
utilizada para definir los sistemas de coordenadas.

Asignacion de los sistemas de coordenadas:

Como se establecié en el capitulo anterior, en el manipulador mévil, se
emplea la notacién Sheth-Uicker para la plataforma mévil del robot y Denavit-
Hartenberg para el brazo manipulador robdtico, para definir los sistemas de
coordenadas locales, asi como las respectivas matrices de transformacion.
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La razén de utilizar estas dos notaciones se debe, como se comentdé con
anterioridad, al hecho de que para robots méviles se hace conveniente el uso de la
notacién Sheth-Uicker, por las razones descritas. No obstante, la notacién Denavit-
Hartenberg resulta muy ventajosa por la utilizacién minima de parametros que
requiere, y por la facilidad para ser modeladas, consecuentemente. Para el brazo
manipulador se utiliza la notacion D-H por encima de la S-U, logrando una
utilizacién adecuada de las notaciones disponibles.

En este capitulo se dard un explicacién de como se implementa la notacion de
Sheth-Uicker, debido a que la misma ha sido muy poco difundida y se hace pertinente
su explicacién, en cuanto a la notacién Denavit-Hartenberg que es mucho més
conocida, su implementacion es mostrada en los anexos al final de este libro.

Notacion Sheth-Uicker.

En principio, siguiendo la metodologia empleada por Sheth-Uicker, tal y
como se propone en Muir [13], se debe definir un sistema de coordenadas fijo a la
superficie por donde se desplaza el vehiculo {F}, este sistema representa el sistema
de coordenadas global y no presenta ningiin tipo de desplazamiento ni rotacién, el eje
z del sistema global se encuentra perpendicular a la superficie de desplazamiento.

Seguidamente, se define un sistema de coordenadas solidario a la plataforma
mévil {R}, en el que su origen se ubica en un punto especifico del vehiculo, que en el
caso del triciclo, se ubica en la parte central del eje trasero del vehiculo. La direccién
del eje z es paralela a la del sistema de coordenadas global, el eje x de este sistema
mantiene la direccién del eje longitudinal del vehiculo. Este segundo sistema de
referencia rota de acuerdo a la rotacion que sufra el vehiculo completo.

El siguiente sistema de referencia corresponde al punto en donde se encuentra
la articulacién de direccionamiento de la rueda con respecto a la plataforma {H}, es
decir, que en el caso del triciclo, existirdn tres ejes de este tipo {H;, H, y H3}. Este
sistema de referencia se encuentra fijo al cuerpo del robot mévil y no presenta
rotacién con respecto al sistema de referencia anterior. Su eje z coincide con la
direccién del eje de la articulacién de direccionamiento de cada rueda.

En este mismo punto se encuentra otro sistema de referencia {S}, el mismo se
diferencia del anterior en cuanto a que la direcci6n del eje x coincide con la direccién
de la rueda a la que corresponda el sistema. En consecuencia el sistema nuevo rota
con respecto al sistema de referencia anterior, siempre alrededor del eje z, pues estos
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dos sistemas tienen sus ejes z coincidentes y también tiemen sus origenes
coincidentes. Nuevamente, estos son multiples sistemas de referencia, es decir, que
existen tantos sistemas de referencia como ruedas presente el vehiculo {S;, S,, .
Sn}. Para el triciclo, el sistema {S} de la rueda orientable, si rota con respecto al
anterior, mientras que para las ruedas fijas, los sistemas de referencia {H} y {S} son
idénticos, por lo que la matriz de transformacion es igual a la matriz identidad.

El dltimo sistema de referencia que involucra a la parte moévil del robot se
relaciona con la rueda {C}. Este sistema de referencia tiene su origen en el punto de
contacto entre la rueda y la superficie de desplazamiento Yy su ¢je z es perpendicular a
la superficie de desplazamiento del vehiculo. Su eje x sigue la orientacién de la rueda.
En las ruedas fijas el sistema de referencia {C} es paralelo a los dos sistemas de
referencia anteriores {H} y {S}, es decir, que para una rueda fija los tres ultimos
sistemas de referencia son casi idénticos. En el triciclo todos los sistemas de
referencia mantienen sus ejes z paralelos entre si.

En definitiva resulta 2+ 3N sistemas de referencia, en donde N es el numero
de ruedas que posee el robot.

La figura 3.1 muestra la asignacién de coordenadas de un robot movil
genérico. A la izquierda se muestra una representacién isométrica y en el lado
derecho se observa el robot visto desde la parte superior.

Figura 3.1. Asignacion de coordenadas segun la notacion Sheth-Uicker.

Adicionalmente, la notacién Sheth-Uicker requiere definir dos sistemas de
referencia que estan relacionados con la posicion instantinea del robot, y que estan
fijos con respecto al sistema de coordenadas global. Estos dos sistemas se colocan,
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uno en una posicién y orientacién correspondiente a la posicion y orientacién del
sistema de referencia del cuerpo del robot {R}, y el otro coincidiendo con el sistema
de referencia del punto de contacto de la rueda con la superficie {C}.

Los dos sistemas adicionales no son relevantes para determinar la posicién de
los elementos del robot respecto del sistema global, pero son vitales para relacionar
las velocidades y las aceleraciones de los diferentes elementos del robot mévil con
respecto al sistema global.

Para poder comprender su utilidad, es necesario definir un concepto que es la
base de estos dos nuevos sistemas, el concepto de los puntos instantineos
coincidentes.

Punto instantdneo coincidente.

Un punto instantineo coincidente tiene importancia cuando transcurre un
diferencial de tiempo, de alli que sea relevante para el célculo de velocidades y
aceleraciones.

En un primer instante el punto instantdneo coincidente se encuentra en el sitio
en donde estd el origen del sistema de coordenadas del robot. En ese punto
instantineo se define un sistema de referencia que también es instantaneo, por lo que
los ejes y orientaciones entre ambos sistemas son los mismos. Por ejemplo, en el
origen del sistema de referencia {R}, se define un punto instantineo coincidente; en
€s€ momento se genera un nuevo sistema de referencia {R}.

Al instante siguiente el punto instantneo coincidente sigue en la misma
posicién, puesto que se supone que este sistema esti solidario a la superficie de
desplazamiento, sin embargo, el punto en donde se coloca el sistema de referencia del
robot se ha desplazado una cierta cantidad. Fl sistema de coordenadas asignado al
robot {R} tiene una posicién que resulta semejante a la del sistema de coordenada del
punto coincidente {R}, y al determinar la matriz de rotacién que relaciona ambos
sistemas, ésta se aproxima a una matriz identidad, pero al diferenciarla con respecto
al tiempo, en esta matriz aparecen términos que se relacionan con la velocidad lineal
y angular del vehiculo, y en consecuencia la matriz obtenida no corresponde a una
matriz identidad. Igualmente, al volver a diferenciar la matriz, aparecen términos de
aceleracion lineal y angular del robot.

Aunque la posicion del sistema de referencia {R} con respecto a la posicion
del sistema de referencia {R} sea igual a cero para cualquier instante, la velocidad y
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la aceleracion del sistema {R} con respecto a la velocidad y la aceleracion del sistema
{R} seré distinta de cero cuando el sistema se encuentra en movimiento.

La motivacién de utilizar esta herramienta conceptual de los puntos
instantdneos coincidentes, est4 en que las velocidades y aceleraciones de los sistemas
de coordenadas que se encuentran en movimiento pueden ser calculadas en cualquier
instante con respecto al punto instantaneo [13].

El otro sistema de referencia se halla en el punto instantaneo coincidente
ubicado en el punto de contacto de la rueda con la superficie. Por lo tanto existe un
sistema de referencia que se denominara {C} y que coincide en posicién con el
sistema de referencia {C}.

En la tabla 3.1 se resumen los sistemas de coordenadas empleados en el robot
movil segun Sheth-Uicker.

Tabla 3.1 Asignacion de los sistemas de coordenadas.

Nombre | Descripcion

F Sistema fijo a la superficie de desplazamiento, z es perpendicular a la superficie.

R Sistema de coordenadas principal del robot, se mueve con el cuerpo del robot. z es
perpendicular a la superficie.

R Punto instantaneo coincidente cuerpo del robot, es fijo con respecto a la superficie
de desplazamiento. Coincide con {R}

H Sistema que se mueve con el cuerpo del robot, ubicado en el punto de cada
articulacion de direccionamiento. z tiene la direccién de la articulacién.

S Se mueve con el elemento de direccionamiento del robot. z tiene la direccion de la
articulacion.

C Se mueve con el elemento de direccionamiento del robot. Su origen es el contacto
superficie rueda. z es perpendicular a la superficie y x tiene la direccion de la
rueda.

C Punto instantdneo coincidente contacto con el suelo, es fijo respecto a la superficie
de desplazamiento. Coincide con {C}

Matrices de rotacion en la notacion Sheth-Uicker.

Las matrices de rotacién segin la notacién Sheth-Uicker, a diferencia de las
matrices de rotacion determinadas seglin la notacién Denavit-Hartenberg, no siguen
un procedimiento sistematico para ser determinadas, sino que cada matriz de rotacién
debe ser determinada de manera independiente, encontrandose algunas que resultan
ser invariables con respecto al tiempo y otras que si cambian al transcurrir un instante
de tiempo.
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Las matrices relacionan primero el robot al sistema de referencia global
(relacionan {R} con {F}), luego cada punto de articulaciéon de direccionamiento de
cada rueda con el cuerpo del robot ({H} con {R}). La transformacién de los sistemas
{S} a {H}, determina solo orientaciéon por tener el origen en el mismo punto. La
ultima matriz de transformacion, relaciona el punto de contacto con el
direccionamiento de la rueda ({C} con {S}).

Como consecuencia de que el sistema es una cadena cerrada en donde existe
una conexion multiple, debido a que posee varias ruedas, no se hace una
transformacién completamente lineal, como aparece en la notacién Denavit-
Hartenberg. En primer lugar, se puede transformar con una sola matriz de
transformacion el sistema de referencia colocado en el punto de contacto de la rueda
al sistema de referencia global. Por otro lado, la transformacién de los sistemas {H}
al sistema {R}, resulta ser una transformacién multiple y se repite de acuerdo al
numero de ruedas que posea el vehiculo, al igual que el niimero de transformaciones
entre los sistemas {S} y {H} y entre los sistemas {C} y {S} es igual al nimero de
ruedas que posee el robot.

En el triciclo, para todos los sistemas de referencia ya se advirti6 que se
considerard que sus ejes z serdn siempre perpendiculares a la superficie de
desplazamiento, por lo tanto todos los ejes z seran paralelos entre si, situacién que
facilitard el célculo cinematico, puesto que se simplifican las matrices de
transformacion.

Como se sabe, las matrices de rotacion permiten definir la posicién de un
punto ubicado en un sistema de referencia con respecto a otro sistema de referencia,
esto se expresa a partir de la siguiente expresién.

G =ag, by (3.1)

Donde “r y Pr representan un vector de posicién llamado r, expresado en el
sistema de coordenadas a y b respectivamente, %m, representa a la matriz de
transformacion.

Luego, al derivar esta expresion con respecto del tiempo, se puede encontrar
la relacion de transformacion de la velocidad de un punto ubicado en un sistema de
coordenadas con respecto a otro sistema de coordenadas, obteniéndose la siguiente
expresion:
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L/

% = 4, . by (32)

Esta expresion resulta simple debido a que el vector de posicion del punto no
cambia con el tiempo, puesto que es fijo con respecto al sistema de referencia al que
se encuentra referido originalmente (es decir, % = 0). En consecuencia para
conseguir la velocidad de un punto con respecto al sistema de referencia global,
debemos conocer la derivada de las matrices de rotacion que se involucren en la

transformacion.

Al diferenciar nuevamente, se determina la expresién que permite determinar
la aceleracion de un punto ubicado en un sistema de referencia con respecto al
sistema de referencia global.

o = 4, . by (33)

Nuevamente, se consigue una expresion inicialmente muy simple, por la
misma razén de la anterior (°# = 0). Es necesario conocer asi, las segundas derivadas
de las matrices de transformacion que se involucran en la ecuacion.

Las matrices de transformacion que son necesarias para definir la posicién de
cualquier punto del robot mévil, con respecto al sistema de coordenadas global,
involucran todos los sistemas de referencia que se indicaron mas arriba, incluyendo
los definidos por los puntos instantaneos coincidentes. En resumen son {F}, {R}, {R},
{H}, {S}, {C} y {C}, en ese mismo orden. También por tratarse de una cadena
cinematica cerrada, se puede determinar la transformacién desde el sistema final
hasta el principal, es decir, desde {C} hasta {F}, pero desarrollado por otra via sin
pasar por todos los sistemas de referencia que existen en el robot.

Las matrices de transformacion entre los sistemas de referencia definidos y
sus derivadas sencillas y dobles se muestran a continuacion:

En la tabla 3.2 se muestran las matrices de transformacion involucradas en la
notacion.
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Tabla 3.2 Matrices de transformacion del sistema.

Transformacién F-R ‘cos (FOg) —sen (FOg) 0 Fxi]
FRg =|sen (FOz) cos(Foz) O Fyz
0 0 1 Fgp
0 0 01|
Transformacién R-R [cos (RGz) —sen (ROg) 0 Faxg]
RR, = |sen (R8z) cos(Roz) O Fyr
0 0 1 Rzp
L 0 0 0 41
Transformacion R-H [cos (ROy) —sen (ROy) 0 Fxy]
RR,, = |sen (Roy) cos(Roy) 0 Ryy
0 0 1 Rz,
| 0 0 0 1 |
Transformacién H-S cos (65) —sen(H8s5) 0 0
HRp = |sen (#65) cos(fgy) 0 0
0 0 1
0 0 01
Transformacién S-C [cos (50y) —sen (P6y) 0 Sx¢]
SR, = |sen (58y) cos(%0y) O Sy
0 0 1 sz,
_ 0 0 0 1|
Transformacién C-C ‘cos (6,) —sen €6, 0 “xc]
CR, = |sen (€6c) cos(Co,) O (‘:}’c
0 0 0 ¢ Zc
L0 0 0 4
Transformacién F-C [cos (FOz) —sen (FO:) 0 Fx¢
FRg = |sen FOe) cos(Fo:) O Fyg
0 0 1 Fge
0 0 0 1.

De las matrices de transformacion indicadas en la tabla anterior, algunas son
constantes a lo largo del tiempo, mientras otras matrices si varian. Las matrices de
transformacién constantes son: Rz, ya que el punto R se encuentra fijado a la
superficie de desplazamiento, %Ry, por encontrarse ambos sistemas solidarios al
cuerpo del robot mévil, SR, puesto que ambos sistemas se encuentran en el
elemento que soporta la rueda y la matriz FR; también, por encontrarse C en la
superficie de desplazamiento.

Esto quiere decir que al derivar estas matrices en funcién del tiempo la matriz
resultante es igual a la matriz identidad. En cambio las otras matrices son distintas de
cero, y su utilidad surge para relacionar la velocidad de los distintos elementos del
robot, tal y como ya fue explicado. En la tabla 3.3 se presentan las primeras derivadas
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de las matrices de transformacién que no son constantes y en la tabla 3.4 se presentan
las segundas derivadas de las matrices de transformacion, que seran utilizadas para
determinar la aceleraciones del sistema mecénico en estudio.

Tabla 3.3 Primera derivada de las matrices de transformacion del sistema.

Transformacion R-R 0 —Rg, 0 R e
— . Rp 0 Ry
RR = BR 0 Yr
R 0 o0 0 o
0 0 0 ¢
Transformacién H-S —sen (105)760; —cos(H05)78s 0 0
Hp = | cos (FO5)7 6s —sen(Ho5)Hhs 0 O
0 0 00
0 0 00
Transformacién C-C 0 —C§. 0 Cxc
; Cq =
CR = BC 0 0 5’6
¢ 0 o0 0 o
0 00 ¢

Tabla 3.4 Segunda derivada de las matrices de transformacion del sistema.

Transformacion R-R _EG'RZ Rz 0 Rg,
_ o e 5. 2 7 .
R Ry RBR _ReR 0 R Vr
0 o 0 o
0 0o U ¢
Transformacién H-S —sen (H05)H s — cos (H85)70s° —cos("6s)"ds + sen(H65)H0s° 0 0
HR| cos(M85)Hds — sen (Ho5)H s> —sen (H05)"d; — cos (H95)"65° g g
0 D 00
Transformacién C-C _é 9‘62 —€g c 0 € e
. ) .
¢ge| 8. -6.° 9 Sy
0 o 9 o
0 0 0 o

Es el interés de la presente investigacion, determinar la velocidad y la
aceleracién que sufre el cuerpo del robot como efecto de la aplicacién de los pares y
fuerzas aplicadas en ciertos puntos del vehiculo, lo que significa resolver el problema
dindmico directo. Surge asi, la necesidad de relacionar velocidades y aceleraciones
entre las diversas partes del robot mévil.

La siguiente seccion estd dedicada a determinar el comportamiento de la base
mévil del robot, apoyado en las ventajas que ofrece la notacion Sheth-Uicker.
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Cinematica de la plataforma mévil:

Con la ayuda de la informacion definida por la notacién de Sheth-Uicker, se
puede determinar, por ejemplo, la incidencia que tendrdn las velocidades y
aceleraciones aplicadas en la rueda direccionable del robot, en el cuerpo del robot,
igualmente el aporte total de las ruedas en el movimiento global del robot. Para esto
se aplica la logica que describe Gracia y colegas [41], para definir la matriz de
velocidades generalizadas del cuerpo del robot en funcion de las velocidades
generalizadas de la rueda direccionable del triciclo.

En principio se define esta relacién de manera general, para cualquier tipo de
vehiculo, para luego particularizar el caso de un vehiculo tipo triciclo. Se comienza
con encontrar la relacion que describe la posicion del punto de contacto de una rueda
con respecto al sistema de coordenadas global:

Fr=F Rz ‘R Rp R Ry; "' Rg; S' R¢y -C'r (3.4)

donde FRj es una matriz de rotacién, que transforma del sistema R al sistema F, sin
embargo, este vector también se puede describir si tomamos otro camino, como se
observa en la siguiente ecuacion:

FT = Rfi Ci RCi .Ci r (35)

Igualando las ecuaciones (3.4) y (3.5), y eliminando el vector ¢r, se obtiene
lo siguiente:

"Rz *® R *F Ry " Rs; %' Ry =" Rei ““ Ry (3.6)
y se puede despejar Ry
RRx =F Ry F Rc; “' Re; " Ry ' Ry Hi Ry (3.7)

Seguidamente, se deriva esta expresion y se consigue el siguiente resultado
(basados en los corolarios de las matrices de transformacién que se muestran en los
anexos):

RRe =R Re -F Rei <€ Re; - R +S' Ry M Rp + (3.8)
+%Rp - Rei € Rei - Ryi -5 Ry M Ry

Por su parte, en funciéon de eliminar la dependencia de la matriz de rotacién

R Ry con respecto al sistema de coordenadas global se puede extraer de la ecuacién
(3.6) la siguiente relacion:
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“Rp ¥ Rei =% Rg ® Ry; ' Rg; ' Ry iRy, (3.9)
esto se reemplaza en la ecuacion (3.8):
“Re =F Ry ® Ry ¥ Rs; S Re; - Ry CU Rey G R Si Ry iRy 4 (3.10)
+RRg R Ryi "' Rg; ' Ry; -HL R,
RRg es una matriz identidad, asi que:
RRp =R Ry; -Hi Ry; -5t Rei - Rgy - Ry CF Rg; St Ry, M Rp + (3.11)
+® Ry H Rg; -S* Ry Hi Ry

Resolviendo de acuerdo a como se describe cada matriz segun las tablas 3.2 y
3.3, se encuentra una matriz simplificada para cada término de la ecuacién (3.11):

R

_0 -—ﬁéR 0 Xgp
_ Rp R
RR.=| 6k 0 0 Ry
Flo o 0 g
0 0 0 o

*Ryi " R "' Rey < Ry €1 Ry €1 R -5 Ry; "' Ryp =

E'O' ~Cige; 0 Efgci =R xct"'c_fi’a * COS(RBCi)_EixCi * sen(®c;)
=" 0 O —“0¢; *+R yei+ iy * sen(®Oc;)+Cxg; * cos(Rbg;)
0 0o O 0
0 0o 0 0
0  Hig, 0 —Hifg R xy,
, _Hig i
Ry; Hi R, S Ry; ‘"' Ry = 095’ 8 8 HIBSi(;"R YHi
0 0o O 0

en donde;
ROci =% 0 +7105;+510,,;
Rxci =R xp;+5ty¢; - sen (ROui+1105)+51x; - cos ROy +1105;)

®yei =R yui+Stye; - cos (ROpi+1105)~Six,; - sen ROy +1165,)

de tal manera, que se consigue un sistema de ecuaciones que resuelve el problema:
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0 —Rg, 0 Fig] [ 0 _Cig, 0 S +R x;+Ciy; * cos(ROg)—Cixe; * sen(RO)
Fon 0 0 Byel =0 0 O —C0¢; *R yoi+C0yc; * sen(RO)+C kg * cos(ROg) | -
0 0o 0 o 0 0o O 0
0 0o 0 o [ 0 0o O 0

0 Hiési 0 ~Hi93i «R Xyi

_Hi A . P
0 0 0 Hig, Ry, (3.12)
0 0 O 0
0 0o O 0

luego de simplificar el sistema se obtiene lo siguiente:

R~ Xci

- “ar]  [cos("8c) —sen(®8e) Fye Ryy Ciy
R = ijR = |sen(®0c;) cos(ROc) Rxg Ry & 5. (3.13)

Rg, 0 0 1 -1] | e

Bs;

esta ecuacién representa la configuracién Ei)R = Ji = qi, donde @i es el vector de
velocidades generalizadas de la rueda 7, y Ji es el Jacobiano de la rueda i.

Recuérdese que la ecuacion (3.13) representa el aporte de una sola rueda en el
vector de velocidades generalizadas del cuerpo del robot. Cuando se quiere
determinar el vector de velocidades del cuerpo del robot, es necesario determinar el
aporte de todas las ruedas del robot. Todas estas ecuaciones se combinan para formar
la matriz que resuelve el vector de velocidades del robot:

11 ]1 0 - 0 q‘1
I . q
%=1 2 7 % e
In 0o 0 - ]n ‘.In

que representa una matriz de la forma Ax = B * y y donde I; representa una matriz
identidad de tamafio 3 x 3. Este sistema se puede resolver por medio de una
aproximacion por minimos cuadrados

x=(A-AT)A".B.y 6 Rpr=(A-AT) AT -B.¢  (3.15)

En el caso de estudio del robot m6vil, el término (4 - A7) 14T - B representa
el jacobiano completo del vehiculo. Por lo que la ecuacién definitiva es:

Rpr=J-q  (3.16)

Se describe en [42] que para que el robot no sufra deslizamiento, debe cumplir
con la siguiente condicién:
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QA)-B-g=0  (317)
En donde Q(A) se puede expresar como Q(A) = A-(A-AT)" 1. AT — |

Mufioz y colegas [42] afirman que si el producto Q(A) - B resulta nulo es
indicativo de que existe una solucién y por lo tanto, esto implica que existe una sola
rueda en contacto con el suelo. La solucién calculada segin la ecuacién (3.15) debe
ser consistente, para lo cual se debera verificar la condicion interpuesta en la ecuaciéon
3.17).

Un triciclo tendra el aporte de las tres ruedas en su movimiento general. Se
deben definir en primer lugar los tres jacobianos de cada una de las ruedas:

r —I cosp 0 O
]1—[0 0] ]2—[ ] h—[senﬁ -m m] (3.18)
1 -1
En donde r, I y m estan referidos a parametros geométricos del triciclo, 7 es el
radio de la rueda, / es la distancia que hay desde el centro del eje trasero del triciclo
hasta la rueda de ese eje, m es la distancia desde el centro del eje trasero hasta el eje

de rotacion de la rueda delantera. En la siguiente figura se detallan los parametros
geométricos del triciclo, basado en el Neptuno (Bicun-unicsan-whemor) segin se

detaila en [13].

-XH Xs ! yH {J/{c

AC YN

H=$
a*c

Zr
F‘ i
L _m ’
a) b)

Figura 3.2. Neptuno (Bicun-unicsan-whemor). a) Vista superior. b) Vista lateral.[13]
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Luego de operar, se obtiene el jacobiano del vehiculo mévil, segim el
algoritmo descrito anteriormente:

B ]

XRr cosf )
Ryl = [ 0 ] € xc (3.19)
sen B/m

en donde Cix,, representa la velocidad lineal de la rueda a lo largo de su direccion,

Rir v Ry, la velocidad lineal en el punto central del eje trasero del vehiculo,

mientras que EB'R representa la velocidad angular del eje trasero. Con esta ecuacién se
pueden definir las velocidades del cuerpo del vehiculo en funcién de las velocidades
de las ruedas del mismo.

En lo que respecta a las aceleraciones del robot mévil, segin Muir y Neuman
[13], la aceleracion de un robot mévil con ruedas se debe calcular aplicando lo que
ellos denominan el corolario de la cascada de las aceleraciones, que se explican en los
anexos de este trabajo.

Se afirma en dicha investigacion que las aceleraciones del mecanismo no se
pueden formular a partir de diferenciar los resultados obtenidos en el analisis de
velocidades del mecanismo, puesto que genera operaciones que no son permitidas por
el algebra matricial de las coordenadas de transformacion, lo cual, contrasta con los
mecanismos que contienen solo pares inferiores, en los cuales las aceleraciones
pueden ser obtenidas de la diferenciacion de los resultados obtenidos para las
velocidades del mecanismo, cabe destacar que la expresion que consiguieron en esta
investigacion es equivalente a la ecuacién (3.13).

Sin embargo, Mufioz y colegas [42], obtienen las aceleraciones de un robot
movil luego de derivar la expresion que relaciona las velocidades del cuerpo del robot
con las velocidades de la rueda por medio del jacobiano del robot mévil.

De esta manera, la relaci6n entre las aceleraciones del cuerpo del robot y las
aceleraciones de sus ruedas se puede determinar al diferenciar la ecuacién (3.19);
recuérdese que esta ecuacién corresponde a la forma expresada en la ecuacién (3.16),
que luego de diferenciarla resulta asi,

Rop=J-q+J-§ (320)

pero, nuevamente esta ecuacion corresponde al caso general de un robot mévil; luego,
en el caso particular de robot mévil tipo triciclo, el resultado sera el siguiente:
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-1

g —Bsenp i cosf 1
Fyr[=]| 0 Cxc+ [ 0 ] Cx. (321
Rg, /m*cos B/m senf/m

Finalmente, a partir de las ecuaciones (3.19) y (3.21) se puede determinar la
cinemética de la base mévil del robot, para luego relacionarla con la cinematica del
brazo manipulador que completa el sistema mecanico en estudio. Este segundo
analisis cinemético, en donde se estudia el brazo manipulador, se detalla en la
siguiente seccion.

Cinemitica del brazo manipulador:

En esta seccién se evalta la cinematica del brazo robdtico partiendo de la
notacién Denavit-Hartenberg. Esta notacién obviamente, ha sido mucho mas
difundida que la notacién Sheth-Uicker, por lo que su descripcién se encuentra en los
anexos finales del presente trabajo, ya que es de suponer que la misma es bien
conocida por los especialistas en el 4rea.

El brazo manipulador que se utiliza en esta investigacion, para validar los
resultados es un robot Puma 560 fabricado por la empresa Unimation. Este brazo
manipulador posee seis grados de libertad y todas sus articulaciones son pares de
revolucién, en los anexos se presentan los parametros geométricos e inerciales de este
robot y en la figura A.3 se muestra esqueméticamente el robot.

De esta manera, en las siguientes lineas se describen las expresiones por
medio de las cuales se determinan de manera recursiva las variables cinematicas del
mecanismo, las cuales se derivan segtin se describe en Mata [43], pero que luego de
ser desarrolladas, se encuentran como se describen en Provenzano [1] donde se
muestran algo mas explicitas.

‘@; = R, @, + p; ‘2 4 (3.22)
iy = Ri1 4 + pi'3 i + pi['Ri_1 1@, A (iz; 1] (3.23)

iz __i i-13 i~1- -1 i-12 -1 i-13
7o, = "Ri—q[ 701y + Wiy A (@i A To,-_l.oi)‘F Wi~ A "oi_l.oi]

+(1 - p)[izi4; + 2('a; A 12 )] (3.29)
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i3 i3 i— i— iz i iz
lTGl. = Toi + w; A ( W A roi,ci) + w; A Toi‘ai (325)

en donde p; es 0 para pares prismaticos y 1 para pares de revolucién. Estas
ecuaciones permiten relacionar las variables cineméticas del brazo manipulador del
sistema mecdnico en estudio, de tal manera que el conjunto de ecuaciones (3.19),
(3.21), (3.22), (3.23), (3.24) y (3.25), determinan el anélisis cinematico completo del
manipulador robdtico mévil.

Se debe aclarar que la barra, que segin las ecuaciones anteriores representa la
barra Q (cero), es aquella barra donde comienza el manipulador robético y que se
encuentra apoyada en la base de la plataforma mévil. Por otra parte, resulta también
importante destacar, que las condiciones iniciales del brazo robético, es decir, las
velocidades y aceleraciones de la base del manipulador son aportadas por la
cinematica de la plataforma, segiin se describi6 en la seccién anterior.

Luego de determinada la cinematica del sistema mecénico, se procede a
determinar la dindmica del modelo, que como ya es sabido, se desarrolld siguiendo la
formulacién de Gibbs-Appell. En lo referido a la base mévil del robot, se hace uso de
la ecuacién desarrollada por Martinenko [3] en el afio 2004, mientras que para la
parte que corresponde al brazo manipulador del robot, se utiliza el estudio
desarrollado por Provenzano [1] en el afio 2001.

Dinimica de la plataforma mévil:

Martinenko [3] en el afio 2004, desarrollé las ecuaciones que modelan la
dindmica de un robot mévil de cuatro ruedas tipo Ackerman, aunque realmente en el
modelo desarrollado no se emplea el mecanismo conocido como Ackerman, sino que
en lugar de esto, el modelo tiende a parecerse mas al modelo del triciclo mostrado en
la figura 3.2, aunque posee cuatro ruedas. Adem4s, es sabido que mediante ciertos
procedimientos, se puede lograr relacionar los modelos de vehiculos que siguen la
configuracién Ackerman a los que siguen la configuracién de triciclo.

Para la aplicacién de la ecuacién de Gibbs-Appell en un sistema mecénico
cualquiera, en Ginsberg [18] se describe un breve procedimiento. En primer lugar, se
define una serie de coordenadas generalizadas que satisfacen cualquier restriccién de
tipo holénoma, luego se seleccionan tantas velocidades, que son denominadas cuasi
velocidades, como grados de libertad posea el sistema. Luego, por medio de un
andlisis cinematico, se relacionan las velocidades generalizadas con las cuasi
velocidades. El anilisis cinemético debe describir en términos de las coordenadas
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generalizadas y de las cuasi velocidades Yy cuasi aceleraciones, todos los parémetros
de aceleracion requeridos para formar la denominada energia de aceleracién o la
funcién de Gibbs. Luego se determinan las fuerzas generalizadas por medio de, por
ejemplo, un andlisis de trabajos virtuales, para asociarlas con la funcién de Gibbs.

En el articulo de Martinenko [3], el autor desarrolla la ecuacién de Gibbs-
Appell para el robot mévil descrito, tomando en consideracién dos cuasi velocidades,
a saber, la velocidad lineal del cuerpo del vehiculo (¥), calculada en el punto medio
del eje trasero del vehiculo y la velocidad angular relativa (B) del eje delantero con
respecto a la plataforma del vehiculo.

Asi que obtiene la funcién de Gibbs para el robot mévil:

I
b cos2p

mytgp
cos?f

1 L, L 1 . .
§ =5 (m+motg?B)V? + ftgﬁVﬁ +55B% + VVE + VBE (3.26)

en donde:
m = 3mg + 3mp + mg + my

TFZ 2
12 = IB +mF T“l‘ 3lp

2
my = b2 (I2 + 1 + mg—g— +mca? + mpb? + 3m;b? + 3mElEZ>

adicionalmente, b es la distancia que existe entre los ejes delanteros y traseros del
vehiculo, my; es la masa de la rueda trasera, my es la masa de la rueda delantera, m,
es la masa de la plataforma, Mg es la masa del eje delantero. Ip es el momento de
inercia del eje delantero alrededor de su punto de rotacién con respecto a la
plataforma, I, es el momento de inercia de la plataforma del vehiculo sobre el centro
de gravedad de la misma, lg es la mitad de la longitud del eje trasero del vehiculo, I
es la mitad de la longitud del eje delantero, 7 es el radio de las ruedas traseras y
finalmente, 7. es el radio de las ruedas delanteras.

El término de la expresién anterior mgrg?/2, se entiende como el momento
de inercia del eje trasero sobre el punto medio de este eje. De igual manera, el
término mery2/2 es el momento de inercia del eje delantero sobre el punto en donde
este eje rota con respecto a la plataforma.
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Recordando que la derivada parcial de la funcién de Gibbs respecto de las
cuasi aceleraciones, da como resultado la fuerza generalizada que se relaciona con
dicha aceleracion.

% o BS_g
v <" ap F

Se obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales de dos ecuaciones.

. Iz o motgﬁ N
2 — —_— =
(m + mytg?B)V + p tgBp + cos2p VB=F (3.27)
. I . I .
LA+ B—tg,BV + ml’ﬂ =M (3.28)

en donde F es la fuerza que debe ser aplicada en el punto medio del eje trasero del
vehiculo para que se pueda desplazar, mientras que M es el momento a aplicar en el
eje delantero para lograr la rotacién del vehiculo. Este es el sistema de ecuaciones
para resolver el problema dindmico inverso (que no se resuelve en este trabajo), por
lo tanto las ecuaciones (3.27) Y (3.28) permiten resolver las fuerzas Yy pares necesarios
para lograr el movimiento deseado de la plataforma del robot.

Puesto que lo que se desea es resolver e] problema dindmico directo, las
ecuaciones anteriores deben ser desarrolladas para expresarlas de tal manera que
permitan calcular las aceleraciones lineal y angular de la plataforma mévil. Estas
ecuaciones también fueron desarrolladas por Martinenko [3], en el articulo
anteriormente citado, pero tomando ciertas consideraciones, como por ejemplo el
asumir que la fuerza F aplicada de manera lineal en el punto medio del eje trasero de
la plataforma es nula; pero sin tomar en cuenta esta fuerza nula, también se pueden
desarrollar, tal y como se muestran a continuacion:

, b btgp tgh (I —mgb?) |
V= uobz - IZtQZB F— IlObZ — IZtgzﬂ COSZB(yObZ _ IzthB) VB (3.29)
btgp b? py bm

= F— M+ VB (3.30
B Ltg?B —mb®"  L%g2g — 4 L b2 cos?B(l,tg?B — ugb) Fo@30

Recuérdese que ¥ es la velocidad del punto central del eje trasero de la
plataforma mévil, por lo tanto V es la aceleracion lineal de ese punto; B es la
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orientacién de las ruedas delanteras con respecto al vehiculo, # es la aceleracién
angular de dicho punto. En estas ecuaciones Hg se define como:

Ko = m + mgtg?p

Con las ecuaciones (3.29) y (3.30) se determinan las aceleraciones lineal y
angular de la plataforma mévil, luego de un proceso de integracién numérica se
pueden determinar las velocidades y posiciones de la plataforma movil,
especificamente, estas ecuaciones permiten calcular la velocidad lineal y la posicién
del punto medio del eje trasero del vehiculo, asi como también, la velocidad angular y
la orientacion del eje delantero.

Resta por el momento determinar las ecuaciones que permitiran resolver la
dinamica de los brazos manipuladores del robot.

Dindmica del braze manipulador:

Para determinar la dinimica de la parte del robot que corresponde a los brazos
manipuladores, se utiliza la investigaciéon realizada por Provenzano [1] en el afio
2001.

Este analisis comienza a partir de la funcién de Gibbs que fue desarrollada en
el capitulo anterior (2.25). Como es sabido, 1a ecuacién debe derivarse en funcién de
las aceleraciones para definir la ecuacién dindmica del sistema.

En consecuencia, para conseguir los pares que deben ser aplicados en el brazo
manipulador se debe derivar en funcién de las aceleraciones la ecuacién (2.25), y el
resultado es el siguiente:

Luego de agrupar términos semejantes el resultado es:

n

3 . .7
= 5 107G, o T 0@ [0\ ,_ .
L= Z [ml(rGi) G; + (&) Iaia‘-q-T+ (-571) (a; AIGiwl-)} (3.32)
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Si incluimos el vector de la aceleracion de la gravedad la ecuaciéon (3.32)
queda expresada de la siguiente manera:

or,
Tj = z [m,(r(;l g)T TG‘ (wl) Ig, a(:;l (ZZ)) (w, A Ic W; )] (3.33)

Esta ecuacion, sin embargo, es la que resuelve el problema dindmico inverso,
y en este trabajo se desea determinar el problema dindmico directo, por lo tanto la
ecuacion de Gibbs-Appell que se desarrolla debe ser expresada de tal manera que
permita calcular el problema directo.

La manera de expresar la ecuacion de Gibbs-Appell, segun la ecuacién (3.33),
es solamente una forma de expresarla, y es sabido que se pueden deducir de distintas
maneras, tal es el caso de la ecuacién de Gibbs-Appell como fue desarrollada por
Vukobratovic y Potkonjak en el afio 1985 [44], y luego por Desoyer y Lugner en
1989 [45]. La expresién de Gibbs-Appell segun estos autores queda expresada de esta
manera:

. 5
S= 54 DG+ 3 q+f(q,q) (3.34)

Esta expresion muestra a la funcion de Gibbs en términos de las coordenadas
generalizadas y de una manera bastante compacta. En la ecuacién (3.34), D
representa la matriz de inercia del sistema en estudio, @ es un vector que agrupa
fuerzas centrifugas, gravitatorias y de coriolis, y que se conoce con el nombre de
vector bias, luego aparece un término que no es relevante en el anlisis puesto que no
es funcion de la aceleracion.

Esta manera de expresar la funcién de Gibbs, resulta ser bastante apropiada
para resolver el problema dindmico directo, pues tal y como es planteada por
Provenzano [1], luego de derivarla parcialmente respecto a las aceleraciones de los
nudos se obtiene el siguiente resultado

—=Dj+¢  (3.35)

Que es la base para plantear una formulacién que resuelve el problema
dindmico directo. Asi pues, recordando que la parcial de la ecuacién de Gibbs-Appell
respecto de las aceleraciones de los nudos es igual al vector de fuerzas generalizadas,
la ecuacién anterior, luego de reordenarla, puede ser expresada de Ia siguiente
manera:
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§=D'@-3)  (336)

En la ecuacion (3.36) se puede observar que para determinar el vector de
aceleraciones es necesario conocer varios términos, que son la matriz de inercia del
sistema (D), el vector bias (@), el vector de fuerzas o pares generalizados que ejercen
los actuadores (%), para luego resolver la ecuacién. Seguidamente, después de un
proceso de integracién, se logra conseguir las velocidades y posiciones de los
elementos del sistema en estudio.

Por lo tanto, todo el proceso comienza con plantear un método para hallar la
matriz de inercia del sistema, luego el vector bias, y seguidamente se ensambla la
ecuacién con el vector de fuerzas aplicadas en los nodos, para determinar asi las
aceleraciones generalizadas

Matriz de inercia

Haciendo una simple derivacién parcial, nuevamente con respecto a las
aceleraciones de nudo, de la expresién (3.35), la segunda derivada resulta en lo
siguiente:

a’s
04 04

=D (337

Esta expresién muestra la relacién que guarda la matriz de inercia del sistema
con la ecuacién de Gibbs-Appell, lo que se denomina como la matriz hesiana de la
funcién de Gibbs. Luego, sustituyendo la ecuacién de Gibbs presentada en el capitulo
anterior (ecuacién 2.25) en la ecuacién (3.37) y hallando la segunda derivada de
(2.25), podemos determinar una ecuacién que permite determinar la matriz de inercia
del sistema:

n n L T TS n .. T ..
a'r; \ a'r;, @\ . 9.
Z Z my | =t — G +Z ( d ‘) i, i (338)
~ a4; aqk . 0gx | 0G; | 4 o 04

i=j i=j

Se observan dos términos importantes, la primera sumatoria que se relaciona
con las aceleraciones lineales y la segunda sumatoria vinculada a las aceleraciones
angulares.
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En lo que respecta a los términos de la derivada parcial de las aceleraciones
-

. 2'w;
angulares respecto de las aceleraciones de los nudos (-a—‘), estos se desarrollan a

partir de la ecuacion (3.23):

a:.)' a i [ —> i e i j—1— i
‘5(;1 = Fra (Rioa™@i_q + pi'Z; G; + pi|'Ri_1 " @; A (2 a:)]) (3.39)
j

]

En donde segun la notacion Denavit-Hartenberg el vector ‘Z; = [0 0 1]7. El

-~y

(. 0w . . - . .
trmino —- se puede determinar mediante el siguiente método recursivo:

agj
9iaw;

sii <j —=[000]" (3.40)
@, oy 0;

i >j ——=IR;_;" R, ,..J2R, — 3.41

sttt > aq-’_ Rl 1 Rl 2 J a('l'j ( 4 )
i@,

sii =j = lf- (3.42

En cuanto a los términos que se vinculan con la aceleracion lineal, se evalua

Oro.
de la siguiente manera. En primer lugar, se determina el término —, el cual es
i

atig.
necesario para definir los términos (—5(,1_—‘-), y se desarrolla a partir de la ecuacién
Kk

(3.24) de la misma manera como se determiné la derivada parcial anterior:

aroi a F_ 13 i — P14 — i1 ft = P q

35, = ag (Rimal o, + B A(TIBL AT o) + WGy A TR, o) (343)
j j

Esto es para pares de tipo de revolucién; luego, cuando se comienza a
desarrollar esta ecuacién se simplifica y se tiene:

o, L N Lt MO
— =R, i1 —— AL 3.44
aq] i 1( aq] + aq] rol_l,ol ( 4 )
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Nuevamente se puede determinar esta expresion por medio de un
procedimiento recursivo:

3
pt <

d To

sii <j %—i =[000]” (3.45)
j
ot . 0y @, .
sii>j —=1R,;_ — 4 —= AV 3.46
] aql i—1 ( aq] aq] 0[_1,01 ( )

Se ha limitado la presente investigacion, al desarrollo del algoritmo para pares
de revoluci6n, por lo tanto no se desarrollan las derivadas parciales cuando el par es
prismatico.

Ahora si se puede determinar la derivada parcial que corresponde a la del

vector de la aceleracion del centro de gravedad, que se obtiene de derivar la expresion
(3.25).

a}.;ai a :%3 ;> ;e P LN :
3G, ~ g, Tt G (BiAToq) + G A To)  (347)
Al operar se obtiene
org, %, 0w, .
—=——t——A7, ¢ 3.48
04 9g; ~ og ~ (549

Segun Provenzano [1], esta ecuacién también se resuelve de manera recursiva,
a través del siguiente procedimiento:

..
-

. , a7,
Sii < j —=[000]" (3.49)
aqj
Sii > j 0 _ 0 Dip i (3.50)
> —=—— AW, .
a(Ij dG; 0iGi
donde:
0,60 = T0,,0;0, + 70,4161 (3.51)

Las ecuaciones, con las que se determinan las derivadas parciales de las
aceleraciones angulares y lineales, son sustituidas en la ecuacién (3.38) y de esta
manera se obtiene la matriz de inercia del sistema.

47



Vector bias

El siguiente paso en el procedimiento, es determinar el vector bias para el
brazo manipulador robdtico; para esto se utiliza un método propuesto por Walker y
Orin [46] en el afio 1982, en donde afirman que el vector bias se puede determinar de
una manera eficiente, al adecuar correctamente los algoritmos que se utilizan para
determinar el problema dindmico inverso, tomando como consideracién que se deben
anular, en el algoritmo, los términos que resultan estar relacionados con las
aceleraciones de nudos. De esta manera al determinar el problema dinidmico inverso
tomando estas consideraciones, el resultado obtenido es el vector bias.

En consecuencia, para determinar el vector bias, es necesario conocer
previamente un algoritmo que permita calcular el problema dinamico inverso para el
brazo manipulador. Este algoritmo es presentado también en Provenzano [1] y el
mismo se basa en la ecuacién (3.33):

7 = Z [ml(rcl TaTG, (wl) Gl aw, (awl) (wl A IG s )] (3 33)

Esta ecuacién permite calcular el vector de fuerzas generalizadas en el brazo
robdtico. Luego, los elementos cinematicos que intervienen en esta ecuacién, es decir,
las velocidades y aceleraciones angulares y lineales, se calculan a partir de las
ecuaciones (3.22), (3.23), (3.24) y (3.25), pero a las que les debemos eliminar los
términos que se relacionan con las aceleraciones de los nudos, resultando en
ecuaciones mas simples:

iﬂ—}i = iRi 11 1(_31 (352)

W = Rl (3.53)

.;

i i-13 i-1- i-1- i-12 i—1;2 i-12
o = Rica| o, + 71811 A (18-, A Tory0) + T8t AT 0]
(3.54)

TG Tol +1 wl A (l(l)l Al To Gz) +! (Ol Al roi»Gi (3.55)

i

El resto de los elementos que constituyen la ecuacién (3.33), como lo son las
derivadas parciales de las aceleraciones angulares y lineales, son los mismos
elementos que se determinaron en la seccién anterior para el calculo de la matriz de
inercia.
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Ahora la expresién dindmica definitiva para determinar el vector bias del
brazo manipulador robético, se obtiene de sustituir las ecuaciones (3.40), (3.41),
(3.42), (3.45), (3.46), (3.49) y (3.50) en la expresion 3.33, resultando en lo siguiente:

alio. . . . . )
= -1 2 i~-12 i 2 [5~4
aq: 4t Rj]Zj A roi—l'oi) + Rj}Zj A roi»Gi] +

T = i {mi(—ﬁ)”Ri_1 (

+(R%) (@ A5 @)} (356)

Una vez determinado el vector bias del sistema mecanico que se esta
estudiando, asi como la matriz de inercia del sistema, se puede determinar las
aceleraciones de los nudos a partir de la ecuacion (3.36), y luego de un proceso de
integracion se determinan las velocidades y posiciones de los nudos.

En conclusidn, la determinacion integral del sistema mecanico en estudio total
se logra por intermedio de las ecuaciones (3.29), (3.30), (3.36), (3.38) y (3.56).

Algoritme para resolver el problema dinamico inverso:

Una vez determinado el sistema de ecuaciones que describe el
comportamiento dindmico del sistema mecanico en estudio, se procede a desarrollar
un algoritmo que permita simular de manera eficiente su comportamiento dindmico.

En este algoritmo se aplicara una idea que fue propuesta por Luh y colegas
[47], que es introducir el vector de la aceleracion de la gravedad en la base del robot,
posteriormente esta propuesta de Luh, ha sido utilizada recurrentemente en las
investigaciones y algoritmos realizados al respecto. Se considera que ésta es la
manera mas eficiente de introducir la aceleracion de la gravedad en los algoritmos
que resuelven el problema dinamico inverso de manera recursiva; como este
algoritmo resuelve el problema dinamico directo, esta propuesta de Luh sera aplicada
en el calculo del vector bias.

Por otra parte, antes de comenzar con el algoritmo, se explica a que se refieren
cada uno de los pardmetros que se establecen en el algoritmo:

q [q1, 92, 93, 94, 95, q6, 97> qg] son las posiciones de los actuadores, q;, es la
posicién lineal del centro del eje delantero del vehiculo, gy es la orientacién angular
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del eje delantero del vehiculo, y de q; hasta qg, son las orientaciones angulares de
cada una de las barras del brazo manipulador.

Los sistemas de coordenadas estan ubicados en: 0 es un punto de referencia en
la superficie de desplazamiento, 1 es el centro del eje trasero del vehiculo, 2 es el
centro del eje delantero del vehiculo, 3 es el punto del vehiculo en donde se monta el
brazo manipulador y a partir de 4 hasta 9 son los puntos en donde se encuentran los
actuadores del manipulador mévil.

Paso 1: Computo cinematico de la base mévil del robot:
1%, = [41 cos(qy) 0 0]

— . T
1@, = [0 0 ¢, sen(qy) / 17"‘01,02 ]

Paso 2: Cémputo dindmico de la base movil del robot:

& £ b? p N | b tg(qz) | tg(qz) (I, —myb?) i
Y7 ob? — Iztgz(‘h') Y nob? —Ltg?(a2) ' cos?(q;)(peb?® — Ltg?(q2))
btg(qz) b? uy bm
qz

= T — T2+ 119
I,tg2(a2) — Hob® ' L2tg2(qy) — poleb? 2 | cos?(qz) * Uztg?(qz) — pob) %2

. 9%
Paso 3: Cémputo de los términos a—‘-

4j
Asignar para i=4, 5, ..., n+3

9'w;

— =[0 0 1]T
0G;_4 [ ]

dw;, . 07w,
0G;_ 19,

Calcular paraj=¢, 5, ..., n+1

parai=j+2, j+3, ..., n+3
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6"5‘- i 6“1(7)’,-_1

—='Rj_y—/—
0G;-1 109G,

7,

il.

Paso 4: Cémputo de los términos

4j

Calcular parai=4, 5, ..., n+2

paraj=i+l, j+2, ..., n+3

I70,-10; = TRi_7™ %, _ o,
Calcular para i=n+3, n+2, ..., 5

paraj=i-1, j-1, ..., 4

7 WG = iFo,-,oi + i?ojﬂ,ai
Asignar para i=4, 5, ..., n+3

i i
a TGi _ d w;

0Gi—1 0G4

To,6;
Calcular para i=35, 6, ..., n+3
paraj=4, 35, ..., i-1

o', 0w,
0Gj_, 044

Paso S: Calculo de la matriz de inercia del brazo manipulador:
Asignar para i=4, 5, ..., n+3
d'a; =1,
0G;—4 0G4
Calcular parai=J, 6, ..., n+3

paraj=4, 5, ..., i-1



oig;, . 0@

-1

8.1 G Gj_4

Asignar parai= 4, 5, ..., n+3

; _[a"é:n]ra"&n
n'l aiI.n—l aqi—l

Asignar para i= 4, 5, ..., n+2

.. T .
.\ _[atai] o',
" 0Gi-1] 9Gi4

Calcular parai=+4, 5, ..., n+2

paraj=i+l,i+2, ..., n

oo .
alw]- alaj
0Gi—1| 0G;4

A=A + [

;] oia,
Aj,i ~ s o,
aqj—1 0Gi—q

Calcular para j= 3, 6, ..., n+2
parai=4, 5, ..., j-1

parak=j+1,j+2, ..., n

9%, 1" 9%a,
Aji =4+ 05— ==
P [aqj—l] 0G;—4

Célculo parai=¢, 5, ..., n+3

'8, _ 9,
= =m; =
0G;_4 0g;_4

Calculo parai=4, 5, ..., n+3

_ aiﬁi Tai;';Gi
Y 0Gi-1 | 9di—y
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Calculo parai=4, 5, ..., n+2
paraj=i+l, i+2, .., n

3B —m 8/a;
0G;_1 70G;—4

Buu=But 0Gi—1| 9Gi—
.= T T

B = alﬁj aJrGj

M 10Gj-q | 9Gi-,

Calcular paraj=35, 6, ..., n+2
parai=4, 3, ..., j-1

parak=j+1,j+2, ..., n

kg, | 8",
B. . = B . + — - k
[ = [6%--1] 3G;-1

Célculo para i=4, 5, ..., n+3
paraj=i i+l ... n
D;i=A;; +B;;

Asignar para i=4, 5, ..., n+3
paraj=i+l,it2 ..., n

D;; = D;

Paso 6: Calculo del vector bias:
% =[00-g]"

1;"1 = [¢, cos(g) 0 0]"

1;';1 = 1Roo;';o + [—sen(q;) 414, 0 0]
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- . T
'@, = [00 ¢y sen(qy) /'rx0,0, |

. T
1%, = (00 (4142 cos(4,))/ Tr0005)

Coémputo cinematico del manipulador robético:
Calculo de las variables cinematicas considerando aceleraciones de nudo cero.
a3 = °Ry '@,

w3 = 3R, W,

33 _3p [13 4 172 122 412 172 A 12

1"03 = Rl[ £ + w4 /\( w4 A 7'01,03) + Wi A 7'01’03]
33 _ 33

TGS = 7"03

Calcular para i=4, 5, ..., n+3
ig. = iR, -1z,
i-1 i—-1
SR T P
w; = U+ °2;q;_4
@; = Ry 7@ + W A (Figiy)
i i-1 i-1 i idi-1

— ip. [i-13 i-12 i-1~ i-12 i-172 i-12
7o, = "Ri-a| Tor, + ' @iy A (@i A T01-00,) + T8y A lrot_l.oi]

[i;‘;oi + @; A (iai A iFoi,Gi) + i(ji A iFOi-Gi]

i
ad Tol.

Desarrollo de los términos

4j
Calcular para i=3,6,..., n+3
07, o (07,
—_—1 N —— AL
3G, Ri-a 04, A Toi_l,o,-)
Calcular paraj=3, 4,..., n

para i=j+3, j+6..., n+3
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i3 i-12 i1

0 To; _ iR a To,_4 + 0" Wiy Ai-1p

da. | i1 - 0;_1,04
a;

. 0S;
Desarrollo de los términos a—ql
j

Calcular parai=+4, 5, ..., n+3

i, = @, A (15,3,)

=m; |(F, U (@) &+ () 5,
0§;-1 e [( e 0G4 (@) % ' '

Computo del vector bias
Calcular paraj=3, 4, ..., n+2

para i=j+1, j+2, ..., n+3

Paso 7: Calculo de las aceleraciones de los nudos;

Calcularparai=3, 4, ..., n+2

Gi = Dip1(ti — ;)

Con este algoritmo se pueden determinar las aceleraciones que se producen en
el sistema robotico a partir de conocer las fuerzas 0 momentos que estan siendo
aplicados en los actuadores, Luego de un proceso de integracién numérica se
determina la velocidad y posteriormente la posicion de los elementos que conforman
este manipulador robético mévil.
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Ejemplo de aplicacién

En esta Gltima parte del capitulo, se presenta un ejemplo de aplicacion, para
un robot compuesto por un vehiculo tipo triciclo, sobre el que se encuentra montado
un robot manipulador articulado, que consta de seis eslabones, en consecuencia seis
grados de libertad.

En el ejemplo, se determinan las aceleraciones que se generan en el robot
manipulador movil, luego de ser aplicado un estado de carga especifico,
seguidamente, por medio de un proceso de integraciéon numérica, se determinan las
velocidades y posiciones que adquiere el robot.

En lo que respecta a las caracteristicas que se utilizan para el robot, las
mismas se encuentran en los anexos al final del texto, y fueron basadas en el
hipotético caso de colocar un robot PUMA 600, de la compafiia Unimation y Co.,
sobre un vehiculo Seekur desarrollado por Adept MobileRobots, pero con ciertas
modificaciones.

La figura 3.3 ilustra el ensamblaje del robot PUMA 600 en el Seekur, como se
propone en el ejemplo de aplicacion:

Figura 3.3 Ensamblaje PUMA-Seekur.
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Con el algoritmo propuesto, fue desarrollado un codigo en el programa Matlab
R2008a y fue comparado para su respectiva validacién con un modelo realizado en el
programa comercial de simulacién dindmica.

Se considera que al principio del algoritmo, el vehiculo se encuentra en reposo
y sus velocidades y aceleraciones en todos sus puntos son nulas. Al vehiculo se le
aplica una fuerza de 150 N, en el punto central del eje trasero del triciclo, que le
genera un desplazamiento en la direccion longitudinal del vehiculo, adicionalmente se
aplica un par de 0.3 N-m, en el eje delantero del triciclo, que le permite direccionar la
rueda delantera. Finalmente, sobre cada una de las articulaciones del brazo articulado
se aplican pares, que son representados segin el vector T y que expresan los pares

aplicados desde el brazo 1 hasta el brazo final 7 =[6; 50; 10; -0.1; -0.5; -0.1]N-m. El
tiempo que se considero para realizar las corridas fue de 1 segundo.

A continuacién, se muestran graficas en donde se indican las aceleraciones
obtenidas en todo el mecanismo; en cada grafico se puede comparar las curvas que
muestran el resultado obtenido segin el algoritmo propuesto en esta tesis, que son
denominas PDD-MM, con las curvas que muestran el resultado obtenido segin el
modelo realizado en el programa comercial, que son denominadas PDD-CO.

Las figuras 3.4 a y b, representan las aceleraciones que fueron estudiadas en el
triciclo, que son la aceleracion lineal en el punto medio del eje trasero, en la direccion
longitudinal del vehiculo, y la aceleracion angular en la rueda delantera del triciclo a
lo largo del eje z perpendicular a la superficie de desplazamiento del vehiculo:

Aceleracion fineal del eje trasero

T

Aceleracion anguiar def eje delantero

—

T

:

T

---------

Aceleracién (m/s?)
o &
et
<

PN
T

Aceleracion (rad/s?)
I
T ¥

s I S i i r i 1 1 [
D 0 02 09 04 05 08 07 Q8 0§ ‘0 61 062 03 04 05 08 UtT 013 [ I
Tiempo (seg) Tiempo (seq)

1 ! i 1 i

Figura 3.4.a) Aceleracion lineal, eje trasero. b) Aceleracion angular, eje delantero.

La figura 3.4.c, hasta la 3.4.h muestran las aceleraciones angulares de los
brazos del manipulador articulado.
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JSigura 3.4 Aceleraciones angulares del g) eslabon 5. h) eslabon 6.
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Las velocidades y las posiciones obtenidas en el procedimiento se muestran en
las siguientes figuras, las figuras 3.5 muestran velocidades lineales o angulares segiin
cada caso, y las figuras 3.6 muestran desplazamientos o rotaciones de cada caso.

Velocidad angular def eje delantero
—POD-HM
(7.1 =
- q ---PDDCO
= —
~ o 0 - o
E 4
v
W U
3 3
3 ]
@ -
?
> > |
It l l l I I i 1 1 1
D 0/ 02 03 04 05 05 07 08 08 ¢

Tiempo {seq)

b)

Figura 3.5.a) Velocidad lineal, eje trasero. b) Velocidad angular eje delantero.

Velocidad angular de! esiabdn 1
U 8—
T i ] T
12k - ~—PDD-MM}- - 5 8
|
.\ {--FODCO _v’,'.‘- ~
S VAR It
7 / 3
08 : $
9 3
0‘ ........
>0 >
£2 | 1 i i i | 1 1 i Al | l 5 i | L 1 L i
D01 02 09 04 05 05 07 08 09 ¢ T 0 02 0 04 05 08 07 08 08
Tiempo fseq) Tiempo {sen}
¢ d)

Figura 3.5.Velocidad angular del c) eslabon 1; d) eslabon 2;

59



~
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D
35! I i I} i 1 i f i i
0 o1 02 03 04 05 08 07 08 09 ¢

Trempo (seq)

b

Figura 3.5.Velocidad angular del e) eslabon 3; f) eslabon 4.

3001&330?40[50;030100191
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Velocidad anguter del esiabon 5
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N
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Figura 3.5.Velocidad angular del g) eslabén 5; h) eslaboén 6.
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Figura 3.6. a) Desplazamiento lineal, eje trasero. b) Rotacién angular eje delantero.
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Figura 3.6. Rotacion angular c) eslabonl; d) eslabén 2.

Rotacion def eslabon 3

Angulo (rad)

T T T T T T T

T T T T T TR T T
Tiempo (seg)
d)
) Retacitn del esiabdn 4
-
AM-‘
Ba
0
Ju-
<y
R TR I TR T T T
Tiempo (seg)

N/

Figura 3.6. Rotacion angular e) eslabon3; f) eslabon 4.
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Figura 3.6. Rotacion angular g) eslabon 5; h) eslabon 6.
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Adicionalmente, se realiza otra corrida de un segundo de duracién con un
estado de carga de una fuerza F=300 N, y un par nulo M=0 N-m, y un vector
también nulo T =[ 0; 0; 0; 0; 0; 0]. Las figuras 3.7, 3.8 y 3.9 expresan las
aceleraciones, velocidades y posiciones conseguidas, respectivamente, se vuelve a
comparar el modelo desarrollado segin el algoritmo propuesto en esta tesis, con el
modelo desarrollado en el programa comercial.

Aceieraciin imgal del e rasero Rceieracibn angular del ey delanters
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Symy \ §us
8 ; ] 5‘,.
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50 M 02 03 0¢ 05 08 07 0B 08 9 Mﬂ 01 02 03 04 05 08 07 0F 0% 1
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Aeeraciin angur g esabin § Aeokracin angul del esiebin2 Aosleraitn anypiz del osabin 3
: —HD4N
8 R N ~0
§ §
3 3 3
£ £ ¢
£ 4 [
] 9 0
0 0 0
B 4 N 14
) 2 2
§ ! : N §4-
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| L i 1 i i J 1 I3 i {8
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i I i 1 i i 1 1 1 L 2 i i i i i i 1 i i z :
00020 oM oMMl AN RN oo 02 oy 0e 05 05 07 08 08 1
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Figura 3.7. Aceleraciones lineales y angulares, segin cada caso.
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En las graficas se observan buenas aproximaciones entre los dos modelos
comparados, sin embargo, cuando el valor del momento aplicado en el eje delantero
del vehiculo se incrementa, la diferencia entre los resultados obtenidos de ambos
modelos se acentia. Es sabido que el modelado de partes rodantes conduce a un
mayor error, debido en parte a que el deslizamiento que se produce en la rueda con
respecto al suelo, es mucho mas complejo que el movimiento que se produce por
medio de una junta de revolucion, contribuyendo este factor a que las diferencias sean
mayores.

Por otro lado, el modelo desarrollado a partir del algoritmo propuesto en esta
investigacion, presenta un comportamiento mas estable que el realizado por el
programa comercial. Especialmente, se observa que al principio del desplazamiento
los resultados obtenidos por el modelo desarrollado con el programa comercial en
ocasiones presentan alguna perturbacién, lo que no se observa con el algoritmo
desarrollado en este trabajo.
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CAPITULO 1v

Conclusiones



Conclusiones.

En este trabajo se utilizaron las ecuaciones de Gibbs-Appell para modelar un
robot manipulador mévil, que consta de una plataforma mévil definida con un
sistema de locomoci6n de tipo triciclo, sobre la que se apoya un brazo manipulador
robético de seis grados de libertad y conformado por pares de tipo revolucién. Todos
los elementos fueron considerados rigidos, incluyendo las ruedas de la plataforma
movil y todos los pares fueron considerados ideales.

En el trabajo se desarroll6 un algoritmo que ha permitido resolver el problema
dinamico directo del manipulador robético mévil, es decir, se resuelve el problema de
simulacién del mecanismo en estudio. La cinemética que se impuso en el modelo,
genero restricciones de tipo no holonéma, que fueron consideradas en el analisis, e
incorporadas a las ecuaciones dindmicas.

El algoritmo desarrollado emplea una notacion de tipo vectorial, y para la
aplicacion de las matrices de transformacion se utilizaron dos tipos de notaciones, la
notacién Sheth-Uicker para la plataforma mévil, mientras que para el brazo robético
se utilizd la notacion Denavit-Hartenberg.

El algoritmo fue elaborado con la ayuda del programa MATLAB R2008a, y
los resultados obtenidos se pudieron comparar con un modelo desarrollado bajo un
programa comercial de simulacién dinamica, para realizar la validaci6n de los
mismos.

Los resultados obtenidos, entre la simulacion realizada por el algoritmo
desarrollado en esta tesis y la realizada bajo el programa comercial, mostraron gran
semejanza. Sin embargo, se observo que a medida que aumentaba el par ejercido en
el eje delantero del vehiculo, las diferencias comenzaron a aumentar, probablemente
por la dificultad en modelar el deslizamiento ejercido en las ruedas del vehiculo,
cuando estas comienzan a rotar.

A pesar de que el algoritmo desarrollado presenta ciertas deficiencias, como
por ejemplo, no se ha considerado la eficiencia numérica del algoritmo, tampoco se
ha ytilizado otro tipo de notacién, como la notacién tensorial, al menos se tiene un
algoritmo basado en Gibbs-Appell que puede ser mejorado para su aplicacién en este
tipo de mecanismos.
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Recomendaciones

Resolver el problema dindmico inverso para el manipulador mévil robético
por medio de las ecuaciones de Gibbs-Appell.

Ampliar el disefio para manipulador robéticos méviles en los que la base sea
otro tipo de vehiculo, como por ejemplo tipo omnidireccional, diferencial o
sincrénica.

Incluir diferentes suposiciones iniciales en el disefio tal como superficies que
no sean planas, eje de direccionamiento no perpendicular a la superficie, etc.

Emplear los algoritmos desarrollados para que sirvan de base para el estudio
de sistemas de control para robots manipuladores méviles.

Analizar posibles algoritmos maés eficientes haciendo uso de otro tipo de
notacién como por ejemplo de tipo tensorial.
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ANEXO 1

Notacién y terminologia
Notacién.

A continuacién se describe la manera como se denotan los diferentes
elementos que se utilizan a lo largo de Ia tesis:

Los vectores de posicién, por ejemplo ir"’oi_ 10;> que son de magnitud (3 x 1)
son denotados con una letra mintiscula cursiva con una flecha por la parte superior,
un superindice en el lado izquierdo que se refiere al sistema de coordenadas al que
esta referido, y un subindice en el lado derecho en el que se indican los puntos donde
comienza y termina el vector. En este ejemplo el vector se llama 7, est4 referido a el
sistema i, el punto de partida del vector es 0;_1. y ¢l punto final es 0;. Otro ejemplo

es el vector EﬁR en donde, la uinica diferencia con respecto al ejemplo anterior es el
subindice del lado derecho, R, el cual indica el cuerpo al cual pertenece este vector,
en ocasiones hasta se prescinde de este subindice cuando el vector pertenece al
mismo cuerpo al que pertencee el sistema de referencia que describe al vector. Los
vectores que se refieren a un conjunto de cantidades escalares como es el vector de
fuerzas o pares ejercidos en los actuadores, 7, se representa también con una letra en
cursiva con una flecha en la parte de arriba, y su magnitud es (n x 1). En los vectores
normalmente, se omite el superindice del lado izquierdo cuando este se refiere al
sistema de coordenadas global.

Los tensores cartesianos de inercia (3 x 3) se denotan con letra en negrita, iIGi,
el superindice i se indica el sistema de referencia al cual se refiere el tensor, y el
subindice G; indica el cuerpo al que pertenece y el punto al que se refiere. Otros
tensores utilizados son los de rotacién, ‘R j» que relaciona la orientacién del sistema J

respecto del sistema i. También, tensores como el Jacobiano del manipulador, J, no
requiere de subindices ni de superindices.

Convencién Denavit-Hartenberg.

En esta tesis se utiliza la notacién Denavit-Hartenberg para describir las
relaciones traslacional y rotacional existentes entre los elementos del manipulador
robético, en este anexo se procede a describir esta notacion.
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* Eleje z;; se encuentra a lo largo del eje de la articulacién sobre la que
se mueve el cuerpo i-1.

e FElejex.; es normal a los €jes z,.1 y z;.

e Eleje y,.; es normal a los €jes 2.7 Y Xi..

En cuanto al sistema de coordenadas global, su origen se elige en cualquier
parte de la base, pudiendo coincidir con el sistema de coordenadas ligado a la primera
barra. El ultimo sistema de coordenadas debe ubicarse al inicio del tltimo cuerpo.

Se deben conocer los siguientes parametros para definir cada sistema de
coordenadas local son:

6;: Angulo de la articulacion medida a partir de x; ; hasta x; con respecto a z;.
d;: Distancia entre x;; y x; medida a lo largo de z;.
a;: Distancia entre z;; y z; medida a lo largo de x;.;.

a; Angulo de separacion del eje z;; hasta z; con respecto a x;.;.

En el caso que se estudia en el actual trabajo, en donde las articulaciones son
de tipo de revolucién, el Gnico pardmetro que varia cuando el cuerpo i rota con
respecto al i-/ es el angulo 8; mientras que los demas permanecen constantes:

De esta manera, se puede obtener la matriz de rotacién que relacionan los
sistemas de coordenadas correspondientes a dos cuerpos consecutivos i-/ e i

1R, = [cos a;senf; cosa;cosf; —sena; (A1)

cos 6; —seng; 0 ]
sena; senf; sena;cosf; cosa;

También se define el vector que relaciona las distancias entre los origenes de
dos sistemas de coordenadas consecutivos, O,.; y O;:

al
i—lfoi_l’oi = [ d;sena; ] (A2)
—d; cos a;

En la siguiente figura se muestra de manera esquematica el vector indicado en
la ecuaci6n anterior, asi como también el vector que relaciona el centro de gravedad
del elemento.
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Barra,

Barra .,

Figura A.2. Vector de posicion que relaciona dos origenes de sistemas de
coordenadas consecutivos.
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El primer axioma, identidad, es claro, puesto que no es necesaria ninguna
transformacion, ni de rotaciéon ni de traslacién para convertir de un sistema de
coordenadas al mismo o a su sistema de coordenadas de punto coincidente.

El axioma de la cascada especifica el orden en que deben ser multiplicadas las
matrices de transformaci6n; la transformacién de un sistema de coordenadas a otro
debe, en primer lugar, transformar del sistema de coordenadas inicial al sistema de
coordenadas intermedio y luego del sistema de coordenadas intermedio al sistema de
coordenadas final.

El axioma de la inversa afirma que la matriz de transformacién de un sistema
de coordenadas inicial a uno final es igual a la inversa de la matriz de transformacién
del sistema final al sistema inicial.

El axioma de la velocidad cero sugiere, que si se deriva una matriz de
transformacién con respecto al tiempo, y en consecuencia obtenemos la matriz de
transformacion que define las velocidades relativas entre ambos sistemas, cuando se
trata de un sistema de coordenadas y otro que se encuentra en el mismo eslabén, la
velocidad relativa es cero. Y si se trata de la transformacién entre un sistema y el
mismo la velocidad relativa también es cero.

De manera semejante, se puede entender ¢l axioma de la aceleracion cero, y
asi al diferenciar una matriz de transformacién dos veces respecto del tiempo, se
obtiene la matriz que relaciona las aceleraciones relativas entre los dos sistemas de
coordenadas, si se trata de dos sistemas que se encuentran en el mismo eslabén la
aceleracién relativa es cero, y si la transformacién se efectia de un sistema al mismo
también la aceleracién relativa es cero.

Es de aclarar, que se debe tener especial cuidado al realizar una derivacion de
las matrices de transformacién, no se puede diferenciar de ambos lados de la
igualdad, por ejemplo la matriz de transformacién entre un sistema de coordenadas y
el de su punto coincidente resulta de la siguiente manera, 41z = I, si se deriva de
ambos lados el resultado es el siguiente, 4Nz =0, y no es cierto que la velocidad
relativa entre ambos puntos sea cero, pues en la mayoria de los casos la velocidad
relativa entre un sistema de coordenadas y el de su punto coincidente resulta ser
distinto de cero.

En cuanto a los dos axiomas restantes, el de la velocidad indica la manera
como se puede expresar la derivada de la matriz de transformacion en funcion de
aplicar axiomas de cascadas con las matrices de transformacién y sus primeras

derivadas.
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El axioma de la aceleracion expresa, que la segunda derivada de una matriz de
transformacion, se establece en términos de hacer el axioma de cascadas con las
matrices de transformacion y sus primeras y segundas derivadas.

Estos axiomas definidos en la tabla A.1 conducen a los corolarios de las
matrices de transformacion que se resumen en la tabla A.2:

Tabla A.2 Corolarios del algebra de las matrices de transformacion.

Coincidencia instantinea Aflg = Ally = g = Afly

Cascada para la posicién All, = 4Ng8n;n, .71,

Cascada para la velocidad Ay = Allg Bl +AMg Bl SN+ - +4 11, Y11,
Cascada para la aceleracion | 1], = Aflp Bl1,4-4115 Bli CMy+ - +4 1T, Y i,

+2AI73( Bnc C”z+B”C CﬁD Dnz+ i +B ”y Ynz)
+2AHB Bnc( CﬁD Dnz+ A +C Hy yﬁz)

+ R ZAHI xﬁy Yﬁz

El corolario del coincidente instantineo, se puede desarrollar aplicando los
axiomas de identidad y de cascada. Este corolario simplifica la expresion de la matriz
de transformacion, eliminando el sistema de coordenada del punto instantineo
coincidente.

El corolario de la cascada para la posicién calcula la matriz de transformacién
de un sistema de coordenada inicial a un sistema de coordenadas final, por medio de
un conjunto de cascadas entre sistemas de coordenadas intermedios. Este corolario se
deriva de aplicar repetidamente el axioma de la cascada.

El corolario de la cascada para la velocidad, también se deriva de aplicar
repetidamente los axiomas de velocidad y de la cascada.

Finalmente, el corolario de la cascada para la aceleracién, se deriva de aplicar
repetidamente los axiomas de velocidad y de aceleracion.
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ANEXO 3

Parimetros del manipulador mévil

El ejemplo utilizado en los capitulos 3 y 4, se basa en un robot compuesto por
una base mévil sobre la que se acopla un brazo manipulador robético.

Debido a la dificultad de encontrar parametros geométricos y mecéanicos de
manipuladores semejantes, optamos por seleccionar una combinacién ficticia, pero
que de igual manera sirve de punto de comparacion para verificar la validez de los
algoritmos desarrollados.

Esta configuracién consiste en un robot mévil basado en el modelo Seekur Jr,
disefiado por Adept Thecnology Inc., con un cambio significativo, como lo es su
sistema de locomocién, considerando el mismo como un sistema triciclo, en donde la
rueda delantera es la que permite el direccionamiento del robot, a diferencia del
sistema original que se trata de un sistema diferencial de cuatro ruedas, Luego sobre
esta base mévil se encuentra un brazo robético modelo PUMA 560, disefiado por
Unimation & Co., que aunque el conjunto resutaria un modelo algo inestable, por sus
dimensiones, resulta bastante préctico desde el punto de vista del conocimiento global
de la geometria de las paries, asi como de los demas parametros necesarios para
modelar el sistema.

En las siguientes secciones se indican los parametros geométricos y
mecanicos de ambos sistemas robéticos, utilizados para resolver los ejemplos
propuestos en los capitulos anteriores.

Parametros del robot Seekur Jr.

Seekur es un robot fabricado por Adept Thecnology Inc., y desarrollado para
su uso en seguridad, inspeccion e investigacién. Es un robot que tiene un sistema de
locomocién omnidireccional, por lo tanto su movimiento es realmente holénomo. Sin
embargo, los parametros que se utilizan en la presente investigacién, estan
relacionados a las dimensiones y pesos del robot.

Las especificaciones técnicas del robot son las siguientes:

Sus dimensiones son: 1.40 m de longitud, 1.30 m de ancho y 1.10 m de alto.
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El peso total del vehiculo es: 350 kg.
El didmetro de las ruedas es: 0.40 m.
La distancia entre los ejes es: 0.90 m.
Longitud de los ejes entre los centros de las ruedas: 0.628 m.

Estas magnitudes son las que se necesitan conocer para modelar el vehiculo.
En cuanto a los centros de gravedad de los distintos elementos que conforman al
vehiculo, como por ejemplo, los ejes, las ruedas y el cuerpo del robot, se consideran
ubicados en los centros geométricos de cada elemento.

Parametros del robot PUMA.

Los parametros que se utilizan en este trabajo, estin referidos a la
investigacion realizada por Angeles y Ma [49] en el afio 1988, y como es sabido, éste
ha sido un modelo ampliamente utilizado en las investigaciones realizadas en el 4rea.

En las tablas A4, A.5, A.6 y A.7 se encuentra la informacién del robot PUMA
560 segiin Angeles y Ma [49], luego la figura A.3 esquematiza el robot PUMA de
Unimation & Co., y alli se especifican Ios centros y las direcciones de los sistemas de
coordenadas locales. Todo esto se ha realizado considerando la notacién Denavit-
Hartenberg, que ha sido utilizada en esta tesis.

Tabla A.4. Pardmetros Denavit-Hartenberg del robot PUMA 560.

Barra d; (mm) a; (mm) a; (rad) 6; (rad)
1 0.0 0.0 0.0 %
2 0.0 0.0 —n/2 q;
3 —0.14909 0.4318 0.0 qs
4 -0.4318 -0.02032 /2 qs
5 0.0 0.0 —n/2 qs
6 0.0 0.0 /2 9e




Tabla A.5. Masa de las barras.

Barra masa (Kg)
1 10.521
2 15.781
3 8.767
4 1.052
5 1.052
6 0.351

Tabla A.6. Elementos del tensor de inercia de barras respecto de centros de masa.

Barra b (kg/m®) | Ly (kg/m®) | I, (kg/m®) | Ly, (kg/m®) | L, (kg/m?) | I, (kg/mD)
1 1.6120 0.5091 1.6120 0.0 0.0 0.0
2 0.4898 8.0783 8.2672 0.0 0.0 0.0
3 3.3768 0.3009 3.3768 0.0 0.0 0.0
4 0.1810 0.1810 0.1273 0.0 0.0 0.0
5 0.0735 0.0735 0.1273 0.0 0.0 0.0
6 0.0071 0.0071 0.0141 0.0 0.0 0.0

Tabla A.7. Posiciones de los centros de masas de las barras.

Barra | ‘rxp,q (m) rxg,q, (m) rx0,6, (M)
1 0.0 —0.054 0.0
2 0.1398 0.0 0.14909
3 —0.00032 —0.197 0.0
4 0.0 0.0 —0.057
5 0.0 -0.007 0.0
6 0.0 0.0 0.03725




Figura A.3. Sistemas de coordenadas locales del robot PUMA.
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