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Resumen

La presente monografia se refiere al estudio de la existencia y unicidad
de las soluciones de las ecuaciones de Hammerstein y Volterra en tres espa-
cios de funciones con un tipo de norma de variacién acotada. La misma se
compone de tres capitulos: en el primero se estudia la ecuacién de Volterra
con parametro en el conjunto de las funciones absolutamente continuas con
la norma de la variacién acotada. También en este capitulo se considera el
control de dicha ecuacién. En el segundo capitulo nuevamente se estudia la
ecuacion de Volterra, pero esta vez en el espacio de las funciones de variacién
acotada. El tercer capitulo se dedica al estudio de la ecuacion de Hammer-
stein en el espacio de las funciones de -variacion acotada definidas sobre un
rectangup del plano.
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Prélogo

Lo que caracteriza a una ecuacion integral es que la incégnita x es una
funcién que aparece dentro del signo integral. Los tres tipos de ecuaciones
integrales que han sido estudiadas con mas frecuencia son las de Fredholm,
Hammerstein y Volterra, las cuales corresponden, respectivamente, a las si-
guientes expresiones:

b
x(t) = g{t) + / K(t, s)f(z(s))ds,
l-)a
w0y =90+ [ K9S0 v

£(t) = g(t) + / K(t, 5)f (x(s))ds,

a
donde g y K son funciones conocidas, cuyos dominios son [a, b y [a,b] X [a, bl;
denominandose a K el nucleo de la ecuaciéon integral. En muchas ocasiones
se estudian las llamadas ecuaciones integrales de Fredholm, Hammerstein
y Volterra con pardametro \ € R:

£(t) = g(t) + A / K(t, 5)f (e(s))ds,
b
x(t) = g(t) + )\/ K(t,s)f(s,z(s))ds vy

x(t) = g(t) + )\/t K(t, s)f(z(s))ds.

Debido a razones técnicas, en esta Tesis consideramos los problemas con
condiciones iniciales

2(0) — al0) = 96) — 9(@) + 1 || K(t,9)f(a(9)ds,
z(a) =20 € R



o(t) — 2(a) = 9(t) — g(a) + J K(t,5)f(a(s))ds,
z(a) = xp € R,

en lugar de las ecuaciones

o) =90+ 2 [ K6 9)lods v

5(0) = o(t) + [ K(t.5)/(a(s)ds,

las cuales son equivalentes, respectivamente, a las dos sistemas o problemas
con condiciones iniciales previamente escritos. En el caso en que la funcion
f que se encuentra en la parte integral de las ecuaciones de Fredholm y
Volterra sea la funcién identidad, entonces se dice que estas ecuaciones son
lineales y cuando no es asi, a tales ecuaciones se les denominan no lineales.
Para conocer més detalles sobre las ecuaciones integrales de Fredholm y de
Volterra se puede consultar [17], [18] v [27]. En [2] se discuten una variedad
de métodos que son usados frecuentemente para demostrar la existencia de
soluciones de las ecuaciones de Hammerstein. También el Capitulo 7 de [24]
se dedica a las ecuaciones Hammerstein.

Es conveniente sefialar que en la Introduccion de esta Tesis se hace alusion
a diversos espacios de funciones y distintos tipos de integrales cuyas defini-
ciones no se dan en este Trabajo. El propésito de ésto ha sido explicitar
que el estudio de las ecnaciones integrales se ha hecho en distintos espacios
de funciones y con diferentes tipos de integrales; sin embargo, el lector in-
teresado en saber acerca de estos espacios e integrales puede consultar las
referencias bibliogréficas indicadas a lo largo de la Introduccién. Los concep-
tos, propiedades y teoremas previos, necesarios para la comprensién de los
capitulos que componen el trabajo en consideracion, se han dispuesto en las
secciones de preliminares de los mismos a fin de que su lectura se pueda hacer
sin interrupciones. Por otra parte, es necesario destacar que lo que hace que
esta Tesis sea un sistema orgdnico, no es sélo el hecho de que su tema sea
el estudio de ciertas clases de ecuaciones integrales en espacios de funciones
dotados con algin tipo de norma de variacién acotada, sino también el uso
sisteméatico del Teorema del Punto Fijo de Banach (p. 5) y la aplicacién de
una version no lineal del Teorema del Punto Fijo de Leray-Schauder (p. 29).
A pesar de ésto, el trabajo en consideracién también contribuye de mane-
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ra modesta al conocimiento de las funciones absolutamente continuas, de
variacion acotada y -Variacién acotada, ya que en la seccién de Prelimi-
nares del primer capitulo (Teorema 1.1) se da una prueba original del hecho
de que el espacio de las funciones absolutamente continuas, dotado con la
norma de la variacién acotada, es un espacio de Banach: encontramos un
enunciado del hecho recién mencionado solamente en [29] y [33], pero estos
textos no traen una prueba de dicho enunciado; ademas, en los Preliminares
del tercer capitulo (Lema 3.1) damos una demostracién de que, bajo ciertas
condiciones, toda funcién de gp-variacién acotada es continua, hecho que no
aparece en la bibliograffa consultada. Aquellos lectores interesados en estu-
diar con detalle las funciones absolutamente continuas, de variacién acotada
y las de p-variacién acotada, pueden acudir a (1], [3], {5] [21], [23] v [29].
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Introduccion

Aunque du Boys-Reymond introdujo el término “ecuacion integral” en
1888, podemos remontar el inicio de la historia de este tipo de ecuaciones a
1782, cuando Laplace usd su transformada

flx) = /Ooo e " p(s)ds (1)

para resolver ecuaciones diferenciales lineales. Posteriormente, en 1822, en
su estudio referente al calor, Fourier encontré expresiones semejantes a la
ecuacion (1), las cuales contienen funciones trigonométricas en la parte inte-
gral. Un poco mas tarde, en 1826, Abel resuelve la ecuacion integral

f@ = [ @9 a(s)as,

donde f es una funcién continua dada tal que f(a) = 0, ¢ es una funcién
incégnita y 0 < a < 1. La ecuacion integral

T

o(7) = 1(x) + A / k(e — $)p(s)ds, @)

0

donde la funcion f es dada, la variable independiente x es limite superior de
la integral, A es un nimero real y la funcién ¢ es la incognita, fue estudi-
ada por Poisson en 1826. Luego de setenta anos, en 1896, Volterra hizo el
primer estudio general de las ecuaciones integrales lineales que tienen como
limite superior la variable mencionada y posteriormente Fredholm, en 1900,
estudio el siguiente tipo de ecuacion lineal que lleva su nombre:

b
b(z) = f(sv)+/ K (z, s)$(s)ds." 3)

* ey ~ R I P . .z - 7 Y]
Esta breve resena historica se basé en la introduccidén histérica de [30].
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Una vez que el estudio de las ecuaciones integrales se hizo en el espacio
de las funciones continuas o derivables, empleando la integral de Riemann,
resulta natural considerar las mencionadas ecuaciones en otras clases de espa-
cios de funciones y con otros tipos de integrales. Asi, por ejemplo, tal como se
hace en [27] o [28], la ecuacién (3) se ha estudiado en el espacio de funciones
L?*(11), para una medida p cualquiera, siendo la integral que aparece en la
ecuacion la generada por dicha medida. Otro ejemplo que podemos citar es
el articulo [25], en el que se prueba la existencia y unicidad de la ecuacion

i
u(0) = ytta) + [ doK(t.0)-y(0) = 1)~ (1) (4)
Lo

en el espacio de las funciones regladas en espacios de Banach, donde el simbolo
de la integral en la igualdad precedente se refiere a un operador del tipo
Riemmann-Stieltjes definido sobre el mencionado espacio de funciones. Més
reciente, en los articulos [11], [12], [13] y [14] se consideran las ecuaciones de
Fredholm no lineales

b
x(ty = g(t) + A / K(t,s)f(e(s))ds . tel, MeR,

sobre distintos espacios de variacién acotada y en las que el simbolo de inte-
gral denota a la integral de Lebesgue sobre el intervalo /. En particular, en
el trabajo [14] se prueba la existencia y unicidad de la solucién, en un cierto
intervalo cerrado de la recta, de la ecuacion integral del tipo Volterra

x(t) = g(t) +/{; K(t,s)f(x(s))ds

en el espacio de las funciones reales continuas y con la norma de la variacién
acotada; tal que el nicleo de la ecuacion integral K es de variacion acotada en
la primera variable. Esto nos sugiere el primer objetivo de nuestra tesis, el
cual consiste en probar la existencia y unicidad de la solucion de la ecuacion
no lineal con condicién inicial

x(t) — z(a) = g(t) — g(a) + /\fa./K(t, s) f(x(s))ds,
2{a) = 29 € R,

en el espacio de las funciones reales absolutamente continuas definidas sobre
cualquier intervalo [a,b] de la recta y con la norma de la variacién acotada,
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tal que el nicleo de la ecuacién integral K es de Lipschitz con respecto a la
primera variable.

En sus inicios, los problemas de existencia v unicidad de las soluciones de
una de ecuacion integral consistian en encontrar una férmula de las soluciones
que depende del tipo de ecuacién que se consideraba; tal como se hace en
el texto de estudio [32]. Posteriormente, la idea de lo qué es resolver una
ecuacion evoluciona y asi, por ejemplo, segin lo afirmado en [30], Poisson
expresa la solucion de la ecuacion (2) mediante una serie de potencias que
dependen del pardmetro A. También, en el mismo texto [30], encontramos
que después Fredholm obtiene las formulas de las soluciones de las ecuaciones
algebraicas

Cb(fl:r) = f(lr) + Z [<(xr7xs)f(a:s)5n (7" = 07 1’ B n)

s=1

donde ¢,, = ";” vV I, = a+ 1d,; para luego verificar que el limite de dichas
soluciones es la solucién de la ecuacién (3). Otra manera de representar la
solucién de una ecuacion integral es tal como se hace en [26], en donde la

solucion y de la ecuacion (4) se expresa como

o(0) = Ribtafe + [ RG6), 5)

donde el resolvente R es una funcion reglada con respecto a la primera varia-
ble. De aqui surge el segundo objetivo de la tesis en consideracion: encon-
trar una representacion andloga a la igualdad (5) de la solucién de la ecuacion
lineal con condicion inicial

x(t) — z(a) = g(t) — g(a) + )\j; K(t, s)x(s)ds,
z(a) =z € R,

en el espacio de las funciones absolutamente continuas con la norma de la
variacion acotada.

Un tema importante en el estudio de las ecuaciones integrales se refiere
a la controlabilidad de sus soluciones. En [18] y [34] se trata el problema del
control éptimo. En el articulo [7] se dan algunos resultados sobre el control
de las ecuaciones lineales del tipo Fredholm-Stieljes como las sefialadas en
la ecuacion (4). Mds tarde en [8] y [9] se tratan distintas formas de con-
trolabilidad para las ecuaciones del tipo de Volterra-Stieltjes en el espacio
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de las funciones reguladas en espacios de Banach, donde la integral es un
operador del tipo Riemmann-Stieltjes definido sobre el mencionado espacio
de funciones. En este mismo espacio de funciones, v con el operador integral
recién senalado, se estudia en [6] la controlabilidad de una ecuacién integral
semilineal del tipo Volterra. En [16] se ha estudiado la controlabilidad de
las ecuaciones integrales no lineales de tipo de Hammerstein para funciones
con valores en un espacio de Hilbert. Los trabajos sobre control menciona-
dos inspiran los objetivos tercero y cuarto de la presente tesis, los cuales
son respectivamente: probar que la ecuacion lineal del tipo de Volterra con
condicién inicial

x(t) — z(a) = g{t) — g(a) + )\j; K(t, s)x(s)ds,

z(a) = 29 € R,

es exactamente controlable vy, a partir de este resultado, demostrar que la
ecuacién no lineal del tipo de Volterra con condicidn inicial

(1) —a(@) = o(t) = g(a) + A f K (L 9 f(x(s))ds,

x(a) =19 € R,

también es exactamente controlable, bajo la condicion de que la funcién f
que esta en la parte integral de las dos ecuaciones integrales anteriores es
globalmente Lipschitz y en donde la funcidén g representa el control de ambas
ecuaciones.

En [12| se menciona que la motivacién para considerar el espacio de las
funciones de variacién acotada proviene del hecho de que las soluciones de
muchas ecuaciones integrales que describen diversos fenomenos fisicos son
frecuentemente funciones de esta clase; lo que ha generado la aparicion de
varios articulos que se refieren a la existencia de soluciones de ecuaciones
integrales nolineales basicas, las cuales son funciones continuas del tipo recién
mencionado. Por otra parte, en [14] se sefiala que no basta con asumir que
f' es Riemann o Lebesgue integrable sobre [a,d], a fin de que el Segundo
Teorema Fundamental del Célculo

/fmwx:f@—ﬂ@

sea cierto, ya sea con la integral de Riemann o Lebesgue, respectivamente.
Este par de comentarios sugieren que debe ser interesante investigar las sohi-
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ciones de las ecuaciones integrales en el espacio de las funciones absoluta-
mente continuas, ya que este espacio es una clase importante de funciones
continuas que son de variacion acotada y para cuyos elementos es vélido el
Segundo Teorema Fundamental del Calculo con la integral de Lebesgue; el
cual empleamos en la prueba del Lema 1.9 que se encuentra en el Capitulo
1. Este capitulo estd dividido en cinco secciones. En la primera de ellas se
reunen aquellos conocimientos previos necesarios usados en dicho capitulo.
En la segunda seccién se prueba la existencia y unicidad de las soluciones del
problema con valor inicial

o(0) = o0) = (6) — g(a) + ) [ K (1,9 (@l))ds,
x(a) =z € R,

en el espacio de las funciones absolutamente continuas, con la norma de la
variacion acotada. En la tercera seccion se halla una férmula de variacion de
parametros de las soluciones del problema lineal con valor inicial

z(t) — wla) = g(t) — g(a) + /\f;‘ K{(t, s)x(s)ds,
x(a) = rg € R,

en el espacio de las funciones absolutamente continuas con la norma de la
variacion acotada. Esta férmula se usa en la cuarta seccién para demostrar
que el sistema lineal

i
x(t) — x(a) = g(t) — gla) + )\j; K(t, s)x(s)ds,
z(a) =19 €R
es exactamente controlable. Este primer capitulo culmina en su quinta sec-

cion, donde se emplean los resultados de sus secciones primera y cuarta para
verificar que el sistema no lineal

x(t) — x(a) = g(t) — gla) + /\j; ‘K(t, s)f(x(s))ds,
2(a) = 9 €R,

es exactamente controlable.
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En el articulo |14], ya mencionado, se prueba que dado un intervalo I =
[0, a], existe un intervalo J = [0,d] C I tal que la ecuacién de Volterra

x(t) = g(t)+/0 K(t,s)f(z(s))ds

tiene una solucion tnica en el intervalo cerrado J = [0,d] C [ en el espacio
de las funciones de variacion acotada; donde el nicleo de la ecuacién integral
K es de variacién acotada en la primera variable. De aqui surge el quinto
objetivo de esta Tesis, el cual consiste encontrar alguna condicién acerca de
la funcién f que estd en la parte integral de la ecuacién recién mencionada,
la cual garantice al menos la existencia de una solucién de dicha ecuacién
integral de Volterra que esté definida sobre todo el intervalo I, pero conser-
vando la hipdtesis sobre el nicleo K referida a que el mismo es de variacién
acotada en la primera variable. A fin de lograr el quinto objetivo, el Capitulo
2 se compone de dos secciones, en la que en la primera de ellas se encuentran
los preliminares necesarios v en la segunda se prueba la existencia de una
solucion del problema con valor inicial

(1) - 3(@), = ALy =A@ +f K@ fGEhds g

z(a) = zo € R,

en el espacio de las funciones de variacién acotada BVa,b], donde A :
BVla,b] — BVia,b]. Observe que el problema (6) incluye a la ecuacién
integral de Volterra precedente al definir A(g)(t) = ¢(t). Para demostrar la
existencia de soluciones del problema con valor inicial (6) usamos una ver-
si6n no lineal del Teorema del Punto Fijo de Leray-Schauder (ver p. 29),
cuyo enunciado se extrajo del articulo [13].

Otra de las ecuaciones integrales nolineales investigadas con mas frecuen-
cia es la ecuacion integral de Hammerstein. Por ejemplo, ella sirve como
modelo matemaético de muchos fenémenos fisicos tal como el comportamien-
to de los fluidos electromdgnéticos. Ademads, la solucién de algunos proble-
mas con valores en la frontera de las ecuaciones en derivadas parciales se
suele expresar como la solucién de una ecuacién integral de Hammerstein.
En particular, en la pagina 46 del texto [31] se hace la observacién de que
la generalizacion de la ecuacién integral de Hammerstein en dos variables, la
cual ha sido estudiada por varios investigadores, es

ue) = vfe) + [ Ko r )iy g

JI

o
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donde z,y € I? := [a,b] X [a,b], K : ! xI! — R, f: [!XR — Ry
u,v : I> — R. Por otra parte, en [11] y [12], se menciona que las funciones
provistas con algin tipo de variacion acotada aparecen naturalmente en cier-
tos fenémenos fisicos que son descritos por una ecuacion de Hammerstein.
Otra fuente de motivaciéon para el estudio de esta ecuaciéon Hammerstein
han sido los articulos [4] y [35], en los que se estudian en dos variables la
ecuacion Hammerstein y de Volterra, respectivamente. En el caso de mas de
dos variables podemos citar el texto [33], en el que se hace un estudio de
las ecuaciones integrales en un espacio de funciones con un tipo de norma
de variaciéon acotada. Los comentarios hechos en relacién a la ecuacion de
Hammerstein, aunado a los trabajos [11], [12], [13] y [14], en los que se estu-
dian la existencia y unicidad de las soluciones de otros tipos de ecuaciones
integrales nolineales en diversos espacios de funciones provistos con algin
tipo de norma de variacién acotada, han motivado que en el Capitulo 3 es-
tudiemos la ecuacién de Hammerstein en dos variables en el espacio de las
funciones de p-variacién acotada. De manera especifica, en la primera seccion
del capitulo 3 hemos colocado las definiciones y propiedades de las funciones
de p-variacion acotada que son necesarias conocer para entender este tercer
capitulo. En la segunda seccion del capitulo mencionado cumplimos con el
sexto objetivo de esta Tesis, el cual consiste en probar la existencia y la
unicidad de las soluciones de la ecuacion de Hammerstein con parametro

ww) = o(@) + A [ K(z,9)f(y,uly))dy

JIb

en el espacio de las funciones de p-variacion acotada definidas en un rectangu-
lo del plano 1% := [a;,b;] X lag, by}, donde 2,y € 14 | K : I' x I? — R,
f:I’XR — R y )€ R En la tercera seccién se efectia al séptimo
objetivo; es decir, demostramos la existencia v unicidad de las soluciones,
definidas en rectangulos contenidos en IY, de la ecuacién de Hammerstein

u@) = o) + [ K

en el espacio de funciones mencionado y, por iltimo, en la cuarta seccidn,
damos cumplimiento al octavo objetivo del presente trabajo: probamos la
existencia de las soluciones, definidas en todo el rectangulo I?, de la ecuacién
integral anterior en el mismo espacio de funciones indicado. Para conseguir
el octavo objetivo hemos usado nuevamente la version no lineal del Teorema
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de Leray-Schauder ya senalada, asl como las técnicas de los articulos [12]
(Theorem 9, p. 275) y [13] (Theorem 5, p. 303).

Joncluimos la Introduccion resaltando que a lo largo de este trabajo el
signo de la integral se refiere a la integral de Lebesgue, por lo que cada vez
que ha sido necesario hemos usado las propiedades basicas de esta integral.
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Capitulo 1

La Ecuacién de Volterra con
Parametro en el Espacio de
las Funciones Absolutamente
Continuas

En este capitulo estudiamos la ecuacion de Volterra con pardametro con
una condicién inicial

i
o(t) — 2(a) = 9(t) — 9(a) + A [ K(t,9)f(a(s))ds,
x(a) = 19 € R,

en el espacio de las funciones absolutamente continuas dotado con la norma
de la variacion acotada. De manera especifica, en la segunda seccion probamos
la existencia y la unicidad del problema no lineal con condicién inicial

(1) — () = (0) — 9(a) + 1 | K(t,9)f(x())ds,
z(a) = xy € R;

luego, en la tercera seccion, encontramos una férmula de variacién de parame-
tros del problema lineal con condicién inicial

5(0) - o(0) = g0) — g(@) + A [ K@, )a(s)ds,
z(a) = xp € R,



el cual es un caso particular del problema no lineal anterior cuando la funcién
f : R —> R que se encuentra en la parte integral es la funcién identidad.
Después en la cuarta seccion probamos la controlabilidad exacta del problema
lineal recién mencionado. El capitulo culmina en su quinta seccién, en la que
verificamos que el problema no lineal al inicio mencionado es exactamente
controlable también. En la seccién con la que se inicia el presente capitulo se
fija la notacion de una buena parte del trabajo en consideracion. Asi mismo,
esta primera seccién contiene los conocimientos previos necesarios para que
la lectura del capitulo 1, y algunas de las secciones del resto de los capitulos,
pueda ser hecha sin la necesidad de recurrir a diversas fuentes bibliograficas
en busqueda de dichos conocimientos.

1.1. Preliminares

Iniciamos esta seccion recordando tres definiciones.

Definiciéon 1.1. Una funcién f: R — R es globalmente Lipschitz,
si existe una constante L > 0 tal que | f(t) — f(7) | < L|t— 7| para cada
par de nimeros reales ¢ v 7.

Definicién 1.2. Una funcién v : [a,b] —> R es absolutamente con-
tinua si dado un nimero real € > 0, existe un 6 > 0 tal que para cualquier
familia finita de intervalos abiertos {(ax,bx)}r.;, disjuntos dos a dos, con-

n
tenidos en el intervalo [a,b] y los cuales cumplen con que ¥ (b, — ax) < 4,
k=1
tenemos que

k¢

> T ulbe) = ulax) < e

k=1

Definicién 1.3. Una funcién v : [a,b] — R es de variacién acotada
sobre el intervalo [a, b], si

V() == V(u[a,b]) = sup Z Lu(ty) —u(tj-1) |

es finito, de tal forma que el supremo se considera sobre el conjunto de todas
las particiones Il : a =1y <3 <--- <1, =b del intervalo [a, b].
Observacion 1.1. Denotamos al conjunto de las funciones absolutamente
continuas sobre el intervalo [a, b] mediante el simbolo AC([a,b] y al conjunto
de las funciones de variacién acotada sobre el mismo intervalo como BVa, b].
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Definicién 1.4. Dada la funcién u € BV{a, b|, definimos la norma de
variacién acotada de u como

| wll == ]ula) |+ V(u).

A continuacién nos referimos a tres propiedades conocidas de los espacios
ACla,b) y BVia,bl.

Lema 1.1. [21] Siu € AC|a,b], entonces la funcién u es uniformemente
continua y u € BVla, bl

Lema 1.2. [22] Siu € BVia, b, entonces sup |u(t) | < || u |
t&[a,b)
Observacién 1.2. El Lema 1.2 es ttil, tanto en la demostracién del
Teorema 1.1, como en las pruebas de algunas proposiciones de la siguiente
seccion 1.2,

Lema 1.3. Si z € AC[a,b] y f : R —> R es globalmente Lipschitz,
entonces fox € AC[a,b].

Prueba. Este lema es una consecuencia inmediata de las Definiciones 1.1
v 1.2,

]

Teorema 1.1. [29] El espacio vectorial AC[a,b] con la norma de la

variacion acotada || u ||:= | u{a) | + V{(u) es un espacio de Banach.
Prueba. De los Lemas 1.1 y 1.2 tenemos que sup |u(t) | < || u || para
tela,b]

toda funcién v € ACIa, b]. Recordemos que el conjunto de las funciones reales,
continuas, definidas en un intervalo [a,b] y dotado con la norma ||ull; :=

sup | u(t) | es un espacio de Banach. Note que si la sucesién de funciones
t<la,b)

{u;}2, es de Cauchy segin la norma |lu||, entonces dicha sucesion es de
Cauchy segin la norma ||ulls;. En vista de lo dicho hasta ahora, deducimos
que existe una funcién continua u tal que .h_')rn u;(t) = u(t) para cada t € [a,b].
Sean dos enteros positivos i, j y una Lfaxogiha finita de intervalos abiertos
{(ak, bx)}p_,, disjuntos dos a dos y contenidos en el intervalo [a, b]. Gracias

al Lema 1.1 tenemos que
i:

k=1 !

wj(be) — u;(ak)
;

w



mn

< (u;j(bk) - U-z’(bk>) - (ltj(ak) - 'U,i(ak-))l + i ui(be) — uiax)
< V(uj —u;) + Zn: wi(be) — wi(a)).

Como hemos asumido que la sucesién de funciones {u;}52; es de Cauchy

segiin la norma |jul|, entonces dado § > 0, existe un entero positivo N tal
€ € [ 2 ‘|. 3 x ) y 7

que V(u; —u;) < § para cada par de enteros positivos 4, j > N. De aqui y la

desigualdad anterior tenemos que para todo par de enteros positivos i, 7 > N

se cumple que

n

2.

k=1

Ui<bk) - ui(a'k) .

wj(br) — wj(ar)

<;+j
k=1

Al fijar en la igualdad anterior un entero ¢ > N, al tomar j — oo y por
lo dicho al final del primer parrafo de esta prueba, obtenemos que

o~ 1452
2 k=1

n

2

k=1

u(by) — ulay) i (b ) — w;(ag)

7
Ya que u; € AC|a, b, existe un nimero real § > 0 tal que si 3 (by —ax) < 6,
k=1
entonces

ke

2

k=1

€
< -

w; (b ) — u;(ay) 5

n
De las dos designaldades anteriores concluimos que si (b —ux) < 9, en-
k=1

tonces
n

2

k=1

u(by) — u(ag)

< £ 4
- 2
I

Lema 1.4. [1] Si g es una funcién de variacion acotada, entonces g es
integrable segin Riemann vy, por lo tanto, g es integrable seqin Lebesgue.

Lema 1.5. [1] Si f : [a,b] — R es una funcién medible y existe una
funcién no negativa g : ja,b] — R integrable segiin Lebesgue tal que

4



|f(x)] < g(x) casi en todas partes de [a, b], entonces f es integrable segiin
Lebesgue.

Lema 1.6. 23] Si g es una funcién de variacion acotada, entonces g s
derivable casi en todas partes.

Teorema 1.2. [23] Segundo Teorema Fundamental del Cilculo
para la Integral de Lebesgue: Si g es una funcion absolutamente con-
tinua sobre el intervalo [a,b], entonces ¢’ es integrable segin Lebesgue y se
cumple la igualdad

-t
/ g'(s)ds = g(t) — g(a)
para cada t € {a7 b]

Teorema 1.3. [23] Supongamos que u es integrable segin Lebesgue. Para
cada € > 0 existe un & > 0 que depende solo de ¢ y u tal que para todo conjunto
medible E que cumpla con que su medida u(E) < 9, tenemos que

/E lu(s)lds < e

Definicién 1.5. Sea (M, d) un espacio métrico completo. La funcién
T : M — M es de contraccion, si existe un nimero real 0 < k < 1 tal que

UT(2),T(y) < rd(z,y)
para cada par de elementos & e y pertenecientes a M.

Teorema 1.4. [10] Teorema del Punto Fijo de Banach: Sea (M, d)
un espacio métrico completo. Si la funcion T : M — M es de contraccion,
entonces I posee un unico punto fijo; es decir, existe un elemento x € M, y
solo uno, tal que T(x) = x. Mds atn, si elegimos de manera arbitraria un
elemento y € M, la sucesion {’I“n}:;e definida como

Lo=Y , Lp= T(”/ﬁ-])

para todo enteron > 1, cumple con que Iim =z, = .

=300

)



1.2. Existencia y Unicidad de Soluciones

En esta seccién probamos la existencia y la unicidad de las soluciones del
problema no lineal con condicion inicial

e(t) —afa) = g(t) — gla) + }\\];,K(t, syf(x(s))ds,
z(a) =z €R

en el espacio de las funciones absolutamente continuas con la norma de la
variacién acotada. Para este fin asumimos que la funcion f : R — R que
se encuentra en la parte integral es globalmente Lipschitz, con constante de
Lipschitz L > 0, i.e.,

lf)—f(r)] < Llt—7| VtTeR

Ademas denotamos al espacio de las funciones absolutamente continuas junto
con la norma de la variacién acotada || w ||:= | u(a) | + V(u) mediante el
simbolo AC|a, b}, donde V(u) es la variacién acotada de la funcién u.

Definicién 1.6. Una funcion K : T — R es uniformemente Lipschitz
en la primera variable, si existe un nimero real A > 0 tal que

| K(t,s) — K(r,s) | < A|t—1|
para todos los pares (t, s) y (7, s) pertenecientes al conjunto

T:={{ts)eR:a<s<t<b}

Supuesto 1.1 A lo largo de esta primera seccién asumimos que
1. K es uniformemente Lipschitz en la primera variable,

2. sup | K(s,8)| < o0y
s€la,b]

3. K(t,-): [a,t] — R es Lebesgue-integrable para cada t € [a, b].

Observacién 1.3. Una consecuencia inmediata de la Definicion 1.6 y la
segunda parte del Supuesto 1.1 es que la funcion K esta acotada.



Ejemplo 1.1. Un ejemplo de la funcién mencionada en el Supuesto 1.1
es K(t,s) := ¢(t) - ¢(s), asumiendo que @ : [a,b] —> R es una funcién de
Lipschitz y 1 : [a,b] — R es una funcién Lebesgue-integrable acotada.

Proposicion 1.1. Sea t cualquier nimero real perteneciente al intervalo
la,b]. Si x € AC[a,b], entonces la funcion [a,t] > s — K(t,s)f(2(s)} es
Lebesgue-integrable; lo que implica que la funcion

L / UKt 5)f (x(s)ds

estd bien definida.
Prueba. Esta proposicién es consecuencia del Lema 1.5 y el hecho de
que el producto de funciones medibles es medible.

Definicién 1.7. Dado x € AC[a, b, definimos F'(x) : [a,b] — R como

F(a)(t) = / K (£, ) (2(s))ds.

a

Teorema 1.5. Si x € AC[a,b], entonces F(z) € AC|a, b].

Prueba. Sea {(cy, dx)}7_; una familia finita de intervalos abiertos y dis-
juntos dos a dos, los cuales estdan contenidos en el intervalo |a, b]. Observe
que

D I F(@)(di) = Fla)(e) |

= Z / i K(dy, s)f(x(s))ds — /c’c K(ck, 8)f(x(s))ds

n cy Cpy dy;
- / K (dy, $)f (a(5))ds— / K (cu, $)f (a(s))ds+ / K(dy, 5) [ (x(s))ds
; Cr n dj;
<3 [ 1K)~ K ) ||l [ast Y [ 1K) |1 5l 1 ds
k=1 k=1 ¥ Gk
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De aqui en adelante el resto de la prueba sigue sin dificultad.

O

Definicién 1.8. Dados cualesquiera zy € R, 2,9 € AC[a,b] y X € R,
definimos la funcién G, ,(x) : [a,b] — R como

Gor(@)(t) =wo + g(t) — gla) + A / K(t, s} f(x(s))ds

= (20 — gla)) + g(t) + \F (2)(t).

Proposicién 1.2. §i z € ACa,b], entonces G, \(z) € ACa, b].

Ahora tenemos los conocimientos necesarios para demostrar el resultado
principal de esta seccién del Capitulo 1.

Teorema 1.6. Sea x4 cualquier nimero real. Fijada cualquier g € ACa,b],
existe un p > 0 tal que para todo nidmero real X que cumpla con que | A | < p,
el problema no lineal con valor inicial

w(t) —x(a) = g(t) —g(a) + A [f; K(t,)f(z(s))ds,
r{a) =29 €R

admite una unica solucion x, en AC|a,b].
Prueba. Sea x¢ € Ry fijemos cualquier funcién g € AC|a, b]. Note que

| Goa(@) = Goa(w) | = | A F(z) = F(y) [l = | A] V(F(z) - Fly)).

Ahora, dada cualquier particion I1 : a =, < ¢, < -++ < t, = b del
intervalo [a, b, tenemos que

V(F(x) - F(y)

8



T

=sup O | (F(x) = F())(t:) — (F(x) = F@)(Li-s) |

I i—1

L) ()~ Fy(s))ds— / K (b, ) () — F ()]s

<sup [ S [ IR = Ktoas) || (a9 = lu(s)) | ds
¥ Z / | K (k)| - | fa(s ))-f(y(s))lds}
< sup{L | 2~y || [Z/ A(ti—t;- 1)d9+ bup | K(t,s) | Z(t —ti1) jl }

< L[ A(b — a)? o) sup | K(s) |] lz—yll.

De ésto y la igualdad dada al inicio de la prueba que se refiere a la expresion
| Gya(w)=Gyaly) ||, podemos asegurar la existencia de un niimero real p > 0
tal que la funuon Gy + ACla, bl — AC[a, b} es una contracciéon para cada
A€ Rcon |A| < p. El Teorema del Punto Fijo de Banach (Teorema 1.4)
implica la existencia de una funcién 2, € AC|a, b] que es el tinico punto fijo
de la funcién G, » : AC[a, b] — ACl|a, b]. Pero esto significa que la funcién
Zg4 €s la lnica solucién del problema con valor inicial

o0~ a(a) = 9= gla) + A f, K(t.9)fa(s))ds,
x(a) =wxy €R,

cuando [A| < p.

Observaciéon 1.4. Es importante notar que el nimero p > 0 de la con-
clusion del Teorema 1.6 no depende de la funcién g € ACla, b], mencionada
en el enunciado de dicho teorema.




1.3. Una Férmula para las
Soluciones del Problema Lineal

Comenzamos esta seccion definiendo un espacio normado cuyos elementos
son funciones reales que dependen de dos variables. Por medio de este espacio
encontramos una funcién R(t,s), llamada resolvente, el cual nos permite
encontrar una formula de variaciéon de parametros para las soluciones del
problema, lineal

a(t) — x(a) = g(t) —g(a) + A‘E'.K(t, s)x(s)ds, (1.1)
z(a) = o,
en el espacio AC[a, b].

Definicién 1.9. Definimos el espacio vectorial H como

I(t,s) — Ulr,s
H:={U:T— R: U es continua, sup | Ut 5) = Ulr,s) |
s€a,b),t#£T [ l—r l

< oo}

Ademas, sobre este espacio definimos la norma

U =HU T+ 1 U 2
donde U € H,
. , U(t,s) —Ulr,s
WU = méx [U(t,s)] v | Ulla:= sup | U ) (7.5) | :
{t.5)e? s€la,b) £ l t—T i
Teorema 1.7. El par (H, || - ||) es un espacio de Banach.

Prueba. Notemos que || U ||, y || U ||2 son una norma y una seminorma,
respectivamente. Al recordar que la suma de una norma con una seminorma
es una norma, tenemos que || U || es una norma.

Jon la finalidad de comprobar que el espacio (H, || - ||) es completo,
consideremos una sucesién de Cauchy {Ug}32 , C H. Sabemos que cualquier
espacio de funciones con la norma del supremo || U ||; es completo. Esto

implica que existe una funciéon continua U a la cual la sucesion {Ux}32,

10



converge uniformemente, y por lo tanto puntualmente. Si fijamos cualquier
numero real € > 0, existe un entero positivo N tal que

Urn L, ""(]n t,— - (]m ). _Un 3.
wp L(Un(t9) = Ut5)) = (Unlr.9) ~Un(m9)) | _
s€la,b),t#T l t—r !

para cada par de enteros positivos m,n > N. Al tomar m — oo en la
desigualdad anterior, obtenemos que

sup | (Ults) = Unlt,s) ) = (Ulr,9) ~ Un(r,9) ) |

<e€
s€la,b),t£T I t—r1 !

para cada entero positivo n > N, de lo cual se deduce que (U - UN) € H. Si
tenemos presente que H es un espacio vectorial, entonces U = (U — U N) +

Uy € H.

O

Observacién 1.5.Si K € H, entonces K posee cada una de las propiedades
que se mencionan en el Supuesto 1.1 de la seccion 1.2.

Definicién 1.10. Fijada una funcién K € H, definimos el operator inte-
gral F : H — H mediante la férmula

2

F(U)(t,s) = / K(t,o)U(o,s)do para cada U € H.

8

Observacién 1.6. Es conveniente resaltar que el operador F juega un
rol importante en el desarrollo de la presente seccidn.

Teorema 1.8. El operador F de la Definicion 1.10. es un operador lineal
acotado de H en H que estd bien definido.

Prueba. Daremos la prueba dividiéndola en cuatro partes:

Parte 1. Si U € H, entonces la funcién F(U) es continua.

Parte 2. Si U € H, entonces || F(U) ||2 < oo. En efecto, supongamos que
s € [a,b) y, sin pérdida de generalidad, asumamos que s < 7 < t. Observemos
que

| F(U)(t,5) = FU)(,9) |
[t—7|

11



N [IK)U(o, s)do — [] K(r,0)U(0, s)do |
- =G

K(t,s)— K(7,s
SmaxlU(z‘s)]-sup' ¢ 5) STS”/dcr
(t,5)€T s€[a,b) |t—7|

max | U(t,s) |- max | K(t,s) | / do
(t.5)ET .

|t —71 | (ts)eT
S UL UK h+ (0 —a) | K |l2).
Parte 3. Si U € H, entonces la funciéon F(U) € H.

Parte 4. Existe una constante C' > 0 tal que || F(U) || < C || U || para
cada U € H. Mas aun, notemos que

| UYL, s) | = /__"K(t,a)U(o, s)do

1
< méax | U(t, s) |- méx |K(t,s)l/ do
(t,8)eT s)eT s

< (b—a) max | K(t,s) | - max |U(t, s
< (b=a) mix | oo méx [U(t9)]

= (b-a) | K|:NUs -

En concecuencia, tenemos que
I F W) h < b=a) P KU
La prueba de la Parte 2 implica que
I FO) < (K +@=a) | KNl IU -

A partir de aqui podemos completar el resto de la prueba sin dificultad.

Ya estamos preparados para presentar y probar el siguiente teorema, el
cual es uno de los resultados importantes de esta seccion.

12



Teorema 1.9. Fijemos cualquier funcion K € H. Existe un nimero p > 0
tal que si | A | < p, entonces podemos encontrar una funcion dnica R € H,
la cual cumple con la igualdad

¢
R(t,s) = 1 + )\/ K(t,o)R(o, s)do

para cada par de nimeros reales t y s tales quea < s < t <b.

Prueba. Esta prueba sigue del hecho de que F es un operador lineal
acotado y de aplicar el Teorema del Punto Fijo de Banach al operador
Tx:H — H, el cual se define como THA(U) :=1+ X F(U).

O

Observacién 1.7. La funcion R del Teorema 1.9 depende del nimero
real A.

Observacién 1.8. La funcién R del Teorema 1.9 satisface que R(t,t) =1
para cada t € [a,b]. Esta funcién R nos permitird hallar una férmula para
la solucién del problema lineal (1.1) mediante las dos funciones v v v que
definimos mas adelante.

Definicién 1.11. Para cada 3 € R, definimos u : [a, ] — R como

u(t) == R(t, a)yo-

Proposicion 1.8. La funcion u de la Definicion 1.11 pertenece al espacio
ACla, b].

Prueba. Esta proposicion se deduce facilmente de la Definicién 1.9, ya
que toda funcién de Lipschitz es absolutamente continua.

[

Lema 1.7. Fijemos A € R tal que | A | < p. Dado cualquier yo € R,

tenemos que
1

u(t) = yo + A / K(t,0)u(o)do

@
para cada t € |a,b].

Prueba. La prueba sigue del Teorema 1.9 al tomar s = a y multiplicar
ambos miembros de la igualdad que aparece en el enunciado de dicho teorema

13



por el nimero real .

O

Antes de definir la funcién v mencionada, enunciamos el lema técnico que
sigue.
Lema 1.8. Si K ¢ H y g € AC[a,b], entonces

/t
Prueba. Este lema se deduce al emplear el Teorema de Fubinni, luego
de reemplazar R por la funcién R : [a,b] X [a,b] — R;

/ 'Kt 0)R(o. s)da]g'(s)ds _ / t[K(t, o) / " R(o. $)g'(s)ds :ldo.

1~?(t 5 = R(t,;s) si a<s<t,
R 0 st t<s<b

es decir,

/t K(t,o}R(a, s)da} §'(s)ds

8

- / t / K1, 0) B0, $)g'(s) dords

/é K(t,0)R(a, s)dor] g'(s)ds

— /; /at K(t,0)R(0,5)g'(s)ds do

-t | o ]
:/ [K(t,o)/ R(o,8)d' (s)ds|do.

t o~
K(t, 0)/ R(o,s)g'(s)ds|do

14



Definicién 1.12. Definimos v : [a,b] — R como

oL
v(t) :::/ R(t,s)g'(s)ds.

Proposicién 1.9. La funcién v en la Definicion 1.12 pertenece al espacio
ACTa, b).

Prueba. Sea {(c,dr)}r., una familia de intervalos abiertos, disjuntos
dos a dos, los cuales estan contenidos en |a, b]. Observe que

S 1 o(de) — vlen) | =

n

dk Ck
/ R(dy, 5)g/(s)ds — / Ricn, 8)g/(s)ds

k=1

n t ~dy,

[ Ehsd) ~ Bews) Jdsass [ R s)g (s

@ Cl

il

k=1

<l R

/ lg’(S)lds-(Z(dk—ck)) + Z/klg’(é’)ldé’]‘

k=1 "%

La prueba concluye luego de usar el Teorema 1.3 de la Seccién 1.1.

Lema 1.9. Si K e H y g € ACJa, b, entonces

v(t) = g(t) — g(a) + A/tK(t,a)v(a)dg.

Prueba. A partir del Lema 1.8, del Teorema 1.9 y del Segundo Teore-
ma Fundamental del Célculo para la Integral de Lebesgue (Teorema 1.2),
tenemos gue

o(t)— A / Kt o)o(o)do / Rt $)(8)ds / 'K(t.0) [ / " R0, s)g’(s)ds] do
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- /i R(t,8)g'(s)ds — /\/t [/t K(t,0)R(o, s)da] g'(s)ds

= [ Resg@as— [ 1R -1gt)s ~ [ gts)ds = 90 - 9o

De aqui podemos concluir esta prueba sin dificultad.

Como una consecuencia de los Lemas 1.7 y 1.9, obtenemos el siguiente
resultado importante de esta Tesis.

Teorema 1.10. Supongamos que | A |< p , K € H, g € AC[a,b] e
yo € R. Una solucion y € AC|a,b] del problema con condicion inicial

y(t)~ v(a) = glt) —a(a) + N[ K(ts)y(s)ds,
yla) = yo

se puede E€TPTresar como

y(t) = R(t,a)yo + /R(t,s)g'(s)ds,

Ja

donde R es la funcion que indicamos en el Teorema 1.9.

Observacion 1.9. Si el nidmero real p indicado en el enunciado del Teore-
ma. 1.10 es pequeno, entonces la soluciéon que mencionamos en dicho teorema
es Unica.

1.4. Control del Problema Lineal

En esta seccién comprobamos que el sistema lineal

W)~ 9(a) = o) —g(@)+ A [ K(t,shy(s)ds, (12
y(a) = o
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es exactamente controlable. Para este fin usaremos la formula de la solucién
del problema con valor inicial (1.2)

t
v0) = Rt + [ RG99 (s
que indicamos en el Teorema 1.10. A continuacién damos la definicion de la
controlabilidad exacta del sistema lineal (1.2).

Definicién 1.12. Decimos que el sistema (1.2) es exactamente con-
trolable en el intervalo [q,}], si para cada par de numeros reales ¥y, € y;
existen una funcién g € AC[a,b] y una solucién y € AC]a,b] del sistema
(1.2), la cual depende de g, tal que y(a) = yo e y(b) = v;.

Supuesto 1.2. Fn esta y la proxima seccion 1.5 asumiremos que A es tal
como se indica en el enunciado del Teorema 1.10.

Definicién 1.13. Definimos la funcién controladora G : ACla, b —
R como

b
Glo) = R.awo + [ Rlb.9) (s
Lema 1.10. El sistema (1.2) es exactamente controlable en |a,b] si, y
solo si, Rang(G) = R.

Teorema 1.11. El sistema es exactamente controlable en el intervalo
la,b]. Mds aun, un control g € ACla,b] que dirige el sistema (1.2) del estado
inicial yo al estado final y; en [a,b] es la funcion

o(t) = Y1~ B a)yo /’t h(o)do.

donde h : [a,b] = R es cualquier funcion continua gque cumpla con la condi-
cion

/b R(b, s)h(s)ds # 0.

Prueba. Del Lema 1.10 tenemos que basta con probar que Rang(G) = R.
Para demostrar éste, recordamos que la funcién R mencionada en el Teorema
1.10 es continua. De aqui y la Observacion 1.8 existe un intervalo [ := (b —
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8,b] C [a,b] tal que R(b,s) > 0 para cada s € I. Ahora notemos que podemos
encontrar una funcién continua h : [a,b] — R tal que

{ h(T)>O six €1,

Por lo tanto, f: R(b, s)h(s)ds = [, R(b, s)h(s)ds > 0. A continuacién fijamos
cualquier nimero real y;. Si consideramos la funcién

. y1— R a)y
9lt) = 7 R(b, $)h(s) ds/ o)

al usar la definicion de la funcién controladora G obtenemos que G(g) = .

a

Observaciéon 1.10. La parte final de la prueba del Teorema 1.11 es valida,
para cada funcién continua h tal que f R(b, s)h(s)ds # 0.

Observacion 1.11. Supongamos que fa R(b, s)h(s)ds # 0, siendo h una
funcién continua. El operador I' : R — ACa, b] definido como

- _ r=Rb,ay [
F) = TP R, $)h(s)ds / hlo)do

es una inversa a la derecha del operador G, ie., Gol'= I.

1.5. Control del Problema No Lineal

Antes de comprobar la controlabilidad exacta del sistema no lineal
¢
v(t) —2(0) = g(t)—ala) + Af K(t5)f(e(s))ds, 1)
z(a) =z5 €R,
demostramos que el sistema semilineal
t t
2(t) —z(a) = g(t) — g(a) + )\j; K(t, s)x(s)ds+ )\j; K(t,s) f(x(s))ds,

2(a) =z €R
(1.4)
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es exactamente controlable, donde la funcién f : R — R es globalmente
Lipschitz con constante de Lipschitz L. > 0. A fin de lograr ésto, encontramos
una ecuacion integral particular bajo el supuesto que sigue, el cual asumimos
a lo largo de esta seccién 1.5.

Supuesto 1.3. La funcién K esta definida sobre el rectéangulo [a, b] x [a, b]
en lugar del triangulo 7"; mas aiin, suponemos que esta funcion cumple las
dos condiciones:

1. K : |a,b] x [a,b] — R es continua; ademas de

2. existir y ser continua la primera derivada parcial 0012
la,b] X [a,b].

Observacién 1.12. La funcion K del Supuesto 1.3, restringida al triangu-
lo T, pertenece al espacio de Banach H mencionado en la Definicién 1.9.

en el rectangule

Teorema 1.12. Existe un p > 0 tal que dados cualesquiera A con |A| < p
y g € AC|a,b], el problema (1.4) admite sdlo una solucion x, € AC[a,b], la
cual es simultaneamente una solucion de la ecuacion integral

i
xg(t) =  R(t,a)ry + / R(t, )¢ (s)ds

a

+ ,\/atR(t,s)K(s, $)f(z,(s))ds + ,\/ai /s R(i,éf‘)%\;(& o) f(z,(c))dods.

Prueba. La existencia de z, y de p, asi como Ia unicidad de z,, es con-
secuencia inmediata del Teorema 1.6. Ahora, con la finalidad de probar que
¥, también es solucion de la ecuacién integral anterior, definimos la funcién
hy - {a,b] — R como

hy(t) = g(t) + A /‘t K(t,0)f(x,(c))do = g(t) + M(F o x,)(t),

donde |A| < py F' es la funcién de la Definicién 1.7 de la Seccién 1.2. Note que
hy € AC|a, bl y observe que la funcién x, también es solucién del problema
lineal con valor inicial

y() —yla) = hy(t) —hyla) + A [LK (1, 5)y(s)ds,
y(a) =z €R.

De ésto y usando el Teorema 1,10, tenemos que podemos representar ,, como
o1
x,(t) = R(t,a)re + / R(t, s)hy(s)ds,
v a
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Le.,

zg(t) = R(t,a)xe + /tR(t, s)g'(s)ds

Q

+ A / R, @js [ / K (s,0) /(xg(a))da] ds.

Por otra parte, podemos probar que

d s
£ { / K(w)f(wg(a))da]

= K(s ) f(ay() + [ D500 aylo))do

Por lo tanto

24(t) = R(t,a)zo + / R(1,5)¢' (s)ds

a

X / R, K (5,8) flag(s))ds

o f [ [ #e

w

Bd[{((s, a)f(:l:g(a))da} d

Observacion 1.13. Para leer una demostracién de la igualdad

= [ / SK(s,oma:g(a))do}

= K(s,s)f(z4(s)) + /s%{(s, o) f(xy(o))do,

(1

la cual aparece en la prueba del Teorema 1.12, podemos consultar [19].

Continuamos la presente seccién con un par de definiciones y luego de-
mostramos un conjunto de proposiciones técnicas, las cuales usamos para
verificar que el problema semilineal (1.4) es exactamente controlable.
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Definicién 1.14. Definimos la funcién controladora G : ACla, b] —
R para el sistema (1.4) como

Gilg) = R, a)xy + /b R(b, s)q'(s)ds

+ A / R(b, s)K (s, 8) f(2,(s))ds + A / { / "R, 8)%]%’(5,0)]‘(%(0))(10}%

= Gl(g) + H(g),
donde H : ACla,b] — R se define como

= ,\/ R(b,s)K (s,s)f(xy(s))ds + /\/ {/s R(b, s)%[?((s, U)f(xg(a))da] ds

v G es la funcién controladora dada en la Definicion 1.13, colocando zy en
lugar de yo en el segundo miembro de la definicién de esta funcion G.

A continuacién damos la definicion de controlabilidad exacta para el sis-
tema semilineal (1.4).

Definicién 1.15. Decimos que el sistema (1.4) es exactamente con-
trolable en el intervalo [a, b|, si para cada par de nimeros reales @y v x;
existen una funciéon g € AC[a,b] y una solucién z, € ACIa,b] del sistema
(1.4), que depende de g, tal que z,(a) = zo y 24(b) = 1.

Lema 1.11. El sistema (1.4) es exactamente controlable en [a,b] si, y
solo si, Rang(Gy) =R

Lema 1.12. Eziste una constante C' > 0 tal que
IH(,U’) - H(U)I - 11“

para todos los pares de funciones u y v pertenecientes a AC|a, b].
Prueba. Observe que

[ 095 5.9 [l — SGlo)] ds

< max{ ’R(b s) [ / | flzu(s)) = f(zu(s)) |ds

sEab
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< max{ |R(b, 5)| - | K (s, s)l /IZU(S) z,(s) |ds

s€(a,b]

< L-(b—a)- ma,x{ |R(b,s)| - |K(s,s)] } Iél{&)gl 2,(8) — To(5) |

< L-(b—a)- max{ ]R(b, s)[ . ]K(s,s)! }H Ty — Ty H

qeb

De la misma manera como hicimos un poco antes, podemos verificar que

b /: R(b, s) (& o) [f(mu(a ) — (.T"(g'))] da} ds

< L-(b—a)- max |R(b 5)‘ (maxR (38[15( ” Ly — Ty ”

De las dos demgualdades anteriores tenemos que existe una constante
C > 0 tal que

(s,0)

[ H (u)— H(v)| < A= Co| 2y — 20 ]]-

Lema 1.13. Fijemos dos funciénes cualesquiera u,v € AC[a,b]. Si defini-
mos la funcion

t o / f(@a(s)) — fzo(s)) ]ds,

entonces existe una constante C > 0 tal que

< Ol nn |

[ K] ) ~ falo) Jas

Prueba. Observe que dada cualquier particiéon { a =1 <1l < -+ <
= b } del intervalo [a,b], tenemos que
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n

<>

=1

[ K8 = K ) [ (a(s) = Fan(o))] ds

D>
3=

[ Kt 8) ) - f@(s)] ds

IA

Z /7:‘1 lK(ti, s) — K(ti-1, 8)| . !f(a:u(s)) — f(xv(,s))l ds
+ Z [ |K (L, 8)| - | f(a(8)) = Fxo(s))] ds

7 ~t1v_\ -
< Z / (ti = tiea) L |xu(s) —~ JJU(S” ds
i=] V@

Ly
+ L méx |K(t, s)| - méx |z — Zu(s d
> s K| i) ~=9)] [ s

- 7 b
< L srg[é,’)g]lxu(s) — zo($)] ,Z_]: /a (ti —tiq) ds
0o
+ L (ig;agchl&(t,s){ -sme[%llrz;u(s) —a;v(s)l ;/tm ds

= I srél[éag]lmu(s) — zo(s)|(b—a) Z(t’ ~ i)
’ i=1
+ L (Eg?éleK(t’ )| - gﬁ%}l%(s) — z,(8)| (b—a)
7 . 4 ol e —
< _L[ (b—a) + (b—a) (g:;cggf\}((t, s)| JH:L‘“ — || -
[

Lema 1.14. Exriste una constante C > 0 tal que, si |A] < —é,—, entonces

e =2l < 7= Il

para cada par de funciones u,v € AC|a, b].
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Prueba. Ya que 2, y z, son soluciones del sistema (1.4) para v y v
respectivamente, tenemos que

T, (1) = 2,(t) = (u(t) —v(t)) + (v(a)—u(a))
+ /\/t K(t, 8)[zu(s) — z,(s)]ds

+ /\/t K (t, s)[f(zu(s)) — f(z,(s))]ds.

Si usamos el Lema 1.13 dos veces, entonces

HM[

Por lo tanto

lew—aall < o]l + ljuta) (@)

/‘6 K (t,s) [za(s)=zu(s)]ds || +

Ja

[ K9 [l (@51 ds

< 2lu—v| + M@ +O)|| v || -

|

(1= W+ @l — ] < 2o

O
Lema 1.15. Eriste una constante C > 0 tal que
H(w) = H(o)| < ]\ C Jlu—v]
para cada por de funciones u,v € AC|a,b).
Prueba. Fsta proposicion es consecuencia de los Lemas 1.12 y 1.14.
(]

Consideremos un resultado mas antes de probar la controlabilidad exacta
del sistema (1.4).

Lema 1.16. [15] 5i S : R — R es una funcion de Lipschitz con una
constante de Lipschitz k < 1, entonces la funcion G(r) = r + S(r) es un
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homeomorfismo cuya inversa es una funcion de Lipschitz con una constante
de Lipschitz (1 — k)7,

Ya tenemos todos los elementos necesarios para probar la controlabilidad
exacta del sistema (1.4).

Teorema 1.13. Existe un mimero real p > 0 tal que si |A| < p, entonces
el sistema (1.4) es exactamente controlable en [a, b].

Prueba. Del Lema 1.11 basta con probar que Rang(G[) = R. Para ésto
consideremos el operador G : R — R, el cual definimos como G := Gy oI,
donde a su vez definimos I" como

—_— Ta t o
P(r)(t) = — R(a, b)xy ]h(s)d&
.fa H(b7 S)h(S)dS a

A partir de la Observacién 1.11 obtenemos que G oT" = I(r) = r. Luego
G(r) =1+ 8(r), donde S := H o I'. Ademds, debido a la Lema 1.15y a la
definicion de la funcién I' podemos asegurar que

| S(r) —S@F) | < |AI-C-A|r -7,

o
donde A = m |, h(s)ds

Si el nimero real X es pequeno, entonces S es una funcién de Lipschitz con
una constante de Lipschitz £ < 1. Entonces, debido al Lema 1.16, la funcion
G : R — R es un homeomorfismo. De ésto obtenemos que la funcién G es
sobreyectiva , lo que implica que Rang(G ) = R. Por lo tanto el sistema (1.4)

es exactamente controlable en el intervalo [a, b].

O

De la prueba del Teorema 1.13 obtenemos el siguiente lema.

Lema 1.17 Sea I : R — R la funcion identidad I(r) := r. El operador
[': R — ACla, b] definido como I'(r) = (l“o( I+S8 )‘) (r) es una inversa

a la derecha del operador no lineal Gy, i.e. , Gy ol = 1. Ademds, un conitrol
g € ACla,b] que dirige el sistema (1.4) desde el estado inicial xq al estado
final T, en [a,b] es

g(t) = (a1 )(t) = (I’ o(I+S )ml) (27 )(@).
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Antes de probar la controlabilidad del sistema (1.3), consideremos una
definicién mas.

Definicién 1.16. Decimos que el sistema (1.3) es exactamente con-
trolable en el intervalo [a, b], si para cada par de nimeros reales x¢ y
existen una funcién g € AC]a,b] y una solucién x € AC][a,b] del sistema
(1.3), que depende de g, tal que z(a) = xo y 2(b) = ;.

A continuacién probamos la controlabilidad exacta del sistema no lineal
(1.3).

Teorema 1.14 Existe un nimero real p > 0 tal que si || < p, entonces
el sistema (1.3) es exactamente controlable en el intervalo |a,b].

Prueba. Al escribir f(z) =z+ ( f(z)—2) = = + f{z) obtenemos que
f(z) := f(x) —2x posee las mismas propiedades que f. Por lo tanto podemos
reescribir el sistema (1.3) como

i i
x(t) — x(a) = g(t) — gla) + /\f K(t,s)x(s)ds + /\f K(t,s)f(x(s))ds,
z(a) = xo.
(1.5)
Luego, al emplear el Teorema 1.13 con el anterior sistema (1.5), obtenemos
el resultado que buscabamos.
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Capitulo 2

La Ecuacion de Volterra en el
Espacio de las Funciones de
Variacion Acotada

En este capitulo el simbolo BVa, b] denota al espacio de Banach de las
funciones de variacién acotada provisto con la norma de la Definicién 1.4 del
capitulo precedente. Al igual que en el capitulo anterior, éste se inicia con
una seccion de preliminares en la que se listan los supuestos y herramientas
que se usan para probar en la siguiente seccion la existencia de las soluciones
del problema con valor inicial

o0)~ala) = AW - A)a) + [ K fGlsDds, o)
z(a) =129 €R

en el espacio BV [a, b], donde A : BV[a,b] — BV]a, bl.

2.1. Preliminares

Iniciamos esta seccion con dos supuestos.

Supuesto 2.1. Asumimos que la funcién f : R — R que se encuentra
en la parte integral del sistema (2.1) es globalmente Lipschitz con constante
de Lipschitz L > 0 (ver Definicién 1.1).

Supuesto 2.2. En relacion al nicleo K : T — R de la ecuacién integral
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del sistermna (2.1), donde
T :={(t,s) € R* :a < s <t < b},

supondremos que

1. K(t,-) : [a,t] — R es integrable segiin Lebesgue para cada ¢ € [a, b]
y ademas,

2. asumimos que existe una funcién h : [a,b] — R acotada e integrable
segin Lebesgue, tal que

b n
\/K(.7 §) = sHp Z |K(ti,s) — K(t;-1, )| < h(s)

s g1

casi en todas partes, donde [], : s = ) < ¢ < --- < t, = b denota a
cualquier particién del intervalo [s,b] para cada nimero real fijo s € [a, b].

Observacién 2.1. Fijemos cualquier nimero real ¢t € [e,b]. Si z €
BVa, b, entonces la funcién s — K(t, s) f(x(s)) es integrable segtin Lebesgue;
lo que implica que la funcion

L /t K (t,s)f(x(s))ds

esta bien definida.

Ejemplo 2.1. [14] Un ejemplo de la funcién K mencionada en el Supuesto
2.2 es K(t,s) := f(t)h(s), donde f : [a,b] — R es una funcién de variacion
acotada y h : [a,b] — R es funcién acotada e integrable segin Lebesgue.

Lema 2.1. [23] Si la funcién g : [, b] — R es integrable segiin Lebesgue,
entonces la funcion W : [a,b] — R ; W(t) := f;g(s)ds es de variacién
acotada.

A continuacién damos un ejemplo de una funcién A como la que esta pre-
sente en el segundo miembro de la ecuacién integral del sistema (2.1).

Ejemplo 2.2. Gracias al Lema 1.4 del primer capitulo y al Lema 2.1,
podemos dar como ejemplo de una funciéon A : BV|a,b] — BV]a,b] a la
que definimos como A(g)(t) := f: g(s)ds.

Definicién 2.1. Una funcion ¢ : R — R es localmente Lipschitz, si para
cada mimero real r > 0 existe una constante L, > 0 tal que | ¢(t) — ¢(7) | <
L, |t — 7 | para cada par de nidmeros reales t, 7 € [—r, r].
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Proposicién 3.1. Si una funcién el globalmente Lipschitz, entonces ella
es localmente Lipschitz.

Lema 2.2. [29] Dada una funcién ¢ : R — R, definimos la composicion
de funciones A(g) como A(g) := ¢o g para cada g € BV[a, b]. La composicién
de funciones A(g) € BV|a,b] paracada g € BV]a,b| si, y sélo si, la funcion
¢ es localmente Lipschitz.

Ejemplo 2.3. Si una funcion ¢ es localmente Lipschitz, entonces el Lema
2.2 nos suministra otro ejemplo de una funcién A : BV{a, b — BVa, b] tal
como la que aparece en la ecuacién integral del sistema (2.1).

El teorema que sigue nos es 1til tanto en la préxima Seccién 2.2, como
en la Seccion 3.4 del capitulo 3.

Teorema 2.1. [13] [Alternativa de Leray-Schauder| Sea U un subconjun-
to abierto de un espacio de Banach (X, - ||) tal que 0 € U. Supongamos
que H : U — X y asumamos que existe una funcion continua creciente
tal que ¢ : [0,00) — [0,00), la cual satisface que ¢(2) < z para co-
da z > 0 y ademds, para cada par de elementos .y € U tenemos que
”H(;’U) - [I('q)“ < d)(||1 — y||); donde U denota la clausura de ] en X.

Adicionalmente asumimos que H (') estd acotado y que x # MNH(x) para
cada x € QU y todo X € (0,1]; donde OU denota la frontera de U en X. St

cada uno de los supuestos anteriores son ciertos, entonces H tiene un punto

fijo en U.
2.2. Existencia de Soluciones
Definicién 2.2. Dada z € BV/a, b|, definimos F(z) : [a,b] — R como

F@)(0) = / K(t, 8) f(x(s))ds.

Recordemos la siguiente definicién.
Definicién 2.3. Definimos ||z|| := |z(a)] + V(z), donde \/(z) denota la
variacion total variation de x € BV[a, b] (ver Definicién 1.3).

Lema 2.3. Si x € BV{a, b, entonces F'(x) € BV[a,b|. M4 atn,

b
1@< s |6 [ s)ds

a
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para cada @ € B, == {x € BV[a,b]: ||z || £ 7}y todo r > 0.
Prueba. Observe que ||F(z)|| = V(F(x)) paracada z € BV]a,b]. Ahora
definimos K : [a,b] X [a,b] — R como

]A((ts)m K(t,s) if a<s<t,
Y 0 if t<s<b.

Sea [[:a =1ty <t; <--- <t, = buna particién cualquiera del intervalo
la, b]. Dada cualquier funcién = € B,, tenemos que

ZR:IF(L)(E) - F(-'?I-f)(ti—1).

b N b .
/ Rt $)f((s))ds — / Rty s)f(x(s))ds

Ja

< ma,x ‘f s)l /u Z‘K(tmé> K(t7 158

b
< mix 0] [ V/RCs) i

b
< max ]f s)i / h{s) ds.

s€[—r,r]

A continuacién definimos otra funcién G|.

Definition 2.4. Sea z¢ un nimero real cualquiera fijo. Dado g € BVa, b},
definimos
Gy : BV[a,b] — BV]a,b] como
it
Co)) = 0 + A0~ Al)w) + [ K(t.s)f(as)ds
— (20— Al9)(@)) + A(g)(t) + F()(1).
Lema 2.4. Si & € BV/a, b, entonces Gy(z) € BV|a,b].
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Teorema 2.2. Sea 1 cualquier nimero real y asumamos que existe un
nimero real fijo a > 0 tal que II[)PiX] |f(s)] < r+ « para cada > 0. Si la
sel—~rr

funcién h del Supuesto 2.2 cumple con que f: his)ds < 1y L fab h(s)ds <
1, entonces existe una solucién z, € BV|[a, b} del problema con valor inicial

o)~ (@) = AW — A)@) + [ K(t,9)(als))ds,
.L(LL) =19 € R,

para cada funciéon dada ¢ € BVia,b.
Prueba. Sea g cualquier elemento BV |[a, b]. Definamos K : [a, b]x][a, b] —

R como
~ K(t,s) si a<s<t,
Rts= b shasss
0 si t<s<hb.

Elijamos un nimero real r > 0 tal que

H(:Lro— A(g)(a)) +A(g)” + a/ﬂb h(s)yds: < r(l —/: h(s)ds).

Ahora definimos H : B, —» BV|a,b] como H(z) := G,(z).
Sea []:a =1y <ty <--- <, = buna particion de [a, b]. Dada cualquier
par de funciones z,y € B,, tenemos que

| () —H(y)]) < sup Z} (F(x) = F@)(t) — (F(z) - F())(tims)

- Z (1) (£ (a(s))~F(ols) ) s — | TRt 9 (£l =1 o)) ds

b i ~ ~
< L:el[tpbl y(a)|l Z!K(ti,s) -~ K(ti_l,s)‘ds
/ \/K ) ds [lz — g

< L/ h(s) ds flz — oIl -

7
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A continuacién asumimos que existe un elemento x € B,, tal que & =
AH (z) para algiin A € (0,1]. Debido al Lema 2.3 y a la forma como se
escogi6 el nimero real r > 0, tenemos que

b
: / h(s) ds
a

Izl = M@ < IH@)| < [[(z0—A(9)(a))+Al9)|| + Sgégrjlf(S)

< (o — A(g)(@)) + A)|| + (r + @) / h(s)ds < T

Esta desigualdad implica que si € B, cumple con que z = AH(z) para
algin X € (0, 1], entonces x no pertenece a 9B,.

Si definimos ¢ : [0,00) — [0,00) como ¢(z) = (Lf: h(s)ds)z, en-
tonces la alternativa de Leray-Schauder (Teorema 2.1) implica que existe
una solucién perteneciente a B, C BV]a,b] del problema con valor inicial

oft) ~ (@) = AQ)D) ~ Alg)a) + [ K(t (),

z(a) = 29 € R,

para cada funcion dada g € BV|a,b].

Ejemplo 2.4. Un ejemplo del tipo de funcién f : R — R como la
mencionada en el enunciado del Teorema 2.2 es f(s) := s+ - sens, donde
8 es cualquier mimero real fijo.
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Capitulo 3

La Ecuaciéon de Hammerstein
en el Espacio de las Funciones
de p-Variacion Acotada

El presente capitulo esta organizado de la siguiente manera: en la Seccién
3.1 presentamos las definiciones y resultados preliminares necesarios que se
refieren a las funciones de @—variation acotada, los cuales se tomaron de
[3] v [5]. Luego, en la Seccién 3.2, aplicando el Teorema del Punto Fijo de
Banach, estudiamos la existencia y la unicidad de las soluciones de la ecuacion
de Hammerstein con parametro

wa) = o) + A [ K@y

en el espacio de las funciones de @-variacion acotada definidas en cualquier
rectangulo del plano 1? := [ay, by x [ag, by], donde z,y € I? | K : [P xI? — R,
f:I’xR — R y X & R. Después, en la Seccién 3.3, investigamos la
existencia local y la unicidad de las soluciones de la ecuaciéon de Hammerstein

u(z) = v(x) + /Ib K(z,y) f(y, u(y))dy.

en el espacio de funciones mencionado y por ultimo, en la Seccién 3.4, u-
sando una version no lineal del Teorema de Leray-Schauder (Teorema 2.1),
probamos la existencia global de las soluciones de la ecuacién integral anterior
en el mismo espacio de funciones.



3.1. Preliminares

Esta seccién contiene cada una de las definiciones y propiedades que son
necesarias para comprender en si mismo el contenido del Capitulo 3.

Definicion 3.1. Fijemos cualesquiera nimeros reales aj, az, by v be tales
que a; < b] y ay < bs. Sean {t }m = {(L] = <t < <ty = b1} v
{si}t ={a2 =s0 <81 < - < 8y = ba} particiones de los intervalos [a, 1] y
laz, bs), respectivamente. Dada, una funcién w : I? := [a), b;] X [ag, bs] — R,
definimos las siguientes cantidades:

Am'll,(t,j, 61,2) = ’U,(ti, az) - U,(ti_l, (1,2),

A01U((L1, Sj) = ’11;(&]_7 -Sj) — u(al, Sj-1 ),
Auu(t,;,sj) = 'lL(ti_.l,SjAl) + ’U(ti, Sj) — ‘U;(ti~1,8j) - U(ti,é’jml).

La definicién que sigue, aunque es similar a la Definicion 3.1, no se en-
cuentra en ninguna de las referencias bibliograficas [3] y [5].

Definicidén 3.2. Fijemos cualesquiera cuatro niimeros reales a;, by, as v bs
tales que a7 < by yvag <by. Sean {;}7 ={a; =l <ty < -<tn,=b}y
{3;}1 = {az = so < 51 <--- < 8, = by} particiones de los intervalos [a,,b] y
lag, b, respectivamente. Dada una funcién K : [ay, b;] x [ag, by] X I8 — R,
definimos las siguientes cantidades:

AjK(li,az,y) = K(li, a2, y) — K(ti-1, a2, ),
A(nK(al,Sj:"J) - A(G‘l«'s]v A(aly'rd Q’)
AnK(ti sj,y) = K(tia, 8j-0,9) + K(ti, 85, 9) — K(tier, 85, 9) — K(ti, 85-1,9).
Definicién 3.3. Una funcién ¢ : [0,00) — [0, 00) es una p-funcion, si
son ciertas cada una de las siguientes condiciones:
1. ¢ es continua,
2. p(t) =0sdlosit =0,

3. @(t) — oo cuando t — 0o v
4. la funcién ¢ es no decreciente.

Definicién 3.4. Dada una funcién « : I* — R, definimos la ¢-variacién
en el sentido de Riesz de la funcién u en [aq, b;] X {a2} como

|A10U ti, a2)]
w.la u = su : tL - ti“ 3
pr Lo (1) mp ?: Tt | 1]
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donde el supremo se toma sobre el conjunto de las sumatorias indicadas,
correspondientes al conjunto de las particiones Il; del intervalo [a,, by].

Definicién 3.5. Dada una funcién u : I? — R, definimos la -variacién
en el sentido de Riesz de la funcién v en {a,} x [ag, bs] como

, Agulay, s
VR[ (1) me Z 1_01_(_1_)! N E——

— 851l

donde el supremo se toma en el conjunto de las sumatorias que corresponden
al conjunto de las particiones II, del intervalo [az, ba].

Definicién 3.6. Dada la funcién u : I* — R, definimos la @-variacion
bidimensional en el sentido de Riesz de 14 funcién u en I mediante la
expresion

Aqult;, s;j)l
VE(u) = LJ_L__”_J_ AL - 1As.

donde el supremo se toma en el cojunto de las dobles sumatorias que co-
rresponden a cada par de particiones (I1;,11z) de los intervalos [a),b1] ¥
laz, by], respectivamente.

Definicién 3.7. Dada la funcién u : [? — R, definimos la @-variacién
total acotada de Riesz de u, la cual denotamos mediante el simbolo T ’Vf(u),
como

TVEu) = Vi s + Vo) + V().

02:

Definicién 3.8. Al conjunto de las funciones u : I® — R que son
w-variation total acotada en el sentido de Riesz finita, lo denotamos como
VIE(IL); es decir,

VE(IY) :::{u IR TVEu) < oo}.

Nota 3.1. Denotamos como BVE(I}) := <V¢R([2)> al espacio lineal

generado por el conjunto V. E(1%).

Teorema 3.1. [3] (p. 67) Sea ¢ : [0,00) — [0,00) una p-funcion. Si

t—ro0 t

v es convera y lim &2 = oo, entonces el par BVEIY |- ||f> es un
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espacio de Banach con la norma

||u||£ = Iu(al,az)l + inf{ e>0: TVf(g—) <1 }

Nota 3.2. [3] (p. 82) Si ¢ es una p-funcion convexa tal que fl}glo f%t—) = 00,
entonces
luflo = sup{ fu(@)|: @ € 18} < Jull®.

Definicién 3.9. Denotamos mediante el simbolo @(/?) al conjunto cons-
tituido por los rectangulos P := [t, 1] X [x), 22| que estan contenidos en el

Definicién 3.10. Una funcién F': &(I%) — R es absolutamente con-
tinua si para cualquier nimero real ¢ > 0, existe un § > 0 tal que si para
cualquier conjunto finito de rectdngulos P, ..., P, € &(I?) cuyos interiores

son disjuntos dos a dos y los cuales cumplen con que

k
] N
> 1Bl <4
=1
entonces

SRR <

i=1

Definicién 3.11. Dada una funcin u : I? — R, definimos la funcién de
rectangulos correspondiente F, : (/%) — R como Fu,([tl,'tz] X [, :z:;_.]) =
Anu(ts, x2).

Definicién 3.12. Una funcién u : I — R es absolutamente continua I}
en el sentido de Carathéodory, si la funcién de rectangulos correspondiente £,
es absolutamente continua y las funciones u(aq, -) : [az,ba] — Ry u(-, a2) :
[a1, b1] — R son absolutamente continuas segin la Definicién 1.2 del primer
capitulo.

Teorema 3.2. [3] (p. 23) Sea ¢ : [0,00) — [0,00) una p-funcién que
es convexa tal que tlfm—‘p—(ti) = 00 y consideremos olra funcién u : [® — R.
00

Entonces TV (u) < 0o si, y solo si, u es absolutamente continua en I? en el
sentido de Carathéodory.

36



Teorema 3.3. [3] (p. 22) La funcién u : I° — R es absolutamente
continua en I' en el sentido de Carathéodory si, y sélo si, u admite una
representacion integral

i T
u(t,x) =e + / f(s)ds + / g(mydn + // h(s, n)dsdn,
Jaq Jag . Q{t,r)

para (t,x) € I, donde e € R, f y g son Lebesgue-integrables respectivamente
en los intervalos [ay, b1] y (a1, b1], ¥y Q(L, ) = [a1,1] X [ag, z].

o)

Lema 3.1. Si ¢ es una p-funcién convexa lal que lim =+ =oo0 y u €
t—00

BVE(IY), entonces la funcidn u es continua.
Prueba. Este lema es una consecuencia de 1a Nota 3.1, los Teoremas 3.2
y 3.3 anteriores y el Teorema 1.3 del Captulo 1.

3.2. Existencia y Unicidad de Soluciones

En esta seccién estudiamos la existencia y unicidad de las soluciones de
la ecuacion de Hammerstein con parametro

u(@) = o(z) + A fij(:Iay)f(y, w(y))dy (3.1)

en el espacio de Banach BV?(I%) conlanorma [|ul|%. De ahora en adelante
asumimos las siguientes hipdtesis:

Supuesto 3.1. Suponemos que K : I’ x I> —s R es una funcién acotada
yque f: I[xR — R es continua. Ademds, asumimos que K (x,-): I® — R
es medible para cada elemento fijo z € I’ y que la funcién f es localmente
Lipschitz en la segunda variable; es decir, dado un nimero real r > 0, existe
una constante L, > 0 que depende de 7, tal que

para todo elemento y € I y para cada par de nimeros reales ¢, 7 € [—r, 7].
Supuesto 3.2. También asumimos que la funcién ¢ : [0,00) — [0, 0)
es una (-funcién convexa tal que lim fﬁ—‘l = 00.
t—oc
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Supuesto 3.3. Suponemos que existe una funcién w € BV(1}) tal que
para cada par de nimeros reales (t;,s;) € [a1,b1] X [az, b2] y cada elemento
y € 1%, se cumple que

1. iA'IQ}((f;i, az,y)i < IAm’lU(ti, az)l s

2. ‘AOlK(al, S, y)] < ]Amw(al, sj)l ,

3. |AnK(t, siy)| < {Allw(ti, 5,)! ,
4.

SUP{'K(GLW:Z/)l ‘Y e I} S ] 'LU(Cll,Clz) l

A continuacién damos un ejemplo de una funcion K que cumple con cada
uno de los tres supuestos anteriores.

Ejemplo 3.1. Sean p: I’ — R y ¢: I° — R dos funciones acotadas
tales que 0 < p(ay,az), p € BVE(IY) y ¢ medible. Definimos K como

K:I"xI* —R: K(z,y) = plx)q(y).

Observe que la funcién K posee las propiedades mencionadas en los tres
supuestos mencionados, siendo

w(z) = sup{|Klaaxp)| sy € 12} + sup{la@)]:y € L2} - pla).

Ahora definimos la funcién F(u) del rectangulo I? en R para cada ele-
mento fijo w € BV (I7).

Definicién 3.13. Dado un elemento u € BV (1}), definimos F(u) :
> — R como

Plts) = [ Kt s f.ut)dy

Observacién 3.1. Ya que hemos asumido que K : [? x I[® — R es
una funcién acotada, f : I’ X R — R es continua y K(z,-) : I — R
es una funcién medible para cada elemento fijo z € I?, entonces la funcién
Flu)(z) = f/{; K(z,y)f(y, u(y))dy de la Definicion 3.13 esta bien definida.

Jonsideremos algunos lemas y teoremas ttiles relativos a la funcién F.

Lema 3.2. Para cado v € BVF(I?), tenemos que

Aq (Fiu)) (ti, Sj) = /]b Ay ( {;: )(ti: S5, ) f(y, uw(y))dy.
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Prueba. La prueba consiste en la siguiente sucesion de igualdades:

AU(FEH)) (t:, 55)

F(u F(u F(u
= ——(ti-1, 85-1) + g)(thj) - i)(ti~]>3j) - (?)(ti;331~»1)

1
== { K (tia, 85-1,9) f(y, u(y))dy + / K (L, s5,9)f (9, u(y))dy
< I’ JIt
- K(ti-~1: 'Sja U)f(ga u(y))dy - [ K(tia 5_7'--17 !/)f(y‘ U’(y))dy
n JI

K K
= /Ib;(tm,sj~.1,y)f(y,U(y))dy + /Ib;(ti,sj,y)f(y,uw))d:u

K K
- [ Tt sy ~ [ s e )

J /]b A“’( g )(ti’ s, ) S (. u(y))dy.

O

Definicién 3.14. Para cada elemento u € BVVf(Ig) definimos C,, :
mé]x!f(y, u(y))|. También definimos [1Z] := (by — a1) - (ba — az).
ye

Observacién 3.2. El nimero real C,, de la Definicién 3.14 existe debido
a que y — f(y,u(y)) es una funcién continua.

Lema 3.3. Siu € BV(I}), entonces

F(u) . |1°|C,w
fR < R a .

Prueba. En vista de que la funciéon ¢ es creciente, tenemos que

(’Q(iA“(Fiu‘/)(ti’S])i) - w(lA“( I—]‘l’)—;?—’ﬁ )(fhﬁj), )

|AL] - |As;] |AL,] - [As;]
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Luego de usar la Definicién 3.6, concluimos que Vf <F (u) ) <V R( L] Cu ) )

De la misma forma como probamos el Lema 3.3, podemos deducir los dos
lemas que siguen.

Lema 3.4. Si u € BVE(1}), entonces

F(u) |71Cuw
R R
V(p,{al,b]] ( e ) S V‘pvfalzbjj < & ’

Lema 3.5. Siu € BVE(IY), entonces

F(u) |18 alCuw
VR!(JZ bf) ( € ) S Vgp{{[ag,bg}( z *

El teorema que sigue es consecuencia inmediata de los tres lemas anterio-
res.

Teorema 3.4. Siu € BVE(IL) ye > 0, entonces

TVR(M) < TVR( \C. w>
¢ € - ¢ £

Lema 3.6. Siu € BVWR(IS) y € > 0, entonces

. . F ~ b W
fnt(€>O:TVR —@ <13 < inf e>U:TVR/!—[E’Jg——(3 <1p.

El Lema 3.6 nos permite probar el siguiente teorema, el cual juega un rol
importante en este capitulo.

40



Teorema 3.5. i u € BVE(I}), entonces F(u) € BVE(LL) y

IFwlg < lfﬁl-g}gf]f(y,lt(y))l-Ilwllg~

Teorema 3.6. $i u,u € BV(I?), entonces
1F(u) = F@lg < gl max | (v, u(w) — (g @) - lwllf

Prueba. Este teorema se puede deducir de la misma manera que el Teo-
rema 3.5, si tomamos Cy, 5 = mé.}( |f(y, u(y)) — f(y,%(y))| en lugar de
yE

C, := méx ‘f(gu(y))‘
yel
O
Fl siguiente lema nos es de utilidad para probar la existencia de las solu-
ciones de la ecuacion integral (3.1).
Lema 3.7. Dado un nidmero real r > 0, existe C = C(r) > 0 tal que

| F(u) | < C para cads w € B; = {u e BVE(I) " : |w|)f "< 7‘}.

Definicién 3.15. Fijemos v € BVE(IY) y A € R. Dado u € BVE(1%)
definimos
Ga(u): I — R;

Ga(u)(t,s) == v(t,s) + /\/be K(t,s,y)f(y, u(y))dy

= o(t,s) + AF(u)(t,s).

Lema 3.8. Si u € BVJ(I}), entonces Gy(u) € BVE(IY).

Lema 3.9. Sean v € BVF(I}) yr > 0. 8 ||v||F <r | entonces existe

un mimero real D = D(r) >0 tal que Gx(u) € B, para cada uw € B, y
todo A con | A| < D.

Lema 3.10. Sea v € BVE(IL) y fijemos un nidmero real v > 0 tal que
| v |} < r. Eviste un nimero real E = E(r) >0 tal que si |\ | < E,
entonces Gy(u) : B, — B, es una contraccion.
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Prueba. Sea D tal como en el Lema 3.9 y supongamos que los elementos

u, u € B,. Observe que
| Ga(u) = Ga(@) |F = ||| Fu) - F@) |IF

Debido al Teorema 3.6 y ya que f: I’ x R — R es localmente Lipschitz
con respecto a la segunda variable, existe una constante L, > 0 tal que

|F(u)— F@|% < 2L fwlE - |ju—a]

para cada par de elementos u,% € B,. Por lo tanto

I Galw) = Ga(@) I8 < 18I A Leflwl® - Jju— @

para todo par de elementos u,u € B,. Notemos que existe un mimero real
E = E(r) > 0 tal que si | X\ |< E, entonces |I?] | \ | L»Alw]lf} < 1. De
aqui concluimos que si | A | < min{F, D}, entonces Gx(u) : B, — B, es
una contraccion.

O

En vista de que Gi\(v) : B, — B, es una funcién de contraccién, en-
tonces usaremos el Teorema del Punto Fijo de Banach para probar la exis-
tencia y unicidad de las soluciones de la ecuacién integral (3.1).

Teorema 3.7. Supongamos que v € BV(IY) y que || v Hg < 1 para
un numero real dado r > 0. Fxiste un nimero real E = E(r) > 0 tal que si
| A|< E, entonces existe una solucion de la ecuacion integral

ue) = ofe) + A [ K@) uw)dy

la cual pertenece a BVf(Ig)

Prueba. Al usar el Teorema del Punto Fijo Banach con la funcién G, :
B, —» B,, se obtiene una solucién unica de la ecuacién integral anterior
perteneciente a B, C BVE(1Y).
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Observaciéon 3.3. La prueba del Teorema 3.7 sélo garantiza la existencia
de una solucién de la ecuacién integral (3.1) en el espacio BVE(1?).

Definicién 3.16. Se dice que la funcién f : I’ XR — R es globalmente
Lipschitz en la segunda variable, si existe una constante L > 0 tal que

[f(y.t) = fly,7)] < Lt —7]
para todo elemento y € I° y para cada par de nimeros reales t, 7.

Teorema 3.8. Supongamos que v € BVE(IL). Si f : I xR — R
es globalmente Lipschitz en la segunda variable con constante de Lipschitz
L > 0, entonces existe un numero real D > 0 tal que para cada nimero real
A con | A| < D, existe una solucion dnica de la ecuacion integral

w(x) = v(r) + )\/1:6 K(z,y)f(y,u(y))dy

pertenecienta al espacio BV@R(]S).

Prueba. Escojamos un mimero real r > 0 tal que || v |# < 7. Debido
al Teorema 3.7 existe un nimero real £ = E(r) > 0 tal que si | A |< E,
entonces existe una solucion de la ecuacion integral

) =0+ [ K0y

la cual pertenece al espacio BVR(] ). Si suponemos que hay otra solucién
i € BVE(I!) de la ecuacién mtewml anterior, debido al Teorema 3.6 tenemos
el siguiente estimado

fu-T|F < WIF@W - F@|?

< -1 nax | £, u(w) — £y, iiy))] - flwE
< I L Rt N [ 1
< A !-ll”l- Nellf - e =]

Si elegimos un niimero real X tal que

A < D= D(r) = ml’n{E(’")’ m’? }

entonces u(y) = u(y) para cada elemento y € I°.
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3.3. Existencia de Soluciones Locales

En esta seccién probamos la existencia de soluciones locales de la ecuacion
integral

u() = ofe) + / K (e, 9)f (g, u(y))dy. (3:2)

A continuacion se enuncia un supuesto referido a la funcién v : I — R que
aparece en el segundo miembro de la ecuacién integral (3.2). Asumimos este
supuesto s6lo en la presente seccion.

Supuesto 3.4. La funcién v : I — R satisface las siguientes condiciones:

1 Ajgv(ti,s
2 Vé?[m,bz] (v)(s) = S;IIP i1 I tm L(L iy |ti —ti1| < co para todo
1 it

$ € [ag, by] donde Ajgv(t, s) == v(ti, s) — v(ti-1,s) ,

Aorv(t,s;)

2. VR{ b (V) s=sup 370 -|s; — 8j-1] < 0o para todo
@,[az,62 s J sj=8j 11

t € a1, b1| donde Agu(t,s;) = v(t,s;) —v(t:s;-1) ¥

By ot o m g Apyw(ts,s;)] | \
3. Vi (v) = nb:lxli Dim1 D=1 ¥ W] - |AL;] - |As;| < o0, donde

Ano(ty,s;) = o(ti,851) + vty 85) — v(tizg, s;) — v(ti, s5-1)
tal que los supremos se toma sobre el conjunto de las particiones I1; y Il
de los intervalos |a1,b1] v |az, by, respectivamente.

Observacién 3.4. Si v satisface el Supuesto 3.4, entonces v € V.(.J) C
BV,OR(J ) para cada rectangulo J contenido en el rectangulo /. En particular,
si J = 1%, entonces v € VE(I?) € BVF(LY).

Teorema 3.9. Hay un ndmero real § > 0 tal que si J := [c1, dy] X [¢2, do]

es un rectdngulo que estd contenido en I° y |J| = (dy —¢1) - (da—c2) < 6,
entonces existe una solucion de la ecuacion integral

w() = vilz) + /J K (2, ) (9, u(w))dy

la cual pertenece al espacio BVWR(J ), donde v; en dicha ecuacidon denota a la
funcion v restringida al rectangulo J. Ademds, si [ es globalmente Lipschitz
en la sequnda variable, entonces tal solucion es unica.
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Prueba. Sea u un elemento del espacio BV #(.J). Definimos F;(u) : J —
R como

Fru)(t,s) := / K(t,s,y)fly,u(y)dy vy
JJ

Gy(u): J — R como
Gou)(t,8) = vyt s) + / K(t, 5, 9)f (9, u(y))dy

== ’l)J(t? S) + »F.I(_U‘)(t’ 8)'

Denotemos mediante el simbolo || v ||¥ a la norma de la funcién v en el
espacio BVE(I!). Fijemos un nimero real r > 0 tal que || v |¥ < 7.

Definimos B,(.J} como
B.(J) :={ue BVI(J) : |ullf < r}

Debido al Teorema 3.5, tenemos que F;(u) € BVf(J) para todo elemento
u € BVF(J) y ademds, existe un nimero real R(r) que no depende del
rectangulo .J, tal que

IEA )l < 1) - R Al -

Notemos que existe un nimero real §; := é;(r) > 0 tal que si | J | < 4,
entonces

1Gsllg < Nosllg +1E@lE < ol +IEwig < r

Debido al Teorema 3.6 y en vista de haber asumido que f : [’ xR — R
es localmente Lipschitz en la segunda variable, existe una constante L(r) > 0,
que no depende del rectangulo J, tal que

| Gy(u)— G,(@) ||E =

Fy(u) = Ey@IE < 1]~ L) - el o — ]
para todo par de elementos u, 7 € B,(J). De aqui tenemos que

| Gy(u)-G,@) || < |.]]-L(r)-Hwaj-Hu~ﬂH:z para todo par u, % € B,.(J).
Observe que existe un nimero real dg = da(r) > 0 tal que si | J | < o,

entonces |J|- L(r) - lelg < 1. De esta manera, si | J | < § := mim{d;, &2},
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entonces G;(u) : B,(J) — B,(J) es una contraccién. Debido al Teorema
del Punto Fijo de Banach, la ecuaciéon integral

wa) = o) + [ Kiwu

posee una solucién tnica u € B,(J) C BVE(J). Si la funcién f es global-
mente Lipschitz en la segunda variable, al seguir las ideas usadas en la prueba
del Teorema 3.8 tal solucién es tinica en el espacio BV (J).

]

3.4. Existencia de Soluciones Globales

Nuevamente consideramos la ecuacién integral (3.2)

uw) = o) + [ K@) @)

1'1)

pero en esta ocasion probamos la existencia de soluciones en el espacio Ba-
nach BV/(I). A continuacién damos las pruebas de los dos resultados que
constituyen la presente seccion.

Teorema 3.10. Supongamos que f: I° x R — R es una funcion conti-
nua y globalmente Lipschitz con respecto a la sequnda variable con constante
de Lipschitz L > 0. Siv € BVF(I) y &= (I, L,w) == |I}|- L-||w]|} < 1,
entonces existe una solucion de la ecuacion integral

w(z) = v(xr) + /fb K(z,y) f(y, u(y))dy

perteneciente al espacio BVSDR(Ig .

. - +F(0)|| 2
Prueba. Sea r un mimero real positivo y fijo tal que ”"—1_(7)& <

donde F' es la funcién dada la Definicion 3.13. A continuacion definimos el
conjunto

U:=Ulr):= {u € BVf([;’) : ||qu < 7"}

y a la funcién funcién H : U — BV.E(I?) mediante la férmula

H{u)(t, s) == v(t,s) + F(u)(t,s) = v(t,s) + /b K(t,s,y)f(y, u(y))dy.

Ya
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Debido al Teorema 3.6, tenemos que

R
@

IH@) —H@) |lg < o] L Jlwllg - [ju—

para cada par de elementos u, % € U. Observe que esta desigualdad implica
que H(U) estéd acotada. Ahora definimos la funcién ¢ : [0,00) — [0,00)
como ¢(z) := Kz, donde K es la constante mencionada en la hipétesis del
teorema.

Si suponemos que existe un elemento u € U tal que u = AH(u) para
alglin nimero real A € (0, 1], al usar la desigualdad anterior obtenemos que

fullf = AHw) [|f= M H@) I < || H(u) |I§
< || H(w) — H(O) X + || H() |2
< wffufl? + 0 H(O)E
De aqui se deduce que

I H#(0) J§

R
) (<

De esta desigualdad y el hecho que u € U implica que || u | = r, deduci-
mos que u # AH(u) para cada u € U y todo A € (0,1] . Luego de usar
la Alternativa de Leray-Schauder que se encuentra en los Preliminares del
Capitulo 2, concluimos que existe una solucion de la ecuacién integral

u(e) = o(x) + / K (e, 9)f (v, u(y))dy,

la cual pertenece al espacio BVR(1?).

Teorema 3.11. Si
1. existe una funcion continua y creciente v : [0,00) — [0,00) la cual
satisface que |I3] - [|w||& - 4(2) < z para cada z >0 y ademds
2.
[F(o.t) = £y, B)] < (]t —1])

para todo par (y,t), (y,t) perteneciente a I® x R y también
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3. existe una funcion continua creciente ¥ : R — R tal que W(t) > 0
para cada t > 0, con la que se cumple que |f(y,t)] < ©(|t|) para todo
(y,t) € I; xR y

4. existe un numero real r > 0 tal que

T
g + 12l Nl - v (r)

> 1,

entonces la ecuacion integral (3.2) tiene una solucion que pertenece al espacio
BVE(I3) para cada funcion dada v € BVE(I}).

Prueba. Sea r un niumero real tal como el que se postula en el cuarto
numeral de la hipétesis. Definimos el conjunto U como

_ Regby . 1o, |1 R
U = {u € BV*(1,) ]|, < T}

y ala funcién H : U — BVE(I?) como

H(u)(t,s) == v(t,s) + F(u)(t,s) = v(t,s) + / K(t,s,y) f(y,u(y))dy.
It
Debido al Teorema 3.6, tenemos que

IHH ) - H@) |l < |L] - Igx |Fy, u(®) = [y, @) - lwllg

< 111 ol - o (mix|uty) ~w)]) < V2ol o0 u =12

para todo par u,u € U.
Si definimos ¢ : R — R como ¢(2) = |[]- Hw”fj -9(z), tenemos que

u—||%)

para cada par de elementos u, % € U. De esta designaldad podemos deducir
que el cojunto H(U) esta acotado.

Ahora supongamos que existe un elemento u € BV F(1}) tal que |jul|f = r
y « = AH(u) para algin ndmero real A € (0,1]. Observe que podemos
expresar este elemento u come

| Hw) = H@ 1E < o

u(z) =f/\(v(w) + /[ i K(m,y)f(yﬂt(y))dy)
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Debido al Teorema 3.5, obtenemos que

r=llly < ol + IF@IE < iy + llfil-Ilelf'g‘g}flJ"(y,u(y))l

< JollE -+ 1 2w () = ol 1 el - ().

Por lo tanto

R 'bT R S 1’
JollE + T Tl - )

lo cual contradice la cuarta parte de la hipdtesis.
La Alternativa de Leray-Schauder que se encuentra en los Preliminares
del Capitulo 2, implica que existe una solucién de la ecuacién integral

wa) = ola) + [ Ko ut)dy

en el espacio BVE(I}).
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