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Resumen

La teoria del control es hoy en dia una de las areas de investigacion que surgio de
la revolucion industrial y aplicaciones tecnologicas. Es una disciplina donde la unién de
ideas y métodos matematicos originé un nuevo campo de las matematicas.

La teoria de control es hoy en dia un punto de encuentro entre ingenieros y otros
cientificos con matemaéticos.

La palabra control tiene doble significade. Primero, controlar un sistema significa
probar o chequear que su comportamiento sea satisfactorio. La palabra controlar también
significa actuar, poner cosas a fin de garantizar que el sistema se comporte de la forma
deseada.

Como en otros campos de actividades humanas, la disciplina del control existié mucho
antes que la palabra control fuese dada. En efecto, en el mundo de las especies vivientes, los
organismos estan dotados con mecanismos sofisticados que regulan las diversas tareas que
ellos desarrollan. Esto garantiza el crecimiento, desarrollo y reproduccion de las especies.

Las tres ideas ideas claves en la teoria de control son: la nocién de feedback, la necesidad
de fluctuacion y optimizacion.

Por supuesto otros conceptos importantes han surgidos, uno de ellos es la cibernética,
propuesta por el fisico francés Ampere en el siglo 19 para designar la ciencia no existente
de procesos de control. Fue rapidamente olvidada hasta 1948, cuando N. Wiener escogi6
la palabra “Cybernetic” para titular su libro.

Wiener definié Cybernetic como “la ciencia del control y comunicacién en animales y
maquinas”.

De ésta forma se establecid la conexion entre teoria de control y fisiologia y anticipd
que, en un futuro cercano, maquinas obedeceran e imitaran a seres humanos.

Ejemplos del rol de la teoria de control jugado en la historia la encontramos en el
sistema de regulacion de valvulas usadas por los romanos a fin de mantener los niveles de
agua constante. En la antigua mesopotamia el control del sistema de irrigacion fue muy
conocido.

Ejemplos modernos en teoria control podemos citar el trabajo de Ch. Huygens y R.
Hooke en el siglo 17 sobre la oscilacion del péndulo.



Resumen

J. Watt adapto este principio cuando inventé la maquina de vapor que constituye un
paso importante en la revoluciéon industrial.

El astrénomo britanico G. Airy fue el primer cientifico que analiz6 matematicamente
el sistema de regulacion inventado por Watt. Pero la primera forma de descripcion mate-
matica fue dada en el trabajo de J.C. Maxwell en 1868, donde el comportamiento erratico
encontrado en la maquina de vapor fue descrito y algunos mecanismos de control fueron
propuestos.

Aplicaciones simples de teoria de control aparecen en los tanques de nuestros bafos,
sistemas de calefaccion-ventilacion, y aire acondicionados en grandes edificios. La lista de
aplicaciones en la industria es infinita.

Las ideas centrales de la teoria de control gané importancia y la ingenieria de control
surgié como disciplina distinguible.

En los afios treinta importantes progresos fueron hechos en control automético. El ni-
mero de aplicaciones aument6 cubriendo amplificadores en sistemas de teléfonos, sistemas
distribuidos en plantas eléctricas, estabilizacion de aeroplanos, mecanismos eléctricos en
la produccién de papel, quimica, petroleo, industria del acero, etc.

Al final de la década de los treinta dos métodos diferentes emergen: un primer método
se basa en el uso de ecuaciones diferenciales y el segundo de origen frecuencial, basado en
el analisis de amplitudes y fases de “entrada” y “salida”.

En ese tiempo, muchas instituciones tomaron conciencia de la importancia del control
automatico. Esto sucedi6é con la Sociedad Americana de Ingenieria Mecanica (ASME) y
el Instituto de Ingenieria Eléctrica (IEE). Durante la segunda guerra mundial y en los
siguientes anos, cientificos e ingenieros aportaron experiencias en el mecanismo de control
de aviones, proyectiles y disehos de baterias antiaéreas.

Después de 1960 los métodos e ideas expuesta anteriormente pasaron a ser considera-
das como parte de la teoria de control. La guerra mostroé que los modelos considerados
anteriormente hasta ese momento no describian la complejidad del mundo real. En efecto,
en ese tiempo era claro que los sistemas verdaderos son con mas frecuencia no lineales
y nodeterministicos, ya que son afectados por “ruidos”. Esto genero nuevos efectos en el
campo.

Las contribuciones de los cientificos norteamericanos R. Bellman en el marco de pro-
gramacion dinamica, R Kalman en técnicas de filtracién y aproximacion algebraica a
sistemas lineales y el ruso L. Pontryagin con el principio méaximo para problemas de
control optimal no lineal, establecieron los fundamentos de la teoria moderna del control.

R. Kalman uno de los grandes protagonistas de la teoria moderna de control nacié en
Budapest ,Hungria, en 1930. Es ingeniero eléctrico y matematico educado en los estados
unidos. Realiz6 el grado de bachiller en 1953 y su grado de maestria en 1954 ambos
en el Instituto de Tecnologia de Massachusetts y completé su doctorado en 1957 en la
Universidad de Columbia Nueva York. Actualmente esta retirado. En 1974 dijo que, en
el futuro los principales avances en control y optimizacion de sistemas surgiran mas de
progresos matematicos que del desarrollo tecnologico.



Esta es una pequena historia sobre la teoria de control. Una bibliografia excelente que
explica detalladamente la teoria de control puede consultarse en [18].

Este trabajo tiene como objetivo principal el estudio de la controlabilidad exacta de
tres ecuaciones de evolucion estocésticas en espacios de Hilbert separables. Dicho estudio
se realizé de forma que sea autocontenido para aquellos investigadores que no tengan un
conocimiento basico en teoria de probabilidades y procesos aleatorios como también en
integracién estocastica.

El trabajo esta organizado de la siguiente forma: la introduccion es el capitulo 1. El
Capitulo 1 tratamos sobre el concepto de variable aleatoria y su funcién de distribucién en
un espacio de probabilidad (£2, #, P). Definimos la esperanza matematica E y el concepto
de esperanza condicional E{z|%#]. Luego el concepto importante de procesos estocastico
en el que nuestro sistema de evolucién sera modelado.

En el Capitulo 2 debido a que los sistemas de evolucién son modelados a través de
ecuaciones diferenciales y a la ausencia de una teoria de diferenciacién por el caracter
aleatorio de nuestro sistema, es necesario introducir el concepto de integracion estocastica
y lo que es un movimiento Browniano hasta llegar a sus propiedades méas importantes que
debemos usar.

En el Capitulo 3 presentamos la definicién de una ecuacion diferencial estocastica
lineal con ruido aditivo y multiplicativo, es decir, ya sea que tr(QQ) donde @ es el operador
de covarianza definida de Z en 7, sea finita o infinita. Aqui damos un ejemplo de como
podemos resolver una ecuacion diferencial mediante la formula de It6.

En el Capitulo 4 damos el concepto de semigrupo y generador infinitesimal, ejemplos
y sus propiedades pasando por el teorema de Hille Yosida sobre la manera de caracterizar
el semigrupo si un generador infinitesimal es dado. Otro punto importante senialado aquf
es el concepto de controlabilidad exacta de un sistema y las propiedades que determinan
cuando un sistema es exactamente controlable.

En el Capitulo 5, basandonos en un trabajo de Hugo Leiva [31], en el cual se prueba que
bajo la condicién de controlabilidad exacta de un sistema lineal con una perturbacién dada
o conocida, la controlabilidad exacta del sistema se mantiene si una nueva perturbacion
no muy lejos de la perturbacion inicial es impuesta al sistema. De igual forma nosotros
haremos una generalizaciéon del problema al caso en el que la variable estado pertenece en
el conjunto de procesos aleatorios. Especificamente queremos estudiar la controlabilidad
exacta del sistema de evolucion

dz = {(A + P)z + Bu(t,w)}dt + S(t)dw(t), t > 0. (0.1)

donde Z, U son espacios de Banach, t — B(t) : R — L(U, Z) es continua en la topologia
fuerte de operadores de L(U,Z), A es el generador infinitesimal de un Cy—semigrupo
{T(t; A)}s>0 en Z, el control w € LT ([0, 7], U), el conjunto de todos los controles que son
procesos aleatorios sobre un espacio de probabilidad (Q,.Z, P), el operador ¥ definido en
LY = Ly(Q'?E, Z) donde Q el el operador de covarianza definido de Z en Z. Denotaremos
por D(S) el dominio de un operador S en un espacio de Banach X, L(X) el espacio de



Resumen

operadores lineales acotados definidos sobre X. Con esta notacién en mente, considerare-
mos la siguiente clase de operadores no acotados: Si A es el generador infinitesimal de un
Co-semigrupo {T(t; A)}i»0, denotamos por P(A) la clase operadores lineales cerrados P
que satisface las condiciones

I) D(A) C D(P),

II) para cada t > 0, existe h(t) > 0 tal que

| PT(t, A)z|| < h(t)||z]|, para todo z € D(A),
III) la integral fol h(t)dt existe.

Si suponemos que

dz = {(A+ Py)z + Bu(t,w)}dt + L(t)dw(t), t >0,

es exactamente controlable para Py € P(A4) dado, es exactamente controlable entonces la
ecuacion (0.1) también es exactamente controlable.

En el Capitulo 6, basandonos en el trabajo [29] y [33], en el cual se prueba que si
un sistema de evolucién lineal es exactamente controlable, entonces el sistema de evo-
lucion no lineal sigue siendo exactamente controlable siempre y cuando el término no
lineal mantenga condiciones Lipschitz. Nuevamente aqui generalizamos al caso que la va-
riable estado y el control pertenezcan al conjunto de procesos aleatorios L3 ([0,T],Z)
y L5 ([0,T],U) respectivamente. En efecto, estudiaremos la controlabilidad exacta de la
ecuacion de evolucién estocastica semilineal

dz(t) = {Az(t) + Bu(t) + f(t, 2(t),u(t))}dt
+{2@) + o, 2(2), u(t)) bw(2),
donde A es el generador infinitesimal de un semigrupo fuertemente continuo {S(t)}>0, €l

operador B € L(U, Z), w es el control, W = {w(t) }4>¢ un proceso de Wiener con valores
E, ¥ € LY, fy o satisfacen una condicion tipo Lipschitz tales que

- [ 0TI xZxU - Z,(t,z,u) = f(t. z.u)es continnaen t, zy U,
-0:[0,T)x ZxU — LY, (t,z,u) — a(t, z u) es continua en ¢, 2 y U.
.~ existe una constante k > 0 tal que para todo w € Q2

“f(tv z:ul) - f(ta y,’ll,g)“zz + ”O(tv Z,'U.l) - O(t,i 1u2)”ig

< k{ll2(t) — yOx +llua(t) — w5}
para todo t € [0,T], z,y € Z, u € U,

(0.2)

I ) % + | ol 2.0 [Bg< K,
para todo t € [0,T), r.y€ Z, ueU.
Bajo estas condiciones, y suponiendo que la parte lineal

dz(t) = Az(t) + Bu(t)dt + L(t)dw(t),



es exactamente controlable, entonces la ecuacion (7.15) también es exactamente contro-
lable.

Mas aun una férmula para el control que conduce el estado inicial zg a un estado final
z, en un tiempo dado T es hallada.

Debemos indicar que la forma de “aleatorizar” al sistema es mediante el movimien-
to Browniano. Es la técnica mas usual ya que proviene de necesidades de la vida real.
Nosotros dedicamos un aparte al movimiento Browniano.

Cabe destacar que usaremos parte de los resultados y la notacion de los trabajos de
Subalakshmi, Balachandran y Park en [47] donde estudian la controlabilidad de sistemas
funcionales integrodiferenciales semilineales estocasticos, y del trabajo de Mahmudov. N
en [40] donde estudia la controlabilidad aproximada de ecuaciones de evolucién semili-
neales deterministica y estocastica en espacios abstractos.

Para sistemas lineales finito dimensionales, el concepto de controlabilidad fue intro-
ducida por R.E. Kalman [23]. Lee-Markus [36] estudia e investiga la teoria de control
con énfasis en sistemas diferenciales no lineales. Mas tarde la nocion fue extendida a
sistemas infinito dimensionales, véase por ejemplo Russell [45] que trata con la teoria
de control de ecuaciones diferenciales parciales hiperbolicas, sin embargo, la teoria no
estd completa pues existen muchos problemas por resolver y formular, una referencia
es R.F.Curtain y H.J.Zwart [8]. Para ecuaciones de evolucién estocasticos la teoria de
controlabilidad es ain mas reciente y la formulaciéon es mas cuestionable; al menos tres
conceptos de controlabilidad se mencionan: controlabilidad exacta, controlabilidad apro-
ximada y S-controlabilidad. El concepto de S-controlabilidad fue estudiada por Bashirov
y Mahmudov [1]. En referencia a espacios de Hilbert infinito dimensionales estos tres
tipos de controlabilidad se generalizan, ver por ejemplo Nazin 1. Mahmudov [39] en el
que se estudia la controlabilidad exacta de sistemas de evolucion lineales mediante la
relacién existente entre el operador de controlabilidad deterministico y el operador de
controlabilidad estocastico.

En el Capitulo 7, veremos la controlabilidad exacta de una ecuacion de evoluciéon no
lineal en diferencias basada en un trabajo de Jahnett Uzcategui y Hugo Leiva en |30]. En
ese trabajo la hipotesis fundamental es la controlabilidad del sistema de evolucién lineal, y
que bajo ciertas condiciones Lipschitz sobre el término no lineal, el sistema de evolucién no
lineal se mantenga exactamente controlable. Aqui nosotros generalizamos lo realizado en
[30] a sistemas de evolucién que se representan mediante procesos aleatorios manteniendo
el mismo esquema acerca de la hipotesis del problema, pero ahora la variables estado y
el control pertenecen al conjunto de procesos aleatorios tomando valores en un espacio
de Hilbert Z y U, respectivamente. En efecto, consideraremos la siguiente ecuacién de
evolucién definida en [0, ng), donde ng es nimero natural fijo

z(n + 1,w) = A(n)z(n,w) + B(n)u(n,w) + f(z(n,w), u(n,w))
+ {Z(n,w) + o(z(n,w),u(n, w)) Hw(n) —wln — 1))

donde Z y U espacios de Hilbert separables, A(n) es un operador lineal acotado definido
sobre Z con valores en Z y B(n) un operador lineal acotado definido sobre U con valores

(0.3)
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en Z, para todo n € IN. W = {w(n)}, . pv el movimiento Browniano o proceso de Wiener
con valores en un espacio de Hilbert separable. El proceso de control u = {u(n,w)},. pv es
un proceso aleatorio %,-adaptados U-valuado para todo n € IV), donde %, es la sigma
algebra generada por {w(s) : 0 < s < n} para n dado. Sea F un espacio de Hilbert
separable. Para n € IN, ¥(n.w) es un proceso elemental L(E, Z)-valuado, el término no
lineal

[ INxZxU=— Z,
es una funciéon continua en Z y U. La funcién

oc:INxZxU— L(E,Z)
es un proceso elemental L{F, Z)-valuada que satisface

E / lo(s)2gds < +oo,
Jo
donde n € [0,m9] LY = Ly(QY2E, Z) es el espacio de los operadores de Hilbert-Schmidt.
Existe L > 0 tal que ambos términos satisfacen:
I f(n,2,w) = S, 22, u0) 17 + 1 0(n, 21,w) — o(n, 22, u2) [i7g

<L{lla - 2z + lu —wllf ),

para todo 21,20 € Z, uy,up € U, w € Q.
Si nuestra hipotesis es que el sistema de evolucion lineal

z(n+ 1, w) =A(n)z(n,w) + B(n)u(n,w)) + X(n,w)(w(n) — win — 1)),

(0.4)

es exactamente controlable, entonces la ecuacion (0.3) también es controlable, mas ain
una féormula explicita para el control que conduce un estado inicial z a un estado final 2,
en un tiempo dado ng es encontrada.

Finalmente los Apéndices A y B contienen las definiciones y resultados necesarios para
respaldar Capitulos previos.



Capitulo

Procesos Aleatorios

En este capitulo presentamos conceptos y teoremas basicos de teoria de probabilidad
que necesitamos como respaldo para la compresion de los capitulos siguientes. Es un
material dirigido basicamente a aquellos interesados que no tienen conocimiento basico
en teoria de probabilidad y no se requiera de la consulta de otro texto. Las referencias
usadas para la redaccion del Capitulo 1 son principalmente los libros [13], [24] v [46].

1. Modelo Probabilistico

El ejemplo del lanzamiento de una moneda es el clasico experimento que con frecuencia
se utiliza para demostrar la presencia del caracter aleatorio que podemos notar en la
naturaleza o en las multiples actividades que el hombre realiza cotidianamente como el
juego de azar.

Lancemos una moneda n veces y registremos el resultado como un conjunto ordenado
(ay,az....,a,), con a; = 1 para cara y a; = 0 para sello. El espacio muestral consiste de
todos los resultados posibles al lanzar la moneda n veces. Denotemos este conjunto por
2, es decir

Q={w:w=(a1,02,-..,0n),0;,=0,1L,n=12...}.

Si tomamos en cuenta que el nimero de unos que son alcanzados lo denotamos por

>~ a;, entonces cada w dado de esta forma tiene probabilidad

Pw) =p=%g" 2%, p+q=10<pg<1.

Observemos que

> Pw) = i G) i F=(p+g)t =1

wen k=0
El espacio muestral £ y la coleccion de todos los subconjuntos de €2 denotada por & junto
con la definicion de P(w) define un modelo probabilistico y lo denotamos por (€2, &).

El modelo equivalente al precedente es el paseo aleatorio de una particula que comienza
en el origen y al cabo de una unidad de tiempo se encuentra un paso hacia arriba o un
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paso hacia abajo. Luego de n pasos, la particula se ha movido a lo sumo n unidades hacia
arriba o hacia abajo. Cada trayectoria tiene la forma w = (ay, a2, ..., a,), donde a; = +1
O a4y = -1.

Regresando al modelo probabilistico inicial, consideremos el problema de construir un
modelo que consiste de un nimero infinito de lanzamientos independientes con probabi-
lidad p de caer caray g siessello, p+qg=1y 0 <p,qg <1. Es natural tomar

Q={w:w=/(a1,02,...,0,). 0, =0,1,n=1,2...}.

Este conjunto €2, es el conjunto de todos los posibles resultados y lo llamamos “Espacio
Muestral”
Es bien conocido que si a € [0,1) entonces

tiene un desarrollo binario inico que contiene un nimero infinito de ceros. Entonces existe
una correspondencia uno-uno entre los puntos w de © y los puntos a € [0,1) por 1o que ©
tiene cardinal el continuo. En consecuencia, si queremos construir un modelo probabilistico
para describir experimentos como el de infinitos lanzamientos de una moneda, debemos
considerar espacios €2 mas complicados. Si 2 = [0, 1), el problema consiste en escoger un
punto de forma aleatoria en este conjunto. Todos los resultados son igualmente probables
por razones de simetria. Como [0,1) es no-numerable, y si suponemos que P([0,1)) =1,
entonces P(w) = 0. Esta asignacion no sirve. El hecho es que no estamos interesados en la
probabilidad de un w, sino en la probabilidad de un subconjunto A € & llamado evento.
En probabilidad elemental, usamos P(w) para conocer P(A),

P(A) =" P(w).
wEA

En el presente caso , con P(w) = 0, w € [0,1) no podemos definir, por ejemplo,
la probabilidad que un punto escogido en forma aleatoria en [0,1) se encuentre en el
conjunto [0,1/2). De hecho esta probabilidad es 1/2. Esto sugiere que para construir un
modelo probabilistico para espacios no numerables debemos asignar probabilidades no a
resultados individuales sino a subconjuntos de €). Es por ello que procederemos a definir
un modelo probabilistico en sentido general.

Definicion 1.1. Sea Q un conjunto. Sea <7 la coleccion de subconjuntos de Q0. o se
llama dlgebra si

(a) Qe .

(b) Si A,B € & entonces AUB€ & yANBe «.

(c) S1 A e o entonces A° € .

Definicion 1.2. Sea & el dlgebra de subconjuntos de Q. Una funcion de conjuntos
P = P(A), A € & con valores en [0,+00] se llama medida finitamente aditiva sobre </
st

P(A+ B) = P(A) + P(B),
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para todo A, B conjuntos disjuntos en <.

Una medida finitamente aditiva P con P(Q) < 400 se dice finita 6 medida finita.
Cuando P(f2) = 1 se llama medida de probabilidad finitamente aditiva 6 probabilidad
finitamente aditiva.

Definicion 1.3. Una medida finitamente aditiva I’ definida sobre un dlgebra <f de
subconjuntos de €1, es aditiva numerable (o-aditiva) si para todo Ay, As,--- , conjuntos
disjuntos dos a dos elementos de &/ y oy An €

o0 o0
P An) = P(A). (1.1)
n=1 n=1
Recordemos que una medida finitamente aditiva se dice o-finita si se cumple

Q=% Qmed,y P() < +oo. (1.2)
n=1
Si una medida o-finita P sobre & satisface P(2) = 1, se llama medida de probabilidad
y satisface
(a) P(@) =0.
(b) Si Ay B € o entonces P(AU B) = P(A) + P(B) - P(AN D)
(c) Sean A, B € & y B C A entonces P(B) < P(A).
(d) St A, e &, n=1,2,--- |J A, € &, entonces

oo X
P A <30 P(A)
n=1 n=1
Definicion 1.4. Un sistema F de subconjuntos de Q es una o-dlgebra (sigma dlgebra)
si es un dlgebra y satisface la siguiente condicion adicional,
st A€ F,n=1,2,---. entonces

UAneﬁ, Yy ﬂAneﬁ.

n=1

Ejemplo 1. Dado un conjunto 0 arbitrario, el conjuntos F* formado por todos los
subconjuntos de 2 denotado por {A: A C Q} es una o-dlgebra. El conjunto #, formado
por el conjunto vacio ¢ y el conjunto §) forma también una o-dlgebra. Ambos conjuntos,
F*= y F, por supuesto son dlgebras, F* es una o-dlgebra muy grande, mientras ¥, es
muy pequenda.

El siguiente Lema es importante ya que establece el principio de existencia de la menor
algebra y la menor g-algebra que contiene una coleccion de conjuntos.

Lema 1.5. Ver Shiryayev [46].
Sea & una coleccion de subconjuntos de 2. Entonces eriste la menor dlgebra a(&) y
la menor o-dlgebra 0(&) que contiene todos los conjuntos que estdn en &.



Modelo Probabilistico

DEMOSTRACION. La clase .#* de todos los subconjuntos de € es una o-algebra. Por
lo tanto existe al menos una o-algebra que contiene a &. Definamos (&) como todos los
subconjuntos que pertenecen a una o-algebra y contienen a &. Este conjunto asi definido
es o-algebra y en efecto es la més pequeha. 0

a(&) (o 0(&)) frecuentemente se refieren como la menor algebra (o-algebra) generada
por &.

Ejemplo 2. Sea & una coleccion de subconjuntos de R, que son uniones finitas de
intervalos disjuntos de la forma (a,b):

Ae o si A= U(ai,bi], n < +00.

i=1
La coleccion & junto con el conjunto vacid es un dlgebra, pero no es o-dlgebra, ya
1
que, A, = (0,1 — ;] € & pero U A, = (0,1) € &f. Denotaremos por B(R) la menor

o-dlgebra que contiene a & y la llamaremos o-dlgebra de Borel.

Ahora podemos formular el sistema axioméatico de Kolmogorov que forma la base del
concepto de espacio de probabilidad.

Definicion 1.6. Una terna ordenada (€2, F, P) donde

(a) Q, es un conjunto de posibles resultados, llamado espacio muestral,
(b) & es una o-dlgebra de subconjuntos de 2,
(c) P es una probabilidad sobre #,

se llama modelo probabilistico o espacio de probabilidad. 2 es el espacio muestral o espacio
de eventos elementales, un conjuntos A € F se llama evento, y P(A) es la probabilidad
de un evento A.

Estos eventos se llaman conjuntos % -medibles y usaremos la siguiente interpretacion
P(A) = “la probabilidad que el evento A ocurre”.

En particular, si P(A) =1 se dice que “A ocurre con probabilidad 1, 6 casi seguramente
(as)”

Sea .# T la coleccion de todos los subconjuntos A de §2 para el que existen conjuntos
By y By de & tal que By C AC By y P(By\ Bi) = 0. La medida de probabilidad puede
ser definida para conjuntos A € #¥ de forma natural por P(A) = P(B,). El espacio de
probabilidad resultante es la completacion (£2,.%, P) con respecto a P.

Definicién 1.7. Una medida de probabilidad tal que FF = F se llama completa, y
el correspondiente espacio (), F,I’) es un espacio de probabilidad completa.

Ejemplos de espacios de medibles (§2,.#) importantes en teoria de probabilidad son
los siguientes:
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CAPITULO 1. PROCESOS ALEATORIOS

Ejemplo 3. (El espacio medida (R, Z(R))).
Sea R = (—o0,+00) ¥

(a,b) ={z €R:a <z <D},
para todo a y b, —o0 < a < b < +4o00.

Sea 97 la coleccion de subconjuntos de R del Ejemplo (2). B(R) la menor o-dlgebra
o(&) que contiene a & junto a R se llamea espacio medida. Esta o-dlgebra juega un rol
importante en andlisis, se llama la o-dlgebra de Borel y los elementos A € H#B(R) se llaman
conjuntos de Borel.

Ejemplo 4. (El espacio medida (R", Z(R"))).
Sea R" = R x R--- x R el producto cartesiano de R, es decir, el conjunto ordenado

de n-uplas ¥ = (1,7, , 1), donde —00 < 7 < +00, k=1,--- ,n. El conjunto
=1 x-x1I,, (1.3)
donde I = (ax,b], es decir, el conjunto {x € R" : ay € I,k =1,--- .n}, se llama

rectdingulo, e I;, se llama lado del rectdngulo. Sea 2 el conjunto de todos los rectdngulos I.
La o-dlgebra mas pequeria, o( ), generada por P es la 0-dlgebra de Borel de subconjuntos
de R™ y es denotada por B(R™) .

FEs posible llegar a esta o-dlgebra de otra forma. En lugar de rectingulos de la forma
(1.3), consideremos rectingulos B = By x --- B, donde cada By es un_ subconjunto de
Borel de R el cual aparece en el k-ésimo lugar en el producto cartesiano R x R--- x R.
La o-dlgebra que contiene todos los rectdngulos con lados de Borel es denotado por

y es llamado producto directo de las o-algebras B(R) y en efecto
BR")=BR)® -2 BR).

En otras palabras la o-dlgebra generada por los rectangulos I =1, x --- x I, y la clase de
rectdngulos B = By X - - B,, con lados de Borel es la misma. El conjunto Z(R") junto a
R™ es un espacio de medida.

Ejemplo 5. (El espacio medida (RT, Z(RT)).)

Sea T un conjunto arbitrario. El espacio R es la coleccion de funciones reales X =
{z(t) }ser definido para t € T. En general estamos interesados en el caso cuando T es un
subconjunto no-numerable de la recta R. Por simplicidad y definicion supondremos que
T = [0, +00), pero puede ser un intervalo de la forma [a,b].

Podemos considerar tres tipos de conjuntos, llamados conjuntos cilindricos, para este
espacio de medida

L@thm’tn (Il X+ X In) = {X : a:(t1) < I1, s ,il](tn) & In}, (14)

Py (B x - x By)={X:x(t1) € Bi...,z(ln) € By}, (1.5)

11



Variables aleatorias

Py 1. (B") ={X : (x(t1),...,x(t,)) € B"}, (1.6)
donde I es un conjunto de la forma (ax, b}, B es un conjunto de Borel sobre la recta, y
B™ es un conjunto de Borel en R™.

El conjunto Py, 1. (1 X --- x I,,) es precisamente el conjunto de funciones que, en
los tiempos ty,1ls, ..., t, “pasa a través de las ventanas” I, I5,..., I, y en otros tiempos
tienen valores arbitrarios.

Sean B(RT), 2,(RT) y Bo(RT) las mas pequenias o-algebras correspondientes a los
conjuntos cilindricos (1.4), (1.5) y (1.6), entonces

BR") C B1(RT) C Bo(R"). (1.7)

Como en efecto ocurre, por el Teorema 8 pdgina 146 del libro [46], B(RT) = %,(RT) =
B,(RT) .

Sean (2, F,P) un espacio de probabilidad y el espacio de medida (R, B(R")). En
la seccion (4) presentamos funciones que dependen tanto de t € T como de w € § con
valores en B(R"). Estas funciones que representaremos de la forma X = {z(w,t)}her
se llaman procesos aleatorios, muy importantes en teoria de probabilidad, por lo que el
espacio de medida (R”, B(R”)) juega un rol esencial como un cldsico espacio de medida
en el desarrollo posterior de esta tests.

2. Variables aleatorias

Sea (£2,.#, P) un espacio de probabilidad y sea (R, %(R)) la recta con el sistema de
conjuntos de Borel.

Definicion 1.8. Una funcion real £ = {(w) definida sobre (2, F) es una funcion
F -medible, o variable aleatoria, si

{w:¢w)e B} eZF (1.8)
para todo B € B(R); en forma equivalente, si la imagen inversa

§7(B) ={w:€(w) € B}

es un conjunto medible en ().

Ejemplo 6. El ejemplo mas simple de variable aleatoria es la funcion indicadora
[4(w) donde A es un conjunto arbitrario F-medible.

Ejemplo 7. Una variable aleatoria que tiene la representacion
oo
‘f(w) = in]Aa (w)!
i=1

donde Uj:f A =Q, Ay € F, z; € R se llama discreta. Si la union es finita, la variable
aleatoria se llama simple.

12



CAPITULO 1. PROCESOS ALEATORIOS

Una variable aleatoria es una propiedad numérica de un experimento, con un valor
que depende del “chance”. El criterio de medibilidad (1.8) es fundamental, por la siguiente
razon, si una medida de probabilidad P esta definida sobre (€2, %), tiene sentido hablar de
la probabilidad del evento {£(w) € B} de que el valor de la variable aleatoria pertenezca
al conjunto de Borel B.

Ya que P(-) es una medida de probabilidad sobre #, la probabilidad del conjunto
(1.8) es definida y se escribe como:

P{w: ¢(w) € B} 6 P{¢ € B},
para todo B € #(R).

Teorema 1.9. Ver Kai Lai Chung, [12].

Sea £ una variable aleatoria definida sobre (0, F, P) con valores en (R, #(R)). La va-
riable aleatoria & induce un espacio de probabilidad (R, Z(R), 1) por medio de la siguiente
correspondencia:

w(B) = P{w : {(w) € B} = P{¢ € B},
para todo B € B(R).

2.1. Elementos aleatorios. Ademaés de las variables aleatorias, la teoria de pro-
babilidades involucra una clase mas general de objetos aleatorios. Por ejemplo, puntos
aleatorios, vectores, funciones, procesos, cuerpos, conjuntos, medidas, etc. Es deseable
entonces tener un concepto de objeto aleatorio de una clase mas general.

Definicién 1.10. Sean (2, F) y (F, &) espacios medibles. Una funcidn medible X =
X (w), definida sobre §) que tome valores en E, es F /&~ medible o es una variable
aleatoria si

{w: X(w) € B} e &Z, (1.9)
para todo B € &.

Un elemento aleatorio con valores en & algunas veces se llama variable aleatoria &-
valuada.

Ejemplo 8. Si (E,&) = (R, B(R")), un elemento aleatorio X (w) es un punto
aleatorio en R™. Si denotamos por 7 la proyeccion de R™ sobre la k-ésimo coordenada,
X(w) puede representarse de la forma

X(w) = (z1(w),. .., 2a(w)),
donde T, =m0 X.

Ejemplo 9. Si (E,&) = (RT, B(RT)), donde T es un subconjunto de la recta, todo
elemento aleatorio X = X(w) se puede representar como

X = {;’L’t}teT

donde x; = m 0 X. Este ejemplo lo desarrollaremos con mas detalles mas adelante.
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Funciones de Distribucion

En el contexto de la seccion 2.1 de este capitulo podemos estudiar la nocién de variable
aleatoria Gaussiana en espacios mas generales, sin embargo dejaremos esto para la seccion
2 del Capitulo 2. Allf definiremos variable aleatoria gaussiana en espacios de Banach. Es
importante para nosotros esto, ya que los espacios en los que principalmente este trabajo
se realizd son los espacios de Banach, por lo que se requiere una definicién mas general.

3. Funciones de Distribucion

En esta seccion, estudiaremos la manera de definir medidas de probabilidad por medio
de las llamadas funciones de distribucion. veremos el caso de R y luego generalizamos a
espacios mas generales.

Definicién 1.11. Una medida de probabilidad sobre (R, Z(R))
P(B) = P{lw e Q:¢w) € B}, Be BR),
se llama medida de distribucion de probabilidad de la variable aleatoria £ sobre (R, B(R)).
Definicién 1.12. Si B € #B(R) es de la forma B = (—o0,z|, © € R, entonces La
funcion
Fla)=PweQ fw)<z)=P{<uz}, 2R
se llama funcion de distribucion de §.

Para variables aleatorias discretas la medida P: esta concentrada a lo sumo en un
conjunto numerable y se representa en la forma

P(B)= Y plaw).
{k:xy€B}
donde p(zx) = P{{ = 21}
Una variable aleatoria ¢ es continua si su funcion de distribucion F es continua para

todo .

Una variable aleatoria es absolutamente continua si existe una funcién no-negativa
f = f(z), lamada densidad, tal que

F(x) = / fe(y)dy, TER.

La funcion de distribucién F' tiene las siguientes propiedades:
a) F(z) es no decreciente,
b) F(—o0) =0, F(+00) = 1, donde

F(—00) = ,l&im F(z) y F(400) = lim F(z),

oo

¢) F'(z) es continua por la derecha y tiene limite por la izquierda en cada punto
zeR.

Asi, podemos afirmar que a toda medida de probabilidad I’ sobre (R, Z(R)) le co-
rresponde una funcion de distribucién F. El reciproco también es cierto.
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Teorema 1.13. Ver Shiryayev [46].
Sea F' = F(z) una funcion de distribucion de una variable aleatoria &. Eziste una
iinica medida de probabilidad Py sobre (R, B(R)) tal que

Pe(a.b] = F(b) — F(a), (1.10)
para todo a,b € R y —o0 < a < b < +o00.

DEMOSTRACION. Para la prueba ver el libro de A. N Shiryayev [46] Teorema 1 pagina
150.

Definicién 1.14. La medida P construide a partir de la funcion F' se llama medida
de probabilidad de Lebesque-Stieltjes correspondiente a la funcion de distribucion I

Ejemplo 10. El caso particularmente importante es

0, z<0,
Flz)={ z, 0<z<1,
1, z>1.

La correspondiente medida de probabilidad, denotada por A se llama medida de Lebesque
sobre [0,1]. Se puede ver que Ma,b] = b~ a, es decir, la medida de Lebesgue de (a,b] o
de cualquier otro intervalo es la longitud b — a.

La correspondencia entre medidas de probabilidad P¢ y funciones de distribuciéon F'
establecida por la ecuacion P:(a,b] = F(b) — F(a) hace posible la construccion de varias
medidas de probabilidad por medio de la funcién de distribucién, entre las que podemos
mencionar tenemos:

Ejemplo 11. (Medidas discretas).

Son medidas P para el cual la correspondiente funcion de distribucién F = F(x) son
constantes a trozos, cambiando sus valores en los puntos xq,%s,...,T,. En este caso la
medida esta concentrada en los puntos x.xs, ..., T, y ademds

Pe(zi) = AF(z:) = F(2) — F(xi—) > 0, ip(ici) =1,

donde F(x;—) es el valor de x; por la izquierda. Si denotamos los valores

pi = Pe(x;), el conjunto de valores (py,pe, . ..) se llama la distribucion de probabilidad dis-
creta y la correspondiente funcion de distribucion se llama discreta. Podemos mencionar
algunas de ellas:

i) Distribucion uniforme pp=1/n, k=1,2,... N,
ii) Bernoulli py = p, po = ¢,
iii) Binomial px = (})ptq™*.
entre otros.
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Funciones de Distribucién

Ejemplo 12. (Medidas absolutamente continuas)
Ezisten medidas para las cuales la correspondiente funcidn de distribucion son tales
que

ra = [ " fwr,

donde [ = [(L) son funciones no negativas y la integral es tomada en principio en el
sentido de Riemann pero mds adelante serd tomada en el sentido de Lebesque.

La funcion [ = f(z), z € R, es la densidad de la funcidn de distribucion F y F' se
llama absolutamente continua. Ejemplos de funciones de densidad son las siguientes:

i) Uniforme f(x) =1/(b—a). a <z <},
i) Gaussiana f(x) = (2n0)~te~(==m)*/29%) 5 e R.

entre otras.

3.1. Funcion de distribucién en (R", B(R")). Supongamos, como en R, que P
es una medida de probabilidad en (R", Z(R")).
Una funcién de distribucion de la variable aleatoria £ en R™ se define as:

F(xy,...,2n) = P((—o00,21] X -+ - X (—oc, 2,)).

o, en forma mas compacta

F(x) = Pe(—o0,z],

donde = (x1,...,%,), y (—oc, 2] = (o0, 7] X - -+ X (=00, Ty).
El siguiente operador diferencia A,, 5, : R™ — R se define por la formula

Ag o F(2r, .y wn) =F (21, .o, Zie1, biy Tigr, -, @)
- »F(:El: e By, Qi Tig gy - - 7:12?1,)7
donde a; < b;. Observemos que
Doypy - Doy o, F(21, - 20) = Pe(a, b],

donde (a,b] = (a1,b1] X -+ X (@n, bn].
Veamos el caso mas sencillo, n =2

Ay by Dy b F (21, 72) =04y 0y [F(21,02) — F(21,02)]
= Dy by F(®1,b2) — Dy 1, 02)
= F(b1,bs) — Fla1,bs) — F(b1. az) + F(ay, az)
= Pe((a1,b1] x (a2, b2]) = Pe(a.b].
Ya que Fe(a.b] > 0 se sigue que
Doy Bapp F(T1, - 20) 20, (1.11)
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CAPITULO 1. PROCESOS ALEATORIOS

para a = (ay,...,a,) y b= (b1....,b,) arbitrarios. Por la propiedad de continuidad de la
medida de probabilidad F%, se tiene que F(x1,. .., %) es continua por la derecha es decir,

si z® | z, donde z® = (z{?,.. ., 2¥), entonces

F(z™) | F(z) si k — 400, (1.12)
es claro también que
F(+o00,...,400) =1, (1.13)
y
lim F(z1, ..., 2a) = 0, (1.14)

si al menos una de las coordenadas de y es —.

Definicién 1.15. Una funcién de distribucién n-dimensional sobre R" es una funcion
F = F(zy,...,x,) que cumple con las propiedades (1.11), (1.12), (1.13) y (1.14).

Muchas funciones de distribuciéon n-dimensionales aparecen en la forma

F‘(ml,...,mn)z/ ] Sl et )ity -,

donde f,(t;---t,) es una funcién no-negativa tal que

o 00
/ flty---tp)dty---dt, =1
—oc —00

y las integrales son de Riemann o mas generales, integral Lebesgue. La funcién no-negativa
[ = f(ty - -t,) se llama densidad de la funcién de distribuciéon n-dimensional o simple-
mente densidad n-dimensional.

Ejemplo 13. Ejemplo de funcion de densidad en R, es la funcion
1

() = 6~(:1r:—?'l?-)2/2'~'727 reR 1.15
=7 .

con o > 0, m € R. Se llama la densidad de la distribucion normal o Gaussiana (no-
degenerada). La funcion de distribucion en consecuencia viene dada por

F(z) = /_ " fydt = / Tl emrney, (1.16)

e OV 2T

Definicion 1.16. Ver Shiryayev [46].

Una variable aleatoria Gaussiana X con valores en R, es una variable aleatoria con
funcion de densidad dada por (1.15). Se dice en este caso que X tiene distribucion
N (m,0). Cuando m =0 y o = 1 entonces se dice que X tiene distribucion A4 (0,1).
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Ejemplo 14. En R", el andlogo de (1.15) es el siguiente: sea Q@ = (ry;) una matric
n X n definida positivae y simétrica, es decir,
k23
Z rijhigs; >0, pap; €ER, 4,5 =1,...n, ry =rsu
ij=1
Cuando Q es una matriz definida positiva, |Q| = det @ > 0 y en consecuencia existe
una matriz inversa A = (a;;). La funcidn

A 1/2
f(xh s ,117n) = '(‘2_7%;75 €xp {"‘% Z aij(xi - 7’1’?/7;)(331' - mj)},

donde m; € R, 1 =1,....n, y que tenga la propiedad que su integral de Riemann sobre
todo el espacio es 1 y por lo tanto también es positiva, es una densidad.

Esta funcion es la densidad de la distribucion n-dimensional normal o Gaussiana con
vector de medias m = (m4,...,m,) y matriz de covarianza @ = A7

Esta funcion de densidad también se puede escribir en la siguiente forma:

flor.ra) = (@IQD Peap(-5(Q 7 @ —m), e —m). (117)

Denotamos esta densidad por A {m, Q).
La funcion de distribucion viene dada en consecuencia por

] In
Pl = [ [ et do,

donde [(ly---ly) tiene la forma dada por (1.17).
La funcion caracteristica de la funcion de distribucion F = (xy,2s,...,%,) es definida
de la forma siquiente:

1
—=(QXM A
o(X) = /R CePAdR(z) = MM 7(@ >, A eR™ (1.18)
donde {,) denota producto escalar en R".
Definicién 1.17. Ver Shiryayev [46].
Un vector aleatorio X = (z1.22,....%,) definido sobre (0, F, ) con valores en R"
es Gaussiano, o normalmente distribuido, si su funcidn caracteristica tiene la forma
1
, —=(QA A
PN = ePmle 2<Q > (1.19)

Teorema 1.18. Ver Shiryayev [46].

Un vector aleatorio X = (21, %2, ....1T,) definido sobre (Q, %, ) con valores en R"
es Gaussiano si y solo si, para todo vector A = (A1, Ay, ..., A\n) € R", la variable aleatoria
(X, ) = }:;":1 MZ1 4+ Ao + -+ Az, tiene distribucidn Gaussiana.
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3.2. Medida de probabilidad en el espacio de medida (R”, Z(R”)). Sea T
un conjunto de indices t € T'y R, la recta real correspondiente al indice ¢. Consideremos
un conjunto finito no ordenado 7 = [t1,...,1,] de distintos indices ¢; cont, € T y n. > 1.

Sea P, la medida de probabilidad definida sobre (R”, Z(R")), donde R™ =Ry, x --- x
Ry, -

Decimos que la familia {P;} de medidas de probabilidad, donde 7 recorre todos los
conjuntos finitos no ordenados, es consistente si, para todos los conjunto 7 = [t1,...,1,)
y 0= (81,...,8n), tal que o C 7, se tiene

P(2:(B)) = P,(Z,(B))
para todo B € R°.

Teorema 1.19. Ver Shiryayev [46]. ,
Si {P.} es una familia consistente de medidas de probabilidad sobre (RT,2B(RT)),
entonces existe una tinica medida de probabilidad P sobre (RT, B(RT)) tal que

P(#:(B)) = P-(B),

donde el conjunto P.(B) se define por #-(B) = {z € R" : (x4,,...,%,) € B} para todo
conjunto no ordenado T = [ty,... t,], B € B(R")

Este teorema se conoce como el Teorema de extension de medidas en (R?, Z(R")) de
Kolmogorov. Una prueba puede encontrarse en el Libro de A.N Shiryayev [46]. T puede
ser cualquier conjunto de indices. Este teorema sigue siendo valido si reemplazamos R por
cualquier espacio métrico separable con o-algebras generadas por conjuntos abiertos.

4. Procesos Estocasticos.

Sea (2,.%, P) un espacio de probabilidad , & un espacio de Banach separable, #(&)
la o- 4lgebra de los subconjuntos de Borel y T un intervalo de R.

Definicion 1.20. Un conjunto arbitrario de variables aleatorias X = {x(l.w)}er
definidas sobre Q0 con x(t,w) tomando valores en &, para cada t € T y w € Q, se llama

proceso estocdstico con dominio temporal T. Se dice que X es un proceso estocdstico sobre
T.

Denotamos por z(t,w) = z(t)(w) para cada ¢t € T y w € 2. Las funciones z(-,w) se
llaman trayectorias o realizaciones del proceso X y describen el modelo matematico de un
experimento aleatorio cuyos resultados son continuamente observados en el tiempo. Por
ejemplo, la trayectoria de una molécula sujeta a una perturbacion aleatoria cerca de ella.

SiT ={1,2,...}, lamaremos a X = {z(n)(w)},>1 un proceso estocastico con tiempo
discreto o sucesion aleatoria.

Si T es igual a uno de los intervalos [0.1], [0,7], (=20, +00) 6 [0,+00) llamaremos a
X = {z(t)(w)}ter un proceso estocastico con tiempo continuo. Ademas tenemos que si
7 = [t1,ta, ..., ts) €s un conjunto finito arbitrario no ordenado de indices tal que t; € T,
1 <i<n,conn>1,un elemento P (B") € B(&7T) tiene la forma

19



Procesos Estocéasticos.

Z(B™) = {X : (z(t1)(w), z(L2)(w), . . ., 2(tn)(w)) € B"} (1.20)
donde B™ € (&™), n > 1. Denotemos un elemento 22, (B™) € #(&7T) por B.

Definicién 1.21. Sea X = {z(t,w)lier un proceso aleatorio definido sobre Q con
valores en &. La medida de probabilidad Px sobre (§7.B(&T)) definida por

Px(B) = P{w: X(w) € B}, B e B(&7),
se llama medida de distribucion de probabilidad del proceso X.

Definicion 1.22. Si B € B(ET) y 1 = [ti,ty,...,1p) conty <ty < --- < t, €T,
entonces las probabilidades

P;(B) = P{w : (z(t1,w), z(t2,w), - . ., x(tn,w)) € B}, (1.21)
se llaman probabilidades finito dimensionales del proceso X = {z(t,w) her.
Definicion 1.23. Las funciones
Fr(zy,.. . 2,) = Plw: z(ti.w) <21, ... 2(ty,w) < 24}, (1.22)
se llaman funciones de distribucidn finito dimensionales del proceso X = {x(t,w)er.

La familia de funciones de distribucion finito dimensionales es la caracteristica funda-
mental de un proceso estocastico. Es natural preguntarse ;bajo que condiciones la familia
de funciones de distribucién finito dimensionales es la familia de funciones de distribuciéon
finito dimensional de un proceso estocastico?. Presentamos ahora una version nueva de
consistencia:

Definicién 1.24. La familia {F;(ry....,2,)} de funciones de distribucion finito di-
mensional es consistente st
Fr(my, ... xn) = Fo(zy. ..., 20), (1.23)
donde 7 = ly,la, .. ., ln) Yy 0 = [51.52,...,8n] € una permutacion de 7.

El siguiente teorema aparece en [46]:

Teorema 1.25. (Teorema de Extensién de Kolmogorov)Ver Shiryayev [46].

Sea {Fr(21.22,....2n)} donde 7= [t1,....t,), L ET CR t1 <la < ... <ty, n>1,
una familia de funciones distribucion finito dimensionales que satisfacen la condicion de
consistencia (1.23). Entonces existe un espacio de probabilidad (0, F, P) y un proceso
estocdstico X = {x(t,w) her tal que

Plw:z(tw) <y, ..., 2(th,w) < 2n} = Fr(z1,...,T0). (1.24)

El siguiente ejemplo muestra la existencia del movimiento Browniano gracias al Teo-
rema 1.25.
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CAPITULO 1. PROCESOS ALEATORIOS

Ejemplo 15. 5i T = [0,4+00), el ejemplo fundamental de medida de probabilidad
sobre (RO B(RIO+2))) es la medida de Wiener construida como sigue:

Consideremos la familia {&(y|x) }i>0 de densidades Gaussiana como funcion de y con
r €R fijo:

be(ylz) = Wy e R

2nt

y para cada 7 = [l1, ..., L), Iy < l2... < L, y cada conjunto
B = _[1 X---X In, Ik = ((Lk,bk),
se construye la familia {P;} por la férmula

Po(ly % - % T,)

N /I / d1, (@1|0) byt (@2]ar) - - - Bty (@nlan-1)day - - - da, (125)
41 in

donde la integracion es en el sentido de Riemann. Esta familia {P:} es consistente y por

el Teorema (1.25) puede ser extendida sobre (R B(ROT))). Ademds por el mis-

mo Teorema (1.25), existe un espacio de probabilidad (Q, F, P) y un proceso estocdstico

{w(t)(w) hso definido sobre ) tal que la distribucion finito dimensional viene dada por la

ecuacion (1.25).

El Ejemplo 15 motiva la siguiente definicion:

Definicion 1.26. El proceso estocdstico {w(t)(w)}i>0 dado en el Ejemplo (15) que
satisface la ecuacion (1.25) tal que P{w : w(0)(w) = 0} = 1, se llama movimiento
Browniano.

Mas adelante veremos cuando un proceso estocastico tiene una modificaciéon continua.
Para ello hacen falta mas resultados y definiciones.

Dos procesos estocasticos X e Y considerados como funciones de ¢t y w son iguales si
z(t)(w) = y(t)(w) para todo t € T y w € €. Sin embargo en presencia de la probabilidad
P, podemos debilitar atin mas este requerimiento de ignaldad de procesos estocasticos
por lo menos en tres formas distintas.

Definicién 1.27. Ver Karatzas [24]. Y es una modificacién de X si, para todo t > 0
se tiene

P{w: z(t){(w) = y(t){w)} = 1.

Definicién 1.28. Ver Karatzas [24]. Dos procesos estocdsticos X e Y tienen la

misma distribucidn finito dimensional si, para todo T = [t1,...,ts] conty <1y < ... < lin,
t, €T CRyAc B(ET) se tiene

P{a(t) (), 2(ta)()) € A} = P{y(t)(w). . y(ta)(w)) € A} (1.26)
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Definicién 1.29. Ver Karatzas [24]. X e Y se dicen indistinguibles si casi todas
sus trayectorias coinciden, es decir,

P{w sa(t)(w) = y(t)(w); para todo 0 <t < oo} =1.

La Definicion 1.29 es mas fuerte que la Definicion 1.27 y esta implica 1.28. Por otra

parte, dos procesos pueden ser modificaciones uno del otro y sin embargo tener trayectorias
completamente diferentes.

Ejemplo 16. Ver Karatzas [24]. Considere una variable aleatoria T con distribu-
cion continua, definamos x(1)(w) =0y
_J O s t#T
e ={7 %127

Y es una modificacion de X, ya que para todo t > 0 se tiene

Plw: y(t)w) = s()(w)} = Pt AT} =1,

pero por otra parte
P{w : z(t)(w) = y(t)(w), para todo t >0} =0.

Por razones técnicas en la teoria de integracion de Lebesgue, las medidas de probabi-
lidad estan definidas sobre o-algebras y las variables aleatorias se asumen medibles con
respecto a estas o-algebras. Asi, implicitamente en la expresion que un proceso estocastico

X ={s@)w):0<1 <7},

es una coleccion de variables aleatorias definidas sobre (§2,.%) con valores en (&, %(¢)),
es la suposicion que cada z(t)(w) es F /Z(&)-medible. No obstante, X es realmente una

funcién de (¢,w) entonces, por razones técnicas, es conveniente tener una propiedad de
medibilidad conjunta.

Definicién 1.30. Ver Karatzas [24]. El proceso estocdstico X es medible si, para
todo A € B(&), el conjunto {(t,w) : z(t)(w) € A} pertenece a la o-dlgebra producto

B0, 7)) ® Z, es decir, la aplicacion
([0,7] x ©, B([0,7]) x F) = (£, B(&))
(t,w) = z(t)(w)
es medible.

Definicion 1.31. Ver Karatzas [24]. Sea (0, %, P) un espacio de probabilidad y
(&,%B(&)) un espacio medible. Una variable aleatoria x : Q — &, se dice fuertemente

F -medible si existe una sucesion de variables aleatorias simples F -medibles x, : Q0 — &
tal que

1~1'_1)‘n Tp(w) = z(w) en & (c.s.).
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Existe una importante razon no técnica para incluir g-algebras en el estudio de proce-
sos estocasticos, y es mantener un registro de la informacién. La caracteristica temporal
de un proceso sugiere un flujo en el tiempo, en el cual, a todo instante { > 0, podemos
hablar acerca del pasado, presente y futuro y preguntarse cuanto un observador conoce
del proceso al respecto en el presente, cuanto conocié en un instante del pasado y cuanto
conocera en un instante del futuro.

Las siguientes definiciones de medibilidad fueron tomadas de [24].

Definicién 1.32. Ver Karatzas [24]. Dotaremos el espacio de probabilided (0, &, P)
de una filtracidn, es decir, una familia no-decreciente {F,, t > 0} de sub o-dlgebras de
F: FCFCF prad<s<i<rT.

Denotaremos F, = 0 (|50 Ft)-
Dado un proceso estocastico, la eleccién mas simple de una filtracion es la generada
por el proceso en si mismo, es decir,

F = o{z(s)(w) : 0 < s < t}, (1.27)

es la mas pequefia con respecto al cual z(s)(w) es medible para s € [0,1].

Sea {#,;t > 0} una filtracién. Definimos Fi+ =:(J,_, %) la o-algebra de los eventos
anteriores a ¢ > 0.

Fi- = ﬂoo Fire, la o-dlgebra de los eventos inmediatamente después de ¢ > 0.
Denotaremos por F#y- =: Fy, y decimos que la filtracion { %} es continua a la derecha
si F = F+ y decimos que {Z} es continua a la izquierda si F; = .#;- para todo [ > 0.

El concepto de medibilidad dado en la Definicién 1.30 es mas débil. La introduccion
de una filtracion {#} abre la posibilidad de conceptos mas interesantes y utiles.

st

Definicién 1.33. Ver Karatzas [24]. El proceso estocdstico X = {z({)(w)}p- es
adaptado a la filtracion {F:} si, para cada t € [0,7], la variable aleatoria z(t)(w) es
fuertemente F;-medible.

Obviamente, todo proceso X es adaptado a la filtracion {%#;} dada por (1.27). Mas
aln, si X es adaptado a {%#;} y YV es una modificacion de X, entonces ¥ también es
adaptado a {#} con la condicion de que %, contenga todos los conjuntos de P-medida
nula en %.

Definicién 1.34. Ver Karatzas [24]. Un proceso estocdstico X = {x(t)(w)}iep- e
dice progresivamente medible con respecto a la filtracion {#;} si, para cada t € [0,7] y
A€ B(&), el conjunto dado por {(s,w);0 < s <7, weQ, z(s)(w) € A} pertenece a la
o-dlgebra producto B([0,t]) 2 F:, es decir, la variable aleatoria

(0, 7] x , B([0, 7)) ® F) — (&, B(&))
(s,w) = 2(s)(w) € A € B(£),

es medible, para todo t > 0.
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Proposicion 1.35. Ver Karatzas [24].

Todo proceso progresivamente medible es medible y adaptado. Si el proceso X es con-
tinuo a la derecha o a la tzquierda y adaptada a lo filtracion {#.}, entonces también es
progresivamente medible respecto a la filtracion {Z}.

DEMOSTRACI()N Consideremos el caso de un proceso continuo a la derecha, es decir,
= Vewo Ftre- Cont >0, >1,k=0,1....,2" -1,y 0 < s <t definamos:

' (s)(w) = x( (k + 1)t kt k+1

J(w) p ra —<s< o
también definimos 2™ (0)(w) = x(0) (w), Entonces la aplicaci(')n
2™ (s): (0,8 x Q= E
(8,w) = ™ (s)(w),

es A([0,1]) ® F-medible por ser X adaptado. Ademas por la continuidad a la derecha, se
tiene lim, o, 7™ (s)(w) = z(s)(w), para todo (s,w) € [0,7] x Q. Por lo tanto la aplicacion
limite es 2([0, l]) ® F-medible. O

b

5. Esperanza de una variable aleatoria.

Este tema es tomado del libro Shiryayev [46].
Sea (€2..#, P) un espacio de probabilidad. X = X(w) una variable aleatoria simple si

X(w) = 3 il (w). (1.28)

Definicién 1.36. La esperanza de una variable aleatoria simple X, E(X), se define
por

E(X)= Zn: xx P(Ag).
k=1

Esta definicion es consistente en el sentido que E(X) es independiente de la represen-
tacion particular de X en la forma (1.28). En analisis E(X) es simplemente la integral
de Lebesgue de una funcion X = X (w) F-medible con respecto I”. Para E(X) nosotros
usaremos la notacion

E(X) = /Q X(w)dP 6 /ﬂ XdP.

Sea X = X(w) una variable aleatoria no-negativa. Existe una sucesion de variables alea-
torias simples no-negativas {Xp,}a>1 tal que X, (w) t X(w) cuando n — +oo para cada
w € Q. Ya que E(X,) < E(X,11) el limite im E(X) existe, con el valor posible +oo. En
consecuencia la integral de Lebesgue existe para variables aleatorias no-negativas y

E(X) = imE(X,).
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Si X = X{w) es una variable aleatoria tal que X+ = méax(X,0) y X~ = —min(X,0),
decimos que la esperanza E(X) existe 6 esta definida, si al menos E(X™) 6 E(X ™) es
finito. En este caso definimos

E(X)=EX") - E(X").

La esperanza de X es finita si E(X)* < 400y E(X7) < +00.

Ya que |X| = X* + X, la finitud de E(X) 6 |[E(X7)] < 400 es equivalente a
que E(]X|) < 400 y decimos en este caso que la integral de Lebesgue es absolutamente
convergente.

En esta definicién suponemos que P es una medida de probabilidad y las variables
aleatorias son #-medibles con valores en R.

Existe una relacion entre la integral abstracta de Lebesgue con respecto a P sobre
conjuntos en % por una parte, y la integral de Lebesgue-Stieltjes con respecto a p sobre
conjuntos en #(R) inducida por cada variable aleatoria por otra.

Teorema 1.37. Ver Chung, K.L [12].

Sea x una variable aleatoria definida sobre (Q, F,P) con valores en el espacio de
probabilidad (R, B(R), 1) segiin el Teorema (1.9) y sea f : & — R una funcion Borel
medible, es decir, [~Y(B) € F para todo B € #(R). Entonces tenemos

INCEIE /ﬁ{f(m)du-

5.1. Propiedades de la Esperanza.
(a). Sea ¢ una constante y E(X) existe. Entonces E(cX) existe y
E(cX) = cE(X).
(b). Sea X <Y entonces
E(X) < E(Y).
(c). Si E(X) existe, entonces

B(X)| < (X))

(d). Si E(X) existe, entonces E(X14) existe para cada A € &#; si E(X) es finito,

E(X I4) es finito, donde 14 es la funcion indicadora.
(e). Si X y Y son variables aleatorias no-negativas, tal que

E(X) < 400 y E(Y) < +00, entonces

B(X+Y)=EX)+E®Y).

(f). Si X =0 casi siempre (c.s) entonces E(X) = 0.
(g). Si X =Y (cs)y E(JX]) < +o0, entonces

E(Y]) < +oo y E(X) =E(Y)

(h). éea X >0y E(X) =0 entonces X =0 (c.s).



Esperanza de una variable aleatoria.

DEMOSTRACION. Sea A = {w : X(w) > 0}, Ap = {w: X(w) > 1/n}. Clara-
mente A, T Ay 0< X - Ty, < X -1, Por la propiedad (b).
0<E(X-I,)<E(X)=0,

en consecuencia 1

0=E(X-Is,)> ;;P(A'n)a
por lo tanto P(A) = 0 para todo n > 1. Pero ya que P(A) = lim P(A4,), tenemos
que P(A)=0. O

(i). Sean X y Y tales que E(|X|) < 400, E(JY]) < +ooy E(X - 14) < E(Y - 1), para
todo A € .#. Entonces, X <Y (c.s).

DEMOSTRACION. En efecto, sea B = {w : X(w) > Y(w)}. Entonces se tiene
que E(Y - Ig) < E(X - Ig) < E(Y - Ig), por lo tanto E(X - Ig) = E(Y - Ig). Por
la propiedad (e}, se tiene que E((X —Y) - Ig) =0y por la propiedad (h) tenemos
que (X ~Y)-Ig =0 (cs) de aqui que P(B) = 0. O

(j). Sea X una variable aleatoria y E(|X|) < +o00, entonces | X| < +0o (c.s).

DEMOSTRACION. Sea 4 = {w : |X(w)] = +00} v P(A) > 0, entonces se
obtiene que E(|X|) > E(|X|- I4) = +00, lo que contradice la hipétesis que
E(JX]) < 4+. O

5.2. Teoremas de Convergencia. Presentaremos ahora los teoremas fundamen-
tales tomando limite bajo el signo de la esperanza, mas detalles se encuentran en [46].

Teorema 1.38. (Convergencia Mon6tona).

Sean X,Y,Y1,Ys,... variables aleatorias.
(a) Si Y, > X para todon>1, E(X) > -0, y Yo 1Y, entonces
E(Y,) T E(Y),
(b) 1Y, < X para todon > 1, E(X) < oo, y Y, Y, entonces
E(Y,) | E(Y).
Corolario 1.39. Sea { X, }n>1 una sucesion de variables aleatorias no-negativas. En-
tonces
+o0 +o¢
E) X.) =Y E(X,).
n=1 n=1

Teorema 1.40. (Lema de Fatou). Sean n, xy,32,. .., variables aleatorias.
(a) Si x> 1 para todo n > 1 y E(n) > —o0, entonces

E(liminf z,) < iminf Ez,,
(b) Si z, < n pare todo n > 1 y E(n) < +o0, entonces

limsup E(z,) < E(limsup z,,).
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(¢) Si|xn| < n para todon > 1 y B(n) < +o0, entonces
E(ltminf z,) <liminf E(z,) < lmsup E(z,,) < E(lmsup z,).
Teorema 1.41. (Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue)

Sea (0, %, P)un espacio de probabilidad y 1, x,21,Ta, . .. variables aleatorias tales que
E(n) < 400, |za] <1y 2z, — x (c.8) sobre Q, entonces E(|z]) < +o0,

E(z,) — E(x),

E(jzn —af) =0,

cuando n — +00.

5.3. Desigualdades fundamentales. Las desigualdades descritas a continuacién
son comunes tanto en teorfa de probabilidades y analisis:

Desigualdad 1. (Chebyshev)
Sea x una variable aleatoria no-negativa definida sobre (0, %, P). Entonces para todo
e>0

Plz > ¢) < _Ii(gl (1.29)
Yy como consecuencia se obliene
E(x?
Pz ¢ < (; ), (1.30)
Y
Varz ,
P(lr —E(z)] > ¢) < f:l, (1.31)

donde Vz = E(x — E(x))? es la varianza.

Desigualdad 2. (Cauchy-Bunyakovskii). Sean z, y variables aleatorias que satis-
facen E(2?) < 400, BE(y?) < +00. Entonces E(zy) < +oo y

(Elzy))* < E(z*)E(y?). (1.32)

DEMOSTRACION. Supongamos que E(z?) > 0, E(y?) > 0. Entonces, con
i=x/VEzx? § = y/Ey? ya que 2|Zg| < &% + , se tiene

2E(|27) < E(3*) +E(7*) = 2,
es decir que E(|zy]) <1 con lo que alcanzamos la desigualdad. 0
Desigualdad 3. Lyapunov. Si0 < s < ¢,
(Elzl*)'/* < (Ely[)*. (1.33)
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La siguiente cadena de desigualdades es consecuencia de la desigualdad de Lyapunov:
E(jz)) < (B(J2))? < - < (B(jel™)Y™

Desigualdad de Hélder. Seal < p < +00,1 <g<+ooy %+% = 1. Si E(|z|?) < 400
y E(ly]?) < +oo, entonces E(jay|) < +oo y
E(Jayl) < (B(J2") P (E(lyl*))"/*. (1.34)

Desigualdad de Minkowski. Si E(|z[F) < 400, E(Jyl") < 400 1 < p < 400, entonces
tenemos que E(jz + y?) < +oo y

(E(lz + yiP)? < (E(J2P)Y7 + (E(lyf)) 7. (1.35)
DEMOSTRACION. Deduciremos primero la siguiente desigualdad: si a,b >0y p > 1,
entonces
(a+ by < 2771(a? + bP).
En efecto, considere la funcion F(z) = (a + x)? — 2P~ !(a? + ). Entonces
F'(z) = pla+ z)P"' — 277 1(a? + 2P),
ya que p > 1, tenemos F'(a) =0y F'(z) > 0 para x < ay F'(x) < 0 para £ > a. Por lo
tanto
F(b) < méx F(z) = F(a) =0,
por lo que se obtiene
(a+ b <27 Ha? + VP).
De acuerdo a esta desigualdad
o+ yl < (2 + )P < 227l + [ylP),

st E(|2}P) < 400 y E(JylP) < 400, se sigue que E(|z + y|P) < +oc.
Si p =1 la desigualdad (1.35) sigue.
Sip > 1, tomemos ¢ > 1 tal que (1/p) + (1/¢g) = 1. Entonces

I+ yfP = o+l e+ ol <ol o+ P+ fylle oyl (1.36)
observemos que (p — 1)g = p. En consecuencia,
E(lz +yP ") = E(Jz + ylP) < +o0,
y, por lo tanto, por la desigualdad de Halder
E(jz]je + yIP™) < (B(l2[") /P (E(jz + y| D))
= (E(|z) P (E(z + y?) "/ < +o0.

de igual forma
E(lyllz + yP™") < E(lyP) Pz + ylF)) 2.
Por (1.36),

E(lz +yP) < (BE(lo + yl) HE(2)M? + E(lyl)). (1.37)
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Si |z + y|P =0, la desigualdad (1.35) es evidente. Ahora, sea
E(lz+ y[") > 0,
entonces
(E(Jz +yP)' =9 < (B(l2P)? + (E(|ly[") 7).

De (1.37), (1.35) sigue ya que 1 — (1/q) = 1/p.
O

Teorema 1.42. Ver A.N Shiryayev [46].
Sean & y 1 variables aleatorias independientes tal que E(|¢]) < +oo y E(|n]) < +00.
Entonces E(|¢n]) < +o0 y

E(¢n) = E) - E(n). (1.38)

Recordemos que en el Ejemplo 15 hallamos un proceso estocastico llamado movimiento
Browniano que satisface (1.25). Ahora veremos que tal proceso tiene una version continua.
Antes daremos algunos resultados previos.

Definicion 1.43. Ver Da Prato [13].

El proceso X es a-Holder continuo con probabilidad uno si sus trayectorias x(-,w) son
a-Hélder continuas casi sequramente, es decir, existe una constante K tal que para todo
L,seT

z(t,w) —a(s,w)l < Kt - s].

Teorema 1.44. (Teorema de Continuidad de Kolmogorov. Ver Da prato [13])
Sea X = {z(t)(w)}ter un proceso estocdstico con z(t)(w) tomando valores en & un
espacio de Banach tal que, para alguna constante positiva C > 0, ¢ > 0, 0 > 1 y todo
t,seT,
Ellz(t)(w) - 2(s)@)|I* < Clt — s'"**. (1.39)
Entonces existe una version de X con casi P todas las trayectorias, funciones Hélder
continuas con un ezxponente arbitrario mas pequerio que %. El proceso X = {(t)(w) her
en particular tiene una versidn continug.

De la Definicién 1.26 encontramos que el movimiento Browniano {w(l)(w)}+>0 toman-
do valores en R también satisface la siguiente propiedad:

{w(t)(w)}i>0 es un proceso tal que la variable aleatoria {w(t)(w) — w(s)(w)} tie-
ne distribucion Gaussiana con media E(uw(t) — w(s)) = 0 y de forma que la varianza
var(w(l) — w(s)) = |t — s| para todo i, s > 0. En consecuencia se obtiene que

E(|2(t)(w) — z(s)(w)]*) = 3|t — s|* para todo ¢,5 > 0.

Por lo tanto se tiene que el proceso {w(t)(w)}e>p tiene una modificacion continua con
d=4y f=1

El movimiento Browniano de la Definicion 1.26 satisface las siguientes propiedades
adicionales:
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1)

3)

Integral de Bochner.

{w(t)(w)}i>0 es un proceso Gaussiano, es decir, para todo 0 < ¢y < fy--- < U
el vector aleatorio 7 = (w(t;)(w),w(ty)(w), ..., w(tx)(w)) tiene distribucion finito
k-dimensional normal Gaussiana, es decir que existe m = (my, ma, ..., my) € R* y

una matriz definida positiva @ = (g;» Jexk € R*** tal que la funcion caracteristica
viene dada por

k k k
E(exp (¢ Z uj'w(tj))) = exp ( - % Z UjGrttr + 0 Z ujmj) :
i=1 g j=1

para todo u = (uy,ug, . .., ux) € R*, donde + = v/—1.
En forma equivalente, por el Teorema 1.18, también podemos afirmar que el
vector Z es Gaussiano si y solo si, Z?:l u;w(w)(t;) es una variable aleatoria Gaus-

siana para todo vector u = (ug,us, ..., uz) € RF, .
El Teorema de Extension 1.25 implica que las distribuciones finito dimensio-
nales de {w(t)(w)}:>0, estan Gnicamente determinadas por dos funciones:

a) m(t) = E(w(t)(w)), para todo ¢ > 0, donde m es una funcion de ¢ > 0.
b) La funcién de covarianza Q(s,t) = Cov(s,t) es una funciéon de s,t > 0.
E(w(s)(w)w(t)(w)) = min{s, {} para todo s.t > 0.

El proceso {w(l)(w)}iso tiene incrementos independientes, es decir, se tiene que
las variables aleatorias

w(ty), w(te) — w(ty),. .., w(ty) — w(tr—1)

son independientes para todo 0 <ty <ty <--- < ;.

6. Integral de Bochner.

Los resultados de esta seccion son obtenidos del libro de Da Prato- Zabczyk [13].
Sea (£2,.%. ) un espacio de probabilidad y z una variable aleatoria .#-medible con

valores en un espacio de Banach separable &. El objetivo ahora es dar una generalizacion
de la integral de Lebesgue en el contexto de los espacios de Banach. Esto se logra mediante
la integral de Bochner.

Antes de dar la definiciéon de integral de Bochner se tiene el siguiente resultado (ver
[13)):

Lema 1.45. Sea & un espacio méirico separable con métrica p y sea x una variable

aleatoria con valores en &. Entonces eriste una sucesion de variables aleatorias simples
con valores en & tal que, para w € Q arbitrario, la sucesion {p(z(w), zn(w))} es decreciente
a cero mondtonamente.
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Definicién 1.46. Una variable aleatoria x definida en 2 con valores en & es Bochner
integrable, st

L ()| AP < +o. (1.40)

La integral de una variable aleatoria x definida sobre €2 con valores en un espacio de
Banach & se define por
/ 2(w)dP = lim [ z,(w)dP(w), (1.41)
0 Q

n—-+oc

donde {x,}n>1 es una sucesion de variables aleatorias simples definidas sobre 2 con valores
en el espacio de Banach & tal que Ym,, oo zn = 2 y ||z, — || = 0. En efecto:

Si x es integrable; por el Lema 1.45 existe una sucesion de variables aleatorias simples
{2,} tal que la sucesion {||z(w) —2z,(w)||} tiende a cero para todo w € €. Se tiene entonces

I #n)p - [ z()ap|

(1.42)
< / 13(w) — 2o ()| AP + / 12(w) — 2 (w)[[dP — 0 cuando m, n — +oo.
Q Q

Por lo tanto la sucesion { [, an(w)} es de Cauchy por ser & completo se tiene el
resultado (1.41).

El mismo resultado (1.41) se obtiene si la sucesién de variables aleatorias simples
satisfacen [, ||a(w) — an(w)||dP — 0.

Denotaremos la integral definida en (1.41) por E(z) y llamaremos esta integral, integral
de Bochner.

Como era de esperar, los resultados de la teoria de integraciéon de Lebesgue pueden
ser llevados a cabo en la teoria de integracién de Bochner, siempre y cuando no involucre
suposiciones de no existencia de no-negatividad. Por ejemplo, no hay anilogo del Teorema
de Fatou y el Teorema de Convergencia Monotona, pero si existe un analogo del Teorema
de Convergencia Dominada.

Proposicion 1.47. (Convergencia Dominada.)ver Neerven.J [42]

Sea {Tn}n>1 una sucesion de variables aleatorias definidas de Q@ en & Bochner inte-
grables. Suponga que eristen variables aleatorias © : QU — & y g9 : Q@ = K (K el campo
escalar) Bochner integrable tal que

1) Hmyyeo 2 = D (€.8.),

2) llzall < gl P (c.s.),
entonces x es Bochner integrables y
lim / Nn — z||dP =0,

Ja

n—rod

lim /xndpz/:r,dP.
00 Q 0

y particularmente

31



Integral de Bochner.

DEMOSTRACION. Tenemos ||z, — z|| < 2|g| P (c.s.), y el resultado sigue del Teorema
de Convergencia Dominada escalar.

De la definicién de integral de Bochner, es inmediato que si z : {1 — & es Bochner
integrable y A es un operador lineal acotado de & en otro espacio de Banach F, entonces
Az : Q — F es Bochner integrable y

A/:m!P-—-] AxdP.
Q 9)

Esta identidad tiene una util extension para una clase de operadores no acotados. Un
operador A, definido sobre un subespacio lineal Z(A) de & que toma valores en otro
espacio de Banach F, se dice cerrado si su grafico

G =:{(z,Az): z € 2(A)},

es un subespacio cerrado de & x F. Si A es cerrado, entonces Z(A) es un espacio de
Banach con respecto a la norma del grafico

lallzca = ]| + | A=,

y A es un operador acotado de 2(A) a &.
El Teorema del Grafico Cerrado afirma que si A: & — F es un operador cerrado con
dominio Z(A) = &, entonces A es acotado. O

Teorema 1.48. Sean & y F espacios de Banach separables y A : (A) ¢ & — F
un operador cerrado con dominio P(A) C €. Six : @ — & es tal que x(w) € P(A)
(c.s.), entonces Az es una variable aleatoria F-valuada, y x es una variable aleatoria
D(A)-valuada, donde P(A) estd dotada de la norma del grifico de A. Mas atin, si

/ I Az(w)||dP < +oo,
Ja
entonces

A/ﬂw(w)dP=/QAm(w)dP.

DEMOSTRACION. Ya que & es un espacio de Banach separable, existe una sucesion
{Zn}n>1 de variables aleatorias simples 2(A)-valuadas, por la norma del grafico se tiene

Jem(w) = 2(Wllaa) = l|2m(w) - 2(W)] + [[Azm(w) — Az(w)|| =0,

cuando m — +o00.
En consecuencia tenemos

/ zm(w) — z(w)||dP + / Az (w) — Az(w)||dP — 0,
Q Q

cuando m — +oo. Entonces

/Q:cm(w)clPﬁ/ﬂ:v(w)dP,
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y
/A:z;m(w)dl’—%/A:t(w)dP.
o Q

Pero para funciones simple vale

/Amm(u)dpz A/mm(w)dP.
0 Q

por lo tanto, por ser A un operador cerrado,

/Q As(w)dP = A /n 2(w)dP.
0

De gran interés resultan las variables aleatorias como operadores. Si U y H son espacios
de Hilbert separables y L = L(U, H) el conjunto de los operadores lineales acotados de U
en H, entonces L es un espacio lineal y dotado con la norma del operador, resulta ser un
espacio de Banach. Sin embargo, si ambos espacios son de dimension infinita, entonces L
no es espacio de Banach separable.

Ejemplo  17. Sea U = H = L*R). para t € R arbitrario se define la isometria
S(t): 11— 1T
S(t)x(z) =x(z+1t), z € (—o0,+00), z € H.
Supongamos s < t, x € H, entonces
[(S(2) — S(s))z(2)] = |z(z + 1) — z(z + 5)| = |S(s)[S(t — s)(z) — z(2)]]
=SSt — s)a(z) — =(2)] = |9(t — s)a(z) — =(2)|

s—t t—s ,
,———), entonces x y S(t — s)x tienen

Six € H y tiene soporte en el intervalo (

soporte disjuntos y por lo tanto, se obtiene |[S(t) — S(s)]z|> = 2|z|®. Por lo tanto por la
norma del supremo se obtiene

15(t) = S(s)ll = V2,
resultando de esta forma que L no es separable.

La no separabilidad de L trae como consecuencia lo siguiente:

1) Si L tiene una funcién medible f(t), entonces existiria una sucesion de funciones
simples {¢n(t)} tal que lim ¢,(t) = f(t), pero esto no puede ser por la no separa-
bilidad de L. La o-algebra de Borel %(L) correspondiente a L es tan abundante
que incluso las funciones simples no son medibles.

Por ejemplo, el operador S(t) definido anteriormente no es medible considerado
como aplicacion de (R, Z(R)) en (L, Z(L)). En efecto: fijemos un subconjunto I’
tal que I' no es un conjunto de Borel en R. Como todo conjunto de Borel en R es
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Esperanza Condicional.

un conjunto medible, se tiene como consecuencia que T' no es medible. Definamos
un subconjunto abierto 1) € I,

D={GeL:|G-S@)| <V2/2, paraalgintecT}.

Ya que D es un conjunto de Borel perteneciente a #(L),y S~1(t)(D) =T ¢ #B(R),
S(t) no puede ser medible.

2) La ausencia de medibilidad de L implica que la definicion de Bochner no puede
aplicarse directamente a funciones L-valuadas. Superamos esta dificultad introdu-
ciendo un concepto de medibilidad mas débil.

Definicién 1.49. Una funcion ®(-) : Q@ — L se dice fuertemente medible si para
u € 1] arbitrario, la funcion ®(-)u es medible como aplicacion (2, F) — (H,%(H)).

Sea .Z la o-algebra de subconjuntos de I. que contiene a todos los conjuntos de la forma

L={bel:duec A uel, Ac B(H)}, (1.43)

entonces ® : Q@ — L es una aplicacion fuertemente medible de (Q, %) en (L,.%). Estos
elementos de .Z se llaman fuertemente medibles. Si P es no-negativo, no necesariamente
normalizado sobre %, entonces © es Bochner integrable si para u € U la funcioén ®(-)u es
Bochner integrable y existe un operador lineal acotado ¥ € L(U, H) tal que:

/ ®(w)udP= Yu, wel.
Q
El operador ¥ se denota entonces como
v = / ®(w)dP,
Ja

vy la lamaremos la integral fuerte de Bochner de ®. Si U y H son espacios de Banach
separable entonces ||®(-)|| es una funcion medible y

) < /Q 10(w)||dP

Sean U y H espacios de Hilbert separables y sea L(U, H) el espacio de todos los
operadores lineales acotados de I en H. Si nos restringimos a espacios mas pequehos, por
ejemplo, el espacio L;(U, H) de todos los operadores nucleares de U en H o el espacio
Ls(U, H) de todos los operadores de Hilbert-Schmidt de U en H (ver Apéndice), entonces
el problema de la no medibilidad anterior no aparece. Esto se debe a L; y L, son espacios
de Banach separables y ademas son subconjuntos fuertemente medibles de (7, H).

7. Esperanza Condicional.

La bibliografia usada en esta seccion es el libro de Shiryayev [46].
Para justificar la existencia de la esperanza condicional como una funcién medible,
necesitamos el Teorema de Radon-Nykodym.
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Sea x una variable aleatoria para el cual E(x) esta definida. Entonces por la propiedad
(d) de la esperanza, secciéon 5.1, la funcién de conjuntos

Q(A) = / dP, Ae Z. (1.44)
A
es bien definida. Vamos a mostrar que esta funcion es aditiva numerable.
Supongamos primero que z es no-negativa. Si Ay, As,... son subconjuntos de #,

disjuntos por pares y A =|J7, A,, entonces

Q(A) = /A 1P =E(x-12) =Bz Iy, 4,) =B} - Ia,)
n=1

= ZE(QZ a,) = Z Q(An).

n=1
Si x es una variable aleatoria arbitraria para el cual E(z) es bien definida, la aditividad
numerable de Q(A) sigue de la representacién
QA) = Q™ (4) - Q7 (4). (1.45)
donde

o+ ol e o -
QH(A)= / AP, (O (A) = / +dP.

Si E(z) es finito, Q@ = Q(A) es una medida signada numerablemente aditiva representable
como @ = (J; — (Q; donde al menos una de ellas Q; o Q)2 es finita.
Q@ = Q(A) tiene la propiedad de continuidad absoluta con respecto a I’:

si P(A) =0 entonces Q(A) =0 A € Z,

se denota por Q < P.
De ésta forma @ = Q(A) considerada como una funcion de conjuntos sobre %, es una
medida signada que es absolutamente continua con respecto a I.

Teorema 1.50. (Radon-Nikodym)

Sea (2, F) un espacio medible, i una medida o-finita, y A una medida signada abso-
lutamente continua con respecto a p. Entonces existe una funcién F-medible f = f(w)
tal que

AA) = /A fwdp(w), Ac Z. (1.46)

La funcion [ = [(w) es tinice salvo un conjunto de medida p cero: si h = h(w) es otra
funcion medible tal que

A = [ fw)du(e) 1€ 7,
entonces p{w : f(w) # h(w)} = 0.
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La funcién f = f(w) en (1.46) se llama la derivada de Radon-Nikodym o la densidad
de la medida A con respecto a p, denotada por dA/dy o (dX/dpu)(w).

Sea (€2, #, P) un espacio de probabilidad, ¢ una o-algebra, ¥ C F#, ¢4 es una sub
o-algebra de Z, y sea x = z(w) una variable aleatoria.

Definicién 1.51. La esperanza condicional de una variable aleatoria no-negativa x,
E(z) < 400, con respecto a la sub o-dlgebra 9, es una variable aleatoria no-negativa
denotada por E(z|¥9) o F(x|9)(w), tal que

(a) E(z|¥9) es ¥-medible;

(b) para todo A€ ¥

L P = L E(2]@)dP (1.47)

La esperanza condicional E(x|9) de cualquier variable aleatoria con respecto a la o-
dlgebra 4, puede ser definida si

min(E(z|94). E(z™|¥9)) < +00 c.5,
wiene dada por la formula
E(z|9) = E(x7|¥9) — E(x7|¥9).
De acuerdo con el Teorema de Radon-Nykodym, la esperanza condicional esta definida
salvo un conjunto de P-medida cero. En otras palabras, F(x|¥) se puede definir como una
funcion ¥-medible para el cual Q(A) = | J(w)dP con A € ¥, donde () es una medida

A
absolutamente continua con respecto a P, es decir, si P(A) = 0 entonces Q(A) = 0 para
todo A € #,y f(w) una funcién F-medible.
De acuerdo con el Teorema de Radon-Nikodym,

Bal) = T2w),

es decir la esperanza condicional es justamente la derivada de Radon-Nikodym de @) con
respecto P considerado sobre (£2,9).

7.1. Propiedades de la Esperanza Condicional. Supongamos que la esperanza
estd definida para todas las variables aleatorias que consideremos y 4 C %.

A*, Si C es una constante y = C (c.s.), entonces E(z|¥4) = C (c.s.).

DEMOSTRACION. Una funcion constante es medible con respecto a 4. Por lo
tanto, ya que z = C (c.s.) y la propiedad de esperanza (g) se tiene

/E(m]g)dp:—./m(lP:/CrlP, Ae9.
A A A

B*. Si x <y (cs.) entonces E(z|¥9) < E(y|¥4) (cs.).
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DEMOSTRACION. Si z < y (c.s.), entonces por la propiedad (B) se tiene

[FM%W=LMP§&ME[FM%MAG%
O
C*. |E(z|9)| < E(|z]|9) (cs.).

DEMOSTRACION. De la prueba anterior y el hecho que —|z| < z < |z] se tiene
la prueba.

D* Si a,b son constantes y aE(x) + bE(y) son definidas, entonces
E(ax + Wy|9) = aF(x|9) + bE(x|9).
DEMOSTRACION. Si A € ¢ entonces

/ (az + by)dP = / azxdP + / byd P
A A A

= / aB(z|9)dP + / bE(y|¥)dP
4 A

3 /A (0B (2|%) +bE(y|¥4)|dP

E* Sea #, = {¢,0} la o-algebra trivial. Entonces
E(z|#.) = E(z) (cs.).

DEMOSTRACION. Esta propiedad sigue por la observacion que E(z) es una
funcién #,-medible v si A = Q 0 A = ¢ entonces

mme:ApumR

F* E(z|#F) =z (c.s.).
DEMOSTRACION. Si z es % -medible y
'/MP:/EMQMPAe%
A A
tenemos F(z|¥9) =z (c.s.). O
G* E(E(z]9)) = E().

DEMOSTRACION. Sigue aplicando E* y H* tomando % = {4, 2}
Yy gQ =%
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H* Si % C %, entonces
E(E(x|4%)|%) = E(z|4) (cs.).
DEMOSTRACION. Sea A € 94;; entonces

/ E(z|4)dP = / zdP,
A A
va que 4 C %, tenemos que A € % en consecuencia
/ E(E(2|%)|4)dP = / E(z|%)dP = / 2P,
A A A

En consecuencia, cuando A € ¥,

[ Eigar = [ ps)sar
JA JA
por la propiedad I se tiene

E(zx|%) = E(E(2|4)|4)) (c.s.).

I* Si % D %, entonces
B(E(z|%)|%) = E(2|%) (cs.).
DEMOSTRACION. Si A € 4, entonces por la definicion de E(F(2|4)|%)

/A E(E(2|%)|4,)dP = /A E(xl4y)dP.

La funciéon E(X|%) es %-medible, también es %;-medible.
Se sigue entonces que F(x|%)es una variante de la esperanza F(FE(x|%)|4)).

J* Sea x una variable aleatoria independiente de la sub-o-algebra & (es decir, in-
dependiente de I, para todo A € ¢, donde I, es la funcién indicadora para un
conjunto A € ¥)). Entonces

E(x|9) = E(z) (c.s.). (1.48)
DEMOSTRACION. Solo debemos ver que:
/ E(z)dP = / adP para todo A € ¥. (1.49)
A A

Para todo A € ¢ y ya que x es independiente de ¥ se tiene

/A E(x)dP = L IE(z)dP = L [4dP - E(z) = B(L)E(zx) = B(I, - ) = L 2dP,

por el Teorema 1.50 y la Definiciéon 1.51 se obtiene (1.49) U
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K* Sea z una variable aleatoria ¥-medible, E(|z|) < +o0 y

E(|zz|) < +00. Entonces
E(22|9) = zE(z|¥9) (c.s.).
DEMOSTRACION. La prueba depende del siguiente resultado: Sea {2, }n>1 una
sucesién de variables aleatorias. Si |z,] < y, con E(y) < o0y z, = z (cs.),

entonces
E(z,|9) = E(z|9) (cs.)

E(|zn — z||¥9) — 0 (cs.).
Vamos hacer la prueba de este resultado: sea

Zn = sup |z, — x|
m>n

Ya que =, = z (c.s.), tenemos que z, | 0 (c.s.). La esperanza E(z,) y E(z) son
finitas; por las propiedades D* y C*

|E(@l9) — B(al9)| = |E(@, - al9)| < Bllan - o|9)
<E(z,|9).
Ya que E(z,:1|9) < E(z,|9) (c.s.), el limite h = liw,, F(2,|¥) existe (c.s.). En-
tonces

0§/th§/E(zn]%)dP=/zndP—>O, i — 00.
Q 0 Ja

La dltima ecuacion viene del Teorema de Convergencia Dominada ya que 0 < z, <

2y, E(y) < +o0. Por lo tanto / hdP = 0 y en consecuencia, h = 0 (c.s), por la
Q

propiedad de esperanza (h).
Ahora podemos probar la propiedad K*. Sea y = Iy, B € ¢. Entonces, para
todo A€ ¥

/ zydP = / xdP = E(z|4)dP
JA JanB Janp

- /A s F(z|9)dP = /A yE(x|9)dP.

Por la aditividad de la integral de Lebesgue, la ecuacion

/ TydP = / yE(x|9)dP A ¥,
A A

sigue siendo valida para suma de variables aleatorias simples y = Y ,_, yx/5,,
By, € 9. Por lo tanto, por la propiedad (i), tenemos

E(zy|9) = yE(z|9) (c.s.). (1.50)
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Ahora, sea y alguna variable aleatoria ¥-medible con E(|y|) < +o00, y sea {yn }n>1
una sucesion de variables aleatorias simples ¥-medible, tal que |y,| < vy ¥ — ¥.
Entonces por (1.50)

E(zynl¥) = y. E(x|9) (c.s.).

Es claro que |zy,| < |zy|, donde E(|a,|) < +oo entonces E(xy,|¥Y) — E(xy|¥Y)
(c.s.). Por lo tanto

yn B (z|9) — yE(z|¥9) (c.s.).
O

Sea (§2,.Z, P) un espacio de probabilidad y ¢ una sub-g-algebra de #. Para todo
1 < p € +oo denotamos por LF(§2, 4, P) el subespacio de las variables aleatorias
r € LP(Q)) ¥-medibles. Con esta notacion también denotamos a L[P(Q2) = LP(Q, .#. P).
IP(Q, #, P) dotado con la norma ||z, = (E(||z]|*))*?, p € [1,+00) es un espacio de
Banach.

I7(§2,%4, P) es un subespacio cerrado de LP(Q,.F, P). IP(Q),¥4, P) es el rango de la
proyeccion contractiva en LP(Q, F. P). Si p # 2, se tiene que para la variable aleatoria
r € IP(0,.Z, P), la variable aleatoria F(x|¥) es el tinico elemento de [7(2,%) con la
propiedad que para todo A € ¥,

/A B(2|9)dP = /A wdP

Que sea contractiva, significa que

B9l < B(

«|b1¥)
Para p = 2 esto es conocido, en efecto, L*(£2, #, P) admite la descomposicién
L*(Q. #,P)= 17,9, P)2 L*(Q,9, P)~.

Esta proyeccion que tenemos en mente es la proyeccion ortogonal sobre L%(2,%4, P) a lo
largo de esta descomposicion. La denotamos por

F(x|9),

llamada la esperanza condicional de z dado ¢4. Nuevamente valen las propiedades (A*) —
(K*) mencionadas anteriormente. Para mayor informacion ver el libro [42] pagina 153.

Definicién 1.52. Sea (2, #, ) un espacio de probabilidad, & es un espacio de Ba-
nach separable y { %, t > 0} una filtracion, es decir, una coleccion de sub-o-dlgebras de
F tal que F, C Fy C F para 0 < s < t. Un proceso estocdstico {x(t)(w) o con valores
en &, se dice martingala si

(a) E(llz(t)(w)]]) <+oo

(b) E(z(t)(w)|Z]) = 2(s)(w) (c.s.), para 0 < s < L.
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De acuerdo a esta definicion se tiene
/ 2Hs)w)dP = / F((£)()]-Z,) (w)dP,
F F
para todo F' € %, s <t, s,t >0.

Teorema 1.53. (Desigualdad de Doob).Ver ¢ksendal [44].
St un proceso { M(t)(w)}ier con valores en R es una martingala tal que t — M (t)(w)
es continua c.s, entonces para todo p > 1, 7 > 0 y para todo , A > 0

Plsup [M(1)(w)| > A < SE(ME@P). (L51)

o<Lt<r
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Capitulo

Integracién Estocéstica. Integral de Wiener

1. Introduccidon

La construccion de la integral estocastica puede comenzar con una explicacion tomada
del libro [44]. Consideremos el modelo de crecimiento de poblacion

{ R0 = o(t)N(1),

N =N (2.1)

donde N(t) representa el tamano de la poblacion en el tiempo (, y a(t) la velocidad de
crecimiento en el tiempo ¢. Puede suceder que el crecimiento de poblacion sea afectada por
algiin cambio ambiental manifestado en forma de ruido aleatorio, este cambio es expresado
por el término a(t) de la forma siguiente:

a(t) = r(t) + “ruido”. (2.2)
Del término ruido solo se conoce su distribucién de probabilidad y el término r(t) se
puede considerar no aleatorio.

De acuerdo a la situacion planteada anteriormente, la ecuacion (2.1) se puede expresar,
usando la expresion (2.2), como

dN(t)
dt

La ecuacion (2.3) podemos escribirla de tal forma que el término ruido sea expresado

por medio de la derivada “informal” w(¢) de un movimiento Browniano {w(t)}i>o (ver
[27]):

= (r(2) + “ruido”) N (1). (2.3)

d"z’ft) = b(t, N(2)) + o, N(£))ir2), (2.4)

donde b(t, N(¢)) y o(t, N(t)) son funciones medibles de t y N.
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El término w(t) puede combinarse con el diferencial dt para formar el diferencial dw(t)
de manera que la ecuacion (2.4) puede escribirse en forma diferencial

dN(t) = b(L, N({))dt + o (t, N(L))dw(L). (2.5)

Una versién discreta de la ecuacion (2.5) puede ser la siguiente: sea 0 =t < ) <
... < ly = 7, entonces

Nip1 — Ni = b(ty, Np)Aty + o (ty, Nyi)Awy, (2.6)
donde
Ny = jV(tk)j wg = w(ty), Atgx =1tps1 —t. Awp= w(k+1) — w(k).

Si resolvemos (2.6) de forma iterativa para k > 1 se tiene la ecuacién

k-1t k-1
Ny = N() -+ Z b(tj, ;T,‘j)Atj + Z U(tj, ﬂij)Ain, (27)
=0 =0

Tomando el limite cuando Al; — 0 es posible probar que el lado derecho de (2.7)
exista en algin sentido y obtener

N, = N0+/ b(s,Ns)ds+/ o(s, Ns)dw(s). (2.8)
0 Jo

La ecuacion (2.5) puede interpretarse como la ecuacion integral estocastica expresada
en (2.8). El proceso estocastico {V(1)}sep,n significa que es solucién de (2.8) bajo ciertas
condiciones sobre b(t, N;) y a(t, Nt) y que la ecuacion (2.8) ocurra casi siempre.

La idea en este sentido es verificar la existencia de la integral

/{; " (s, No)duw(s). (2.9)

Por conveniencia, en general a la variable aleatoria z(¢,w) la escribiremos por z(t) y
consideraremos a t € [0, 7], 7 > 0. Asi el proceso estocastico X = {z(t,w)}iep - se escribe
como X = {x(t)}iwcp- vy por lo tanto al movimiento Browniano lo denotaremos como

W = {w(t)}téioj].

Definicién 2.1. Ver ¢ksendal [44].

Sea W = {w(l) }sep0.r) €l movimiento Browniano definido sobre Q0 con valores en R.

Entonces definimos como Fy, la o—dlgebra generada por las variables aleatorias w(s)
con 0 < s <71, en notacidn, la expresamos como a{w(s), 0 < s < 7}.

Comenzamos por la definicion de integral estocastica para la clase de funciones simples
f:10,7] x 2 — R y luego la extendemos a funciones mas generales por un procedimiento
de aproximacion. La clase de funciones para la que sera definida nuestra integral es la
siguiente:
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Definiciéon 2.2. Ver ¢ksendal [44].
Sea 0 <t <7, FH=0{w(s):0<s<t} yV=V(0,7) la clase de funciones
f@.w):[0,7] x Q2 — R
tal que

i) (t,w) — f(t,w) es B(0,7]) x F—medible,donde ([0, 7]) la sigma digebra de
Borel de [0, 7}
ii) f(t,w) es F— adaptada

iii) B ( /0 f(t.,w)?dt) < +00.

Definamos la integral de 7i0 para funciones de f € V :

AN = [ 1t
donde {w(t)}epo.r es un movimiento Browniano 1—dimensional.

La idea es la siguiente:

1. Definamos #|¢] para una clase de funciones simple ¢.
2. Luego mostramos que f € V puede aproximarse (de forma apropiada) por funcio-
nes simples ¢ v luego pasamos al limite.

Definiciéon 2.3. Ver ¢ksendal [44].
Una funcion ¢ € V se llama simple, si tiene la forma

k3

Bt w) =D z(w) i 1,(1),

=0
donde z;(w) = x(t;,w) y Iy, 1,,,)(t) es la funcion indicadora. Ya que ¢ € V, cada z5(w)
es Fy,—medible, entonces definimos lo integral para funciones simples como

/0T o(t, w)dw(t) = Z i (w)w,, — wy](w).
=0

Tenemos ahora la siguiente relacion:

Lema 2.4. (La Isometria de It6)Ver ¢ksendal [44].
i (t,w) es una funcion simple y acotada entonces

E (( /O ' ¢(t,w)dw(t)>2) =E ( /O ' ¢(t,w)2(lt) . (2.10)

Usemos la isometria (2.10) para extender la definicion de #[¢] de funciones simples a
funciones mas generales pertenecientes a V.
Paso 1:
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Sea g € V acotada y g(-,w) continua para cada w. Entonces existen funciones simples
o € V tal que

E (/T(g - ¢n)2dt) — 0, n— +o0.
0

Paso 2:
Sea h € V acotada. Entonces existen funciones g, € V, n=1,2,..., acotadas tal que
gn(-,w) es continua para todo w y n tal que

E (/ (h— gn)?‘d(,) — 0.
0
Paso 3:

Sea f € V. Entonces existe una sucesion {h,} C V tal que h,, es acotada para cada n
tal que

;
E (/ (f - hn)gdt) — 0, cuando n — +oo0.
0
La conclusion sigue por el Teorema de Convergencia Dominada. Esto completa el

procedimiento de aproximacién. Para concluir la definicién de la integral de Itd, sea f € V'
y escojamos ¢, € V funciones simples segiin los pasos del 1 al 3 tal que

E (/0 If — ¢>n|2df.> — 0.

Entonces se define la integral estocastica como

/ f(t, w)dw(t) hm / on(t, w)dw(t).

Este limite existe como un elemento de L»(§2, #, P) ya que la sucesion { / On(t,w)dw(t)}

es de Cauchy por la ecuacién (2.10). De aqui obtenemos la siguiente deﬁmcmn

Definicién 2.5. La Integral de It6
Sea f € V. La integral de Ité de f se define por

/ ft, w)dw(t) = lim / O (t,w)dw(t),
0 N—>+00 0

donde ¢, n=1,2,..., son funciones simples tal que

E (/()T(f(t,w) - d)n(t,w))?dt) —0 n— +oo.
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Corolario 2.6. (La Isometria de 1td) Para todo [ € V, se tiene

E (( /0 ' f(t,w)dw(t)Y) =E ( /0 ' fz(t,w)dt) . (2.11)

Corolario 2.7. Si f(t,w) € V y fu(t,w) € V) n=1.2,... tal que

E ( [ thiew - f(t,w))zdt) 50 no oo,

entonces

/’f Jo(t,w)dw(t) — /T f(t,w)dw(t) en LQ(P) n — +o00.
0 0

Teorema 2.8. Ver ¢ksendal [44].
Sea f € V. Entonces existe una version continua de

/ t f(s,w)dw(s), 0<t<m, (2.12)
0

es decir, existe un proceso estocastico continuo {x(t)}iepr sobre (Q, %, P) tal que

t
P{w : z(t)(w) = / fls,w)dw(s)}=1 para todo t,0 <t <.
0

A partir de ahora asumimos que

[ 165,300

es la version continua.

Corolario 2.9. Ver ¢ksendal [44)].
Sea f(t,w) € V para todo t € [0,7] Entonces

M) = /0 (5 w)duls)

es una martingala con respecto a una filtracion { %}, t € [0,7], y

<t<T

P{w: Sup |M(t) > A} < ——-E (/ f(s, w)2ds‘) AT>0
Teorema 2.10. Ver ¢ksendal [44].

Sean f.g € V, u € [0,7] y sea {&F}, t € |0,7], una filtracion de la o-dlgebra F.
Entonces

i) /OT fdw(t) = /: fdw(t) +/UT fdw(t) c.s.P
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i Ar.. v = Tl , Td" = cte) c.s. P
i) /0 (ch+g)dw(t) C/o f(w(t)+/0 gdw(t) (c = cte) c.s
i) E( / j‘dw(l.)) -
.y 0
iv) / Sfdw(t) es F.—medible.
Jo

Ejemplo 18. Asumiendo que w(0) = 0. Entonces

¢ 1 1
/0 w(s)dw(s) = -z—w(t)2 - §t'

DEMOSTRACION. sea ¢n(s,w) = 37 Wil 4;,,1(5), donde w; = w(t;). Entonces

E (./:(qﬁn — w.g)zds) = (Z /JH (w; — ws)* )
> ‘; j{ 2y e

1
= Z —2-(1:_7‘.;_1 — tj)g ~3 0 TAN tj -0

t ¢ n
/0 wsdw(s) = A}éEO/O dndw(s) = Altl’jrg(); w; Aw(t;),
escogiendo que t; = j27" y sin — 400 At; — 0 se tiene
A(wﬂ) = 'w]_§_1 - 'lU ('IL +1 'lL’j)z + 21vj(wj+1 - H.»’j)

= (Aw;)? + 2w;Aw;.

yva que wg = 0,

’U)t2 = i A(UJJ'2) = i(AU)j)Z + 2 zn:’IDjij.
j=0

3=0 =0
Asi

= 1 2 20 ol , 1
ijA'wj = - = Z Aw;) que — =1.

=0 2



Introduccién

. 1 . .

El término extra ~§t en la integral estocastica muestra que no se comporta como una
integral ordinaria. g

El ejemplo anterior ilustra el hecho que la definicién de la integral de It6 no es 1util
para evaluar una integral dada. Es parecido a la integral de Riemann, donde no se usa la
definicién basica sino el Teorema Fundamental del Calculo y la regla de la cadena para un
calculo explicito de la integral. Sin embargo en el calculo estocéastico no poseemos teoria
de diferenciacién, solamente teoria de integracion. Afortunadamente se tiene la version de
la regla de la cadena para la integral de 1t6 llamada la formula de Ito.

Definicién 2.11. Ver ¢ksendal [44].
W (0,7) denota la clase de procesos { f(t,w)}ieon con valores en R el cual satisfacen
las siguientes condiciones:

i) (t,w) — ft,w) es B([0,7]) X F—medible,donde $B([0,7]) la sigma dlgebra de
Borel de [0, 7],

ii) Eriste una familia creciente de sub-o-dlgebras {4 : | > 0} tal que
a) Bl movimiento Browniano {w(t)}iecp, es una martingala con respecto a 4,
b) f(t,w) es Hi-adaptada.

iii)
P{uw / f(s. w)ds'< oo} =1. (2.13)
0
Denotamos W = (Vo W (0, 7).

Definiciéon 2.12. Ver ¢ksendal [44].

Sea {w(t)}iepr un movimiento Browniano sobre (0,.F,P) con valores en R. Un
proceso de It6 unidimensional ¢ integral estocdstica es un proceso estocdstico {x(t)}ieio,n
sobre (2, F, P) con valores en R de la forma

t t
z(t) = z(0) +/ u(s,w)ds + / v(s, w)dw(s), (2.14)
0 Jo
donde v € #, tal que
¢
P{w: / v(s,w)?ds < 400 para todo t > 0} =1,
0

Suponemos ademas que u es F%- adaptada y

¢
P{w: / lu(s,w)|ds < +oo para todo t > 0} =1
0

El proceso de Ité dada por la ecuacion (2.14) la escribiremos en forma diferencial mas
corta

dz(t) = udt + vdw(t). (2.15)

48



CAPITULO 2. INTEGRACION ESTOCASTICA. INTEGRAL
DE WIENER

Teorema 2.13. (Férmula de It6 unidimensional) Ver ¢ksendal [44].
Sea X = {z(t)}1>0 un proceso de Ité dado por

dz(t) = udt + vdw(t).

Sea g(t,z) € C%([0,4+00] x R), es decir, funciones dos veces continuamente diferen-
ciables sobre [0, +00] x R). Entonces

y(t) = 9(t,z(1))
es también un proceso de Ité, y
dg(t.a(t) ., , dgt,x(1) , . 1Pg(t, (1)
Wt) = = —dt+ —5——de(t) + 5= 57— -
donde (dz(t))? = dx(t) - dz(t) se calcula de acuerdo a la siguiente regla
dt -dt =dt - dw(t) = dw(t) dt =0, dw(t) - dw(t) = dt

z(t))?,

Ejemplo 19. La integral del Ejemplo (18) puede resolverse de la siguiente forma.
Sea z(t.w) = w(t) y g(t,x) = ;22 Entonces

(1) = oft, w(B) = s (1)

por la formula de Ité se obtiene

dg adg 1 8%
8tdt+ B —=dw (z:)+2(9 5

de aqui que

dy(t) = (@w(e))? = w(t)dw(t) + 5 (duw(®) = w(t)du(t) + é—dt,
d(é) — w(t)duw(t) + %dt

es decir,
1 ¢ 1
—w(l)? = / w(s)dw(s) + =dt.
2 0 2

Como vimos anteriormente en el Corolario 2.9, si f(t,w) € V entonces

M) = /0 (s, w)duw(s)

es una martingala con respecto a la filtracion {F},cp-. El Teorema de Representacion
de Martingalas demuestra que el reciproco también es cierto:

Teorema 2.14. Ver ¢ksendal [44]. (Teorema de Representaciéon de Martin-
galas)

Sea {w(t)}iepp,r) un movimiento Browniano definido sobre (Q,.%, ) con valores en R.
Supongamos que {M(t)}i>0 es una F-martingala con respecto a P y M(t) € L*(P) para
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todo t > 0. Entonces existe un tinico proceso {g(s,w)}s>o0 tal que g(t,w) € V(0,t) para
todot >0y
t

M(t,w) = E(M(0)) + / g(s,w)dw(s). c.s., para todo t > 0. (2.16)

2. Variables aleatorias Gaussianas con valores en un espacio de Banach

En la seccion 3.1 del Capitulo 1 encontramos que una variable aleatoria x definida
sobre un espacio de probabilidad (Q. %, P) con valores en R" es una variable aleatoria
Gaussiana si su funcidén caracteristica viene dada por

1
—={QX\. X
o) = ePdme 3 (@A >, (2.17)
donde m es el vector de medias y @) es matriz definida positiva lamada matriz de cova-
rianza.
Ahora vamos a estudiar el caso de una variable aleatoria Gaussiana x definida sobre
el espacio de probabilidad (2, %, ) con valores en un espacio de Banach &.

Teorema 2.15. Ver Shiryayev [46].

Sea (2, %, P) un espacio de probabilidad y (&, B(&), 1) un espacio de medida donde
v es la medida inducida por P en el espacio (&,%8(&)). Sea x una variable aleatoria con
valores en &, entonces

[ o@au = [ glatwyarw)

{wiz=1(B)}
para todo B € B(&) y para toda funcion g = g(s) medible con respecto a &, s € &.

En particular, si B = & obtenemos que

/ 9(5)du(s) = / 9(2(w))dP(w) = E(g(z(w))). (2.18)
& Q

Por la ecuacion (2.18), se obtiene que la funciéon caracteristica i de una variable
aleatoria Gaussiana z con valores en R” y medida inducida p en el espacio (&, %(&)),
puede escribirse en la forma:

o) = E(¢P) = /R gy, (2.19)

para todo A € R™.

Denotaremos por &* el espacio dual topologico, es decir, el conjunto de todas las
aplicaciones lineales y continuas definidas sobre & con valores en R. Un elemento de & se
denotara por =*. Cuando z* € & y r € &, la notacion (z, r*) := x*(z), resalta la dualidad
existente entre la accion de «* sobre x cuando z* es fijo por una parte y la accién de z
sobre z* cuando z es fijo por otro.
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& es un espacio de Banach con respecto a la norma

z*lle~ == sup [{z.z")|.

z||<1
Para mayores detalles ver [26].
Denotaremos por ||-||¢ la norma en el espacio de Banach &. Sea (2, .#, P) un espacio de

probabilidad, denotaremos por LP((),.%, P) al conjunto de todas las clases de equivalencia
de las variables aleatorias definidas sobre ) con valores en & con la norma definida por

lzll, = E(l|z]%)"/?, para 1 < p < +oo.

Definicién 2.16. Ver Neerven: J [42].

Una variable aleatoria x definida sobre un espacio de probabilidad (2, %, P) con valo-
res en el espacio de Banach & es Gaussiana, si la variable aleatoria (x,z*) definida sobre
Q con valores en R es Gaussiana para todo x* € &*.

En esta seccion vamos a suponer que una variable aleatoria Gaussiana (z,z*) tiene
media E((z, z*)) = 0.

Corolario 2.17. Ver Neerven: J [42].
Si v es una variable aleatoria gaussiana con valores en & entonces, E(x) =0

Prueba: Ya que (z,z*) es una variable aleatoria Gaussiana con valores en R, se tie-
ne que E((z,z*)) = 0. En consecuencia, Para todo z* € &*, tenemos que (E(z),z*) =
E((z,z*)) = 0 por el Teorema de Hahn-Banach, existe 2* € &*, z* # 0 tal que (E(x),z*) =
0 por lo tanto E(z) = 0.

A fin de caracterizar variables aleatorias Gaussiana en términos de su transformada
de Fourier, presentamos la siguiente terminologia

Definicién 2.18. Ver Neerven: J [42].
Un operador acotado Q) € L(&*,&) se llama
s Positivo, si (Qz*, z*) >0 VYaz* e &*
s Simétrico, si (Qr*, y*) = (Qu*. z*) Vaz*, y* € &*

Teorema 2.19. Ver Neerven: J [42].(Fernique)
Sea z una variable aleatoria Gaussiana con valores en & tal que E({z,z*)) = 0.
Entonces eziste una constante 3 > 0 tal que

B (112 < oo

Denotemos por L(&*,&) el conjunto de todos los operadores lineales definidos sobre
&* con valores en &.

Proposicion 2.20. Ver Neerven: J [42].
Para una variable aleatoria x con valores en & tal que E({(z,2*)) = 0, las siguientes
afirmaciones son equivalentes:
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(1) z es una variable aleatoria Gaussiana con valores en &;
(2) Eziste un operador simétrico positivo () € L(&*, &) tal que la funcién caracteris-
tica de x es dada por

1 * %
E (e = 3@ )

El operador @ esta Gnicamente determinado por (2.20). Mas alin,

e & (2.20)

Var((z.2*)) = E((z. *)?) = (Q2*, z*). zr € £

Prueba:
1) = (2).

Ya que la variable aleatoria z es de cuadrado integrable por el Teorema de Fernique
2.19, la variable aleatoria (r,r*)x es integrable y podemos definir

Qz* = E((z, 2")x), 2" €6

De (Qz*, y*) = E((z, z*)(z, y*)), vemos que @ eés positivo y simétrico.
Ya que {z, z*) es una variable aleatoria gaussiana con varianza E({z, 2*)?) = (Qz*, z*),
tenemos

1 * *
E(ei(‘.’ﬂ,x‘)) - e_-i(Qg: ' F >
(2) = (1).

Reemplazando z* por £z en la afirmacion, vemos que la funcién caracteristica de
(x, z*) es igual a

1 ¥ a 1 2 Sk
E (ez(mjﬁzri*}) - €_§<Q§a/ : El > - 6_—2—5 (QCL y & >

Asi (z, 2*) es una variable aleatoria Gaussiana con varianza (Qx*, ©*).

Si R es otro operador simétrico positivo, que satisface (2.20), entonces se obtiene la
igualdad (Qz*, z*) = (Rz*, =*) para todo x* € &*, esto implica que (Qr*, =*) = (Rx*, y*)
para todo z*, y* € &*, y por lo tanto (Q = R.

El operador () se llama el operador de covarianza de x. Debemos destacar que no todo
operador simétrico positivo Q € L(&*, &) es la covarianza de una variable aleatoria z con
valores en &. Incluso puede pasar si la variable aleatoria z tiene valores en un espacio de
Hilbert separable infinito dimensional. Un ejemplo claro de esto ocurre si ) es el operador
identidad. Véase el Teorema de Sazanov, ejercicio numero 2 pagina 54 de [42].

Corolario 2.21. Ver Neerven: J [42].

Toda variable aleatoria Gaussiana con valores en & y tal que tiene E({x.2*)) = 0 es
simétrica.
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DEMOSTRACION. = y —x tienen la misma funcioén caracteristica. N

Ahora vamos a suponer que H es un espacio de Hilbert separable con producto interno
denotado por (-,-) y norma || - || 4.

Definicién 2.22. Ver Neerven: J [42].

Una variable aleatoria x definida sobre un espacio de probabilidad (2, %, P) con valo-
res en el espacio de Hilbert H es Gaussiana, si la variable aleatoria (x, h) definida sobre
Q con valores en R es Gaussiana para todo h € H.

Por la Proposicién 2.20, una variable aleatoria = es Gaussiana si y solo si, su funciéon
caracteristica viene dada por la ecuacion (2.20).

Para un operador ) arbitrario existe una tnica medida Gaussiana denotada por
A(0,Q) tal que su funcién caracteristica viene dada por la ecuacion (2.20).

Definicién 2.23. Ver Da Prato [13].
Sea H un espacio de Hilbert separable. Una medida de probabilidad p definida sobre
(H,#B(H)) se llama medide Gaussiana si para todo h € H ezxiste @, tal que

p{x € H:{h,x) € A} = 4(0,Q), (2.21)

para todo A € B(H).

Proposicién 2.24. Ver Da Prato [13].

Sea H un espacio de Hilbert separable y x una variable aleatoria Gaussiona definida
sobre un espacio de probabilidad (. &, P) con valores en (H,%(H)) y tal que la media
E(z) = 0 y su funcidn de covarianza es (). Entonces Q es un operador de tipo traza.

DEMOSTRACION. Consideremos la funcion caracteristica ¢ de una medida Gaussiana
I“:

1

p(h) = /H e""<"~=">du(m)=e‘§<Qh’ &

heH.

Para ¢ > 0 arbitrario, tenemos
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1= = [ du(o) - [ (o)
= / 1-em2dp(z) = / [1 — cos(h, z)]dp(x)

= / [1 — cos(h, z)|du(x) +/ [1 — cos(h, z)]dp(x)
{llzll <c}

{lzll g >c}

/ (h. 2)2du(z) + / 2dyu()
{llzllg<e} {llll gr>c}

1
3 / (h, x)%du(x) + Q;L{H:EHH > c}
/{llzl|<e}

IA
I

1
< §(Qch., h) + 2;;{:17 € H: |zl > C’} para todoh € H,

donde Q). es un operador lineal acotado definido por

(Qeh, by = / (h, 2)2dpu(z),

J{lzlin <c}
para todo h € H y con valores en H.
Q. es un operador de tipo traza, en efecto, por la definicion de traza (.64)y la desigual-
dad de Bessel-Parseval se obtiene:

+00 oo
tr(Q.) = Z(Qccm Cp) = / Z(cn, z)2dp(z) = / lz]|%du(z) < ¢ < +o0,
n=1 {”T"HSC} n=1 {"-’rnﬁ SC}
donde {en} es una base ortonormal en H. Luego
S(Qh B _1
1—e 2777 < S (Quh by + z,u{a: e H : |zlly > c}, (2.22)

para todo h € H, y ¢ > 0.
Ahora es suficiente probar que existe 3 > 0 tal que:

he H, (Qch, h) < 1 implica que (Qh, h) < B; (2.23)

(2.23) implica que @ < BQ.. y ya que Q. es de tipo traza, entonces se tiene que ()
también es de tipo traza. Para probar (2.23), sea h € H tal que (Q.h, h) < 1, entonces
por (2.22).
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1 — e V/2@01 < % + Zﬂ{a: € H : ||y > c},
1
—e 12k R} < —5+ 2/4{.% € H : ||z|lg > n},

1
e~ 1/2(QR, h) > 5 — 2#{1[; & H : ”:LHH > (,‘},

(1/2(Qh ) < 1
-1
3~ 2;;{.17 eH : |z|g > c}

1
Si ;1.{;1: € H : ||z||g > c} <y entonces

1
2,,,{.7: €H - |lr|u > c} <3
es decir,

% - 2/1{:1: € H : ||z|lg > c} > 0 asi, (Qh, h) < f.

3. Movimiento Browniano en Espacios de Hilbert

En la Seccion 5 del Capitulo 1 se hizo una descripciéon amplia del movimiento Brow-
niano con valores en R. Encontramos que el movimiento Browniano {w(t)}:0 es un pro-
ceso Gaussiano, si para todo 0 < ¢; <1y < - <y, el vector Z = (w(ty),. .., w(ty)) tiene
distribucion finito dimensional Gaussiana, es decir que existe m = (my,ma,...,my) € R*
y una matriz definida positiva @ = (g;-)xxx € R*** tal que la funcién caracteristica viene
dada por

k k k
E(exp (z Z u,»w(tj))> = exp ( - -;- Z UjqirUr + 2 Z ujmj),
=1 Jr

=1

para todo u = (uy,us,. .., u) € R*.

Mas aan, por el Teorema 1.18, encontramos que el vector Z es Gaussiano si, y solo si
Z;“:l u;w(w)(t;) es una variable aleatoria Gaussiana para todo vector u € R

El Teorema de Extensién 1.25 implica que las distribuciones finito dimensionales de
{w(t)(w)}i>0, estan Gnicamente determinadas por la funcion m(t) = E(w(t)(w)), para
todo ¢ > 0 y la funcion de covarianza (J(s,1) = Cov(s,1).

El movimiento Browniano {w(t)}:;>o posee las siguientes propiedades adicionales:

i) E(w(s){w)w(t)(w)) = min{s,t} para todo 5.t >0
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ii) El proceso {w(t)(w)}:>o tiene incrementos independientes, es decir, se tiene que
las variables aleatorias

w(tr), w(tz) — w(ty),- .., w(te) — wltx—1)
son independientes para todo 0 < t; <ty < -+ < lg.

En esta seccién realizaremos una descripcion del movimiento Browniano definido sobre
un espacio de Hilbert separable U.

Definicién 2.25. Ver Khoshnevisan [25].

Sea x = (x1,Z2,...,%n) una variable aleatoria n-dimensional definida sobre 2 y tal
que cada 7r(w) toma valores en un espacio de Hilbert /. Decimos que = es una variable
aleatoria Gaussiana si {0, r) = 37, 0;x;, donde (-,-) denota el producto escalar en U,
para todo § = (01,0q...,0,) € U™

Definicién 2.26. Ver Khoshnevisan [25].

Sea T un conjunto y x = {x(t)},. un proceso estocdstico definido sobre Q) tal que cada
x(t) toma valores en U. Decimos que x es un proceso Gaussiano, si (x(t1),x(t2), ..., x(ts))
es un vector aleatorio Gaussiano n-dimensional para todo ty,ts,...,t, € T.

Denotaremos por I(I7) = I.(U7, 1) al conjunto de todos los operadores lineales acotados
definidos de U en U

Definicién 2.27. ( Ver H. Brezis, [6]). Sea H un espacio de Hilbert, sea

A : D(H) ¢ H — H un operador lineal no acotado con D{A) = H. Si H* es el dual
topolégico de H e identificamos H* = H se puede considerar A* como un operador no
acotado en H.

Se dice que A es simétrico si

(Au,v) = (v, Au),
para todo u,v € D(A) donde denotamos por D(A) el dominio de A.
Definicién 2.28. ( Ver H. Brezis, [6]). Un operador A es autoadjunto si

A* = A,

y se sobrentiende que D(A*) = D(A).
Cuando A € L(II), no hay distincion entre un operador simétrico y un operador
autoadjunto.

Sean H y U espacios de Hilbert, ) € L(U), simétrico no negativo. Consideremos el
caso trQ < +oo. Entonces existe una base ortonormal completa {e¢;};>; C U, y una
sucesién no negativa de niimeros reales v; tal que

Q(ﬁj-‘—“-ljjej j=1,2,

=R
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Definicién 2.29. Ver Da Prato [13].
Un proceso estocdstico W = {w(t)}, clo.r) 5€ llama proceso (Q— Wiener si

(i) w(0) =0 (c.5),

(ii) W tiene trayectoria continuas,

(iil) w(t) — w(s) y w(t — s) tienen la misma distribucion Gaussiana A (0, (t — 5)Q),
para todo t > s > 0. Es decir, el movimiento Browniano W tiene incrementos
estacionarios.

(iv) w(t) — w(s) es independientes de {w(r) : 0 < r < s} (W tiene incrementos
independientes).

Si un proceso W = {w(t)} 1ef0.1] satisface (i)-(iii) y (iv) para t,s € [0,T] entonces
decimos que W = {w(t)},.(, 1 & un proceso Q—Wiener sobre [0, 7].

Proposicién 2.30. Ver Da Prato [13].
Asumiendo que W es un proceso QQ— Wiener, con tr Q < 4+0c0. Entonces las siquientes
propiedades se cumplen:
i) W es un proceso Gaussiano sobre U y

E(w(t)) =0, Cov(w(t)) = E(w(t))* =tQ, t > 0.
i) Parat e [0,T], W= {w()}, cio.7] tiene el siguiente desarrollo

w(t) = Z VViBi(t)e;, (2.24)
donde "

1

B;(t) = 7<’lli(t), e, ji=12,..., (2.25)
V¥

son movimientos Broumianos a valores reales mutuamente independientes sobre

(Q,F,P) y la serie (2.25) converge en L?(), F, P).

DEMOSTRACION. Sean 0 < t; < ... < 1, y sean uy,...,u, € U. Consideremos la
variable aleatoria Z definida por

- Z<?“(tj)’ u;) = <:u,»(t1), Zuk> + <w(tz) —w(ty), Zuh> .

k=2
+ (w(tn) — w(ta-1),n) .

Ya que {w(tx) — w(tk—1)}1<k<t, son variables aleatorias Gaussianas independientes con
distribuciéon A(0, (1 — s)Q) y la suma de variables aleatorias Gaussianas independientes
es Gaussiana, entonces Z es una variable aleatoria Gaussiana para cualquier eleccion de
Uy,...,Us .
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Luego (w(t1),w(t2),...,w(t,)) es un vector aleatorio n-dimensional Gaussiano y por
2.26 se obtiene que W es un proceso Gaussiano con E(w(t)) =0y Cov(w(t)) = t(). Esto
prueba (i).

Ahora probamos (ii).

Sea t > s > 0, por (2.25) se tiene

EBOBE) = —=B(u(), e)w(s), o)

= 5 E((w(t) — w(s), ex)(w(s), e;))

ilj
1
+ T E(<w(s) 61')(’117(3), 8j>)
iV
L (sQei, ;) = ——(Qes, ¢;)
= SWJEi, €5) = €i, €
VVilj I \/ ViV !
) § sl i=7,
S SV
= (vieire;) = —=(¢;, &;) =
vl Vit 0 si i#j.

En consecuencia E(8;(t)3;(t)) = 0. Entonces j3; y 3; son independientes.
Para probar la representacién (2.24) observe que para m >n > 1,

2 2

E =K

> VB (te;

j=n

Z VViBi(e; — Z VPiBi(t)e;

=1

m m
= Z viB(B;(t))? = tz v ey (ya que > v; < +00).
Jj=n j=n

0

Proposicion 2.31. Ver Da Prato [13].
Para un operador () simétrico no negativo de tipo traza sobre un espacio de Hilbert
separable U existe un proceso W = {w(w)}i>0 Q-Wiener .

DEMOSTRACION. Una prueba detallada véase [13]. O
3.1. El Espacio Uj,.

Lema 2.32. Ver Curtain-Zwart, [8].
Si A es un operador autoadjunto y no negativo, entonces A tiene un tnico operador
raiz cuadrada no negativo A2, tal que D(AY?) > D(A), AV2z € D(AY?) para todo
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z€ D(A) y AV2AY?z = Az para todo z € D(A). Ademds, si A es positivo, entonces A'/?
también es positivo.

Definicién 2.33. Ver Da Prato [13].
Sea U un espacio de Hilbert separable, Q € L(U) un operador simétrico no negativo
de tipo traza. Definimos el subespacio Uy C U como

Up := QY.

El subespacio Uy = Q'/21] de U/, viene dotado con el producto interno

O

(1,0}, = Y o end (v, 2) = (Q V2,71V, (2.26)
En efecto, .
(1) =3 2 y
u, )y = ;_; ” (u, ex) (v, ex) = <71 }: Zek v, (’k>>

< EVLQ Lep(u, ex) > <u Q- 12@(1} ek >

= (u,Q ') = (u, Q72Q %)
_ <(Q“1/2)*u,Q“1/2v> " 12, Q 1/2U>
3.2. El Espacio de los Operadores de Hilbert-Schmidt.

Definicion 2.34. Ver Da-prato [13]. Sean G y F espacios de Hilbert separables con
bases ortonormal completa {e;} C G, y {f;} C F. Un operador lineal T : G — F es de
Hilbert-Schmidt si

Z ITe;13 < +oo. (2.27)
Ya que

Z 1 Te;l7 = ZZ [{Te;, ol = EZI (e5, T* fe)l?

Jlk— 7=1 k=1

(2.28)
= Z I f; 11
j=1
la definicion de operador de Hilbert-Schmidt y el nimero
s 1/2
Il = (3 ITesllf) (2.29)
j=1
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son independientes de la base {¢;};>1 escogida y ademas
(Tl = 1T [l2- (2.30)

Denotaremos al conjunto de todos los operadores de Hilbert-Schmidt por Ly(G, F) y
con la norma dada por la ecuacion (2.29) resulta ser un espacio de Hilbert separable con
el producto escala definido por

+o00

(S,T)2 =) (Sex,Tex). (2.31)

k=1

Sean H, U espacios de Hilbert separable y el subespacio {/y = QY2({7) C U. Conside-
remos el espacio de todos los operadores Hilbert-Schmidt L3 = Ly(Uy, H) definidos sobre
Uy con valores en H. Este espacio también es un espacio de Hilbert separable dotado con
la norma

1liZg = I9@I1% = trlypQy]. (2.32)
En efecto, sean {g;}, donde g; = ,/7;€; para j = 1,2...., una base ortonormal comple-

ta en Uy, {e;} una base ortonormal completa en /'y { f]} una base ortonormal completa
en H, entonces

400 +00 +00 +00
el = D75 Kogn, fidP =3 3 lunll(wen, i P
h=1 k=1 h=1 k=1
= Z |l Z en, fi) P = Il lenll
h=1

+o00
= Z 1@ 2envy 211 = 0@ ?enl
h=1
Por otro lado

el Q4] Z(«/}Qd) €h, €n)
- Z(W/?eh, $Q e
h=1

[e v}
= 14Q"%enll3-
h=1

De aqui se obtiene la igualdad (2.32).
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4. La Integral Estocéastica

Sea (Q, #, P) un espacio de probabilidad, H y U espacios de Hilbert separables. Sea
@ € I(U) un operador no-negativo simétrico tal que tr @@ < +o0. Sea {ex}, k=1,2,...,
una base ortonormal completa en U y una sucesion acotada de numeros reales no-negativos
{wi} tal que Qex = vpey, k=1.2,....
W = {w(t) }s>0 es un proceso Q-Wiener definido sobre (£2,.#, P) con valores en U.
Por la Proposicion 2.30, encontramos que w(t) viene dado por (2.24). Sea {#;}1>0 una
filtracion en # y supongamos que
i) w(t) es medible con respecto a %;.
it) w(t + h) — w(t) es independiente de %, para todo h > 0, para todo ¢t > 0. Es
decir, las variables aleatorias w(t + h) — w(t) y w(u) son independientes para todo
h>0y0<u<lt.

Definicién 2.35. Ver Da prato-Zabczyk, [13].

Sean U y H espacios de Hilbert separable y fijemos T < +oo . Un proceso {®(t) }icjo.n) €
L = L(U, H) definido sobre U con valores en H, tomando una cantidad finita de va,lores
constantes se llama proceso simple si eriste una sucesion 0 = tp < t) < ... < i =
y una sucesion @y, Dy, ... Opy de variables aleatorias L(U,II)- valuadas tomando un
nimero finito de valores tal que ®,, es F;,, —medible donde ®(1) = ®,,, 1 € (L, tms1] ¥
m=0,1...., k-1

Definicién 2.36. Ver Da prato-Zabczyk, [13].
Si {®(1)}iepo,r) es un proceso elemental, entonces se define la integral estocdstica, con
respecto al proceso Q- Wiener {w(t) }icpp,n definido sobre U, por la férmula

/Ot (s)dw(s) = Z o, ( (tmar At) — w(tm /\t)), (2.33)

t € [0,7]. Donde A denota el mﬁmo.
A esta integral la denotamos por ®-w(t), para todo t € {0, 7).

Si U es un espacio de Hilbert separable () € L(U), recordemos que el espacio Uy =
Q'?U de U dotado con el producto interno

o

1
(u, v)y, = X—(u, ex){v, ex) = (Q™V?u, Q7' ?v), (2.34)
&
c=1
es un espacio de Hilbert.
En la seccion 3.2 tratamos con el espacio de los operadoree Hilbert-Schmidt. Recorde-

mos que este espacio se denoté por Ly = Ls(Uy, H). LY es un espacio de Hilbert separable
dotado con la norma

lol2g = Q1% = telp Q.
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Proposicién 2.37. Ver Da Prato—Zabczyk [13].
Si el proceso {®(t)}iep,r €s simple y E(/ l®(s)||2 19d8) < +oc entonces el proceso

{®-w(t) hepr es una martingala de cuadrado integrable continua con valores en H para
todo [0, 7] y

B(e-wol) = {B [ 201} (239
Para la prueba de Proposicién 2.37 necesitamos lo siguiente:

Definicién 2.38. Ver Da Prato-Zabczyk [13].
Si F y F son espacios de Hilbert separables, el producto a ®b denota el operador lineal
definido por:
((L ® b) ~h= (L(bs h’)
dondebe E,ac F yhelF.

Proposicion 2.39. Ver Da Prato-Zabczyk [13].

Sean (Ey, 8)) y (Fa, &) dos espacios medibles, ¢ : Ey x By — R una funcion medible y
acotada. Sean &, & variables aleatorias definidas sobre (0, F, P) con valores en (Fy, &)
y (Fa, &) respectivamente, y fijemos una o-dlgebra 4 C F.

Suponiendo que & es & medible y & es independiente de &, entonces

E(¢(&1,6)|9) = E(d(&, &)). (2.36)

DEMOSTRACION. Demostremos (2.35). Sea t = iy < 7, {Fi}1epp,r] una filtracion en
F, suponemos que w(t) es medible con respecto a %. Definamos la variable aleatoria
& = w(tjr1) — w(t;), 3=1,...,m — 1. Entonces

m—1

E(|®-w(t)l) = E(| Z@ (L) >—E<Z l@(t:)¢ %)

+ QE(Z(‘I’(ti)&a D(t5)¢5))-

i<j
Veamos primero que
m—1 m—1
EQ 12605 = > (G =ty 7=0.1,...,m—1.
=0 §=0
Sea {f;}, 7 = 1,2,..., una base ortonormal completa en el espacio de Hilbert H.

Observemos que por ser ¢(t;) fi F,-medible, entonces ®*(t;) fi, el operador adjunto de @,
también es % -medible, y §; = w(t;41) — w(t;) es una variable aleatoria independiente
de ftﬂ., por lo tanto, por la Proposicion 2.39 entonces se tiene que
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E(|2(t)411%) = Sj E([(D(t)&, M)P) = i E(|(&, ©*(t;)f)[)
=1 =1
=STE((g, & (L)) F)
=1

=Y E((&, &' ())&, T () )

I=1

+o00
=Y E(((&, () h), (1) 1)
=1

+00

= STE({(& 9 &) (1) 1, 3*(4) 1))
=1
+00

= ST(B((G 0&)8" () ), (1))

= “(cov(&)®" (t;) i, B (1) /1)

=1

Z i+1 = GUQP () fi, () f1)

= (lj+1 — &) Z(QI/Q@*(Q)II, QY20 (1;) /1)

I=1

= (L1 — t)tr(R(L)QP* (1)) = (i1 — 1) (1) |7g-

Asi
m—1 m=—1
Z( g+ J)”(I)(t )“LD =E( Z |D( 1)5112
J=0 J

De forma analoga, se prueba que

E((®(t:)6, (£)6)) =0 st i#].
Demostremos ahora que {®-w(t)}:cpo- es una martingala con respecto a la filtracion
{%#,} C Z. Para esto mostremos que para s < t

E(®w(t)| ) = ().

63



La Integral Estocastica

Sea la particion 0 = ¢y < t; < ... < tx = 7. Efectuaremos la prueba con t = ¢,, y
8 = tm-1. En efecto, por la propiedad de esperanza condicional (1.48) se tiene

m—1

E («I»w(tm) %,,H) = E( Z ®; (w(tj+1) - w(tj))
=0

Fms)

m—2
(2.37)
= D;E( | w(t; - (t' cgm— + B (w(tm) — (tm~ ) P
;::6 j ((w( 1) — W ’))1 1) 1 ((w( ) — w(tp1 )‘ 1)
= ®-w(ty,_1) + E(m(tm) — w(tm_l)) = ®-w(t,_1).
Esto prueba la propiedad de martingala. 0

El espacio de todas las martingalas continuas de cuadrado integrable lo denotamos
por .#,, donde 7 > 0 es un nimero fijo.

Por la Proposicion 2.37, la integral ®-w(t) : LY(U, IT) — .#? es una isometria.

Extenderemos la Definicion 2.36 de integral estocéstica a procesos adaptados mas ge-

t
nerales con valores en L(U, H) tal que E( / ||<I>(s)l]§gds) < +00. Antes daremos algunas
0
definiciones y resultados importantes:

Definicion 2.40. Ver Da Prato-Zabczyk [13].

Sea (2, # , P) un espacio de probabilidad, {F:}ic(0,r una filtracion de la sigma-dlgebra
F. Definimos la sigma-dlgebra 22, como la sigma-algebra generada por los conjuntos de
la forma

(s, x F talque 0<s<t<7, FeZF, y{0} xF, donde F € .

Definicién 2.41. Ver Da Prato-Zabczyk [13].
Sea & un espacio de Banach separable. Un proceso medible

@: ([0,7] x 2, 2,) - ((5", #(8)),
se llama proceso predecible.

Claramente un proceso predecible es también un proceso adaptado.
Recordemos que B(LY(U, H) es la sigma-algebra de Borel de L3(U, H) o la sigma
algebra que contiene todos los subconjuntos abiertos o cerrados de LY(U, IT).

Extenderemos la Definicién 2.36 de integral estocastica a la clase de procesos predeci-
bles:

B (([0,7] x ), Pr) — (LY. B(LY)).

Proposicién 2.42. Ver Da Prato-Zabczyk [13].
Las siguientes expresiones ocurren:
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i) St una aplicacion ® : ([0,7] x Q) — L(U, H) es L(U, H)-predecible, entonces ® es
también LY(U, IT)-predecible. Particularmente los procesos simples son LY(U, IT)-
predecibles.

.
ii) i ® es un proceso I.3-predecible tal que E( / ||(I>(s)|[igds) < 400, entonces
0

eziste una sucesion {®,} de procesos simples tal que

E( [ 118() - a(s)lgds) — 0
0
8t n — +00.
Para la prueba, se necesita el siguiente lema:

Lema 2.43. Ver Da Prato-Zabczyk [13].
Supongamos que K es un espacio de Hilbert separable y K; es un subconjunto denso
lineal de K. Si X es una aplicacion de Q — K tal que, para k € K arbitrario, (k, r) es

F -medible entonces X es una variable aleatoria y
X :(Q,F) — (K,B(K)).

Veamos la prueba de la Proposicion 2.42:
DEMOSTRACION. Si{g;},;>1 es una base ortonormal en Uy = Q/2U, donde g; = ,/e;,

con {e;} una base ortonormal en U, {f;};>1 una base ortonormal en H, entonces los
operadores

(fe ®@ej)u= filej, Wy u€lU, k,j=1,2,....

forman un conjunto linealmente denso en L3(U/, H) y para A € Ly(U, H) arbitrario, se
tiene

(fiwg A) = Z((fk ® 9;) 9k, Ag) = <.fk<'\/"'_j€j> VVker), A9k>

= (fr, Agr) = v (fx, Aex).

Esta tltima igualdad es I,(I7, H)-medible y por el Lema 2.43, A es I.3(1/, H)-medible,
es decir, A es una variable aleatoria tal que A : (Q,.%) — (LY(U, H), B(L3(U, H))), de
esta forma se prueba i).

ii) Ya que el espacio L = L(U, H) C LY densamente, existe una sucesion {®,} de
procesos L-valuados predecibles sobre [0, 7] y toman un namero finito de valores tales que

D(t, w) — Pp(t, w)”Lg 10,

para todo (t, w) € [0,7] x Z#. En consecuencia E(/ |®(s) — cbn(s)lligd,s) 10. O
0
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De esta forma la definiciéon de la integral estocastica puede extenderse a todos los
T
procesos LJ—predecibles tal que E( / “‘D(‘))”%gdS) < +00. Estos procesos forman un

espacio de Hilbert y lo denotamos por .#,2([0, 7], L) 6 mas simple .4,2. Por la Proposiciéon
2.42 los procesos simples forman un conjunto denso en .4,2. Por la Proposicion 2.37 la
integral estocastica ®-w(t) es una transformacion isométrica desde ese conjunto denso al
conjunto .#2(H) (Las martingalas de cuadrado integrable), por lo que la definicion de la
integral estocastica puede extenderse a todo #,2.

Mas aiin, se tiene que

B(1-u(t)lf) = B[ [9(:)1ga5)

y se deduce que ®-w(t) es una martingala continua de cuadrado integrable.
La definicién de integral estocistica se puede extender a procesos L3-predecibles que
satisfacen una condicién méas débil

P (/ 1®(s)||7gds < oo) =1 (2.38)
J0
tales procesos se dicen estocasticamente integrables sobre [0, 7].

5. Integral Estocastica Para Procesos De Wiener Cilindricos

La construcciéon de la integral estocastica requiere de la suposiciéon que () sea un
operador nuclear, es entonces que el proceso (Q—Wiener toma valores en el espacio de
Hilbert separable [/. Sin embargo podemos extender la definicion al caso mas general en
el que @) sea autoadjunto no negativo sobre U.

Para evitar complicaciones asumiremos que () es estrictamente positivo: Qx # 0 para
x # 0. Sea Uy = Q?(U) con la norma inducida ||Jully, = |Q2(w)||, u € Uy, y sea U,
un espacio de Hilbert arbitrario tal que U esta incrustado continuamente en U; y Uy
incrustado en Uy es Hilbert-Schmidt. Sea {g;} una base ortonormal completa en Uy, {5;}
una familia de procesos Wiener normales a valores reales independientes.

Proposicién 2.44. Ver Da Prato-Zabczyk [13].
La formula

w(t) =Y g8, >0 (2.39)
=1

define un proceso (Q1— Wiener sobre Uy con trQy < +oo.
Para a € U arbitrario, el proceso

(a, w(t)) = Z<a’ 95)55(1)
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es un proceso de Wiener con valores reales y

E({a, w@){, w(s))) =t As(Qa, b), a,bel.
Mas aiin tenemos Rang (QY?) = Uy, Q € L(U;U) es nuclear , y ||Up]] = |QY2ul,

It - |1 es la norma en U;)

DEMOSTRACION. La serie que define w(t) converge en L2(Q2, Z, P, U,) porque

E

Zgjﬁj(t) = ZE(ngimlﬁj(t)llf) = ZE(IIQJ'II?),

E(40)=1m>n>1
La incrustation J : Uy = Uy es Hilbert-Schmidt, lo que significa que

> 17gll < +oo.
j=1

Podemos también construir una version Uy —valuado del proceso W (t), por la Propo-
sicion 2.31. La serie que define a (a, w(t)) converge en L*(Q, &, P) por la Proposicion
2.30, y por lo tanto P (c.s) ya que

Yol gl < 0l S gl < cll P lall® 3 lgs I

ji=1 j=1

+oo 2 +o0 +00
E Z(a, 95)85(t) = E(Z {a. gj)ﬂj(t)li‘")=2i<a, g PEBO1).

Ademés, sit > s > 0,
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E((a, w(t)){b, w(s))) = E({a, w(s))(b, w(s)))

+00 oo =
= E(<a; Zlgjf3j(~9)> <b> ’;gkﬁk(s)>) = SZ(Q, 9i){b, 9;)
J= C= j=1
+oc
=5 (Q"%a. Q"V2g;)(Q"%, Q7))
j=1
+00 +00
=5y (Qa. g;)u,(Qb, gj)vp =5 ) <Qa, 9;(Q, g_’i>Uo>U
g=1 i=1 ’

= s(Qa, Qb)u, = s(Qa, b).

La altima parte se prueba como sigue:

(Qia, by = E((a, w(1))y (b, w(1))e,) (ver prueba anterior)

Z(CI»; 9j>U1 (ba gj>U1
j=1

= Z(a, J!jj)Ul (b Jgj)Ul

.
[

o]
= Z(J*CL, yj)ﬁ)(‘]*bv gj>(f0
j=1
(J*(],, J*b>Uo = <.]J*(L, b>U1:
en consecuencia, (J; = .JJ.J*. En particular

(JJ*(Z, Q>U1 = <Q1(L, a>U1 = ( i/Qa: Q}/QG')U1 = HQi/za”%
(JJ*a. @)y = (J'a, J'a)y =|J*allf,, a€l (2.40)

, ~1/2
Asi rang (Q}/z) = rang (J*) = Uy y el operador G = QIL/QJ(UO @ Uy -1 Up) es

. =1/2 . .
acotado de Uy en U;. Se sigue de (2.40) que G* = J*@Q); /% s una isometria, por lo tanto
(7, es en si mismo una isometria. Entonces

Q2 ully = 1Q7* Jully = l|ullu,-

AR
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w(t) lo llamaremos también un proceso Q—Wiener. En el caso @ nuclear y Q2
Hilbert-Schmidt, U; = U y obtenemos el concepto clasico de un proceso (}-Wiener si
tr () = +o0 el proceso lo llamaremos cilindrico sobre U.

O

6. Propiedades de la Integral Estocastica

A continuacion presentamos las propiedades méas importantes para nuestro fin.

Sea W = {w(t) }ejo.n) un proceso Q- Wiener y ® € A3(0, 7, L3).

La integral estocastica satisface las siguientes propiedades:

(a) E(®-w(t)) =0,

(b) E(||®-w(t)||}) < +oo para t € [0,7].

(c) El proceso {®-w(t)}sier es una martingala.

Varios resultados de la integral de Bochner tienen su contraparte en la integral esto-
castica. En particular un analogo de la Proposicion 1.48 ocurre.

Sean IT, Uy &, espacios de Hilbert separables. Uy = Q'/2(U), asumiendo que ®(t) €
LY = L3(Up, H), t € [0,7] es un proceso predecible y A : D(A) C H — & un operador
cerrado.

Proposicién 2.45. Ver Da Prato-Zabczyk [13].
Si ®(L) € D(A) P(le.s) para todo L € [0,7] y

P ([ 1o ligts < voo) =1, [ 1400)Bgds <-+o0) =1

2 ( /0 "D (s)ds € D(A)) ~1

A /D " B(s)du(s) = /U " AD(s)du(s), P (c.s)

entonces
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Capitulo

FEcuacion Diferencial Estocastica

1. Introduccién

En el Capitulo 2 presentamos la ecuaciéon diferencial que modela el crecimiento po-
blacional cuando es sometido a una perturbacién aleatoria, tal ecuacion diferencial viene
dada por

dN(t) = b(t, N(t))dt + o(t, N(t))dw(t), (3.1)

donde b(t, N(t)) e Ry o(t, N(t)) € R.
La ecuacién (3.1) debe interpretarse como la ecuacién integral estocastica

N(t) = N(0) +/(; b(s, N(s))ds + ~/OIO'(8,N(S))d-w(8). (3.2)

A continuacién un ejemplo:

Ejemplo 20. Volvamos a la ecuacidn del crecimiento poblacional,

dN(t) = rN(t)dt + aN(t)dw(t), 23
N(0) = Ny, (3:3)
donde {w(t}i>0, @ es constante y r(t) = r constante. Podemos escribir (3.3) en la forma
AN(t)
NG rdt + adw(t),
de tal manera que
tdx(s)
= rt+ aw(l). 3.4
| 5 0 (34

con w(0) = 0.
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LdAN(s
Evaluemos ‘ N (S)) . Para esto usaremos la Férmula de Ité dada por el Teorema 2.13
para la funcién g(t.z) =Inz, z > 0. Asz’ se obtiene
1
d(In N(t)) = —<dN(t) + AN(t))?
(N (1) = FrdV O + 5(- ) AN 0)
_dN (1) 1 5.0
v N(1)%dl
NG 2ap VW
AN(t) 1 ,
= N(f) - ECY d
en CoNSeCuencia N .
an(t) 2
NG d(In N(t)) + 50 dt.
Integrando y de (3.4) se obtiene
N(t) 1
In =rl —
N(0) = rt + cw(t) 3 ot

= (r 7 2a) + 0alt)
0 en forma equivalente
N(t) = N(0) exp((r — %ag)f. + aw(t)).
Para detalles ver el libro de ¢ksendal [44].

2. Ecuacion Lineal con Ruido Aditivo

Sea (2, #, P) un espacio de probabilidad, {# }i>0 una filtracién con respecto a %
tal que F; = (),,,Fs y Fo contiene a todo a A € F tal que P(A) = 0. Sean Z y &
espacios de Hilbert y W = {w(t) }s>0 un proceso Q—Wiener sobre (2, #, P) con valores
en &,y con operador de covarianza ) € L(&) = L(&, &). Si tr Q < +00. entonces W es
un proceso de Wiener, mientras si () = I, entonces W es un proceso de Wiener Cilindrico,
en este caso W tiene trayectorias continuas en otro espacio de Hilbert &). Asumiremos
que existe un sistema ortonormal completo {ex} en &, {vx}r>1 una sucesion de nimeros
reales no negativos y acotados tal que

Q€k=l/k€k, k=1,2,...,
y {,Bk}kzl un movimiento Browniano a valores reales mutuamente independientes tal que

(w(t), u) Z VVilex, u)Pi(t), ues, t>0.

Consideremos la siguiente ecuacion lineal
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dz(t) = [Az(t) + f(O)]dt + odw(t)

2(0) = &
donde A: D(A) C Z — Zy 0 : & —> Z operadores lineales, [ es un proceso estocastico
Z —valuado.
Asumiremos que el problema de Cauchy deterministico

W' (t) = Au(t), w0)=2€7
es uniformemente bien definido y o es acotado, es decir

(1)A genera un semigrupo {S(t)}s>o fuertemente continuo en Z,

3.6

(ii)o € L(&, 7). (3.6)
Naturalmente se requiere

(ili) f es un proceso predecible con trayectorias Bochner integrable sobre [0, 7], (3.7)

(iv) &o es Fp-medible.

Proposicion 3.1. Ver Da Prato-Zabezyk [13].

(i) Un proceso adaptado ® con valores en (L(U, II), L) tal que para wu € U y h € 11
arbitrarios, el proceso (®(t)u, hy, t > 0, tiene trayectorias continua a la derecha
predecible.

(ii) Asumiendo que ® es un proceso adaptado y estocdsticamente continuo sobre [0, 7).
Entonces el proceso ® tiene una version predecible sobre [0, T].

Recordemos que £ es (1.43).

Definiciéon 3.2. Un proceso z(t), t € [0,7],Z—valuado predecible, se dice solucion
fuerte de (3.5) si z toma valores en D(A) P(c.s) en [0, 7],

|Az(s)lds < +o00 P(c.s) y para todo t € [0, 7] se tiene
0

t

z(t) =& +/ [Az(s) + f(s)] + ow(t) P(c.s). (3.8)
0
Esta definicion es importante solamente si ow es un proceso Z-valuado y por lo tanto
requiere que ||o]|3 5 2 = tr 0Qo* < 4o0.
Una solucion fuerte debe necesariamente tener una modificacion continua. Un proceso

2(t) predecible Z—valuada t € [0, 7] se dice solucién débil de (3.5) si las trayectorias de
z(-) son P(c.s) Bochner integrable y si para todo { € D(A*) y todo t € [0, 7] tenemos

(2(t), O) = (2. Q) +/0 [(2(s), A"} + (/(s), Olds + (ow(t), ), Plcs).  (3.9)
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Definicién 3.3. El proceso

£
Wa(t) = / St — )a(s)duw(s). (3.10)
0
Se llama Convolucion Estocdstica.
El siguiente teorema da informacién acerca de las propiedades que cumple W 4.

Teorema 3.4. Ver Da Prato-Zabczyk [13].
Supongamos que A genera un semigrupo {S(t)}tzo fuertemente continuo en Z, sea
cel(&, 7)y

t ¢
/ H'S("')Uuigd"' = / tr [S(r)oQao*S*(r)]dr < +oo. (3.11)
0 Jo
Entonces
i) W4(-) es un proceso Gaussiano, continuo en media cuadrdtico y tiene una version
predecible,
ii)
t
Cov Wu(l) = E(/ S(T')UQJ*S*(T')(IT), Lef0,7] (3.12)
0

ii) Las trayectorias de Wa(-) son P—(c.s) de cuadrado integrable y la distribucion de
W4 es una medida gaussiana sobre 2 = L*(0,7; Z) con operador de covarianza

,
2(t) = [ ot s)e(s)ds, (313)
Jo
donde

tAs

g(t,s) = / St —r)oQo™S*(s — r)dr (3.14)
0
ytAs es el minimo entre s y t.

DEMOSTRACION. (i) Fijemos 0 <t < s < T, entonces
t s
Wa(t) — Wa(s) = / S(t —r)odw(r) — / S(s —r)odw(r)
Jo 0
rt s
= / S(t —r)adw(r) + / [S(t —7r) = S(s — r)]odw(r),
s 0

Por la isometria de la integral estocastica, y la Desigualdad de Bessel- Parseval,
y que las integrales son independientes, se tiene entonces

E[Wa(t) - Wa(s)* =
E([ /5 S(t — r)odw(r){}i) -+ E(H '/:[S(t —7r)—8(s - T)]O’dﬂ)(?")“i)




Ecuaci6én Lineal con Ruido Aditivo

I
t=

(”/ r)mlw(r)“ +E

B( [ Iseolzyar) + / (S~ s+7) = S(r)olgar)
B( [ wlistrioen filar)

S(f— s+ 1) — S(r))odu( r)H )

n k=1

+ E(/OS Soj vn{(S(t —s+7) — S(r))aen,fk)lzdr)

- zun ([ Sfus (r)oen. fldr )

+ Z unE( /Osf [{(S(t — s+ 7)— S(r))oen, kaQdT)
n=1 70 k=1

- ; Vi, 1/0 |S(r)oe,||Zdr + ;uﬂfo I(S(t ~ s +7) — S(r))aea|Zdr 223 0.

Por (3.11) y el Teorema de Convergencia Dominada se obtiene la continuidad
en media cuadrética.

Por la definicién de la integral estocastica, se sigue que el proceso Wy(-) es
Gaussiano. La existencia de una version predecible es una consecuencia de la Pro-
posicion 3.1

(ii) sigue de lo siguiente:

cov(Wa®), Wa() = cov(Wa(0) = cov( [ S(t - oiu(v)
= B( [ (56— 2@ ) (s0 - @y i)
= B( / (S(t ~ r)o Q) (@ 0" 5"t — r))d)
= E(/ i—?)aQo*S*(t—r)dr)

= E(/; S(r)oQo*S*(r)dr)

(iii) no seré probada. Para una prueba ver [13] pagina 120.
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O
Teorema 3.5. (Eristencia y Unicidad de Soluciones Débiles) Ver Da Prato-Zabczyk
[13].
Asumiendo (3.6), (3.7) y (3.11). Entonces (3.5) tiene exactamente una solucion débil
dada por

2(t) = S(t)éo +/(;IS(75 — 5)f(s)ds +/0 S(t — s)adw(s) (3.15)
telo, 7).

La ecuacion (3.15) es la generalizacion estocdstica de la férmula de variacidn de pa-
rametros cldsica.

DEMOSTRACION. Antes de iniciar la demostraciéon recordemos la siguiente proposi-
cion:

Proposicion 3.6. Ver Da Prato-Zabczyk [13]. Si A es el generador infinitesimal
de un Co-semigrupo {S(t)}i>0 en Z y f € LY([0, 7, Z), entonces eziste una tinica solucién
débil u de la ecuacion

W(t) = Au(t)+ f(1), tel0,7]
(3.16)
U(O) = €L

dada por

u(l) = S(0)z0 + A Sh—s)/(s)ds,  beo,r]. (3.17)

La solucién u(-) dada por (3.17) se llama solucién moderada de (3.16), en consecuencia,

el proceso z dado por (3.15), es soluciéon débil del problema (3.5) si, y solo si, el proceso
z dado por

20) = () - (S + /0 S(t— )f()ds) =Wa(0), e o]

es solucion débil de la ecuacion

dz = Az(t)dt + odw(t), zZ(0) = 0.
Entonces, podemos asumir sin perder generalidad, que 2o =0y f = 0.
Para probar existencia con z = 0y f = 0, mostremos que (3.5) se satisface para el
proceso Wu(t). Sea t € [0,7] fijo y sea ( € D(A*).
Observe que

4 t t
/(A’“C,WA(S)}(LS:/ <A*g‘,/ 1[0,318(5—'r)0dw(r)>ds,
0 0 0
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en consecuencia por el Teorema de Fubini Estocastico (ver Apéndice).

I

(e [ / T (r)S(s — Podu(r))ds)

- (e [« / Tog(S(s — rads)dur))

= [ [ (H¢ T0a0ts )oYt

_ /O t /O t<1[0,s](r)a*s*(s—r)A*c, Ta)dsdw(r)
- /0 t( /0 t o (r)aS*(s = 1)A*Cds, Ig )du(r)

= /Ot < [0"5*(3 — 1) A*(ds, Id>dw(r)

'/O't < '/; %[U*S*(s —r)(lds, Id>dw(r) (d_Sd’i(LQ = S(t)A)

_ /(:5 <U*S*(t — ) = o™, ]d>dw(r) —= /Ot <¢7*5‘*(t - 71)¢, ]d>dw(r)

il

t

- /Ot <o*(, ]d>dw(‘r) = <C, /Ot S(t - 1‘)adw('r')> - <C, /0 de('r)>

= <C,WA(1")> - <C’“w(t)>'

Por lo anterior podemos observar que W4(-) satisface (3.5), en efecto,

dWa(s) = AWu(s)ds + adw(s), con [f=0,

-t t -t
/ dWa(s) = / AW 4(s)ds + / odw(s)
Jo Jo

J0

£
Wat) = / AW a(s)ds + ow(t),
0

por lo tanto W4(-) es una solucién débil.
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Para probar unicidad, necesitamos el siguiente Lema.

Lema 3.7. Ver Da Prato-Zabczyk [13]. Sea z una solucion débil de (3.5) con
=0, f=0
Entonces, para una funcion ¢ € C'(|0,7]; D(A*)) arbitraria y t € [0, 7], tenemos

t i
G- €0 = [ [, )+ acon]ds+ [ (<o) (o).
En efecto, veamos la prueba del lema. Consideremos primero funciones de la forma

C(s)sz lop(s), s € [0,T], donde p € CH[0,7]) ¥ (o € D(A*).
ea

i
w(O)= [ (). AG)ds + (ou(t), @)
Aplicando la formula de Ito a F,(s)¢(s) obtenemos:

d[Foy (s)£(s)] = p(s)dFy, (s) + ' (s) Fo(s)ds.
En particular,

t

Fo@el) = | w(o)iEue) + [ o) Ralo)ds
= [0, Awis+ [ o) odu(s), @
+ [e6 ][ e 4 + 0. o) o
= [ o9et, 2s + [ foduls), wls)c
v [ | [ e, @+ ouo, @) ds
= [ e9els), A+ [ touuts). (o)

+ [ oo, s

-/ (odu(s), ¢(s) + / [P al9), 4% + (3o, )]s

~1

~1
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Ya que Fg,(-) = (z(*), ¢o), el lema queda probado para ((t) = (pp(t). Ya que esas
funciones son linealmente densas en C'([0, 7]; D(A*)), el lema es cierto en general.

Veamos en consecuencia la unicidad de (3.15). Sea z una solucion débil con {, € D(A*),
aplicando el Lema 3.7 a la funcion ((s) = S*(t — s){o, s € [0,1] se obtiene

(z(t). S*(t — s5)(p) = /0 (odw(s), S*(t — s)(p)

G, = ([ 56 9odu(9.0)

= (Wa.()
y como D(A*) es denso en Z, encontramos que z = Wjy.
O

Ejemplo 21. ( Ecuacién de Onda Estocastica )

Sea A un operador estrictamente positivo autoadjunto, no acotado en Z. Consideremos
el problema

dye = —Ay(t)dt + dw(t),

(3.18)
y(0) = yeZ.  y(0)=ze DAY?)

D(AY?) es la completacidn de Z respecto a la norma

7] pearszy = lA"]/Z:I:], r€Z.
Sea IT = Z > D(AY?) un espacio de Hilbert, dotado con el producto interno

<( Y ) : ( Zi )> = (y, pn) + (A2, A/22),
W=(ni) v ==(1)

(3.18) lo podemos escribir como

colocando

dz(t) = Aux(t)dt+ Bdw(t)

z(0) = =z
donde el operador lineal A se define por

D(A) = D(AY*) @ H,
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0 I
A( ): (y)} pamtodo(%)ED(A),
A O Zz z

y BU = < 2 ) . Entonces la convolucion estocdstica es dada por

[S I~

\/LK/: sen(VA(L — s))dw(s)
Wa(t) =

t
/ cos VA(t — s)dw(s)
0
Asi (3.11) se cumple, probando que
(i) | tr [——————Q ds < 400
0 A

T 2 . ]
(zz)/ tr [@%EQ ds < +oo
Jo

particularmente, (3.19) ocurre si tr Q) < +00.

3. Ecuacién Lineal con Ruido Multiplicativo

(3.19)

Sea (2. #, P) un espacio de probabilidad y una filtracion {Z;}.».. Sean Z y & espacios
de Hilbert y @ un operador no-negativo autoadjunto sobre &. Sea W = {w(t)},., un

proceso (Q—Wiener sobre By D & y & = Q%&£
Consideremos la siguiente ecuacion diferencial

dz(l) = [Az(L) + [(O)]dl + o(z(1))dw(l)

2(0) = 2z

(3.20)

sobre un intervalo de tiempo [0, 7], donde A : D(A) C Z — Z el generador infinitesimal
de un semigrupo {S(f)},», fuertemente continuo, z, una variable aleatoria 7—valuada

Fy—medible, f un proceso predecible con trayectorias localmente integrales y

o:D(e)C 7 — I3 =T*&, 7)

un operador lineal.

Sea {g;},>0 una base ortonormal en &. Ya que si z € D(a) arbitrario, () es un

operador de Hilbert-Schmidt de & en Z,

Slo()gl < +oo, @€ Dlo)

J=1
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Los operadores

ojx = a(x)g;, x € D(o), i=12 ...
son operadores lineales y

+o0 +oo
olz)u = o(z) (Z<"’ 91)091) = Z(u, 9i)5,0(2)9;
7j=1 =1
+00
= Z(u: 9;) 8,05, z € D(o), u € &.
i=1

Por lo tanto, si

w(t) =3 A1),

entonces la ecuacién (3.20) puede escribirse en forma equivalente como

dz(t) = [Az(L)+ [(V)]dt + Z a;z(L)dB;(L)
=1 (3.21)
Z(O) = 20-

Definicién 3.8. Ver Da Prato [13].

Una solucion fuerte del problema (3.20) es un proceso z(t) t € [0, 7], que toma valores
en. D(A)N D(B), P c.stal que

p(lfwgn+maﬂww<+w)=h

.
P (/ ”n(z(e))”igdq < +OO> =1,
0
y para t € [0, 7] arbitrario y P c.s.

) t

2(t) = 20+ ./0 [Az(s) + f(s)] ds + ./0 o(z(s))dw(s). (3.22)

Definicién 3.9. Ver Da Prato [13].

Una solucion débil de (3.20), es un proceso z(t) predecible Z —valuada con valores en
D(o), P c.s

P ( /O " J2(s)lds < +oo) —1 (3.23)
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P [ Ioteeigds < +o0) =1 (324)

y para t € [0,T] arbitrario y ( € D(A*).

(2(0), O) = (20, ) + / (), A*Q) + (£(5), O)lds
+ /t(C, o(z(s))dw(s)) P c.s.
J0O

Definicién 3.10. Ver Da Prato [13].
Una solucion moderada de (3.20), es un proceso z(L) Z—valuado, | € [0,7], si z()
toma valores en D(c) P c.s, ocurren (3.23) y (3.24) para t € [0, 7] arbitrario,

2(t) = S(t)z + ./0' S(t—s)f(s)ds+ '/O. S(t ~ s)o(2(s))dw(s).

Una solucion fuerte es una solucion débil y una solucion débil es una solucion mode-
rada.
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Capitulo

Topicos de Semigrupos y Teoria de Control

En este capitulo vamos a presentar diversos teoremas y definiciones relacionados con

semigrupo y teoria de control. La bibliografia utilizada proviene esencialmente del libro
de R.F. Curtain y H.J. Zwart [8].

1. Semigrupos

Definicion 4.1. Sea Z un espacio de Hilbert, y denotemos por L(Z) = L(Z,Z) al
conjunto de todos los operadores lineales y acotados definidos en Z y valores en Z. Un se-
migrupo fuertemente continuo, es un operador S(t) : R™ — L(Z) = L(Z,7) que satisface
las siquientes propiedades:

(i) S(t+s) = S(t)S(s) para todot,s >0

(i) S(0) =1

(i) ||S(t)z0 — zo|| — 0 cuando t — 0™ para todo z € Z

sriormente usaren a notacién estan Jo-semigru ara semigru uerte-
Posteriormente nos 1 tac tandar Cy-s rupo para sem o fuerte
mente continuo.

Ejemplo 22. Sea A€ L(Z), y

A= :‘f G0 (4.1)

!
0 n:

Veamos que (4.1) es un Cy-semigrupo. En efecto, para A > N la serie converge:

HZ Sk Z“‘“ =1 s Z Ay < v A

La serie Zﬁi N+t ﬂ’% es de Cauchy, por lo que (4.1) converge en la topologia uni-
forme.
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Veamos que la ecuacién (4.1) satisface la Definicion 4.1(ii):

S(0) = Z (A())" =1+ z (Aﬂ)n

n=0

Verifiquemos que la ecuacion (4.1) satisface la Definicion (4.1)(iii):

et zo - zu—uz("")” ||~HZ(A’)" ||<§_‘_,”A””*”

n=0 n=1

= ||20]|[e"" — 1] = 0 cuando t — 0%

Ya que ell4lt es continua, (iii) se cumple.

Por ultimo,

+00 +o0
i AL+ s)" A" ‘
A(t+s) s — £+ 5)"
A=Y = )

n!

n=0 n=0
00 N aksk pAn—kon—k
D z(“)w PP Pra
| X FAY]
=0 n=0 k=0 K (n— k)t
+00 +00 ko +
Aktk A’n k _ o0 Aktl. 00 Altl At As
ZZ -k & Rk &
k=0 n=k k=0 =0

Asi (i) de la Definicién 4.1 se cumple, y e es un Cyp-semigrupo uniformemente continuo.

Ejemplo 23. Sea {¢,}n>1 una base ortonormal en un espacio de Hilbert separable y
sea { M }n>1 una sucesion de nimeros reales. Entonces

St)z =" ez, ¢n)pn (4.2)
n=1

es un operador lineal acotado si, y sélo si, {e**},>1 es una sucesion acotada y este es el
Cas0 8t SUP,~q Ap < +00.
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Verifiquemos, en efecto, que (4.2) es un Cy semigrupo.

+o
S(1)S(s)z = _ e(S(s)z, bn)bn
n=1
= z fA“t<Z msdJm Z d)nl) d)’n> </)n
=1 m=1
= Z €>mt Z<8A7713¢nz <Zy d)m), ¢n>¢n
n=1 m=1

+o0 +o0
= 2 DTz ) (G, )
n=1 m=1
+o0
_ Z e)‘"teA“S@, ¢n>¢
n=1

= S_(t + 5)z.
Veamos la continuidad fuerte. S1 ¢ <1 entonces
+oo “+oo )
8@z — 2> = 1Y (2. $n)bn = Y (2, dn)bul®
n=1 n=1
+o0
=l Zlc*"%zmm — (2, 6n) nl |
= Z Mt — 1)1z, ) bnll?
= 2 et — 117)1(z, dn) all®
= Z [ — 111z, u)?

n=1

—Zle "= 1Pz, da) + Z le* = 1P[(z, én)l®

n=} n=N+1
SlfugNle'\" 1I2ZI (2,¢n)” + K Z (2, dn)?

n=N+1
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donde K = supg<i<; |e*t — 1]2, n > 1. Para cualquier ¢ > 0, existe N € N tal que

“+00 ¢
2 e
Z |<Z’¢”">I < IK’

n=N-+1

escogiendo 7 < 1 tal que

Ant 2 €
sup |e™ —1]° < ,
Sl < e
tenemos
€ N €
Stz~"2<———'——§ 202+ K— <.

n=]1

Asi, S(t) es fuertemente continuo, por lo que es un Cy-semigrupo.

Teorema 4.2. Un semigrupo fuertemente continuo sobre un espacio de Hilbert Z, S(t)
tiene las siguientes propiedades:

a) ||S(t)|| es acotado sobre todo subintervalo finito de [0, +00),
b) S(t) es fuertemente continuo para todo t € [0, 400),

1 t
¢) para todo z € Z tenemos n / S(s)zds — 2 cuando t — 07,
0

: (1 . 1
d) si wp = }1)% (; log ]}S(z‘)”) , entonces wy = t_l}}&c (; logHS(t)[[) < +00,
e) para todo w > wy, eriste M, tal que para todo
t>0 ||S@)| < Me*.
wy se llama cota de crecimiento del semagrupo.
DEMOSTRACION. a) Mostremos que ||.S(t)|| es acotado en una vecindad del origen,
Le., existe 6 >0y M(d) > 1 tal que
IS < M)  para te€]0,d].

Si esto no ocurriera, entonces existe una sucesion {1, }, t, — 07 tal que ||S(t,)|| > n. Por
el Teorema de Acotacion Uniforme, existe un z tal que {||S(t,)z]|}a>1 €s no acotado; pero
esto contradice la continuidad fuerte en el origen.

Sit=mo+ 7 donde 0 <7 <9, entonces

SO = I5ms +7)|| = [|S(md)S(7)]|
< JS™OISEOI = Is@ ™ISl
< M(&)™M(8) = M(5)+m

< M(8)s+! = M(8)e,
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donde w = %log M (8). Observemos que ¢ = md + 7, es decir, £ > m lo que implica

que £+ 1> m+ 1. En consecuencia M(8)5+h = M(5)et
b) Para ¢ > 0 fijo, s > 0, tenemos

1St +s)z =Szl = 5)S(s)z = Szl = |9(£)(S(s)z - 2|

= [ISOIIS(s)z = 2l < M(8)e™||S(s)z — 2I| = 0

entonces
Hm ||S(t+5)z— S{t)z]| =
s—0F
Ademas para i > 0, s > 0 suficientemente pequeios, tenemos
NSt — )z —S()z)] = ||S(t—s)z—S(t— 5+ s)z]|

= 150t = 5)(z — S(s)2)l < 1S = s)llllz = S(s)z]|.

Sis— 0% |z —S(s)z|| = 0, asi
1S(t—s) = SO =% 0y S(t)z  es continuo.

¢) Sea z € Z y ¢ > 0. Por continuidad fuerte de S(t) podemos escoger a 7 > 0 tal que
|S(s)z — z|| < ¢ para todo s € [0,7]. Para t € [0, 7] tenemos que

i [svm=o] - [ o

1 [t 1 rt
< 1 [ 180z slds < 7 [ eds—
t Jo t Jo

d) Sea {; > 0 un namero fijo y M = sup ||S(¢)|, entonces para todo L > g, existe

M

te[0,t0]
n € IN tal que ntg <1 < (n+ 1)to.
En consecuencia se tiene
log [S(OIl  log ||S(nlo 4+t — nlo)l|  log||S(nlo)S(t — nlo)||
¢ N t N t

log 5" (1)t = nto)|_ mlog [S(ia)] , log M
t - t t

log ||S(Lo)|] nilo N log M
to t t
Observemos que:
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a) Si log||S(to)|| es positivo entonces

log ||S(to) || nfo N log M < log ||:S (o)l + log M.
to { t to t
b) Si log||S(to)|| es negativo entonces

MMﬂ%Wﬂg+MM4Sbmwmmt—m+bgM’
to t t to ¢ t

en consecuencia

log ||S(¢ S (it
tmsup PEISON _ logllS@)l
t—+oo t to

oG,

Ya que lg es arbitrario, tenemos que

i BISON g BISOI g 8IS

t—+00 t >0 t T t—+o00
Asi
log ||S(¢t log ||S(t
o g RBISOL o 0g SO
t>0 1 t— oo t
log ||.S(t

e) Siw > wy = g(f} —OM, entonces existe gy tal que

log |IS(¢

&I%_(f_)ﬂ < w para todo t >,

es decir,

IS@)] <e**  para ¢ >ty

Ya que ||S(t)|| es un operador acotado sobre todo subintervalo de [0,+00), tenemos
que existe My para todo 0 < ¢ < ¢, tal que

IS < My  para  0<t <ty
de esta forma si w > 0, entonces escogemos M, = My, y si w < 0 entonces escogemos
Mw = e—’wtg Mg. 0

Ejemplo 24. En el semigrupo del Ejemplo (23), la cota de crecimiento para S(l) es
SUP,>1 An.

Ya que solamente hemos asumido que S(7) es continua no es posible diferenciar a
S(L)z. Sin embargo, es posible relacionar S(t)z con la soluciéon de una ecuacion diferencial
abstracta.
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Definicion 4.3. El generador infinitesimal A de un Cy—semigrupo sobre un espacio
de Hilbert Z se define por

1
Az = lim =(S@) - I)z
z t10+t(5'(1‘) )

siempre y cuando el limite erista, D(A) es el conjunto de elementos de Z es tal que el
limite existe.

Ejemplo 25. El semigrupo e*, A € L(Z) tiene como generador infinitesimal a

d
A, e? es diferenciable en 0. También es diferenciable para todo t y EZeAt = Aett.

Teorema 4.4. Sea S(1) un semigrupo fuertemente continuo sobre un espacio de Hilbert
Z con generador infinitesimal A. Entonces las siguientes ocurren:

a) Para z € D(A), S(t)z € D(A), para todo t > 0,
d .
b) W(S(?‘)Zﬂ) = AS(f)ZO = S(t)AZQ, para 2 € I)(A) 1> 0,
) d
ST

{
d) S(t)z0 — 29 = / S(s)Azds, para zg € D(A),
0

(S(t)z0) = A™S(t)z = S(t) A"z, para zo € D(A), t > 0,

t ¢
e) / S(s)zds € D(A) y A/ S(s)zds = S(t)z — z, para todoz € 7 y D(A) es
0 0

denso en 7,

f) A es un operador lineal cerrado,
+00

g) ﬂ D(A™) es denso en Z.

n=1

DEMOSTRACION. Veamos primero a) y b). Sea s > 0 y considere

S(t+s)m - St)zo _ o 0 (S(s) =Dz _ S(s)— 1 St

S 5

S(s) =1
Si zg € D(A), el 11'1& S (t)—(-—gi%—)—z—o— existe, de aqui que
8 «

lim 5@3—1-5(7%),30

s—0F S
existe. En particular, S(t)zp € D(A) y la derivada de S(t)z es
AS(t)z0 = S(0) Az,

es decir,
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s—0+ S s—0+ S
S(s) -1
= i ——8{{)2
sl—lzéi* ) (L)bo

= AS([)Z() = S([)leO.

Para t > 0 y s suficiente pequeno, tenemos

<

St — s)zo — S(t)z0 — St —s) (S(s) — I)zo’

luego la derivada existe y es igual a S(1) Az.
La parte ¢) sigue por inducci6n.
Veamos d). Sea z* € Z y 25 € D(A). Entonces

<z*, S(t)z — z0>z = /: a%(z*, S(u)zo)du,

de aqui

(2, S(t)zo — 20) = /0 t(z*_. S(u)Az)du  z € D(A) (Aplicando (b))

t
= <z*, / S(u)Azodu>
0

Esto prueba d) para z* arbitrario.
e) Primero veamos que D(A) es denso en Z. Considere para cualquier z € Z.

5(s) =1 / S(u)zdu = = / S(s + u)edu — + / S{u)zdu.
s 0 570 Slo

Estas integrales estan bien definidas por ser S({) fuertemente continuo(por el Lema A.5.5
y el Ejemplo A.5.15 de [8]). Tomando p = s+ u en la segunda integral, obtenemos
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n
~
W
A —

§)—1I [t .
— / S{u)zdu

S+'t 0 1 t
/ S(p)zdp — ;/ S(u)zdu
r‘s b8 2 -t o]
/ S(p)zdp + / S(p)zdp — / S(u)zdu — / S(u)zdu}
L Js /s JO
r 8 8
/ St + w)zdu — / S(u)zdu]
LJo Jo
/ (St +u) — S(u))zdu]

0

/ S(u)(S(t) — I)zdu cuando s — 07
0

{ I
Wi Ll Wk = Bl
T

i

H

: /O S(u)(S(t) — T)zdu — (S(2) — D)z,

de aqui

/ Sadue D(A)  y A /  S(w)adu = (S(0) — 1)z
0 0

1 4
Ademas, n / S(u)zdu — z si t — 07, de aqui para cualquier z € Z, existe una
- Jo

sucesion en D(A) que tiende a z. Esto prueba que D(A) = Z.

f) Para probar que A es cerrado, sea {z,}n>1 C D(A) que converge a z tal que
Az, = y.

Entonces |[S(s) Az, —S(s)y|| < Me**|| Az, —yl|, por lo tanto se obtiene que S(s)Az, —
S(s)y uniformemente sobre [0,¢]. Ahora, como z, € D(A), tenemos

t
S(L)om — 2 = / S(s)Aznds.
0

Por el Teorema de Convergencia Dominada,

t
Stz —z= / S(s)yds,
0

y asi

S(t)z — =z

1 t
lim = lim - / S(s)yds.
tl0 tlo § 0

De aqui z € D(A) y Az = y lo cual prueba que A es cerrado.
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g) Sea Cf °(R™) la clase de funciones reales sobre R con derivadas continuas de todos
los ordenes y con soporte compacto contenido en la semirecta (0, +00). Si ¢ € C5®(R™),
entonces también lo es )™ y 1(u)S(u)z es una funcién de R — Z.

Sea

+00

Zy = {g = P(w)S(u)zdu; € Z, RS C’JO"(R“L)}‘
Jo

g esta bien definida por el Lema A.5.5( ver [8]). Mostraremos que 2y € D(A”) para
r> 1y que Zj es denso en Z.
Para s suficientemente pequeho, tenemos

S(s)—1 Y
n_(s_)____g = = / P(u)[S(u+ s)z — S(u)z]du
8 S.Jo
1 +00 1 s
= 2 [ = s - vtseedu - < [ 9t
3 < JO
+00
recordemos que P (w)S(u)zde = 0 ya que ¢(u) tiene soporte compacto en (0, 4+00).

Pero

0
P(u — s) — P(u)

la altima expresion es cero para s suficientemente pequefio, ya que el soporte de 1 esta
contenido en (0, 400).

— —1)(u) cuando s — 07, uniformemente con respecto a u, y

Asige D(A) y Ag = — / P(u)S(u)zdu.
J0
Repitiendo este argumento, vemos que g € D(A”) para todo r > 0, y

e
g =(-1) /0 D () S () zd

+oo
Esto muestra que Zp C ﬂ D(A").
r=1
Supongamos ahora que Zj Sé Z. Entonces existe
20 € Z tal que

(20, 9) =0 para todo g€ 7y y ||Z| = 1.

Asi
+00 +o00
<z0} A d)(u)S(u)zdu> =/, P(u){zy, S(u)z)du =0,
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para todo 9 € Cy*(R™) y z € Z. Pero {29, S(u)zp) es continuo con ||z]| = 1. De aqui que
—+00
existe ¢ € CF°(R™) tal que / P(u){zp, S(u)zg)du # 0. Esto es una contradiccion, y
0

asi Zop = Z.
O

Lema 4.5. Sea S(t) un Cy-semigrupo con generador infinitesimal A y crecimiento
acotado wy. St Re(X) > w > wy, entonces A € p(A), y para todo z € Z lo siguiente ocurre:

(a) R(AA)z=MN—-ANz= 0+°° e~ XMS(t)zdt y |R(N, A)|| < 2L, donde 0 = Re()),

— o—w’

(b) mg oo (] — A1z = 2 para todo z € Z, donde a € R .
Este Lema muestra que R(), A) es la transformada de Laplace del semigrupo.

Teorema 4.6. (Hille- Yosida) Una condicion necesaria y suficiente para que un opera-
dor lineal A cerrado, densamente definido sobre un. espacio de Hilbert Z sea el generador
infinitesimal de un Cy-semigrupo es que existan mimeros reales M y w tales gque para todo
a>w, a € p(A), el conjunto resolvente de A, y

IR, A < —(-(;-_——(:)—)7 para todo v > 1,

donde R(a. A) = (al — A)~! es el resolvente. En este caso
|S(t)|] < Me.

Observacion 4.7. Que sea “densamente definido”, significa definido sobre un conjunto
denso.

Ejemplo 26. Sea {\,. n > 1} una sucesion de niimeros reales y sea {¢,, n > 1} una
base ortonormal en un espacio de Hilbert 7 separable. Definamos el siguiente operador
sobre 7

+
AZ = An<Z, ¢'n>¢n;

8

3
it
o

+oo
donde D(A) = { z € 7 tal que Z Dnlz, dn)? < +oo} X
n=1
A es un operador autoadjunto sobre Z.

Probaremos que A es el generador infinitesimal del Cy—semigrupo sobre Z siempre
que sup A, < +00.

n>1

DEMOSTRACION. a) Primero mostraremos que A es cerrado y densamente definido.

Claramente todo z, con (2, ¢,) = 0 para n grande permanece en D(A) y forma un

. -, . P00
conjunto denso en Z. Sea {z,},>1 una sucesion en D(A) con z, — 2y Az,” — 0.

Ya que {Az2,},>: es acotada tenemos

(5]
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D Pz g)P <M p>1
n=1

+00
Asi, Zl)\n(z(), éa)? < M, entonces 25 € D(A) con Az = yo, mostrando que A es

n=1
cerrado.

b) Ahora mostraremos que (Al — A) es invertible si, y solo si 1I>1f1 A= An] > 0.

Primero asumamos que 11§§ A — An] > 0. Entonces
n*—.

1
AA:C = A "( An <-T7 ¢n>¢‘ru

es un operador lineal acotado sobre Z con Az € D(A) y
(M —A)A, =AM -A)=1.

Entonces A € p(A) y Ay = (AT — A) L.

Suponga que (A] — A) es invertible. Ya que (A, J — A)d, = 0, debemos tener que
AF A, n€IN.Si A=), (A = A)d, =0y (A — A) no seria invertible.

Ademas, tenemos que para cualquier sucesion acotada {z,},>1 C Z, existe una suce-
sion acotada {y,}n>1 C 7 tal que

(M — Ay, = Tp.
1

A=A,
c¢) Del Teorema 4.6 de Hllle—Yosnda sabemos que A es el generador infinitesimal del

semigrupo si existen M, w constantes tal que

Si z, = ¢, entonces y, = ———ad, de forma que inf,>; |A — A,] > 0.

A
(o —w)”’

Ahora si 11>1t1 |A = An] >0, (AN — A)es invertible, entonces

1R(a. ANY|| < para r>1y a>w.

R, A)y = Z( WG (U, ¢n)on (R, A) = Ay),

asi

| R(c, A} < supl '—1)\”'? = [sup .__.._1__._.}?

n>1 lGﬁ - /\nl

Necesitamos probar que existe M,w tal que para a > w

93



Semigrupos

[sup —Oiii”—} <M, (4.3)

n>1 |a = An|
pero si sup A, < w, tenemos para « > w que irgfl [\, —w| > o — w entonces
n>1 . nz
a-w
sup ———— <
n>1 ja = Ayl
De aqui (4.3) se satisface con M = 1.
Del Teorema 4.6 de Hille-Yosida, se sabe que A genera un Cy-semigrupo Queremos
calcular este semigrupo. Por el Teorema 4.4 b), se tiene

1.

2 5(t)0n = S(1)Adn = A1)

Asi S(t)g, = et f, para algin f, € Z. Ya que S(0) = I, concluimos que S(t)d, =
e*td,. Como S(1) es lineal y acotado y {¢,} es una base ortonormal en Z, se sigue

+o0
S(t)z =3z, )b,

n=1
este es el semigrupo considerado en el Ejemplo 23. t

Ejemplo 27. Considere el sistema

&’z dx
'(“it—i + QEIA()IE = 0,
z(0) = o,
E:E(O} = 2y,
Ao es un operador adjunto positivo sobre un espacio de Hilbert X con dominio D(Ay)
y At € L(X).
Del Ejemplo A.4.2 |8, tenemos que Az' € L(X) si, y solo si Ag es coercivo, i.e., para
algiin I, Ay satisface

{Aox, t)x > K||z||% para todox € D(Ay).
Del Lema A.3.73 |8], se sigue que Ag tiene una raiz cuadrada (A(I)/ *Y tal que D(Ag) C
D(AY2
(467).
Siguiendo la notacion que se sique en dimension finita, introducimos el vector estado
x

Z= dz }’

dt
para obtener el sistema de primer orden
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0 ]
— = Az, donde A=
‘“AO —al

Sea el espacio de Hilbert Z = D(Aé'/ 2) @ X con el producto interno

(w,2)z = <Aé/2w1, A(l)/zz]>x + (wg, 22)x

Wy e
donde w = , Z=
Wy po
1/2 . : .

Ya que Ay" es positivo y (-, Yx es un producto interno sobre Z, es fdcil ver que
(w. z)z define un producto interno. Asi resta mostrar que Z con la norma ||z|| = /{2, 2)
es completo.

Sea

Y
“1
- B
n
29

una sucesion de Cauchy en Z. Entonces

1A (=1 = 2P + 1128 = &l = 112" = 2™I5 — 0 nym— +oo.
De aqui se tiene que 2§ es una sucesidn Cauchy en X, y como X es un espacio de
Hilbert, sabemos que 25 — 2z € X. Igualmente tenemos que Az,’[ zz;‘ -z € X. Como Ay
es invertible y acotada, también lo es Al/ 2

(4% = (4512 = A2
= /1—1/2[/\”2 2 > A = 2 € D(AY?) sin— +o0.
Asi, ||z — z,]|% — 0, donde z = - y por lo tanto Z es completo.
Si definimos D(A) = D(Ay) & D(A‘/Q) y

—aAg' — At
Q= ;
I 0

entonces ) es un operador lineal acotado sobre 7 con ran(Q) = D(A) y AQ = 1.
Del Teorema A.8.46 |8] vemos que A es cerrado. Es fdcil ver que A tiene dominio
denso en Z. Ademds, para w € D(A) calculamos
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Re({w, Aw)z) = Re({Aowy, wa)x + {wa, —Aqwy — cws) x)

= —aflulk,

el adjunto A* con respecto a 7, es:

Z
14* =
)

Observe que (A*)™! = (A™1)* y

TN
> o
Lol
=,
N——
NN
§oox
N——

A= A%, D(A) = D(AY), (A'2, 2) = (2, (A71)"2),

y Re{w, A*w), = —aflws).

Este ejemplo cubre la ecuacion de ondas y del calor para el cual el producto interno
(2,2)z corresponde a la energia del sistema. Como caso especial considere la ecuacion de
onda no-amortiguada:

r) w

(I t) =551,
m(O t)y=0= w(l ),
c‘u(JJ 0) = wo(x),

Jw
S (2,0) = wi(a).

Entonces el operador Ay definido sobre Ly(0,1) es autoadjunto, positivo ({Apx,x) > 0)
9 acotado e invertible:

&2h
Ak = —
oh = ol

con dominio
dh

D(4p) = {h € Ly(0,1)}h. o son abs continuas ;2 € L,(0,1) y h(0) =0=h(1)

Ast la ecuacion de onda puede ser formulada como una ecuacidn diferenciol abstracta
sobre Z = D(Al/z) @ L(0,1). El operador del sistema

0 I
A= (en el ejemplo anterior con o = 0)
—~Ay O

es el generador de un semigrupo sobre Z.
El semigrupo viene dado por
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o

1
}:2 [(wl, ©n) cos(nat) + —{wy, @y,) sen(nnt)| v,
un =1 nmw
S(4) =1 . :
o o0
Z 2 [—na(wy, pn) sen(nat) + (we, pn) cos(nat)] vn
n=1

donde o, () = sen(nnt), y (-, -) denota el producto interno en L3(0,1).

1.1. El Problema de Cauchy Abstracto. Los resultados de esta seccion vienen
del libro de Jerome Goldstein [19].

Sea A un operador densamente definido sobre un espacio de Hilbert 7. Consideremos
el problema de Cauchy o problema con valor inicial

L = A1)
= AL, 1.4

{ 2(0) = z, 44
donde L € R, zp € D(A).

Definicion 4.8. El problema (4.4) se llama bien definido si el conjunto resolvente del
operador A, p(A) es no vacio y para cada z € D(A) eziste una tnica solucion z: RT —
D(A) de (4.4) en C*(R*, Z) (el conjunto de las funciones continuas con primera derivada
continua,).

Teorema 4.9. El problema (4.4) es bien definido si, y solo si A genera un Cgy-
semigrupo S sobre Z. En este caso la solucion viene dada por z(t) = S(t)z, t € RT.

Consideremos el problema de Cauchy abstracto

{ dfi(ti) = 43(1) + f(ﬂ: (4 t')

<

(0 = 20,
LeER™.

Teorema 4.10. Suponga A genera un Cy-semigrupo sobre Z y zg € D(A). Suponga-
mos que

(i) f € C(R". Z) toma valores en D(A) y Af € C(RT,Z), o

(ii) f e CYR™Y, Z).

Entonces (4.5) tiene una tnica solucion z € CYR™,Z) con walores en D(A). La
solucion viene dada por

t
2(t) = S(t) 20 + / St~ $)f(s)ds. (4.6)
0
Consideremos el problema de Cauchy abstracto no lineal
{ L0 = Az(1) + J(42(1)). (47)
2(0) = z,
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donde A genera un Cy- semigrupo S sobre Z.

Definicién 4.11. Toda solucion z de (4.7) satisface la ecuacion integral

2(t) = S(t)z + /0. S(t— s)f(s, 2(s))ds, (4.8)

pero no a la inverse ya que une solucion de (4.8) no es necesariamente diferenciable.
Llamaremos a una solucién de (4.8) como una solucion moderada de (4.7); una solu-
cion moderada es una clase de solucion generalizada.

Teorema 4.12. Teorema de Existencia Global.
Sea z € Z. Sea [ :RY x Z — Z que satisface: para cada T > 0 existe una constante

K = K(7) tal que
NS 2) = [ 2l < K(7)ller — 2: 2 (4.9)
siempre que z — 1,20 € Z, 0 < t < 7. Entonces (4.7) tiene una solucién moderada sobre
R*.
2. Teoria de Control

2.1. Control Deterministico. Consideremos el siguiente sistema de control deter-
ministico
2l =A(t)z(t)+ Bu(t), (4.10)
donde A es el generador infinitesimal de un Cyp-semigrupo {S(t)}:>0 sobre un espacio de
Hilbert Z, B € L(U, Z). El control u € Ls([0,7].U). La soluciéon estado, es la solucién
moderada de (4.10) y viene dada por

t _
z(t) = S(t)zo +/ S(t — s)Bu(s)ds, 0 <t <. (4.11)
0

Definicién 4.13. El sistema de control (4.10) se dice exactamente controlable sobre
[0,7], 7 > 0 si para todo zy, z1 € Z existe u € Ly([0,7],U) tal que la solucion z, dada por
(4.11), de (4.10) correspondiente al control u satisface 2(0) = zy y 2(7) = 21, es decir

2= 2(1)=8(r)z + ‘/OT S(1 — s)Bu(s)ds.

Para el sistema (4.10) definimos el operador G : Z — Z

Guz/ S(r — s)Bu(s)ds (4.12)
Jo

Definicion 4.14. El operador de controlabilidad Gramian del sistema (4.10) se define
por
W =GG*,
donde G* : Z — L3([0.7],U) es el adjunto de G y viene dado por

G'z= B"S"(1 — 8)z.
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En efecto;
(Gu, .a;) = (/(; S(7 — s)B(s)u(s)ds, 2) j— /0 (S(7 — 5)B(s)u(s), 2)ds
- /0 (u(s), B*(5)S* (r — 5)2)ds = { /0 w(s), BY(s)S*(r — 5)2)

= (u, B*(5)S™(1 — 8)2) 10,70, L2(0,10) = (U, G"2) Ly({0,7,0), L2(0.7,0) -
Ast se tiene que G* = B*S*(1 — s).

Terminamos 1a seccién enunciando el siguiente teorema cuya prueba puede verse en

[8].

Teorema 4.15. El sistema (4.10) es exactamente controlable sobre [0, 7] si, y solo si
una de las siguiente ocurre para algin ~ > 0 y para todo z € 4
(i) Rang G = Z
(ii) (Wz,2) = 9]|z(1%,
(iii) 1G™2|” = [§ (G 2)(s)llEds = 7l 21I%,
(iv) fy 1B*S*(s)2llfds = ~2]1%,
(v) Si B*S*(s)z =0 para todo s € [0, 7] entonces z =

2.2. Control Estocastico. La seccién que presentamos anteriormente sobre con-
trolabilidad de sistemas deterministico es bien conocida. sin embargo el concepto de con-
trolabilidad exacta y aproximada no son conceptos naturales para sistemas estocasticos,
es necesario debilitar de tal forma que incluya la controlabilidad exacta deterministica
como caso particular. Una informacion completa sobre controlabilidad exacta en ecuacio-
nes diferenciales estocasticas se encuentra bien detallado en el articulo [1] de Agamirza
E. Bashirov y Kerin R. Kerimov.

Sean Z,U,& espacios de Hilbert separables, A es el generador infinitesimal de un Cp-
semigrupo {S(t) }epo,- sobre Z, B € L(U, Z), 0 € Ly(Q'/?&, Z) para t € [0, 7], recordemos
que el espacio Lo(QY%&,Z) es el espacio de operadores de Hilbert-Schmidt definido en
la seccion 3.2 del Capitulo 2. Sea {w(t)}:>0 un proceso Q-Wiener con valores sobre & y
operador de covarianza ().

Sea (2, #, P) un espacio de probabilidad y {.#}:>0 es una filtraciéon sobre F. Asu-
miremos que Z#; es generado por {w(s) : 0 < s < t} para cada ¢t € [0,7]. Entonces
consideremos la ecuacion diferencial lineal estocastica en el intervalo [0, 7]:

dz = Az(1)dlL + Bu(l)dl + odw(l),
2(0) = 2.
2p una variable aleatoria %, medible.
Definicién 4.16. Ver Nazim Mahmudov [40].

Definimos por Ly(F . Z) el espacio de Hilbert de todas las variables aleatorias z, fuer-
temente F medible tal que E(||z]|?) < +o0.

(4.13)
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Definicién 4.17. Ver Nazim Mahmudov [40].
Definimos Ls( %, Z) el espacio de Hilbert de todas las variables aleatorias z, fuerte-
mente &, medible tal que E(||2]]?) < +oo.

Ya que para cada t > 0 %, es una sub-sigma algebra completa, Ly(%;,Z) es un
subespacio cerrado de Ly(F,Z), por la que Ly(F;, Z) también es un espacio de Hilbert,
Ver {40].

Definicién 4.18. Ver Nazim Mahmudov [40].
L5 ([0,7),Z) denota el espacio de Hilbert de todos los procesos aleatorios progresiva-
mente %, medibles definidos en el intervalo [0, 7] con valores en Z y tal que

B( /0 ' l2(6) ) < +oo,
para z(t) € Z.

Definicion 4.19. Ver Nazim Mahmudov [40].
LT ([0,7],U) denota el espacio de Hilbert de todos los procesos aleatorios progresiva-
mente %, adaptados definidos en el intervalo [0. 7] con valores en U y tal que

E( £ ' H'u,(t)Hzrlt) < +o0,

pare u(t) € U.

Suponemos que el control « en la ecuacion (4.13) es un proceso aleatorio perteneciente
al espacio L ([0,7],U).

La ecuacién diferencial lineal estocastica (4.13) tiene como solucion, la solucién mo-
derada correspondiente al control u € L3 ([0, 7], U):

z(t) = S(t)z0 + /Ut S(t — s)Bu(s)ds + /Ut S(t — s)adw(s). (4.14)

Al sistema (4.13) podemos asociar el siguiente sistema deterministico (ver |1] para
mayores detalles):

{ Ly(t) = Ay(t) + Bu(t), 0<t<r, (4.15)
y(0) = o = E(2).
El sistema (4.15) tiene solucion moderada
b
y(t) = S(L)yo + / S(t — s)Bu(s)ds, 0 <t <, (4.16)
0

donde el control v(L) = E(u(l)) € L2([0,7],U) y o € Z.
Definamos los siguientes operadores:

10N
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Definicion 4.20. Ver Nazim Mahmudov [39].
El operador de controlabilidad

G:L([0.7],U) = Ly(Fr, Z),

se define por

Gu = / S(7 — s)Bu(s)ds, (4.17)
0

Definicién 4.21. Ver Nazim Mahmudov [39].
El operador de controlabilidad Gramion W = Z — Z asociado ol sistema (4.15) se
define por:

z= / S(r — s)BB*S*(r — s)zds, (4.18)
Jo
para todo z € Z.
Definicion 4.22. Ver Nazim Mahmudov [39].
El operador adjunto G* : Ly(F,, Z) — LT ([0,7),U) se define por
G'z = B*'S* (1 — s)F{z|.%,}, (4.19)

Definicion 4.23. Ver Nazim Mahmudov [39].
FEl operador de controlabilidad estocdstico asociado al sistema (4.13),

II: Lg(fﬁ Z) — Lz((g}, Z)

se define por

Iz = / S(r — s)BB*S(1 — s)E{z|.%;}ds. (4.20)
0
Podemos notar que Iz = GG*z.

La definicién de controlabilidad exacta del sistema estocastico (4.13) en el cual se basa
nuestro trabajo es la siguiente:

Definicién 4.24. Dados 2 € Ly(Fy,Z) y =1 € La(F,, Z). La ecuacion diferencial
estocdstica (4.13) se dice exactamente controlable sobre [0, 7] si existe un control u €
L ([0,7),U) tal que el estado inicial zy puede ser conducido al estado final z; en el tiempo
7. Es decir, la solucion del sistema (4.13), la ecuacion (4.14) satisface

2(0) = 20, y 2(7) = 2.

Una solucién moderada asociada al control u € L3 ([0.7],U) de la forma

(1) = SO+ /O " S(t~ $)Bu(s)ds + /0 St - s)oduls), (4.21)
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la lamaremos estado alcanzable a partir de 2 en el tiempo t. Debido a la dependencia
con respecto (¢, z. u), denotaremos la ecuacion (4.21) por (%, zg, u).

Definamos Z(t, z5), el conjunto de estados alcanzables a partir de zp en el tiempo
ng € IV, de la siguiente forma:

i
R(t, z) = S(t)z + Rang G + / S(t — s)odw(s) = {z(to, z0,u) s u € L3 ([0, 7], U)}.
0

(4.22)
Una definicién equivalente a la Definicion 4.24 es la siguiente:

Definicion 4.25. La ecuacion diferencial estocdstica (4.13) se dice exactamente con-
trolable sobre [0,7] si todo punto z € Lo(F:.Z) es alcanzado desde el origen zy en el
tiempo T, es decir

(T, 20) = Lo( Fr, Z). (4.23)

Dos teoremas que relacionan la controlabilidad exacta de la ecuacion diferencial (4.14)

y la ecuacion diferencial deterministica (4.15) son presentados ahora.

Teorema 4.26. Ver Nazim Mahmudov [39].
El sistema estocdstico (4.13) es exactamente controlahle sobre [0, 7] si, y solo si algunos
de los siguientes ocurre:

(i) E((ITz. 2)) > vE(|[«(),
(ii) R(X,TI) converge uniformemente en la topologia del operador cuando X — 07,

(i) AR(A,II) converge uniformemente a cero en la topologia del operador cuando
A— 0F,

donde R(A,T1) = (AT + 1)~} es el operador resolvente del operador I1.

DEMOSTRACION. Veamos que (i) implica (ii). Supongamos que E((I1z, 2)) > vE(]|z|?).
Entonces para todo z € Ly(F;, Z) v para todo A > 0

E(((M + D)z, 2)) = E((\z, 2)) + E({Tlz, 2)) = AE((z, 2)) + E({Ilz, 2})
2 AE(|l2]1%) + vE(l[2l*) = (A + DEI®).
En consecuencia, para todo X > 0, sustituyendo z por u = (A + II)"1z y la desigualdad
de Cauchy-Schwarz se obtiene
(A +DE[OA +I)7"2)? < Efz, M +11)7"2) < EJJEf(M + 1)z,

es decir

(RO n)*lzn) .

Bl || ¥

de forma que

g o (BIOLEIDN
AT+ 1) ”“‘,,ini’o( E )<+ |

EFAL
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De aqui podemos afirmar que [[(A] + II)7!|| es acotado con respecto a A > 0. Por la
identidad del resolvente se tiene para p >0y A > 0
(] + 07" = M+ )7 = [l = A + )7 AT+ 1) 7
= |p = At + IO + D)7
< 12 - Al
v
El resultado anterior prueba que la sucesion {(AI+11)7'},5¢ es una sucesion de Cauchy
de operadores lineales acotados. Ya que esta sucesion pertenece al espacio de todos los
operadores lineales acotados, el cual es un espacio completo, la sucesién {(A7 + 1)~}
converge cuando A — 0F. Ademas la convergencia de {(A+1I)71} 50 es una convergencia
uniforme en la topologia del operador.
(i1) implica (iii) es obvio.
Veamos que (iii) implica (i).
Supongamos que Al[(A] + II)"!|] — 0% uniformemente cuando A — 0F. Entonces
M2[(AT +T)~12|| — 0 cuando A — 0. Para v > 0 suficientemente pequeiio obtenemos
1

I3 (VL ID) 2] = M2 (] + D) =Y2) < %

Asi, para todo z € Ly(%;, Z) tenemos

E([l2]%) = B(IV2 (v + W) 2 (v~ 2 (1 +T)7V%)2))%)
= E(|[v"?(y] + ) ™V2|R |y 2 (4T + TDY2)2|?)

< %—E(“’)ﬁl/?('}’] + n)l./22”2) — %E(<7‘1(7[ + H)z, Z))

observe que (v + I1)!/? es un operador autoadjunto.
Esto implica que

E((y™ (0] + Iz, 2)) > 2E(l|?).
desarrollemos el lado izquierdo:

B((y (v] + )z, 2)) = B({z + M1z, 2)) = Bz, 2) + E(y 11z, )
= Ell2|° + E(y Iz, 2) = 2E(J|={*).
De aqui se obtiene que E(Ilz, z) > vE| 2|2,

Solo falta ver que controlabilidad exacta del sistema (4.13) es equivalente a (i).
En efecto, supongamos primero que

E((Tlz, 2)) > 7E(]|2]]*), (4.24)

para todo z € Dom(II) y v > 0 dado. Si [1z = 0, por (4.24) z = 0, esto implica que II
es un operador inyectivo, por lo tanto II es invertible. Sea y = [z € L{.%,, Z), entonces
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tomando z = II7'y en la ecuacién (4.24) y la desigualdad de Cauchy-Schwarz

E(IIy|?) < %E((y,ﬂ'ly)) < E(llyDE(ITyl),

es decir
E(JIIT 'yl < ~Eljyl.

De aqui se obtiene que II"! es invertible y acotado, y por el Corolario .42 (ver apéndice)
Rang IT = Dom (II™") = L,(%,, Z).

Ya que II = GG”, se tiene que Rang (II) C Rang G, de esta manera tenemos que
Rang G = Ly(.%,, Z) y por (4.23) tenemos entonces Z(7, zp) = Lo(Fr, Z) y esto significa
que el sistema (4.13) es exactamente controlable sobre [0, 7].

Veamos ahora que controlabilidad exacta del sistema (4.13) implica (i), es decir que
E((Iz, 2)) > vE(||=]%).

Si el sistema (4.13) es exactamente controlable sobre [0, 7], esto es equivalente a decir
que Z(1, zy) = Lao(F;, Z) y por definicion de Z(7, z) se obtiene que Rang G = Ly(%,, Z).

Supongamos primero que G es un operador inyectivo, tal que del Corolario .42(ver
Apéndice), G es un operador lineal y acotado y por el Lema .43 parte c)(Ver Apéndice),
(G*)™' = (G71)* es un operador lineal y acotado del espacio 17 ([0,7),17) al espacio
Lo(F:. 7).

De esta forma, existe g > 0 tal que

E((G")u|)) < BE(||ul|) para todo u € L’f([O, 7],U)

Si z = (G*)"'u, entonces
SE(IEIP) < E(IG2IP) = E((6°,6"2)) = BUGG"2,)) = E((lz.2).

Para el caso general ver [8]. O

Teorema 4.27. Ver Nazim Mahmudov [39).
Las siguientes condiciones son equivalentes

(i) El sistema estocdstico (4.13) es exactamente controlable sobre [0, 7],
(ii) El sistema deterministico (4.15) es ezactamente controlable sobre [s,7], 0 < s < T,

Antes de la prueba del Teorema 4.27, necesitamos algunos resultados.

Denotemos al conjunto de martingalas de cuadrado integrable definidas en un espa-
cio de Hilbert Z por #2(Z), es decir, si M = {M(t)}ep.r es un martingala entonces
E|M(1)])? < +oc.

Definicion 4.28. El espacio dual de un espacio lineal normado Z, denotado por Z*,
es el espacio de todos los funcionales lineales sobre Z con valores en un cuerpo K.
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Definicion 4.29. Sean Z un espacio de Banach. Un elemento T € L(Z) es un ope-
rador nuclear, si existen dos sucesiones {a;} C Z, {d;} C Z* tales que
+00

> llasllligsll < +oo.

Jj=1

El espacio de todos los operadores nucleares dotado con la norma

T} = fﬂf{z lla;llllg;ll : T = fnf{z ajp;i()}

es un espacio de Banach. Lo denotamos por Ly = L,(Z).
Definamos la variacién cuadratica de una martingala M € .#%(7).

Definicién 4.30. Un proceso V = {V () }ejo,r) con valores en Ly es un proceso cre-
ciente si V (1), t € [0,7], es no negativo y V() < V(s) si 0 <t <s< 7.

Definicién 4.31. Un proceso V adaptado, creciente, continuo y con valores en Ly tal
que V(0) = 0 se llama variacion cuadrdtica de la martingala M si, y solo si para a,b € Z

(M(t),a)(M(t),b) — (V(t)a,b). t € [0,7],
es una {#,}- martingala. El producto escalar se denota por (-, ).
Denotaremos la variacion cuadrdtica de M por < M(1) >>.

El siguiente teorema es un resultado de representacion de martingalas de cuadrado
integrable. Inicialmente encontramos este teorema para espacios Euclideos ver |22]. Luego
se extendié a dimensiones superiores ver por Ejemplo [24]. A espacios de Hilbert, el cual
vamos a utilizar, véase [13] para una prueba detallada. Existe una extensiéon a espacios
de Banach ver [16].

Teorema 4.32. (Ver Da-Prato-Zabczyk, [13], pAgina 220). Sean & y Z espacios
de Hilbert. Sea F; C F una filtracion. Q) el operador lineal y acotado simétrico no negativo
definido en &.

Asumiendo que M € 2 y

K M(1) >= /Ot(@(b‘)@m)(‘P(S)Ql/g)*ds, te[0,7],

donde ® es un proceso previsible con valores en Ly(Q'Y/?€, Z). Entonces eziste un espacio
de probabilidad (). F, P), una filtracion {F,} y un proceso Q-Wiener W = {w(s)} con
valores en &, definido sobre (2 x Q,.F x F, P x P) adaptado a la filtracion { %, x F:},
tal que

t
M, w,w) = M(0) +/ O (5, w,w)dw(s, w,w), (4.25)
0
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donde M(t,w, &) = M(t,w), ®(t,w,?) = ®(t,w), (w,d) € X x Q.

Corolario 4.33. Sea W = {w(s)} un proceso Q-Wiener con walores en el espacio
de Hilbert & donde Q € L(&) simétrico, no-negativo. Consideremos también la filtracion
Fi = o{w(s) : 0 < s < 7}. Sea z una varicble aleatoria tal que z € Lo( %, Z). Entonces
existe un proceso ® € L ([0,7], L2(QY?&, Z)) tal que

E(2\%) = B(2) + /tcp(s)dw(s). (4.26)
0
DEMOSTRACION. Sea z(1) = z(t,w) = E(z|%#) para 0 <t < 7. Ya que
f 2()|2dP = / B2 Z)|2dP = / I2|2dP < +oo, para i € [0,7]
Q Q (91

se tiene que z(t) es de cuadrado integrable. Ademas,
E(z(1)|.%F;) = E(E(z|F)|.%,) = E(z|%s) = 2(8), 0 < s < T,

por lo que {z(t)} es una martingala de cuadrado integrable, es decir, {2(t)} € .#2(Z).
Por el Teorema 4.32, obtenemos que

i
E(z|%) = E(2|%0) + /o O (s)dw(s).
Ya que E(z|%) = E(z), se obtiene entonces
¢
E(:\ %) = B(2) + / B(s)dii(s).
Jo
t

Lema 4.34. Ver Nazim Mahmudov [39].

Sean & y 7 espacios de Hilbert y (0, Z, P) un espacio de probabilidad. Consideremos
W = {w(t)}i>0 un proceso de Wiener con valores en &, #, = o{w(s) : 0 < s < t}. Para
todo 2z € Ly(F,,Z) existe un proceso ¢ € L3 ([0,7], Lo(&, Z)) tal que

Tz = #/(E(2)) + / W, (D(s))di(s) (4.27)
Jo
DEMOSTRACION. Primero recordemos que
W(z) = / S(t — s)BB*S*(1 — s)zds.
0

Ahora, por el Teorema de Fubini estocastico y la ecuacion (4.26)
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Mz = /T S(r — s)BB*S*(1 — s) E(z|%;)ds
0
_ / S(r - )BBS"(r — 5)[B(2) + / B(s)din(s)] ds
70 70 T i
- / S(r — $)BB*S*(r — $)E(2)ds + / S(r — $)BB*S*(r — 8)ds / B(s)dii(s)
JO 0 JO
- ¥ (B + /0 / S(r - )BB*S* (7 — 5)0(s)dsdii(s)

— W(E() + / Wi (B(s))dii(5)
0
donde #,_,(®(s)) = [ S(1 — s)BB*S*(1 — s)®(s)ds. O
Vamos hacer la prueba del Teorema 4.27.

DEMOSTRACION. Supongamos que el sistema (4.13) es exactamente controlable. Por
la parte (i) del Teorema 4.26, se tiene que para todo z € Ly(%F;, Z), existe v > 0 tal que

E((Ilz, 2)) > vE(||2]%).
Vamos a probar que E(]|G*z||?) > v]|z||?. En efecto,
E(IIG"2]*) = E((G"2, G"2)) = E((GG™z,2)) = E({Ilz, 2)) > 7E(||z]*).

Por la parte (iii) del Teorema 4.10, se obtiene que el sistema (4.15) es exactamente
controlable.

Ahora vamos a probar que si el sistema (4.15) es exactamente controlable, entonces
el sistema (4.13) es exactamente controlable. Usemos el Lema 4.34. Sea z € Lyo(H#, Z),

entonces por la ortogonalidad de E(z) y f/ B(s)dW (s) y la notacion dW (s)dW (s) = ds,

107



Teoria de Control

se tiene

B(1s.2) = B(# (B2) + [ #-b(s)dis), B+ [ 2(s)da(s)))

= B(#BE.EQ+ [ #6)dw9)) + B [ #o2(0)d(6),EQ) + [ #6)da)
= B(#(E(). () + B(# EE), [ 2(5)dals)) + B [ #-b()di(s). ER))
B [ W pdi(s), [ Baa(9)

= B(#(EE).B@) + B [ #disdns), [ a6da)

= B (EE).BE0)) + B( [ (#1205, 1(s))ds)

> B+ B[ 10(01Pds) = 7 (1B + B[ [2()1Pd9)) = B(E(:I1,)
= B(P).

Esto confirma que el sistema (4.13) es exactamente controlable. O

108



Capitulo

Perturbacién no acotada

1. Introduccitn

En el articulo [31] el siguiente sistema de control infinito dimensional es estudiado
7 =Az+Bu(t), t >0, z€ Z, ue U, t €[0,7], (5.1)

donde 7, I/ son espacios de Banach, t — B(t) : R — I(IJ, 7)) es un operador continuo
en la topologia fuerte de L(U, Z), A es el generador infinitesimal de un Cp—semigrupo
{S(t; A)}+>0 en Z y la funcién de control u pertenece al espacio L*([0, 7]; U).

La siguiente pregunta fue respondida afirmativamente en [31]: si el sistema de con-
trol (5.1) es exactamente controlable, entonces para una clase de operadores lineales no
acotados P sobre Z el sistema perturbado

Z =(A+ P)z+ B(t)u(t), t >0, (5.2)

ies también exactamente controlable para P en la vecindad V del 07.
En este capitulo, siguiendo el resultado anterior, realizamos la misma pregunta para
la siguiente ecuacion de evolucion estocastica

z={Az+ B(t)u(t,w)}dt + E(t)dw(t), t >0, (5.3)

es decir, si el sistema estocastico (5.3) es exactamente controlable, para una clase de opera-
dores lineales no acotados P sobre Z, la siguiente ecuacion de evolucion lineal estocastica
perturbada

dz = {(A+ P)z + B(t)u(t,w)}dt + L(t)dw(t), t > 0, (5.4)

jes también exactamente controlable?, donde {w(t), ¢ > 0} es un proceso Q-Wiener
con valores en un espacio de Hilbert separable &, () el operador de covarianza, ¥ es un
operador definido en I'§ = ,(QY?&, 7).

El control u € L§ ([0,7],U), siendo L3 ([0,7],U) el conjunto de procesos aleatorios %,
adaptados sobre un espacio de probabilidad (2, #. P).
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Notacion y preliminares

Antecedentes de la clase de problemas como el de la ecuacion 5.2, son conocidas para
sistemas finito dimensionales. En efecto, el siguiente teorema es bien conocido y puede
verse en el libro de Lee y Markus [36].

Teorema 5.1. Consideremos el sistema auténomo lineal en R™
T = Agz + Bou. (55)

Si (5.5) es ezactamente controlable, entonces existe ¢ > 0 tal que todo sistema lineal
autonomo

T = Az + Bu con ||A— Ao|]| < ey ||B— By <, (5.6)

es también exactamente controlable. Mas aun, el conjunto de los sistemas auténomos
lineales exactamente controlables es abierto y denso en el espacio métrico de los sistemas
lineales auténomos en R™.

Como se indica en [31], si el sistema es de dimension infinita y P es un operador no
acotado, este resultado no es cierto en general. Sin embargo, para una familia particular
de ecuaciones de evolucién tales como ecuaciones diferenciales parciales podemos permitir
que el operador P sea no acotado. Como se explica en |31], se prueba que la controlabilidad
exacta se preserva si el sistema es perturbado por un operador lineal no acotado. Esta
clase de operadores que denotaremos por #2(A) y que explicaremos mas adelante incluye
a los operadores lineales acotados definidos de Z en Z, L(Z) = L(Z, Z).

El objeto de este capitulo es probar el Teorema 5.32, que también aparece en [35],
el teorema afirma que para una clase de operadores lineales no acotados &?(A) tal que
L(Z) ¢ #(A): si para algin Fy € #(A) el sistema

dz = {(A+ Py)z+ B(t)u(t,w)}dt + L(t)dw(t), t > 0, (5.7)

es exactamente controlable sobre [0, 7], entonces existe una vecindad V(Fp) de P, tal que
para todo P € V(FP) el sistema (5.4) es también exactamente controlable sobre [0, 7).
Como aplicacion probaremos la controlabilidad exacta de la siguiente ecuaciéon de
ondas estocastica
{ d(0/0t)y(t, z) = Ay(t, z)dt + c(~AY?y(t, )dt + u(t, v)dt + dw(t),

y(£,0) = y(1,1) = 0, L € [0,7], (5.8)

donde W = {w(t); t > 0} es un proceso de Wiener.

2. Notacién y preliminares

Sea (€2, #, P) un espacio de probabilidad. Junto con este espacio consideremos una
sucesion creciente de sub-o- algebras {# 1C #,t > 0}. E(-) denota la esperanza de una
variable aleatoria con respecto a la medida de probabilidad P.

Sea & un espacio de Hilbert separable y {w(),t > 0} un proceso de Wiener con
valores en & y operador de covarianza (J, con () un operador nuclear positivo sobre &.
Asumiremos que existe una base ortonormal completa {e;} en &, {v4} una sucesion de
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nimeros reales tales que Qex = vgex, k=1.2,--- |y {0k} es una familia de movimientos
Browniano mutuamente independientes sobre (€2, %, I’) tal que

(w(t),e) =Y urler, €)Bi(t), e € & t >0,
k=1

donde
6k(i) = —\;—I/_(w(t'}tek), k‘ = 1,2’ .

k

Asumiremos que F; = o{w(s) : 0 < s <t} y L3 = Ly(QY?&. Z) denota el espacio de
operadores de Hilbert-Schmidt

V. Q28 - 7.

El espacio L3, dotado con la norma | W |20="tr[UQ¥*], es un espacio de Banach
separable. ?

Todos los procesos aleatorios considerados en este capitulo se suponen que son fuer-
temente ;- progresivamente medibles al menos que se diga lo contrario.

Definicién 5.2. Ver Nazim Mahmudov [40].
Definimos por Ly(F . Z) el espacio de Hilbert de todas las variables aleatorias z, fuer-
temente F medible tal que E(]|z|]*) < +oo.

Definiciéon 5.3. Ver Nazim Mahmudov [40].
Definimos 1o(F:, 7)) el espacio de Hilbert de todas las variables aleatorias z, fuerte-
mente F;, medible tal que E(]|z]|?) < +o0.

Ya que para cada t > 0, la sub-o-algebra %, es completa, Ly(#;, Z) es un subespacio
cerrado de Ly(F#, Z), entonces Ly(Ft, Z) es un espacio de Hilbert.

Definicién 5.4. Ver Nazim Mahmudov [40].
LT ([0,7], Z) denota el espacio de Hilbert de todos los procesos aleatorios progresiva-
mente F; medibles definidos en el intervalo [0, 7] con valores en 7 y tal que

E( /O ' J2(2)|Pd) < +oo,

para z(t) € Z.
Denotamos la norma en Ly(#, Z) por

I a2y = E( - IENY2,

y para el espacio L ([0,7],U) la norma es dada por

|- ”L;([o,f],z/) = (f}f){i}E(“ : ||%/))1/2-
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Un proceso predecible {z()}:>0 con valores en Z, para t € [0,7] con condicion inicial
Zp , se dice solucion moderada de (5.3) si

2(t) = S(t)z + /: S(t — s)B(s)u(s)ds + /Ot St — $)X(s)dw(s), (5.9)

donde z es una variable aleatoria .%;-medible.
Si A es el generador infinitesimal de un Cp semigrupo {S(t)}zo, & € LI, 20 es F-
T

medible y / ”S(T)E(r)ll%gd'r < 00, entonces la existencia del lado derecho de la ecua-
0
cion (5.9) esta garantizada.

Definicion 5.5. (Controlabilidad Ezacta). Diremos que el sistema (5.3) es exactamen-
te controlable sobre [0,7], T > 0 si para todo 2y € Ly(Fo,Z), 21 € Lo(Fr, Z) existe un
control u € L ([0,7],U) tal que la solucién (5.9) correspondiente a u, verifica: 2(0) = z
y 2(1) = z.

Consideremos el siguiente operador lineal acotado G : LZ ([0,7],U) — Lo(%,, Z),
Gu = / S(T — s; A)B(s)u(s)ds + / S(m — s; A)N(s)dw(s). (5.10)
Jo 0

La siguiente proposicion es una caracterizacion de la controlabilidad exacta para el
sistema lineal estocastico (5.3).

Proposicién 5.6. El sistema (5.3) es exactamente controlable sobre [0,7] si, y solo
st el operador (G es sobreyectivo, es decir,

G(L5 ([0,7],U)) = Lo(F-. 2).

3. Principio de Perturbacién

Si A es el generador infinitesimal de un Cp-semigrupo {S(t)}i>0, y P no es muy
irregular en relacion a A, entonces A + P es el generador infinitesimal de un semigrupo.

Denotemos por D(S) el dominio de un operador S en un espacio de Banach W, L(W)
denota el espacio de los operadores lineales acotados definidos sobre W y ¢(S) denota el
espectro del operador S. Consideremos ahora la siguiente clase de operadores lineales no
acotados:

Definicién 5.7. Ver Dunford. N y Schwartz. T, [15].
Si A es el generador infinstesimal de un Cy-semigrupo {S(t; A) >0, denotaremos por
P(A) la clase de operadores lineales cerrados P que satisfacen las siguientes condiciones:

(I) D(A) € D(P),
(I) para cadat > 0, existe una constante h(t) > 0 tal que

1PS(t; A)zll < M)l
para todo z € D(A),
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1
(I11) la integral / h(t)dt eriste.
0

Teorema 5.8. Ver Dunford. N y Schwartz. T, [15].

Sea A el generador infinitesimal de un Cy-semigrupo {S(t; A)}i>0 definido sobre Z.

St P € P(A), entonces A+ P definido sobre D(A + P) = D(A) es el generador
infinitesimal de un Cy-semigrupo {S(1; A+ P)}io. Ademds

+oo
S(t; A+ P)z =" My(t), (5.11)

n=20

t >0, donde My(t) = S(t; A) y
i
Mo(E)z = / S(t — 5 A)PM,_1(s)zds,
0

n>lyzeZ.
La serie (5.11) converge absolutamente con respecto al tiempo t en cada intervalo
finito. Para cada n y z, la funcion M,(t)z es continua para t > 0.

La prueba de este teorema se hard a través de una serie de lemas que podemos hallar
en |15].

Lema 5.9. Ver Dunford. N y Schwartz. T, [15].
Si P € P(A), entonces:
(a) D(P) 2 UoS(t; A)z;
(b) La aplicacion z — PS(l; A)z, z € D(A) tiene una tnica extension a un operador
definido sobre todo Z (lo volvemos a denotar por PS(i; A)).
(c) PS(t; A)z es continua en t para todo t >0 y cada z € Z. Si
o i BISE A
t—>+00 L
entonces | PS(i A
g | PS(t;
L sup g |PSEAN
t=4o0 t
(d) Si Re()\) > wy, entonces

0 < +00,

+o0o
PR\ A)z = / e MPS(t; A)zdt,
0

z€ 7.

DEMOSTRACION. Veamos (b). Ya que D(A) es denso en Z, y por (IT) de la Defini-
cion 5.7 tenemos que PS(t; A) es uniformemente continua, y por Teorema .25 existe una
extension Gnica continua PS(L : A) sobre todo Z y uniformemente continua sobre Z.

(a). Sea zp € Z, zp = limy, 100 2n, donde z, € D(A). Entonces

S(t; Az, — S(t; A)z
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}f
PS(t; A)zn — PS(t; A) 2.
Como P es cerrado, S(t; A)zg € D(P) y
P{S(t; A)zo} = {PS(L; A)}z0.

Esto prueba (a).
(c). Para probar (c) sea 0 < § < t. La ecuacion

PS(t; A)z = PT(6; A)S(t — 6; A)z
muestra que PT(t; A)z es continua para ¢ > J. Por esta misma relacién tenemos:

log ||[PS(t; A)|| < log [|PS(d; A)|| + log [|S(t — 6; A)]],

encontramos que
PS(t; A 1 S(d; A 1 PS(t—4;A
moup CEIPSEAN _ o log IPSE A o Tog|PSE =8 A)

t—-+o00 t oo t t—-+o00 t

Asi (c) es probado.
+00
Definimos el operador resolvente por R(\ A) = (A — A)7! = / e MS(t) zdt,

0
con A € p(A), p(A) es el conjunto de todos los A donde R()\, A)~! existe. El resolven-
te R(\, A) = (A — A)™! es un operador lineal acotado.

(d) Sigue del Teorema .26. En efecto

R(X; A) es integrable y R(A; A) ¢ D(P)

-0
PR(X A)z = / e MPS(t; A)zdt, z € 7
Jo

]

Lema 5.10. Sea {S()}i>0 una familia de operadores acotados definido sobre un in-
tervalo cerrado finito [a, ] tal que S(t)z es continuo en t para cada z € Z; entonces
IS(HI es medible y acotado sobre |a, B]. Reciprocamente, si {S(t)}s>0 €s un semigrupo de
operadores lineales acotados en Z y si S(-)z es medible sobre (0,+00) para cada z € Z,
entonces S(-)z es continuo en todo punto de (0,+00).

DEMOSTRACION. Véase la prueba en [15], pagina 616. O

Lema 5.11. Sea f una funcion continua definida para todo t > 0 con valores en 7 gy
suponga que

/0 ()1t < +oo.
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Sigt)= /0

t

';S'(t — 8, A) f(s)ds entonces g(t) € D(P),

t
Po(t) = / PS(t — s A) f(s)ds,
0
y g y Pg son funciones continuas en t para todo t > Q.

DEMOSTRACION. La integral que define a ¢ existe para cada ¢ > 0 ya que por el Lema
5.10, ||S(t; A)|| es acotado sobre cada intervalo finito.

Por el Lema 5.9, S(t — s; A)f(s) € D(P) para cada s < t . Por el Teorema .26
se muestra que ¢(t) € D(P) y se confirma la formula dada para Pg(t) tan pronto se
demuestre que la funcién

s — PS(t— s; A)f(s)

sea integrable sobre [0,1]. Del Lema 5.9(b) y el Teorema .27 (el principio de acotacion
uniforme) se tiene que |PS(-)| es acotado sobre cualquier intervalo que no contiene al
origen.

Sea 0 < t; < t tal que la funcion

s [|PS@E s A)]|

es acotado y || f(*)]] es acotado, entonces PS(t — s; A) f(s) es integrable sobre el intervalo
0 < s < t1, mientras que por el Lema 5.10 y la Definicion 5.7 (III) se tiene que

s = ||[PS(t — s; Al

es integrable sobre el intervalo t; < s <ty |[f(-)|| es acotada, por lo que obtenemos que
PS(t— s; A)f(s) es integrable sobre t; < s <.

Finalmente uniendo ambos resultados se obtiene que PS(t — s; A) f(s) es integrable
sobre 0 < s <.

Veamos que Pg es continuo para t > 0. Sea 0 < 26 < o y sea M; = sup|PS(s; A)
para tg — 26 < s < tg+ d. Entonces

[PS( —s; A)f()ll < Myl f(s)l]

si |t — to] < J. En consecuencia, por el Teorema de Convergencia Dominada

5 5
lim / PS(L—s;A)[(s)ds = / PS(lg — s; A) f(s)ds. (5.12)
0 0

t—rto
Ahora
/t PS(t — s;A)f(s)ds = /to PS(s; A) f(t — s)Ijpe-5)(5)ds,
y si My = sup “;(S)” para § < s<ig+4 ;)ntonces
1PS(s: A)f(t — ) Toss | < MallPS(s: A)].
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Luego
to
Jim / PS(t— 5 A)f(s)ds = / PS(te — s, A)ds (5.13)
—ig 3

Combinando (5.12) y (5.13) encontramos que Pg es continuo para ly > 0 arbitrario.
Si aplicamos este resultado con P = I, se demuestra que ¢ es continuo. ]

Lema 5.12. Sea f una funcion continua definida para t > 0 con valores en Z y
suponga que

—+00
/ﬂ e8| f(s)]|ds < o0

1
para algin w. Sea wo = t 1m0 n log||S(t: A v

00
F(A)zl) e " f(s)ds
entonces, para Re (A) > max(w, wp)
(i) RO AYF(A / f S(t— 5% A)f(s)dsdt,
(ii) PRON AYF(X) = / e / St — s A) f(s)dsdt
0

DEMOSTRACION. Supongamos que Re(\) > médx{w,wp). Para probar (i) tenemos

e~ f(s)ds }dt.

100

R\ AF()) = | /O o e MS(t; A){ | /0

Por el Lema 4.5, la funcién »
eTNIS(15.4)/ (5)

es continua sobre (0, +00) x (0, 4+00) y por lo tanto medible sobre (0, +00) x (0, 4+00). Por
el Teorema .29 (Teorema de Tonelli), tenemos

R(X; A)P(A) = ./:00 e /0-+<>o e MS(t; A) f(s)dids.

Ahora, para cada s hacemos la sustitucion ¢ — (¢ — s) en la segunda integral e intercam-
biamos el orden de integracién. Asi

+o0 +o0
RO\ AYF(A) = / / NSt — 5 A) f(s)dids
0 s

_ /+°° oM /t St — s; A) f(s)dsdt.
0 0

La parte (ii) sigue de (i), el Lema 5.11 y el Teorema .26. O
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CAPITULO 5. PERTURBACION NO ACOTADA

La siguiente informacion necesaria para la prueba del Teorema 5.8 es la convolucién
de dos funciones medibles Lebesgue F y G y sus propiedades. Estos resultados son pre-
sentados sin prueba y pueden verse en [15] pagina 633.

Definicidon 5.13. Sean I' y G funciones escalares medibles Lebesque definidas en
(=00, +00). Definimos la funcién F x G por

—+00
(FxG)= / F(t — s)G(s)ds,

para todo t en el cual la integral existe. F x G se llama la convolucion de F y G. S1 F y
G se anulan parae s < 0, entonces

(F*G)= /; F(t — 8)G(s)ds, t > s.

Lema 5.14. Ver Dunford. N y Schwartz. T, [15].

(a) Si F.G € Li(—co,+00), entonces F x G es definido para casi todo i, F x G €
Iy(—oc, +00) y

1# % Gl < (PGl
(b) St F € Li(—o0,+0) y |G(t)] < M, entonces
[(F = G)(®)| < M||F|s.

00

donde |||, = / |F(s)|ds.

— o0

(c) Sean F y G definidas para todo t > 0 e integrables Lebesque sobre cada intervalo
finito, entonces

¢
(F+G)(l) = / F(l — $)G(s)ds
0
es integrable Lebesque sobre cada intervalo finito.

Lema 5.15. Ver Dunford. N y Schwartz. T, [15].
(a) 51 F y G son funciones medibles Lebesgue definidas sobre R, entonces

F *G = G * F
(b) . Si F y G y H pertenecen a Li(—>0,+00) entonces
(FxG)xH=Fx(G%H).

Ahora si vamos hacer la prueba del Teorema 5.8.
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DEMOSTRACION. Sean x(t) = ||S(¢; A)|| y ©(t) = |PS(¢; A)||. Por el lema 5.10, x(t)
y 9(t) son funciones medibles.

1 :
Siw>wy = t-lﬂfw " log ||S(t; A)||. entonces existe M, < +oo tal que

() = 15 A)| € M, ¢ > 0.
Ya que por la Definicion (5.7)
1PS(t; Al < ke,

-1
/ ktdt < +o0,
40

se tiene

ﬁ
/ ()t < +o0,
0

para cada 3 > 0.

Sea 1(1) = 1, y en forma inductiva (™ = 14"V x4 Por el Lema 5.14(c), (™ es
Lebesgue integrable sobre cualquier intervalo finito de R.

Sean y¥ = v, ™ = x * ™. Por el Lema 5.14 (c), x es integrable sobre todo
intervalo finito de R.

Sea My(t) = S(t; A) y

t
M,(t)z = / S(t — s; A)PM,_1(s)zds, z € Z. (5.14)
Jo

Mostremos por induccion que esta construcciéon estd bien definida probando que:

(i) M,(t)z € D(P), z€ Z,1>0;

(ii) M,(t)z es continua en ¢, t >0, z € Z;

(iit) [|[Ma(8)]] < x™(2);
(iv) PM,(t)z es continuaen t > 0, z € Z;

(V) IPML ()] < 9™D(8).

Para n = 0, esto es obvio por los Lemas 5.9 y 5.11. Supongamos que para n = m,
(i),(ii),(iii),(iv) y (v) son ciertos. Entonces de (i), (iv) y (v) concluimos que la integral en
(5.14) existe para todo t > 0 y podemos usarla para definir M,,;;. Por el Lema 5.11, (i),
(ii), y (iv) ocurren para n =m + 1. Ademas

Myer (1)2] = “ /0 " S(t — 5 A)PM,(s)2ds

< [ 18— s AIPM(s)alds

t
= |}zl /0 Xt — s (s)ds = | flx™ ().
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Por el Lema 5.11

1PMes)5) = | [P~ 55 )P A (512

< [ 1P = s AP M (5)2)ds
0

< L2l /0 Pt — syp™+(s)ds

= ||2ll™%(2).

Esto prueba (iii) y (v) para n = m + 1. En consecuencia (i),(ii),(iii),(iv) y (v) son ciertos
para todo n.
Obtengamos un estimado para la serie

SOXM). (5.15)

+00
va que, por (iii), (5.15) acota a la serie Z FSa(t:

n=0
Por el Lema 5.9(c), PS(t; A) es continua en ¢ para cada z € Z. Ademés

limsup ; log (6 A)] < I+ log 15065 4)] = wo < w
luego

Slogl|5; A)] < w.
asi |

log |[S(t; A)|| < w.

ya que, PS(t; A) es acotado, para w > wy escogemos K(w) = K, convenientemente para
t suficientemente grande se obtiene

W(t) = [ PS(E Al < Koe.

De aqui podemos observar que ¢(l) es integrable sobre todo intervalo finito de R. De
ésta forma, escogiendo w; suficientemente grande

+00
/ e “Map(t)dt < +oo.
0

En consecuencia, por el Teorema de Convergencia Dominada

+00

400
Ah’m e~ Map(t)dt = Ah’m / e~ Cmwntgmwity (N = 0
—+00 0 0 0
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tal que, si w > w; es suficientemente grande, obtenemos

+00
[ e “hp(t)dt = v < 1.
0
Mostraremos ahora inductivamente que
(n) (t) < K, ewt n
Sin=0,
XM () = x() = [t Al < Koe

obviamente.
Suponga que es cierto para n. por el Lema 5.15 (b),

X)) = x oo™ = xox ™ x p(t) = (x™ * 4)(2)
t
/ X(n)(i_5)¢(9)d9< [‘[ Pwt n/ P !'(S)d5‘< K PWt n+1
0

> 0.
Claramente %fl% Mo(t) = I en la topologia del operador fuerte. Ya que
—

) t ) t ‘
X(‘“)(t) =y x ™ (t) = / x(t— s)z/;(“)(s)ds < K e*t / e~ s,
0 0

es claro que x\™ (t) — 0 cuando t — 0 para n > 1.
Ya que

IMa )]l < X™ (),

M, (t) — 0 cuando ¢ — 0 para n > 1. De aqui, si ponemos My(0) = I, M,(0) = 0 para
n > 0, M,(t)z sera continua en ¢ > 0 para cada z € Z.
Mas aun, claramente se obtiene

M. (D] < Ko p“’t "

t>0,n>0.
+00
Se sigue que la serie Z M, (t) converge absolutamente, uniformemente en cada subin-
n=0

tervalo finito [0, 3], y que

Y ML < Y Kuety”

=0 o n=0 (5.16)
= K,e“ Z A= K,et(1— )7L
n=0
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+o0
Escribimos S(1) = Z!\[n(t), t > 0. Ya que cada uno de los términos de esta serie es

n=0
fuertemente continua para [ > 0, se sigue que S({) también lo es. Ademas,

IS < (1 =)~ Koe.

Resta mostrar que S(%) es un semigrupo de operadores acotado con generador infinitesimal
A+ P, D(A+ P) = D(A). Para ver esto notemos primero que, por (5.16), Teorema de
convergencia dominada, el Lema 5.12 (i) y (ii) en forma reiterada tenemos para z € Z,
Re(A) > w.

/ N S(s)eds = 3 / €7 M (s)ads,
0 n=0+0

pero

+00 +00 K]
/ M M,(s)zds = / e [/ S(s—1) Pi\ffnﬁl(r)zer ds
0 0 0

+o0
= R(A; A) / P M,_i(s)zds
0

- RO\ A)[PR(; A"z

En consecuencia para Re()) > w

/ " R (s) ads = f ROy A)[PR(; A2
0

n=0

Por el Lema 5.9(d) y la Definicion (5.7)(i) se obtiene

1PRO; Al = | /0 T 3 p(s)ds]| < /0 T e P (s; A)ds

+00
< / e h(s)ds =y < 1,
0

Re(X) > w.

+00
De esta forma la serie Z[PR(A; A)]" converge absolutamente.

n=0
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Sea D(A + P) = D(A). Recordemos que R()\; A)Z = D(A), tenemos entonces para
Z€Z

(Al — A= P)R()\; A) S_O‘i[_PR(/\;A)]”z

n=0
= fw — A)R(X; A[PR(X; A"z — PR(); A) f[PR(A; A"z
=0 n=0
=S [PROX; A"z = D [PRO; A"z = 2.
n=0 n=1
Més atin, si z € D(A),
+00
R(X; A.){ S [PR(N; .4)]"}(,\1 -~ A-P)z
n=0
= R(); A){ S PR A)]“‘}(,\I — A)z — R(X; A){ > IPR(; A)]"}Pz
n=0 =0
= z+ RO\ A) Y [PROGA)' Pz — R(X; A) Z[PR(/\; A)" Pz
=2+ R(); A)f[me(x; A" Pz — R(X; A) §[PR(A; APz = z

Asi Al — A — P con dominio I)(A) tiene inversa acotada

R(X; A) f[PR(A; A)".

n=0
En consecuencia A + P es cerrado y
+00
R(A; A+ P) = R(X\A) Y [PR(A; A
n=>0
La conclusion del Teorema 5.8 sigue del Teorema 4.6 (Hille-Yosida). O

Ahora vamos a definir una métrica en H(A) y estudiar la estabilidad del semigrupo.

El siguiente teorema se encuentra en [21], pagina 405. Aunque este teorema esté
planteado para clases de operadores cerrados mas grande, facilmente puede ser usada
para la clase de operadores 4?(A). El siguiente teorema 5.16 sera usado mas adelante:

Teorema 5.16. Sea S(i; A) un Cy-semigrupo. Para un operador P € P(A) y una
constante M > 0 las siguientes condiciones son equivalentes:
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1. D(P) > D(A), PS(t; A) € L(X) para todot >0, y

[ st A< v

2. Emiste una funcion medible 1(t) no negativa definida en (0,+00) tal que

00
w(t)dt < M
0

IPR™(, A)]| < /:w (1)t

para todo A > 0 real y n > 0 entero.
3. para todo n > 1 entero,

+00 |
/ N1 PRO (3 Alldr < M(n — D)L,
0

4. Ezxiste una funcién b(t) acotada no decreciente definida sobre (0,400) tal que

b(0) =0, ~ b(+o00) < M,y

| PR™(X; A)| < / ) ¢ M db(t)
0

A >0 yn >0 entero,
5. Pongamos Sy = exp(Azt) donde Ay = N?R(\; A) — M. Entonces
P[Sx(t) — e=™I] € I.(x) para cada t > 0 y

+0o0
/ IPIS\(1) — e 1)l|dt < M
J0
para todo A > 0 real.

Definicion 5.17. Ver Hille-Phillips [21].
Sean A y A, generadores infinitesimales de Cy-semigrupos. A y A, se dicen estrecha-
mente relacionadas, en simbolos A ~ Ay, si Ay = A+ P donde P € F2(A).

A esta clase de generadores infinitesimales la denotaremos por €(A).
La relacion ~ de la Definicion 5.17 es una relaciéon de equivalencia ya que satisface
(i) A ~ A reflexiva
(ii) A; ~ Ay implica Ay ~ Ay simetria
(iii) Ay ~ Ay, Ay ~ Az implica A; ~ Ajz transitiva.
El conjunto de todos los generadores infinitesimales de Cy-semigrupos se dividen en
clases de equivalencias mutuamente excluyentes €,, denotaremos este conjunto por U y

u:Uca.

123



Principio de Perturbacién

Para cada clase, escogeremos un operador representante particular, digamos A, € €, =
Co(Aq)

Definicién 5.18. Sea €, una clase de equivalencia dada con A, el representante en
.. Definimos

LA A) = [0 = A)S(@s A aui (5.17)

para todo Ay, Ay € €, donde || - || ., representa la norma en cada clase €, cuyo represen-
tante es Ag.

Teorema 5.19. Ver Hille-Phillips [21].
La funcion do(Ay, A3) es una funcion métrica bien definida sobre €,.

DEMOSTRACION. Veamos que d,(A;, Ag) esta bien definida. Si Ay, Ay € €,, entonces
por la Definicién (5.17) A; — A; y A2 — A; pertenecen a F(A,), de aqui que

Al - AQ = (Al - Aa) - (Ag - 140‘)

pertenece a #(A,). En consecuencia, por la Definicién (5.7)

/l [[(Ay — A2)S(t; Al andt < +oo.
0

Verifiquemos ahora que d,(A1, A2) = 0 implica que A; = Aq:
Sea P = A; — A, y denotemos la extension en A, de P por P. Entonces, ya que
do(A1, A2) = 0, y siendo P una extension continua de P se tiene

IPS(; Al = [IPS(#; Aa)lla = 0,
sobre un conjunto E denso en (0,1). Ya que
IPS(t; A)ll = |PS(t +7 = 75 ALl < [PS(r; Aa)S(t — 75 A
= |1PS(r; A)lll|S(t = 75 A = 0,
para cada r € E, se sigue entonces que
IPS(t; Aa)]| =0,
para todo ¢ > 0. por el Lema 5.9(d)
PR(X; A,) = 0.

Ya que D(P) = Rang(R(\; As)), P =0, es decir A; = As.
Veamos que
do(Ays A3) < do(Ag, Ay) + do(As, A3).
Sean A;, As, A; € €,. Entonces
(A1 — A3)S(t; Ax)lla, = I(Ar — Az + Ay — A3)S(t; Aa)l| A
< (A1 = A2)S(t; An)lla + 1(A2 — A3)S(4 Ax)lla.
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se obtiene la desigualdad triangular.
La métrica d,(A;. A2) en general introduce una topologia mas débil en €, que la
funcién métrica

d(4r, A2) = sup [[[(Ar = 42)(2); 121l < 1,z € D(A1) = D(4a)].

Si P = Ay — A, es un operador acotado sobre D(A,), entonces

e, 2a) = [ 1Ps( At < [Pl [ 1S ALl

= {‘/01 I1S(¢; Au)[[dt} d(Ay, Ag).

Es posible definir d,(A4;, As) sobre €, directamente del operador R(\, 4,).

Teorema 5.20. Ver Hille-Phillips [21].
Sea A, un operador representante de la clase €, y supongamos que {S(t; An)}iso €s
un Cy-semigrupo de tipo wy y para cada w > wy fijo definamos

+oc n-—1
5 (A, Ag) = sup { / (A1~ A RP (A + w: Aa)u—)‘_—-—d,\}, (5.18)
n>1 0 (n = 1)
entonces -
5a(Ar, Ag) = / U (A1 — Ag)S(t; As)|a. dt. (5.19)
0

Ademds 0,(Ay. Az) es una funcion métrica equivalente a do(Aq, Az).
En efecto, existen constantes m, y M, tal que

Mabo( A1, A2) < do(Ar, Az) < Mabda(Ar, Az) (5.20)
para todo Ay, Az € €,.
DEMOSTRACION. De (5.18) se tiene que
0a(Ar, Az) < 0a(Az, A1) + 04(A2. As), (5.21)

para A;, A;, A3 € €,. Esto prueba la desigualdad triangular.
Para probar que d,(A;, A2) = 0 i, y solo si A; = A, es directo de (5.21).
Vamos a probar (5.21):
Sea P = A; — Ay € Z(A,). Designemos por

P(t) = 1Pt Aa)lla. = IPS(; A,

siendo P la extension A, de I’. Por definicién

do(Ay, As) = /Old)(t)dt, (5.22)
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por otro lado, el Teorema 5.16 implica que

+o00
A = [ eua
4]

el cual es (5.19).
Ya que

1 P00
/ p(l)dL < &f / et (L) dt,
Jo .

0
B —w > 0, donde f = mix(w,0), la segunda desigualdad de (5.20) es inmediata.
Obtengamos la primera desigualdad, para ello usaremos lo siguiente: ya que
9(t) = [IPS(t; Aa)lla. = IPS(t; A,
y @(t) = [|S(t; As)]l, entonces
Pt + 1) = |PS(t +7; Ax)||a, = [IPS(t; Aa)S(r; Ag)| (5.2
< IPS(E; A1 S(rs Aa)ll = 9(t)(r)-

Ahora tenemos

U(t) = /: P(t)dr = /01 Olr+t—r)dr < /01 U(r)p(t — r)dr,

t>1.
En consecuencia

o0 o} 1
/: e~ “hp(t)dt < /: e [/{; W(r)p(t — r)d'r] dt

< [ / . e—wtw)dt} [ | /0 1 «p‘(r)dr} ,

donde 7 = méx(—w,0). Finalmente

+o0 1 oo
/ e"“hh(t)dt = / e~ “hp(t)dt + / e p(t)dt
Jo JO

J1

-1 00
Sﬁ/w@&+/ e (1)d (5.24)
JG .

i

=cY [1 + fo m c“"’tga(t)dt} [ /0 1 z/.r(t)dt].
My = {e7 {1 + /0 +w e”“'tap(t)dt:] }—1

Asi (5.20) ocurre con
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Teorema 5.21. Ver Hille-Phillips [21].
&, es completo.

La topologia en €, es independiente del operador A, usado como representante pa-
ra definir la métrica. El siguiente teorema establece este hecho. Usaremos la siguiente
notacion:

da(Ar, Ag) = / 1Ay — Ag)S(t; A adt. (5.25)

Teorema 5.22. Ver Hille-Phillips [21].
St Aa ~ A, entonces existen constantes m’ y M’ tal que

’I”n,'dAa(Al, Ag) < dA(vAh Ag) < ﬂf['dA(Al,Ag) (526)
para todo Ay, As € €, = €,(A)

Vamos a demostrar que el problema de generacién de semigrupos de tipo Cj es estable,
pero antes, necesitamos el siguiente lema

Lema 5.23. Ver Hille-Phillips [21].
oo
Suponga w > wy y sea M, = / e to(t)dt: Si Y(t) satisface
Jo

Yty +t2) < p(ty)e(ta), (5.27)
entonces

00
W(t) < 8M2evt / (), 1> 0 (5.28)
0

DEMOSTRACION. Veamos la prueba del Teorema 5.22. Por el Lema 5.23, ecuacion
(5.27) se tiene:

; t/2 1/2
—2-2,1;(15) = / P(t)dr < et / e m(r)e g (t - r)dr.
Jo 0

< z < Ly por el Teorema (.32), tenemos

SRR

Siz=1—r,
6—w(t~r)§0(t _ T‘) — e—wz(p(z-) - e_wzeln(,o(z) — e]ncp(z)—wz}

ya que In g(2) — wz es una funcioén sub-aditiva

(e < st + ),

+oc +oc
y I, = / e o(t)dt = / meM=vlgy se tiene por el Teorema (.32)
b 0
2

M ¢
e‘W(t"T)(;?(t -r) < 47213 para 0<r< 5
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De aqui que

i M2 /2
—2-1/;(15) < 4F’”—em '/0 e~ (r)dr
y esto implica (5.28).
O
Lema 5.24. Ver Hille-Phillips [21].
Sean ¢1(t), g2(t) funciones medibles no negativas tales que
“+00
/ e " g1(s)ds € M, i=1,2,...
0
y
gi(s) < 2"Mis™Rews  i=1,2,
para algiin nimero real w y k > 0 entero. Entonces
t
nlt) = (31 9)0) = [ o= D)
Jo
también satisface estas condiciones con Ms = 257 M, M.
DEMOSTRACION.
00 00 +00
/ e gs3(r)dr = / e gy (r)dr / e~ go(r)dr < My M.
0 0 Jo
Ademas
/2
g3(t) = e** / e~ gy (L —r)e T go(r)dr
Jo
‘ (t-r)
+/ e g (t — r)e” " go(r)dr _
2 1t=r) ( (5.29)
1/2 t/2
< et M2k H / e go (r)dr + Mo28(7* / e g (r)dr
Jo Jo
< 2 My Myt~ et
O

Teorema 5.25. Ver Hille-Phillips [21].
Un Cy-semigrupo S(t; A) es una funcién continua de A en el siguiente sentido

1i S(t; A) — S(t; Ao)|| = 0,
ool 1S A) =S Ao
uniformemente con respecto a t en cada intervalo de la forma (£,1/2), 0 < < 1.
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DEMOSTRACION. El Teorema 5.22 permite escoger Ay como el operador representante
en la clase €, = €,(Ag), es decir,

da(Al 5 AZ) = dA()(Al 3 A?)

Sea P = A — Ay € P(Ay). Por el Teorema 5.8 y (iii) de la prueba del Teorema 5.8

Il

15(2; A) = 5(t, Ao)| > My(t) = S(2, Ao)

i (5.30)
=D MO < D IM I <D # x99 ™(),
n=1 n=1 n=1

donde (1) = ||S(t; Ag)|l y ©(t) = [|PS(t, Ag)||l. Escogemos ahora w > max(0,wq) y
tomemos
00
M., =/ e~ p(t)dt.
0

El siguiente estimado puede verse en {21] pagina 412 :

/O - e p(t)dt < {1 + | /0 m e—"’tcp(t)dt} [ /0 1 y,(t)dt}

= (M, + 1)da(A. Ao)

donde, d.(A, Ag) = da,(A, Ag) = fl P(t)dt.

0
Sustituyendo en (5.28) se obtiene
P(t) < 8MZe 17 3[(M,, + 1)da(A, Ag)]
< 8(M,, + 1)3d,( Ay, Ag)t 3™,

v @(t) < 8(M,, + 1)3% 3™
Aplicamos el Lema 5.24 de forma reiterada y obtenemos

(¢ * ’Qb("))(t) < N(Ndg(A, AO))nt—Ziewt

donde N = 27(Af + 1),
Insertando este resultado en (5.30) se obtiene
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+oc

15t A) = St A < ) ™) <ZN [Ndy(A, Ag)"t~ %

n=1

N
— Nd, (A, Ag)

para Nd,(A, Ag) < 1. Si A, = A es el representante de la clase €, = €,(A,) = €,(A) y
Ay, Ay € €4(A), entonces

P1=A1—Ay]')2=142—'A, PI,PQGQ(A).

Entonces (5.22) queda de la siguiente manera

[,-'3 'wt

1
da(Ar, Ag) = da(Py, ) = / (P — PR)S(, Al ade
JO
y (5.19) queda asi

(SA(AI, Ag) = 5A(.P1, Pg) = /0+oo e-"’tH(Pl i PQ)S(T, A)IIAdt-

Esto tiene como consecuencia los siguientes resultados:

Proposiciéon 5.26. Ver Hille-Phillips [21].
Sea A el generador infinitesimal de un Cy-semigrupo {b (4; A } 50 definamos la métrica

drm) = [IP-POSGANE PuRE M), (3
y pare w > wy fijo, la funcion
o0 ,
Sa(PL Py) = / (P, — P)S(t A)delldt, PPy € P(A). (5.32)
Jo
Entonces
da(P1, P2) y 04(P1, P2)

son métricas equivalentes definidas sobre F?(A), es decir, existen constantes ma y Ma

tales que

THA(SA(Pl, PQ) S (ZA(Plpz) S AIAJA(PI,P2)7 P]_,Pg (S 92(14)

St P, y P, son operadores acotados, entonces

da(PL. Py) < ( /0 LIS A)Hclt) 1Py — Pyll 4.

Ademas se obtiene el siguiente teorema.
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Teorema 5.27. Ver Hille-Phillips [21].
La funcion P € P(A) — S(t; A+ P) € L(Z) es continua, es decir,

L IS(t; A+ P) — S(t; A+ Py)|| = 0,

uniformemente con respecto a t en cada intervalo [0, ] finito.

Ademas, si d4(P, Py) < 1. existe M = M(F,) tal que

ﬁ_fsﬁf_’i))_{‘i_m >0

1S(t. A+ P) — S(t; A+ Po)llrz) < 5A(P, Po) >

(F(A),da) es un espacio métrico.

Los resultados anteriores permiten responder afirmativamente que un semigrupo S(t; Ao)
puede ser recuperado del semigrupo perturbado S(t; Ag+ P) por medio de perturbaciones
adicionales.

Nosotros usaremos los siguientes resultados importantes provenientes de la teoria de
operadores lineales. El siguiente teorema puede verse en [26] Capitulo 4 pagina 244.

Teorema 5.28. Sean W y Z espacios de Banach y G € L(W,Z) con rang(G) = Z
Entonces existe @ > 0 tal que para todo S € L(W,Z) con ||G — S|| < o se tiene
Rang(S) =7

DEMOSTRACION. Debemos probar que para todo y € Z existe € W tal que Sz =y
G € L(W, Z) significa que G es un operador lineal continuo por lo tanto es acotado,
y va que G es sobreyectivo tiene una inversa por la derecha G~! continua y acotada. Sea

1 1
o= TG tal que ||S — G| < — e

Fijemos z € Z. Sea B: W — W tal que
Bw=G"'z—-GYS~ Gw,
entonces
[Buwl| = G712~ G™(S— Gw|| = |GTH(S ~ G)w - G|
< NGTHS = Gl < NGNS — Ghwll < NIGHIIS = Glllwll

< Jlw|l-

De aqui se deduce que B es una aplicacién contractiva y ya que W es de Banach ,
existe un Gnico punto fijo w tal que

w=Bw=G"2-GYS - Gw,
de donde
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Gw=z—- (S — G)uw;
asi Sw = z, por lo que § es sobreyectivo.

O

El siguiente teorema caracteriza la sobreyectividad de operadores lineales, y se en-
cuentra en [10]

Teorema 5.29. .
Si W y 7 son espacios de Banach reflexivo y G € L(W, Z) entonces si

(a)
Rang(G) = Z,
entonces existe y > 0 tal que
(b)

NG 2w 2 1l27)

z  ZEL (5.33)

DEMOSTRACION. (a) = (b) Asumiremos primero que G es una aplicacion 1-1, enton-
ces G : Rang(G) C Z — W est4 bien definida.

Maés atin G™! es un operador cerrado de Z en W y por lo tanto es acotado. Asi (G™1)*
es acotado y existe v > 0 tal que

G w) e < Allwrfls Vot € W, (5.34)
Para algin z* € Z*, sea G*z* = w*, entonces para todo z € Z

(@) 2)p , = (GG, 2) 5

=(G*2*, G 'y yy = (25, GG712)

2%,z

= (2% 2)e 2
Asi, (5.34) implica que

2"z« <AG 2" lwe 27 € 2"
Para el caso general definamos el espacio de Banach W=w con [w] € W la

Ker(G)
clase de equivalencia de w + w para el que G(w) =0,y

Iwlllp = mf |w+wlw.
G(W)=

Definimos entonces Glw] = Gw y asi G es 1-1 y aplica sobre W con Rang(G) = Z.
Partiendo de la primera parte de la prueba se sigue

12"

7 < NG e
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pero

16" 2" llg- = 16" 2" -
asi queda probado (b).
0

A continuacion, tenemos el reciproco del Teorema 5.29.

Teorema 5.30. Sean Z y W espacios de Banach. Si G € L(Z, W) y existe v > 0 tal
que ||z||z < 7||Gz|lw, entonces Rang(G*) = Z.

DEMOSTRACION. Sea 2* € 7Z*. nuestra meta es encontrar w”* tal que 2* = G*w* 6 en
forma equivalente encontrar w* tal que

(2%, 2) g0z = (G*W*, 2) 7+ 7z = (", G2)w+w. (5.35)

para todo z € Z.
La ecuacion (5.35) define un funcional lineal sobre el Rang(G) ya que fw-(y) =
(z*. 22+ 5, donde y = Gz Mas aln si {z,} es una sucesion tal que Gz, "=5° 0,

entonces por (5.33) z, 299 asi, (w*, Gz)ws w = (2*. 2) » » —> 0, 1 — +00, por lo tanto
fuwr es un funcional continuo sobre el Rang(G) y por el Teorema de Hahn-Banach, f,-
puede extenderse a todo W. De aqui que fy+es bien definido por (5.35). O

Corolario 5.31. Si W y Z son espacios de Banach reflexivos y G € L(W, Z) entonces
son equivalentes:

(a) Rang(G) = Z,
(b) Eriste vy > 0 tal que

NG Z \we > |2*)l2-, 2 €2

4. Controlabilidad del Sistema Lineal Perturbado

De la seccion anterior tenemos que (4?(A),da) es un espacio métrico dotado con la
métrica d4. Ahora, estamos preparados para estudiar la familia de sistemas de control
estocasticos infinito dimensional:

dz = {(A+ P)z+ B(t)u(t,w)}dt + L(t)dw(t). (5.36)
L>0,y Pe(PA).da).
Consideremos el operador lineal acotado Gp : L3 ([0,7],U) = Lo(%,. Z)

Gpz = /01 S(r — s: A+ P)B(s)u(s)ds + /DT S(r - s: A+ P)E(s)dw(s). (65.37)

Teorema 5.32. Si para aelgin Py € ($(A),d,) el sistema lineal estocdstico (5.36)
es ecxactamente controlable sobre [0, 7], entonces eriste una vecindad V(Py) de Py tal que
para cada P € V(Py) el sistema (5.37) también es completamente controlable sobre [0, 7].
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DEMOSTRACION. Sin perder generalidad, podemos asumir que Py =0y %(s) =0 ya
que la sobreyectividad del operador G y G, no dependen de vectores fijos

/T S(r — s, A)L(s)dw(s) y /T S(r — s; A+ P)Z(s)dw(s).
Jo /0

A continuacién, ya que el sistema lineal estocastico (5.36) es exactamente controlable
sobre [0, 7], de la Proposicion 5.6, es suficiente probar que Gp es sobreyectivo para todo
P en la vecindad V(0) del cero. Ya que el sistema lineal (5.3) es exactamente controlable
sobre [0, 7], el operador G dado por (5.10) es sobreyectivo, i.e., Rang(G) = Lo(%,, Z).

Ahora, usando el Teorema 5.28 obtenemos el resultado

2
)

|G pu — Gu”%z(ﬁnz) =E Oli /OT[S(T —s; A+ P) — S(r; A)|B(s)u(s)ds

E( Sr=sA+ D)= 50 =54) L(Z)% Bte) L(Z) ule) Ud8>2
(st VRO o)
< (AL o) B [ 186Nt [ latoas)
S L Y

donde L?([0,7]) = {f:[0,7] = R : / |£(s)|?ds < +oo}, de aqui que,
0

5A(P7O) wr 2
1Gp — G| < (i-ije ) I BlI2(0,17)-

Entonces, podemos tomar 4(P,0) suficientemente pequeho tal que

5A(P7O) f o T 2 2
(Tmﬂje ) “B”Lz < Q,

=

()A(P,O) < \/a

V1Bl M exp(ur) + va
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5. Aplicacién

En esta seccion aplicaremos el resultado anterior a la ecuacién de ondas controlada
estocastica perturbada

d(3/dt)y(t, z) = Ay(t, z)dt + (=AY 2y (1, 2)dt + u(t, x)dt + dw(t),
y(t,0) =y(t,1) =0, te€(0,7), (5.38)
¥(0,z) = yo(z), w%(0,2) =y ().
En (56.38), Z =& =U = L = L([0.1]). {w(t)}+>0 es un proceso @-Wiener, el control
distribuido « € .7 ([0, 7], 7).
Un operador @ simétrico no negativo es un operador nuclear o de tipo traza si se
tiene que tr @ < +o0. Si @ es un operador nuclear entonces existe {e,},>1 una base
ortonormal completa definida en &, y {v,,}.>1 una sucesion de nameros reales, v, > 0

+o0
para todo n > 1, tal que Z V, < +00y () se define por

n=1
Qen = Unen.

Un operador de covarianza es por la Proposicion 2.24 un operador de tipo traza. En

consecuencia el operador de covarianza se puede definir por @ tal que Qe, = w,e, con
“+0C

tr Q = Z vn < +00. Es claro que por la Proposicion 2.31 si ) es de tipo traza entonces
n=1
existe el proceso -Wiener W = {w(l)}i>0 tal que E(w(l)) =0y cov(w(l)) = LQ.

5.1. Formulacién abstracta del Problema. En esta secciéon escogeremos el espa-
cio en el cual este problema sera puesto como una ecuacioén diferencial ordinaria abstracta
estocastica. Para este fin, sea Z = L*([0,1]) y consideremos el operador lineal no acotado
A D(A) C Z — Z definido por A¢p = —Ad, donde

D(A) = {¢ € Ly([0,1]) : &, ¢.. son absolutamente continuas ; ¢(0) = ¢(1) = 0}.

El operador A tiene la bien conocida propiedad siguiente: el espectro de A consiste de los
autovalores

O<Mi<d< - <A<+ con A, = F0o0, (5.39)
tal que A\, = n*n2, cada uno con multiplicidad uno.

a) Existe un conjunto ortonormal completo {q‘)n}n-zl de autovectores de A tal que

bn(2) = V2sen(nmz).

b) Para todo z € D(A) tenemos

+00 +00
Az = z/\j <z, gbj > ¢j = ZA]‘EJ'Z, (540)
j=1 j=1
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donde < -,- > es el producto interno en Z y
Epz=< 2,0, > .

Asi, {F;} es una familia de proyecciones ortogonales en Z y
+00
Z = Z E.z, ze€Z.
n=1
c) —A genera el semigrupo analitico {¢ 4} dado por

+00
e At = E e M E,z.
n=1

d) Definamos el espacio potencia fraccionaria Z/2.

Definicion 5.33.
“+00
2V = D(A) = {2€ 2: 3 M| Busll? < +o0},
n=1
con la norma

+00 1/2
2ll12 = |AY?2]| = {Z z\nIIEnzHQ} AR
n=1

+00
A2y = Z)\:/QE 2.

n=1

Definicién 5.34. Definimos Zyy5 = Z'/% x Z. Zy3 dotado con la norma
2
Yy
v

Proposicion 5.35. El operador P; : Zyja = Zyj2, j >0, definido por

B o .
F}_{O Ej},]le

es una proyeccion ortogonal continua (acotada) en el espacio de Hilbert Zy;.

= Iyl + vll?,
Zy/2

es un espacio de Hilbert

(5.41)

(5.42)

(5.43)

(5.44)

(5.45)

DEMOSTRACION. Primero probaremos que Pj(Zi/2) C Zjj, el cual es equivalente a
mostrar que E;(ZY2%) ¢ Z'2, En efecto, sea z € ZY/? y consideremos E;z. Entonces

EnBjz||* = Nl Bjz||? < 400,

+00
2l
n=]
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por lo tanto, E;z € Z'/? para todo z € ZY/2
Ahora, probaremos que esta proyeccién es acotada. En efecto, de la inclusién continua
ZV? ¢ 7, existe una constante k > 0 tal que

2]l < k||z]l1/2, para todo z € Z/2.

Entonces, para todo z € X'/2 tenemos el siguiente estimado

+o0
[ Eﬂ”%/z = Z Al EREjz||2 = M| Ej2|)?

n=1

< Nl < Ak o

de aqui que || ;2|12 < \/Ajkl|2][1/2, el cual implica la continuidad de
Ej: 2V — 712,
asi, F; es una proyeccion continua sobre 7. (1

Entonces, el sistema (5.38) puede escribirse en Z como un sistema estocastico abstracto
como sigue

d(0]) o) y(t,w) = {—Ay(t,w) + eAY?y(t, w) +ult,w) }dt + dw(t). (5.46)

Con el cambio de variable v = g transformamos esta ecuacién en la siguiente ecuacion
ordinaria estocéstica de primer orden en el espacio Zy/o = Z 12 % 7

dz = {Az + ePz}dt + Bu(t,w)dt + Tdw(t), (5.47)
donde
B= m A= [—OA é] b= [A(l)/? g] %= m 7= [((‘3/?91?)3;]’ (548)

donde A es un operador lineal no acotado con dominio D(A) = D(A) x D(AY?).

La prueba del siguiente teorema sigue en la misma via del Teorema 3.1 de [32], colo-
cando ¢ =0y d = 1 o directamente del Lema 2.1 de [34] o el Lema 3.1 de [7].

Teorema 5.36. El operador A dado por (5.48), es el generador infinitesimal de un
semigrupo fuertemente continuo {S(t)}, g dado por

+00
Stz =Y Mz ze Z,t>0, (5.49)

j=1

donde { P;};»>1 es la familia completa de proyecciones ortogonales en el espacio de Hilbert
%12 dado por
P, = diag|E;. ), j > 1 (5.50)
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A; = R;P;, donde R; = [ Y H (5.51)
J

Proposicién 5.37. Si P, = ¢ P, entonces
|\PS(t, A)z|| < 2¢||z||, para todo z € Z s,

y en consecuencia, A+ F. genera un semigrupo fuertemente continuo S(t, A+ P.) para
todo ¢ > (.

DEMOSTRACION. Supongamos z € Z) 2. Entonces,

ot = || 2 |

y tenemos el siguiente estimado

1‘2

= lzall%/2 + [l22ll* = Z)\jHEjZHQ + }: 152 < +oo,

Foo 2
IPS@ A, = S| e g]p
Pl Ziya
, {5 [0 0} { cos /At —\};—;sen\/j\;}:} { Ff‘jZ]] 2
= 2| cAYZ g —/; sen /Mt cos v/t Eiz y
+oo || [ 0 2

I
™

1
2
€ COS \//\thl/zEjzl + 6% sen \/)\thl/zEjZQ
¥

=t L Vi Zy
+-00 1 2
= € COS NAl/zEjZI + € sen NA‘”E,-@
j=1 \/)_\J- Z
+o0 X )‘% 2
= A2 ecos \/AjLE;z1 + e—L=sen /\;LE; 2
Vi Z

2N\ B3 + 226 B3

IA
¢ I

= 2

<
ol
[

1Bzl + | Bizl®) = 222117, -

Por la tanto,
W PeS(t, A)zllz,,, < 2¢lizllz,,,, para todo 2z € Zp.

Asi, en este caso h(t) = 2¢ y P. € #(A). Consecuentemente, aplicando el Teorema
5.8, obtenemos que A+ P, genera un semigrupo fuertemente continuo S(I,.A+ F.) para
todo ¢ > 0
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O

Teorema 5.38. Para ¢ > 0 suficientemente pequefio, el sistema (5.38) es exactamente
controlable sobre [0.7] para todo 7 > 0.

DEMOSTRACION. De la proposicién anterior se obtiene que

1 1
da(P.,0) = / RS, A)lldt < / Dedt = %e.
0 0

Por otra parte, es bien conocido que la ecuacién de ondas deterministica

2= Az + Bul(t) (5.52)
es exactamente controlable sobre [0, 7]. En consecuencia, la ecuacién de ondas estocastica
dz = {Az + Bu(t,w)}dt + Sdw(t) (5.53)

es también exactamente controlable sobre [0, 7] para todo 7 > 0 (ver [39]). Entonces por el
Teorema 5.32 tenemos que para € > 0 suficientemente pequeno el sistema (5.47) es también
exactamente controlable sobre [0, 7]. Finalmente el sistema (5.38) es controlable. a
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Capitulo

Controlabilidad Exacta de Sistemas de
Evolucién Semilineal Estocéstica,

1. Preliminaries

Este capitulo es motivado por los trabajos de Nazim I. Mahmudov [39] y H. Leiva
[29]. Particularmente, en H. Leiva [29] el autor caracteriza la controlabilidad exacta de
la siguiente ecuacion de evolucién semilineal

' = Az+ Bu(t) + f(t,z,u(t)), t >0, 2€ Z, ue U.

Basicamente, el autor prueba lo siguiente: si el sistema lineal 2’ = Az + Bu(t) es
exactamente controlable, entonces bajo algunas condiciones sobre el término no lineal
f, el sistema no lineal también es exactamente controlable. Especificamente, el autor
encuentra una férmula explicita para el control que conduce el sistema desde un estado
inicial &y a un estado final & en el tiempo 7 > 0, para ambos sistemas, el lineal y no lineal
respectivamente.

En esta direccion, nuestra meta es estudiar la controlabilidad exacta de la siguiente
ecuacion de evolucion semilineal estocastica

{ dz(t) = {Az(t) + Bu(t) + f(t, 2(8), u()) Yt + {S(t) + (¢, 2(t). u(t)) Ydw(L),
2(0) = &,

donde A : D(A) C Z — Z es el generador infinitesimal de un semigrupo fuertemente
continuo {S(t)},., sobre un espacio de Hilbert separable Z, B € L(U,Z), con U un
espacio de Hilbert separable.

Sea (€2, #, P) un espacio de probabilidad completo, {w(t), ¢ > 0} denota un proceso
()-Wiener con valores en un espacio de Hilbert separable &, Q € L(&) = L(&,&) el
espacio de operadores lineales acotados. {#; tC #.t > 0} una sucesion creciente de
subsigma algebras de # tal que %; es generado por {w(s) : 0 < s < (}. El control
u = {u(t,w) : t € [0,7],w € Q} es un proceso aleatorio % progresivamente medible con

(6.1)
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valores en U, U es un espacio de Hilbert separable, {; es una variable aleatoria con valores
en Z, Fy-medible.
Nuestro resultado puede ser descrito como sigue: suponga que el sistema lineal

dz(t) = Az(t)dt + Bu(t)dt + £(t)dw(t) (6.2)

es exactamente controlable. Entonces, el control u que conduce el estado inicial &, al
estado final z(7) = &, al tiempo 7 > 0, es dado por la siguiente férmula

o) = 55— B (1 (& - S~ [ 57— )5()u(s))

f) (63)

donde II es dada por

e = A " S(r - $)BB*S*(r 3)1:3(- | J-;) ds.

Mas aun, el sistema (6.2) es exactamente controlable si, y solo si, II es invertible.

A continuacién, bajo condiciones apropiadas sobre f y o, la controlabilidad exacta del
sistema (6.2) se preserva por el sistema semilineal (6.1), y el control que conduce el estado
inicial & al estado final & = z(7), en el tiempo 7 > 0, es dado por

u(t) = B*S*(r — t)E(H—l(gl — S(7)éo — /OT S(1 — s)B(s)dw(s))

J-‘t) (T+ K)™,
donde K es un operador no lineal dado por
K = [ S =10, (0). @i

) (6.4)
[ Ste = ot ), 0ot

con z¢ la solucion de la ecuacion (6.2), correspondiente al control definido por (6.3).
Para simplificar la notacién, escribiremos:

Stz 0) = [(t, 2(t w), u(t,w))

o(t, z,u) = o(t, 2(t,w), u(t,w)).

Finalmente, como aplicaciéon estudiamos la ecuacion de ondas amortiguada estocéastica

d[22(t, 2) + cz] = (020 +ult, ) + f(t, 2, 2, u(t, )]t + o(t, 2, 2, u(t, x))dw(2),
z(t,0) = 2(t,1) =0, 0<z <1, t € R,
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donde ¢ > 0y 8 > 0, el control distribuido u € L3 ([0, T),U), el término f y o satisface la
condicion de Lipschitz.

/(L 20,09, u9) — [(L, 21,01, 0) |2 + o (L, 22 v2,us) — o (L, 21, v1, 1)
<k{|za — a1 + |va — v1f* + |ug — wy|?}.
Sea (£2, %, P) un espacio de probabilidad, y junto a este espacio consideremos una

sucesion creciente de sub-sigma algebras {#; 1C %, > 0}. Denotemos por E la esperanza

de una variable aleatoria o la integral de Lebesgue con respecto a la medida de probabilidad
P.

Sea & un espacio de Hilbert separable y {w(t),¢ > 0} un proceso (J-Wiener con valores
en & y operador de covarianza (), () un operador nuclear positivo sobre &. Asumiremos
que existe una base ortonormal completa {eg}r>1 en &, {Vk}k>1 una sucesion acotada de
niimeros reales no negativos acotados tal que Qex = vper, k =1,2, - |y {Br}r>1 €5 un

movimiento Browniano estandar unidimensional a valores reales mutuamente indepen-
dientes sobre (Q,.#, P) tal que

w(t) = VirBi(t)er, t > 0.

Asumiremos que .%; es generado por {w(s) : 0 < s < t}.
Sea L3 := L,(Q'2&, Z) el espacio de los operadores de Hilbert-Schmidt:

V:.Q2¢6 - 7.

El espacio L3 dotado con la norma || ¥ ]|20-— tr[ QY Z llv/Vk Wex||? es un espacio

de Hilbert separable.

Todos los procesos considerados aqui se asumen fuertemente progresivamente %#;-
medibles al menos que se diga lo contrario.

Ly(Q2, #, P, Z) = Lo(F, Z) denota el espacio de Hilbert de variables aleatorias
Z-valuadas fuertemente %-medible que satisface

E(l]z“gz) < +00.

Ya que para cada ¢t > 0 la sub-o-algebra %, es completa, Ly(#;, Z) es un subespacio
cerrado de Ly(.F, Z), de aqui que Ly(.%,. Z) es un espacio de Hilbert.

LF ([0, 7], Z) denotara el espacio de Hilbert de todos los procesos aleatorios ;-progresivamente
medible definida sobre [0, 7], tomando valores en Z y satisfacen

E(ﬁ”uungm><+m.

La norma en Ly(%;, Z) es dada por
2 )1 /2’

2l Lo(7,2) = (E(||2
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y la norma del espacio L ([0, 7],U) es dada por
el g qo.0) = (sup E(lfuflf))2.
t€{0,77

Si 7 > 0 es un valor fijo, se imponen las siguientes condiciones a los términos f y o:

(A) f:[0,7]xZxU— Z;(t,2,u) = f(t,z.u) es continua,
(B) 0:[0,7] x Z x U — L9 (1. z,u) — o(t, z,u) es continua,
(C) Existe una constante k > 0 tal que

£t 2z,w) = (g, w)llZ + ot 2,um) = o(t, y. u)ll7 65)
< E{llz — yl|%+lus — u2ll%} para todo t € [0,7], 2,y € Z, ur,uz € U. h
(D)

| F(t,2,0) |15+ | o(t, z,u) H%gﬁ k para todo t € [0,7], z€ Z, ue U. (6.6)

Definicién 6.1. Un proceso predecible con valores en Z, z = {z(t),t € [0,7]}, es una
solucion moderada de (6.1) si

P(/; |2(8)|)Pds < +oo) =1P-cs, (6.7)

y, para t € [0, 7] arbitrario

2(t) = S(t)éo + ‘/0 S(t — s)f(s,x(s),u(s))ds + / S(t — s)o(s, 2(s), u(s))dw(s). (6.8)

0
Bajo estas condiciones el sistema (6.1) admite una solucién moderada z € L5 ([0,7], Z)
para cualquier & € Z y u € LZ ([0,7],U).

Teorema 6.2. Sea Z un espacio de Banach y K : Z — Z una funcion Lipschitz
con constante de Lipschitz k < 1 y considere G(z) = z + K(z). Entonces, G es un
homeomorfismo cuya inversa es una funcién Lipschitz con constante de Lipschitz (1—k)™1.

Una prueba de este teorema puede verse en el apéndice, Teorema .35.

2. Controlabilidad del Sistema Lineal Estocéastico

Vamos a comenzar con algunos resultados acerca de controlabilidad exacta del sistema
lineal estocastico

dz(t) = Az(t)dt + Bu(t)dt + S(t)dw(t),
que seran usados en la proxima secciéon. Para este fin usaremos el siguiente hecho
dz(t) = Az(t)dt + Bu(t)dt + Z(t)dw(t),
{ 2(0) = &o,
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admite solamente una solucién moderada dada por

14

z(t) = S(t)& + /Ot S(t — s)Bu(s)ds + /0 S(t — s)X(s)dw(s), (6.10)

para todo ©(t) € LY, t € [0,7], u € Ly ([0,7],U) y & una variable aleatoria Fy-medible.
Una referencia para la existencia de la solucion (6.10) puede hallarse en el libro de Da
prato y Zabczyk [13] pagina 157.

Definicion 6.3. (Controlabilidad Ezacta.) El sistema (6.9) es ezactamente contro-
lable sobre [0,7] si para todo & € La(Fo,7) y & € Lo(Fr, Z), existe un control u €
L3 ([0,7),U) tal que la solucion (6.10), correspondiente al control u, verifica z(7) = &.

Consideremos los siguientes operadores:
a) El operador de controlabilidad G : L3 ([0,7],U) — Ly(Z-, Z)
Gu = '/OT S(T — s)Bu(s)ds. (6.11)
b) El operador de controlabilidad de (6.9), IT : Ly(%#,, Z) = Lo(%r, Z)
) = /O " Slr - $)BBS* (7 = $) B F)ds. (6.12)
c¢) El operador de controlabilidad asociado al sistema deterministico de (6.9)

VAR SA

T d
W = / S(r — s)BB*S*(1 — s)ds. (6.13)
0

Los operadores (G, II son lineales y acotados, y el adjunto G* de G,
G* : Lo(ZF,.Z) — LT ([0,7],U) es dado por
G*z = B*S*(1 — t)E(2|%,).
Observemos que el operador (6.12) es igual a:
II=GG".

Ahora, estamos preparados para formular y probar un resultado nuevo sobre contro-
labilidad exacta del sistema (6.9).

Teorema 6.4. El sistema (6.9) es exactamente controlable sobre [0,7] si, y solo si,
el operador 11 es invertible. Mas aiin, el control u € Ly ([0,7],U) que conduce un estado
inicial & a un estado final & = z(7), en el tiempo T > 0, es dado por la siguiente férmula

u(t) = B*S*(7 — t)E(H‘l (51 — S(1)é — /(; S(r — s)E(s)dw(s)) f't) (6.14)
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DEMOSTRACION. Supongamos que el sistema (6.9) es exactamente controlable. En-
tonces, del Teorema 4.26, tenemos que
E((TI(2),2)2) > vE(||z]|%), paraalgan 7 >0y todo =z € Iy(F, 7). (6.15)

Esto implica que el operador II es uno uno. Ahora, probaremos que Il es sobreyectivo,
es decir,

Rang(Tl) = Ly( %, Z).
Para propositos de contradiccion, asumiremos que Rang(T]) esta estrictamente con-

tenido en Lq(#,, Z). Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la ecuacion (6.15), se
obtiene que

YE(2]1%) < E({T(2), 2)2) < (EN()IHE(I212)"*
Asi, se sigue que E(||TI(2)||2) > v*E(|2]|%), i-e.,
E|T(2) a#r.2) 2 VBl 2l L2512, 2 € Lo(Fr, 2),
el cual implica que Rang(IT) es cerrado. Entonces del Teorema de Hahn Banach, existe
29 € Lo(F, Z) con z # 0 tal que
E(II(2), 20) 1y(#,,2) = 0, para todo z € Lo(F;, Z).
En particular, poniendo z = z obtenemos de la ecuacién (6.15)

2
0 = E(I1(2)0. 20) Lo(#7.2) = VE| 201,57 2)-
Por lo tanto, 2y = 0, lo cual es una contradiccion. Asi, II es sobreyectivo y de aqui 1I

es una biyeccién, y por el Teorema de la aplicacién abierta II7! es un operador lineal
acotado.

Ahora, supongamos que II es invertible. Entonces, dado z € Ly(%,, Z) probaremos la
existencia de un control u € L ([0, 7], Z) tal que Gu = z. M4s alin, este control u puede
tomarse como sigue

u(t) = B*S*(r — ) E(II7(2)|.%),
en efecto,

T T
Gu = / S(t — s)Bu(s)ds = / S(r — s)BB*S*(1 — 5)E(II7(2)|F:)ds
Jo Jo

= (I (2)) = 2.

Finalmente, si ponemos z = & — S(7){ — [; S(7 — s)E(s)dw(s) en la formula anterior
para el control u, obtenemos la formula (6.14) para el control conduciendo un estado
inicial &, al estado final & en el tiempo 7. O

Corolario 6.5. Si el sistema (6.9) es exactamente controlable, entonces el operador
[ Ls(F,, Z) — L3 ([0,7],U)

definido por
[¢ =G T7¢ o (TE)(1) = B'S*(r — )BT (€) | F) (6.16)

es una inversa por la derecha G, i.e. , GoT' = [.
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Observemos que el operador T es acotado. En efecto: el operador
Ie =G = B*S*(T - )BT ()120),
se acota de la siguiente forma:

T Lo(F,Z) — L ([0,T),U)
E(ITe e o.m0) = Sup ]E(HI’&H%)

< sup E(|B*S*(T - s)) B (€I F)}

te[0,1] (6.17)
< sup [|B*PIS*(T - s)IPNEMHOLF)IZ

t€[0,7]

< M||BI”E(|TT(€)|IZ,

donde M = sup;jom |S(T — )|, por el Teorema 6.4, II™! es un operador lineal acotado,
en consecuencia se tiene E(||T¢||? » (017 U)) es acotado.
2 o fy

3. Controlabilidad del Sistema Estocastico no Lineal

Bajo las condiciones impuestas al término no lineal f y o, la ecuacién (6.1) con la
condicion inicial 2(0) = & y el control u € I35 ([0,7],17) admite una tnica solucién
moderada que satisface la ecuacién

2(t) = S()& + /o S(t — s)[Bu(s) + f(s, 2(8),u(s))]ds
' (6.18)

+ / S(t — s){X(s) + (s, z(s), u(s)) }dw(s).
0

Definicién 6.6. El sistema (6.1) se dice ezactamente controlable sobre [0, 7] si para
todo & € La(Ho,Z) y & € La(Fr, Z), existe un control w € Ly ([0,7],U) tal que la
correspondiente solucion (6.18) satisface z(7) = ¢;.

Definamos el siguiente operador
Gio: L3 ([0,7),U) = Lo(Fr, Z)

por
Gpou=Gu+ L " S(r = 1) f(r, 2(r), u(r))dr + | /0 " S(r = r)o(r, 2(r), u(r))dw(r), (6.19)

donde z(r) = z(r,u) es la solucién (6.18) correspondiente al control u. La siguiente pro-
posicion es la caracterizacion de controlabilidad exacta del sistema (6.1)

Proposicion 6.7. El sistema (6.1) es exactamente controlable sobre [0,71) si, y solo
51,
Rang(G o) = Lo(F:, Z).
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Lema 6.8. Sean wy, uy € L ([0.7],U), & es una variable aleatoria Fy- medible y
Z1, % las correspondientes soluciones de (6.18). Entonces, el siguiente estimado ocurre:

E([21(t) = 2Ml7) < ®llw — uf?. (6.20)
donde
& = {4M?|| B|*r + 16M?kr + 16 M2k} rell6M k7 +16M> K}
t€[0,7] y M = supye,eier 1S — 7).
DEMOSTRACION. Sea z;, 2z la solucion de (6.1) correspondiente a u; uz respecti-
vamente. Entonces, usando la Proposicion 4.5 pagina 91 de [13], la condicién (C) y la
desigualdad de Cauchy-Schwarz, obtenemos que

E(la(t) - »0)]3) = E / S(t - 1) Blua(r) — ua(r)]dr

+ / S(t — ), 2(r) w(r) — F(r, 22(r), ua(r))]dr

+ / S(t = r)a(r,z1(r),ua (r)) = o(r, 25(r), uz(r))]dw
0

Z

zZ

<E {H/ﬂt S(t — r)Blui(r) — us(r))dr

+E

/(; S(t = P 2(), us () — F(r, (), wa(r))dr

Z

J

+E /0 St —r)o(r, z21(r), usr(r)) — o(r, 22(r), ua(r))]dw

< aM?||\B|*E [ /0 i (r) — ug(T)HUd‘r}
+ 16 M°E [/ Wf(r,z1(r),us(r)) — f(r, zz('r),ug(r))llxdr}
40
+ 16M2E /0 lo(r, 21(r), (7)) — o(r, 22(r). s (r))|[2gdr
< AM?||B|*7E /0 ' Ny () — wa(r)||5dr
+160%rE [ ) — 20 + ) — w3 dr

+16ME | "Ulatr) = 2 + () - w2 )dr
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Finalmente, tenemos que

Ellz(t) — 2205 < {4M3|B||*r + 16 M2kT + 16 Mk} /0 ’ E|u(r) — uo(r)||5dr

T
+ {16M%kr + 16M?E} /0 FEla(r) — 2()|2dr.

esto es,
E|z1(t) — 2@)|% < {4M?||B||*r + 16 M2kT + 16 M2k} 7||uy — ugl|?

;
+ {16M2kr + 16 M2k} / |2 (r) — 2(r)|2dr-
Jo
Ahora, usando la Desigualdad de Gronwall obtenemos que
El|21(t) — 20|15 < {4M?||B|*T + 1602kt + 16 M2k} retlOM kr+16M23r 1 0112,
O
Teorema 6.9. Si ocurre el siguiente estimado
_ 1/2
L= [4wk1{<prnrn2 +7|PP4 @ + uru?}] <1, (6.21)
donde © = {4M?||B|27 + 16M%k7 + 16 M2k} 7o ISM*RTHIGMRYT  optonces el término no
lineal (6.1) es ezactamente controlable sobre [0, 7].

DEMOSTRACION. Para este fin, es suficiente probar que el operador Gy, dado por
(6.7) es sobreyectivo. es decir,

Gro(Ly ([0,7],U)) = Rang(G,) = La(F+, Z).

Ya que el sistema lineal estocastico (6.2) es exactamente controlable, por el Corolario
6.5, se sigue que el operador I' definido por (6.16) es una inversa por la derecha de G. Es
suficiente probar que el operador G fo = Gsq oI es sobreyectivo.

Para este fin, el operador Gy, puede escribirse como sigue

Grou = Gu+ F(u),
donde F : L5 ([0,7),U) — Lo(F, Z) es dado por
Flu) = /0 " S(r — 1) f(r. (), u)(r))dr + /0 "S(r = r)o(r, 2(r), u(r)dw(r).  (6.22)

Entonces,
Gio=GCGaol =T+ FolT =T+K, (6.23)
donde K : Lo(F,;,Z) — Ly(F,;, Z) es dado por

K(©) = [ 8= ). 000N+ [ S = 1ol (0, ) )dute). (624

148



CAPITULO 6. CONTROLABILIDAD EXACTA DE
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De aqui que, del Teorema 6.2 es suficiente probar que K es una funcién Lipschitz con
constante de Lipschitz k < 1. En efecto, sea z¢, y 2, soluciones de (6.1) correspondientes
a los controles I'¢y, T'&, respectivamente. Consideremos el siguiente estimado

K& — K¢ =
/07 S(r =) f(r 2e,(r), T&(r))dr + /(; T S(r =)o (r, 2 (r), Téa(r))dw(r) (6.25)
_ (/T S(r =) f(r, 2, (r), T&a(r))dr + /T S(1r = r)a(r, z,(r), Fil(’"))dw)'

S 0

Al mismo tiempo, de la misma forma como antes, obtenemos que

B|Kke - Ka| =B

[ 5 =n[16,200).16) - 16200, 0

+ /OT S(t —7) [a(fr, 26,(1),T6) — o (r, 2, (7), Fél)} &

%
Por lo tanto, aplicando la formula (a + b)? < 4(a? + b?) con a > 0y b > 0 obtenemos

!

Bl

HQ T 2
K - Ku|| <4 /0 Str ) [£(r.2,r) ) — 1(r. 2., T0) |
+ 4E“ /OT S(r —r) [0‘(7’, 26, (1), T&2) — o (7, 2, (7). I‘fl)} deQZ

Vamos a considerar ahora las siguiente cantidades

=8| [ 56 ~n)[rtr.(0).06) - 160 0. 18] [

L= [ 8= [0t 5. 06) ~ ol (), P ()
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Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, la condicion (C) y la ecuacion (6.20) se
obtiene que

L<E </ |G =) |[£020).T€) = 1026 (), T&)] ”XdT)Q
< M’E (/07 “f(r, 26, (1), T&) — f(r, .Z,sx(’")wr’ﬁl)Hz)z
e ([ [[a]"( [ 1 e onreofs] ")

< M*7E ( /
0

< M*7E ( / k
0

< M?%kr /TE 2, (1) — z&(r)”gdr + M?%kr /TE“I‘&(Q ~ I"‘«fl('r)”2 dr
0 Z 0 U

2
< M*k®72||Tes — TEN? + M2%kr? {r@ . I‘§1“
= {M?k®7% + M2ET3}|D|2)6 — &%,

2
J(r,76,(r),T&) = S (r, 2, (r), T€) “Zd"‘)

) =50, +K[ree) - v

I =

(T — 1) [(r(r 2, (), T&) — o(r, 2¢, (), T&;) }(h“(’")”
—E“ / S(r — 7-)[ (r, 2,(r), T&) — o(r, 2, (), T ]dw Hz
< M’ / (00, 262(1). T&) = 0(r, 260 (1), Ty ]d‘“(’“)”

< jsz/O HU(' : Ty (‘f‘), FS2) - O(T’ &3 (T)" F&) %LU

= M’E

[ otr.2).76) - otr, 20 ). 100
<] [kl s0(r) = 20(0) 13 +5 1 Ter) - Teo) 1 o
= 4% [ Blsalo) - 0+ 0% [ B Te) - 6 I dr

< MPKT®|Té, — TG | + M2KT|DE, — Tg |2
= {M2%r® + M2k LTI, - a2
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Asi, obtenemos que
E || K& — Ké |3< 4Mkr{@r + 7+ 0 + LHTIP)6 - &1,
Le.
IKe - kel < [ankr{or + 7+ @+ 1)) iRl - .

Por lo tanto, K es una funcién Lipschitz con constante de Lipschitz dada por

12 <1.

k= [4M2kr{q>¢ b+ 1}]1/2)}1*

Entonces, del Teorema 6.2 obtenemos que G o = I + K es un homeomorfismo y por
lo tanto el operador Gy, es sobreyectivo. i.e.,
Gro(Ly ([0,7),U)) = Rang(Gyo) = La(F+, Z).
a

Corolario 6.10. Bajo las hipétesis del Teorema 6.9 el control que conduce el estado
inscial &g ol estado final & es dado por

u(t) = B*S*(r - t)E(H"‘I(I +K) ME — S(r)& — /(: S(r = s)X(s)dw(s))

#)- (620

4. Aplicacién a la Ecuacién de Ondas Estocastica Amortiguada

Consideremos la ecuacion de ondas amortiguada

{ dlz + cz] = [0z +ult,y) + f(t, 2, 2, ult,y))|dt + dw(t). (6.27)

2(t,0)=2(t,1)=0,0<z<1t€eR

donde ¢ > 0, ¢ > 0, el control u € Ly (|0, 1], L2(0,1)), el término no lineal f (i, z, z, u(l,y))
es una funciéon de Lipschitz, i.e., existe una constante k > 0 tal que, para todo (¢, 21, vy, u1)
y (t, z2,va,u2) € [0,41] x R? tenemos

|f(t. z0.v9,u2) — f(t, 21,00, w))? < E{|za — 212 + [vz — 0a}? + |ug — w2} (6.28)

Ahora consideremos el espacio en el cual este sistema se reduce a una ecuacién diferencial
ordinaria de segundo orden abstracta.

Sea Z = U = L,[0,1] y consideremos un operador no acotado A : D(A) C Z — Z
definido por Az = —z,,, donde

D(A) = {z € Z : z, z, son absolutamente continuas, z, € Zy z(0) = z(1) = 0} (6.29)

Propiedades del operador:
i) El espectro de A consiste inicamente de los autovalores

D<A <d< A3 < <\, = +00,

cada uno con multiplicidad uno.
ii) Existe un conjunto ortonormal completo {¢,} de autovectores de A.
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ii1) Para todo z € D(A)

Az = Z,\,, (2, bu)p Z,\ Enz. (6.30)

n=1

Aqui (-, -) es el producto interno sobre Z, A, = n®r? y ¢n(2) = v2sen(nnz). Asi,

+o0
{E.} es una familia de proyecciones ortogonales completa en 7 y z = Z E,z,
n=1
€ Z.
iv) —A genera un semigrupo analitico {¢~4!} dado por
+o0
e Ay = Z e M,z (6.31)
n=1
v) El espacio potencia fraccionada Z/2 dado por
7% = D(AY?) = {z €Z: Z,\ || Enz||? < +oo} ) (6.32)
con la norma
“+o00 1/2
12ly/2 = |AY22]) = {Z AnnEnznZ} ey
n=1
¥
+o0
AV =N " NE,z. (6.33)

n=1

También, definimos Z,/, = Z 112 % 7, el cual es un espacio de Hilbert con la norma

H

Usando el cambio de variable 2’ = v, la ecuacion (6.27) puede escribirse como una ecuacion
diferencial ordinaria de primer orden en el espacio Z)/2 = D(AY?) x Z = Z"/? x Z como

2

= {21} 2 + llolf®.
Zyj2

= [An+ Bu+ F(t,n,u(®))]dt + S(t,n,u(t))dw, n € Zyp, t >0, (6.34)
donde
_ Z . 0 _ 0 ]Z =
77-[“],3——[12},./4-—[_(%4 -—(:[z] (6.35)
A es un operador lineal no acotado con dominio D(A) = D(AY/?) x Z,
. 0 10
k= {f(t,w,v,u)]’ E_{I} (6.36)



CAPITULO 6. CONTROLABILIDAD EXACTA DE
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La funcion F' definida como F : [0,t;] X Zyjp x U = Zy2, y la funcién ¥ definida como
sigue & : [0,4] x Zyp x U — 13, donde L = Lo(QY2 712, Z1/2)

Ya que Z'/2 esta continuamente incluida en Z tenemos para z;, 22 € Z4 /2 y los valores
uy, ug EU=27

| F(t, 22, u2) — F(i,zl,ux.)nzzl,z < K|z -2 n%m + llur = w2l g o.u).0)- (6.37)
La siguiente Proposicion se encuentra en [32] y [33]

Proposicion 6.11. El operador A dado por (6.35), es el generador infinitesimal de
un semigrupo fuertemente continuo {S(t)},.r en Zi/2 dado por

+00
S(t)z = Z P,z 2z € Zyy2,

n=1

donde { P, }n>0 €s una familia ortogonal de proyecciones sobre el espacio de Hilbert Z,/y
y es dado por

P, = diag(En, E,), n > 1,

=0\, —c
Este semigrupo decae exponencialmente a cero. De hecho , tenemos el siguiente estimado

S < M(c,0)e™%", £ > 0.

An = B, P, Bfn,:( 3 | )37521

donde
M(c,0) {thj: 4«9/\n~c:2l (2+0) Vs ’}
M2 n Ve =aen, " VA, —2'f
DEMOSTRACION. Ver [32] y [33]. O

Teorema 6.12. El sistema lineal estocdstico

{ dn(t) = [An(t) + Buldt + Ldw(t), n € Zyp, t >0,
7(0) = no.

es exactamente controlable sobre [0, 1].

(6.38)

DEMOSTRACION. De Leiva [32], el sistema deterministico asociado a (6.38) es exac-
tamente controlable, y del Teorema 4.27, obtenemos controlabilidad de (6.38). O

Teorema 6.13. Si el siguiente estimado ocurre
(4(M (e, 0)kr(r + 1) exp %{4(1\1(&, 0)2k(r+ 1)} < 1,

entonces el sistema (6.34) es ezactamente controlable sobre [0,7].
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DEMOSTRACION. Se sigue del Teorema 6.9 y tengamos en cuenta que:
& = {402\ B|P*r + 16M>kr + 16M/ 2k }reIOMAr+1OMT <

en consecuencia || B < 1. U



Capitulo

Ecuaciones en Diferencias

Existe una amplia literatura sobre controlabilidad exacta lineal en sistemas determi-
nistico, excelente referencias son: R.F.Curtain y H.J.Zwart [8], Fattorini [17] y Russell
[45]. La teoria de controlabilidad para ecuaciones de evolucién lineal estocasticos es re-
lativamente nueva y la formulacion es cuestionable ; en efecto, Agamirsa E. Bashirov y
Nazim 1.Mahmudov [2] dieron tres conceptos de controlabilidad y condiciones necesa-
rias y suficientes para controlabilidad exacta, aproximada y s-controlabilidad, el cual son
subsecuentemente extendidas a sistemas infinito dimensionales por Nazim I. Mahmudov
[40].

Para sistemas estocasticos lineales y no lineales en tiempo continuo podemos mencio-
nar los siguientes articulos [14], [39], [40], [5] v [47]. Sin embargo hasta donde tenemos
informacion no hay trabajos que enfoquen las ecuaciones en diferencia estocasticas tal y
como nosotros la presentamos en este capitulo. Veamos las definiciones preliminares.

Sean Z, U, & espacios de Hilbert, fijemos un niimero natural ng, un proceso @Q-Wiener
W = {w(t) : t = 0} definido sobre un espacio de probabilidad (Q2,.%, P) con valores
en &. @ es un operador de covarianza, simétrico no-negativo en L(&) = L(&,&) con
tr @ < +oo. Entonces existe una base ortonormal completa {e,} en &, y un sucesion
acotada de niimeros reales no-negativos v, tal que

Qe, = vpen, n=1,2,---

El proceso Q-Wiener W satisface:

(i) W es un proceso Gaussiano sobre & y
E(w(t)) =0, cov(w(t)) = tQ.

(ii) Para ( > 0 arbitrario, W tiene el desarrollo

w(t) = Z VViBi(t)e;, (7.1)
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donde .
3;(t) = —{(w(t),e;), 1=1,2,...,
/J( ) \/7/—;(7”( )a ])) /
es un movimiento Browniano a valores reales mutuamente independientes sobre
(Q,%,P) y la serie en (7.1) es convergente en Lo(Q), F, P).
Denotemos por IV el conjunto de los niimeros naturales y por IN* = IN U {0}.
Definicién 7.1. Sea Z un espacio de Banach. El espacio de todas las sucesiones

acotadas con valoresen Z, z = (21, 23. .. ., Zn, - . . ), se denota por I*°(IN, Z). Este espacio,
junto con la norma ||z|| = sup;cn ||2illz, es un espacio de Banach.

Definicion 7.2. Si L(Z) = I(Z,Z) es el espacio de los operadores lineales y acotados
definidos sobre un espacio de Hilbert Z con valores en Z, entonces el espacio [°(IN, L(Z))
es el conjunto de los operadores ¢p(n) € L(Z), para n € IN, tal que

ol = sup ()l Liz) < +oo.

Definicion 7.3. Si L(Z,U) es el espacio de los operadores lineales y acotados definidos
en el espacio de Hilbert Z con wvalores en un espacio de Hilbert U, entonces el espacio
I°(IN, I{Z,1])) es el conjunio de los operadores 1(n) € L(Z,1)), para n € IN tal que

ol = sup [[(D)l2z0)-

Si W = {w(s)}ss0 es un proceso Q—Wiener con valores en &, consideremos %, =
o{w(s) : 0 < s < n} paran € IN una sub-o— algebra.

Definicién 7.4. FEl conjunto de todos los procesos aleatorios F, adaptados definidos
sobre (2, F, P) con valores en el espacio de Hilbert U tal que

E(ZYO:o Hu(n,w)”?j) < 400,

n=0

se denota por I (IN,U).

Este conjunto l‘f (IN,U), designara al conjunto de los controles considerados como
procesos aleatorios u = {u(n.w)}, .-

En este capitulo nosotros estudiamos la controlabilidad exacta de la ecuacién en dife-
rencias semilineal estocastica

2+ 1,w) = A(n)z(n, w) + Bn)u(n, w) + f(;;(n, w), uln, w))
+ {E('"') + o(z(n, w),u(n,w))} (w(n +1) - w(jn.)) paran € IN, (7.2)
2(0) = z € Fo,

donde A € [*(IN,L(Z)), B € I**(IN, L(U, Z)).
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CAPITULO 7. ECUACIONES EN DIFERENCIAS

Ly(QY2&, Z) es el espacio de los operadores Hilbert-Schmidt de (Q/2& en Z y donde
Q) € L(&; &), es el operador de covarianza.

El término ¥ € L(IN, Lo(Q'?&, Z). El término no lineal f : Z xU - Z es una funcion
continua.

La funcién o : Z x U — Lx(Q'Y%&, Z), es continua,

Ambos términos satisfacen:

I flz,m) = fz,u2) 15 + || o(21,1) — 0(z2,u2) |17

(7.3)
<ofllar = 2l + flun — i} .
para todo 21,20 € 4, u,us € Uy 0> 0.
En este trabajo probamos lo siguiente: si el sistema lineal

{ 2(n+ Lw) = A(n)z(n,w) + B(n)u(n,w) + Z(n) (w(-n +1) — w(n)), paran € IN
2(0) = 2 € Hy,

(7.4)
es exactamente controlable y p << 1, entonces el sistema no lineal (7.2) es también
exactamente controlable. Esto significa que la controlabilidad exacta se preserva bajo
perturbaciones no lineales.

Este resultado sera aplicado a la versién discreta de la ecuacion del calor semilineal

dy = {Yze + ult, z) + f(y,u) }dt + dw(t)
Yo(t.0) = y(¢,1) = 0 (7.5)
y(0, ) = yo(),

donde el control u € L ([0, 7], []0,1]) para 7 > 0 fijo, W = {w(t) : L > 0} es un proceso
de Wiener [0, 1]-valuado y el término no lineal f es una funcion continua definida por

§ 2 Ls]0,1] x Ls[0,1] — L0, 1]
tal que

[1£(z2,u2) = f(z1,u)l® < e{llz2 — 20l1% + lJue — wa|*}. (7.6)

La controlabilidad exacta deterministica de la ecuacién del calor discreta aparece en
[30]. Siguiendo este articulo consideraremos la version estocastica de la ecuacion del calor.

También ahadimos un ejemplo de portafolio de inversiones, donde analizaremos la
controlabilidad exacta del siguiente sistema



Controlabilidad Exacta del Sistema Lineal

n

4:(0) = 3 NP

=0

= {r(t)No(t) Po(t) + Z bi(t) Ni (£) Pi(t) Yt + Z NP Y 0 (0)duy )

{r(t)2(t) + Z[bi(t) = r(O)ua(®) Yt + Y > oy () (t)duw; (t)

=1 i=1

\ Z(O) = 20,

donde 2(t) representa la riqueza al tiempo ¢, N;(t) el nimero de acciones al tiempo ¢, P(t)
el precio de cada accion, r(t) el proceso taza de interés, b(t) la taza de retorno o taza de
apreciacion y o(4) la dispersion y W = {w(t) = (wi(l),wa(t), .. ,wa(l)),0 <t < 71} es el
proceso de Wiener finito n-dimensional.

La técnica que usamos se basa nuevamente en el Teorema 6.2.

1. Controlabilidad Exacta del Sistema Lineal

Para simplificar la terminologia, en lugar de z(n,w), u(n.w) usaremos z(n), u(n) res-
pectivamente.

Inicialmente estudiaremos la controlabilidad exacta del sistema estocastico lineal

z(n+1) = A(n)z(n) + B(n)u(n) + X(n) (w(n +1) - w(n)), para n € IN,
Z(O) = zy € Fy.
Si (£2,%, P) es un espacio de probabilidad, asumiremos que la sucesion {F, }nen es

una filtracion en .# tal que %, = o{w(s): 0 < s < n}, paran € IN, y en particular

i) w(n) es #,-medible sobre &.
ii) w(n + h) — w(n) es independiente de #, para todo n € IN.
La sucesion z = {2(n)}nenw € 15 (N, 7) donde 15 (N,”) es el espacio de procesos
aleatorios #,-adaptados con valores en Z, z, es una variable aleatoria Z-valuada %,-
medible.

Definicién 7.5. Para ¥ € L(IN, Ly(Q'?&, Z) se define ¥-w(n), para cada n € IN,
por la formula

(7.7)

Tw(n) = i U (k) (w(k +1) - -w(k)). (7.8)

k=0

La siguiente proposicion es analogo a una prueba que se realiza en la Proposiciéon 4.5
pagina 91 del libro [13].

Proposicién 7.6. Si VU € L(IN, Ly(QY*&, Z) entonces
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-1

E([@-w(n)|?) Z (k)Exsa])? = ZE(H‘P k)If}s), (7.9)

k=0 k=0
donde &ppq = wk + 1) — w(k) y LY = Ly(QV?&, %).

Consideremos el conjunto A = {(m,n) € INx IN : m > n}. Sea ® = {®(m,n)}mn)ea
el operador de evolucion asociado a A, es decir, ®(m,n) = A(m—1)--- A(n) y &(m,m) =
1.

La solucion de (7.7) es dada, para cada n € IV, por

2(n) =®(n,0)z + Z ®(n, k)B(k — Du(k — 1)
k=1

) (7.10)
+ 3 ®(n, k) (k — 1) (w(k:) —w(k - 1)).
k=1

Antes de estudiar la controlabilidad de (7.7) veamos el siguiente lema:

Lema 7.7. Sea y = {yn}nu>1 una sucesion en el espacio de Banach X y supongamos
que

Tpsl = Lp + Yn, N E Z, (711)
entonces
n—1
k=m

DEMOSTRACION. La prueba se realizara por induccién.

Sim = n — 1, entonces z, = T, | + Yo lo cual es cierto por (7.11), esto confirma
(7.12) param=n—1.

Veamos el caso m = r — 1, para ello supongamos que es cierto para m = r < n, es
decir,

n—1
Tp = Tp + Z Yk, (7.13)
k=r

entonces por (7.11)
Tr = Tp—y + Yr-1,
luego se tiene por la ecuacién (7.13) que

n—1 n—1
Ty = Tpy + Ypq + Zyk =Ty + Z Yk-

k=r k=r—1

Veamos que la solucion de la ecuacion (7.7) es la ecuaciéon (7.10). En efecto:
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DEMOSTRACION. Sea F(j) = ®(n.j)z(j). Entonces
Fi+1)=0n,j+1)z(ij+1)=An—-1)---AG+1)z2(j +1)
= A(n = 1)+ A + DIAG)20G) + BGYuG) + 56) (w0 + 1) = w(i))]
=A(n - 1)--- A(7)z(7) + Aln — 1) --- A(G + 1) B(j)u(j)
+ Al = 1)+ AG + D3G) (0l + 1) - ()
= ®(n,7)2(j) + ®(n. j + 1)B()u(j) + &(n.j + 1)Z(j) (w(j +1) - w(j))

= F(j) + ®(n,j + )G(G) + ®(n,j + 1) H(j)
= F(j) + ®(n,j + D[G() + H()),

donde G(j) = B(5)u(j) y H(j) = £(j) (w(j +1) - w(J)) Por la ecuacién (7.12) se tiene

F(3) = F(m) + i O(n, k+ 1)[G(k) + H(k)].
k=m
Claramente F(n) = z(n), F(0) = ®(n,0)z y si § =n, m = 0 entonces
F(n) = 2(n) = ®(n,0)2 + j O(n, k+1) [B(k)u(k) 0 (w(k +1) - w(k))]
k=0

= ®(n,0)z + Z B(n, k) [B(k “Dulk—1) + Sk - 1) (w(k) —w(k - 1))]

O

Definicion 7.8. Ver Nazim Mahmudov [40]. Para cada n € IN, definimos por
Ly(#,,Z) el espacio de todas las variables aleatorias z F,—medibles, tal que E(||z||%) <
+00. Lo(Fy, Z) dotado con la norma

2]l = (E(I1=1%))", (7.14)
es un espacio de Hilbert.
Dotaremos a Ly(F,,, Z), ng fijo, con el producto interno
(2,9) = (2, W Ls(Fng.2) = E(2,y) 2,2, cOn 2,y € Lo(Fpy, 7).

Para el sistema (7.7) tenemos los siguientes conceptos:

a) La aplicacion de controlabilidad asociada con el sistema deterministico. Para cada
no € IN fijo, se define B™ : 5 (N,U) — La(Fn,, Z)
g
B™y = Z P (ng, k)B(k — 1)u(k — 1). (7.15)
k=1
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b) La aplicaciéon de controlabilidad asociada con el sistema estocastico, con ng € IV,
se define por II™ : Ly(Fpy, Z) — Lo(Fuy, Z)

ng
™ (2) = Y ®(no. k)B(k — 1)B*(k — 1)®"(no. k) E(z | Fi). (7.16)
k=1
¢) La aplicacion Grammian (ver [30]) Lpw : Z — Z, ng € IN
7y
Lpmo = Y _ ®(ng,k)B(k — 1)B*(k — 1)*(ng, k). (7.17)
k=1

La siguiente proposicion es semejante a la Proposicién 2.1 de [30]:
Proposicién 7.9. El adjunto B™" del operador B™ viene dado por

B™* : Ly(Fny, Z) — Iy (IN,U)

(B™*2)(k — 1) = { B*(k — 1)®*(ng, k) E(2| %) k <ng

0 k> no. (7.18)

DEMOSTRACION. Si (€, %, P) es un espacio de probabilidad, recordemos que la su-
cesion de sub-o algebras {Z,} es creciente, es decir, %, C #,, ademas %, = Z.

Si 2 € Lo(Fpy, /) se tiene que z es una variable aleatoria %, -medible, entonces z es
una variable aleatoria %j-medible para todo k < ng. Por la propiedad F* de esperanza
condicional en el Capitulo 2, se tiene que E|[z|#;] = z en consecuencia:

ng

(B™u, z) =E()_ ®(no, k) B(k — Du(k — 1), 2)

k=1

= 20: E(®(ng, k)B(k — Vu(k — 1), E(z| %))

g?'

f

E(u(k — 1), B*(k — 1)®* (no, k) E(2| 1))

=1

Lo
gl

[

E(u(k — 1), B*(k — 1)®*(no, k) E(z| %)) + +§ E(u(k — 1),0)

k=nqg+1

=
Il
-

—~

u, (B”"*Z))[g(ﬂ\?,cf),l?(wﬂ)’

(7.19)
donde (u, (B™"2)),¢ IV 11,12 (IV ) € €l producto interno en el espacio I (IN,U).
En consecuencia por (7.18)
"z = B™(B™*z), para z € Lo(Fp,, Z). (7.20)
O
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Definicion 7.10. El sistema (7.7) es exactamente controlable si existe ng € IN tal
que para todo zy € Ly(Fo,Z) y 22 € Lo(Fpy, Z), existe u € I (IN.U) tal que z(0) = % y
z(no) = z1.

Una solucién asociada al control « € I (IN,U) de la forma

z(n) =®(n,0)2 + i‘b(n, k)B(k — 1)u(k — 1)

+ Z ®(n, k)S(k—1) (w(l.:) —w(k — 1)),

la llamaremos estado alcanzable a partir de 2y en el tiempo n € IN. Debido a la depen-
dencia con respecto (n, zo, u), denotaremos esta solucién moderada por z(n, zo, u).

Denotaremos el conjunto de estados alcanzables a partir de z; en el tiempo ng € IN
fijo, por Z(ng, z), es decir

o
K(ng, 20) = ®(n9,0)z + Rang B™ + Z O(ng, K)E(k — V) (w(k) — w(k — 1))
kgt (7.21)
= {z(no,zo,u) cu€ly (IN, U)}

Una definicion equivalente a la definicion 7.10 es la siguiente:

Definicion 7.11. El sistema (7.7) se dice ezactamente controlable para ny € IN fijo,
si todo punto z € Lo(Fp,, Z) es alcanzado desde el origen zy € F,, en el tiempo ngy, es
decir

H(no, z0) = Lo(Fny. Z). (7.22)

Teorema 7.12. El sistema estocdstico (7.7) es ezactamente controlable para algin
ng € IN si, y solo si, una de las siguientes ocurre:

a) Eziste v > 0 tal que
E((IT™(z), 2)) > vE(||z]|*), para todo z € Lo(Fny, Z).
b) Rang (II"°) = Ly(F,,, Z),

DEMOSTRACION. Veamos que (a) implica (b). En efecto, si existe v > 0 tal que
E(IT™z, z) > vE||2|?, para todo z € To(F,,,”7), entonces II™ es acotado e inyectivo,
por lo tanto invertible. De aqui que Rang (II"*) = Dom ((II™)~1) = Ly(%y,, Z).

Si Rang (II™) = Ly(#,,,Z) y 1™ = B™(B™)* entonces Rang (II"™) C Rang B™,
luego Rang B™ = Ly(F,,. 7). Por la ecuaciéon (7.21) y la Definicion 7.11, se obtiene la
controlabilidad exacta del sistema (7.7).

La equivalencia de controlabilidad exacta del sistema (7.7) y (a), ya fue realizada en
el Teorema 4.26 del Capitulo 5.
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O

Ahora, formularemos un resultado sobre controlabilidad exacta del sistema lineal (7.7).

Lema 7.13. El sistema (7.7) es exzactamente controlable para ng € IN si, y sélo si,
el operador TI™ es invertible. Mds ain, el control u € I (IN,U) que conduce el estado
inicial zp al estado final z, en el tiempo ng € IN es dado por la férmula:

u(k — 1) = (B"™*(™)'2)(k — 1), para k < ng (7.23)

donde z = z; — ®(ng,0)z9 — i O(ng, k)S(k —1) (w(k) —w(k — 1))

k=1

DEMOSTRACION. Suponga que el sistema (7.7) es exactamente controlable, ng € IN
fijo. Entonces, del Teorema 7.12 parte b) existe v > 0 tal que

E((TI"z, 2)) > vE(||2) (7.24)

para todo ¢ € Ly(F,,, Z). Esto implica que II" es uno-uno. Probaremos que II™ es
sobreyectivo, es decir

Rang(I1™) = Ly(%,,, 2).
Para el propésito de contradiccion, asumiremos que Rang (I1™) est4 estrictamente conte-

nido en Ly(F,,. 7).
Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz y (7.24) obtenemos

E(™z)) = y*E(|l2l]), 2 € La(Fng, Z),

esto implica que Rang(II™) es cerrado. Entonces, por el Teorema de Hahn Banach existe
2o # 0 tal que

E((IT™z, zp)) = 0 para todo z € Ly(F,,. Z),
en particular, poniendo z = 2 obtenemos de (7.24) que

0= E((I1" 2. 20)) > v’E({[20]”)-

Entonces z = 0, lo cual es una contradicciéon, por lo tanto, II" es sobreyectivo y en
consecuencia es una biyecciéon y por el Teorema de la aplicacion abierta (IT™)! es un
operador continuo y por lo tanto lineal y acotado.

Ahora, si II" es invertible, entonces Rang(II"°) = Ly(.%,,, Z). y por el Teorema 7.12
el sistema (7.7) es exactamente controlable.

También, para z € Ly(F,,, Z). definimos el control u € I (N, U) como sigue

u(k — 1) = (B™*(II")~'2)(k — 1), para k < ny. (7.25)

En efecto,
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By = Z@ ng, k) B(k — Du,(k — 1) Z¢> no, k) B(k — 1)(B™*(I1")~'z)(k — 1)
k=1
no

=" ®(no. k)B(k — 1)B*(k — 1)®"(no, k) E(T1™) ' 2)|F) = MM (™) 'z = 2
k=1
Entonces B™u = z, es decir que Rang(B™) = La(%,,, Z), por lo tanto la ecuacion
(7.7) es exactamente controlable.

Finalmente si tomamos z = z; — ®{n, 0)z — Z@(n K2k —1) (w(k) — w(k — 1)),
y lo sustituimos en la ecuacion (7.25), obtenemos Ia ecuacién (7.23). t

2. Controlabilidad del Sistema Estocastico no lineal

En esta seccién estudiaremos la controlabilidad exacta de la ecuacion en diferencias
no lineal (7.2) bajo las condiciones (7.3) con o suficientemente pequefo asumiendo que la
parte lineal de la ecuacién (7.2) es exactamente controlable para algin ng € INV.

Para zp = 2(0) la ecuacion (7.2) tiene una tinica solucion dada por

2(n) = ®(n,0)2 + Z D(n, k) [B(k: — Dk — 1)+ f(z(k = 1), ulk — 1))}
= (7.26)
+ Z O(n, k)o(z(k — 1).u(k — 1)) (w(k:) — w(k — 1))
k=1

Definicion 7.14. El sistema (7.2) se dice exactamente controlable si existe ng € IN
tal que para todo z € Ly(F0,2Z) , 21 € Ly(Fny, Z) eiste un control u € Iy (IN,U) tal
que z(0) = 29 y 2(ng) = 2.

Nosotros consideramos el siguiente operador no lineal Bju : IF(IN,U) = Lo(Fny, Z)
definido por

Bjou = Z@ ng, k)B(k — Du(k — 1) + Z@ 1o, k) f(z(k — 1), u(k — 1))

k=1

(7.27)
+ Z ®(no, k)o(z(k — 1), u(k — 1)) (w(k) — w(k — 1)).
k=1
Entonces, la siguiente proposiciéon es una caracterizaciéon de la controlabilidad exacta del
sistema no lineal (7.2).

Proposicion 7.15. El sistema (7.2) es exactamente controlable para nyg € IN si, y
solo st,
Rang(B}5) = La(Fn,, 7).
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Lema 7.16. Sean uy y ug € I3 (IN.U) y 21, 2 las correspondientes soluciones de la
ecuacion (7.2). Entonces, ocurren los siguientes estimados:

121(7) = 2D < Cllw — well, (7.28)
7 < ng, donde
C = 2M [||B}f’no + 4nge + 4o} Y2 8M2e(no+1)
M= sup [0k ylB|= S 1Bk — 1.

1<5,k<no

DEMOSTRACION. Sean 27, 2, soluciones de (7.2), con la misma condicién inicial, co-
rrespondientes a los controles u;, uy respectivamente. Sea (k) = w(k) —w(k—1), entonces

J

ZQI)(J', k)B(k —1) s:'ul(k - 1) — ug(k - 1)}

k=1

+>®(j k) [f(z;(ls ~1),ui(k—1)) — flz2(k — 1), us(k — 1))]
k=1

Ell21() - 20)lz =E

J

+Y @, k) [0(21(’6‘ —Dyu(k = 1)) =o(zk - 1), vk - 1))}5(@ ,
k=1

< E( Z %@(j,k)l‘.?(k — Dfuyg(k — 1) — uy(k — 1)

k=1 z

+ ) 0GB (21 (k = 1), w(k = 1) = f(z(k — 1), us(k - 1))] ,
k=1

|3 B0, ek = 1,k = 1) = ol = 1, = DR )
=1 z

por la desigualdad (a + b)% < 4(a? + b?) obtenemos

S4E(§J:
+16E<é

k=1

@(j, k)B(k — Dfur(k — 1) — ua2(k — 1))

)

(5, k)[f (2a(k — 1), ua (k = 1)) = f(22(k ~ 1), ua(k — 1))]

)

+ 16E(Z |03, k)o(z(k - 1),ur(k — 1)) — o(za(k — 1), us(k — 1))J<(A)IIZ) ,

k=1
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por la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos

< 4HE i
J

+ 165E Z

k=

2

®(7,k)B(k — D]ua(k — 1) — ua(k — 1)]

z

(5, B)[f (21 (k = 1), ua(k — 1)) = f(z2(k — 1), ug(k — 1))]

2

+umPE(§:n o —4>mo—4»—aux-—nuxk—nn<mm),
k=1

por la Proposicion 7.6 tenemos

[ul(k - 1) - ’ng(k - 1)]

<4E i D(j, k B(k
+ 16jE Z (j, k 2k — 1), w(k — 1)) = f(z(k - 1), u2(k — 1))
2
+1601° ZE oz (k= 1), ui(k — 1)) = o(zlk — 1), us(k — 1))
k=1 LS

por (7.3) tenemos
2

j El
<3 E

ur(k — 1) — ua(k — 1)

2
+ 16]\[2JLEZ wy(k — 1) — ug(k + 16]\42]LEZ 2k —1) — 2k — 1)
k=1 k=1
J 2

+16M2 Y E|o(z1(k — 1), us(k — 1)) — o(z2(k — 1), u2(k — 1))

k=1 Lg
aplicando nuevamente (7.3) tenemos
< AM?||BIPjla — walliy 0

2

+ 16M?j L||uy — U2Hl§(m ot 16’\[21LEZ 7k —1) — z(k - 1)

k=1
+16M2p {z E

U] ”\ - 1) - ’Uz(lu +E /..(Ii - 1) ZQ(I\ — 1)

i)
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. 2 2 .
< aM?|BIPj|Pus — “2”123"(11\1;7) + 16M?j L||uy — u2”125¢ (N,U)
j 2
+16M2ollur — wallfp ) + 16M20(i + DE Y | z1(k — 1) = z(k — 1)
k=1

V4

2
Zl(k} - 1) - 22(/{1 - 1)
z

J
=4M? [||Bl|*j + 45 L + 4o) |jus — wallig v ) + 16M?%0(j + 1) ZE‘
k=1

l

Finalmente, ya que j < ng y por la desigualdad de Gronwall discreta, ver apéndice
44, 6 |28], tenemos:

E||z1(j) — z()Z < 4M? [“B“Qnﬂ + 4ngo + 49} lJuy — u;g”‘lzjg(m’u)el(iMzg(no-ﬂ-)_

es decir, por (7.14)
Eljz(5) — 20)I1% < 20 [|1B|no + 4nop + 0] Jjus - walyg vy e e (7.29)
O
Ahora formularemos el resultado principal del capitulo.
Teorema 7.17. Si el siguiente estimado ocurre

L = (4M*o(ng + 1)(C + 1)) B | 1(IT™) 71| < 1, (7.30)

entonces, el sistema no lineal (7.2) es exactamente controlable en [0, ).

DEMOSTRACION. Nosotros querenios probar
B(I5 (N, U) = Rang(B}2) = La(Fn,, %),

pero, por la controlabilidad exacta del sistema lineal (7.7) sabemos, debido al Lema 7.13,
el operador § = B™*(II"°)™"! es una inversa por la derecha de B™. Entonces es suficiente
probar que el operador 5’?2 = Bfj o S es sobreyectivo. De la ecuacion (7.27) obtenemos
la siguiente expresion para este operador

B}‘gc =( + Z D(no, k) f(z(k — 1), S(Q)(k - 1))
k=1

. (7.31)
+ ) ®(no, k)o(z(k — 1),S()(k — 1))((K)).
k=1
Ahora, si definimos el operador K : Ly(Fpy, Z) — Lo(Fp,, Z) por
no
K=" ®(no, k) f(z(k - 1), S(O)(k - 1))
k=1 (7.32)

32 B, Kol (k - 1), SOk - D)),
k=1
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donde z = z es la solucion de (7.2) correspondiente al control u = S(().
De aqui que, (7.31) se puede escribir como sigue

B =1+K. (7.33)

La funcion K es globalmente Lipschitz. En efecto, sean z; 2z, soluciones de (7.2) co-
rrespondientes a los controles S(;, S(» respectivamente. Entonces

E|KG - KG|% =

E||S ®{no, [/ (aa(k — 1), Sk — 1)) = f(aalk — 1), S(G)(k = D)

k=1

+) B(ng k) [o(zi(k — 1)@k = 1) = o(zalk =1); S(() (k— 1)E(K)]

k=1

2

z
por la desigualdad (a + b)? < 4(a? + 1?) obtenemos

ngy

<4E [Z [ (no, K)I1f(z1(k = 1), 5(G)(k = 1)) = f(z2(k — 1), S(G)(k — 1))“]

k=1

+4B( 3 19000, (o (a1 = 1. (06 ~ 1) = ol = D). Sk = )R, )
k=1

por la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la Proposicion 7.6, tenemos

<4ﬂoﬂ12EZ'§f E= 1Sk - 1) - f(aalk - 1), 8@k

=1
+4M2( Z

k=1

{o(z(k - 1), S(CQ)(k ~ 1)) = o(za(k - 1), S(C) (k — 1))} (k)

:
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<AUUE Y (k= 1,56k~ 1)~ J(aalh — 1), S(@)(E - 1)
k=1
+ a4 Z B|lo(za(k = 1), S(G0)(k — 1)) — o(za(k = 1), S(@)(k = )|
< 4M2nog{ 3 E|z(k—1) 4 EHSgl(k — 1)~ SG(k—1) }
k=1 Z U
+ 4M? {ZE q(k — 1) + E S(J( - 1) - S’(g(k — 1) }
U

< 4M?p(ng + 1) ZE (k—1) — 2k — 1)

zZ

+ 4M?g(mp + 1) ZE”SQ(I@ —1) = SG(k
por el Lema 7.16 obtenemos

< M LC(ro + 1) Y BISG (R =1) - Sk~ DI

k=1

+AM?p(no +1) > E|ISGi(k — 1) = SG(k — D%
k=

1 2

S 4]‘42@(’&0 + 1)(C+ 1)“5((1 - Cg)
15 (NU)
2 2 2
< 4M?o(ng + 1)(C + 1)|| B x|} |i(11™)™! — Ga
Lo(Fny,Z)

De aqui que,
K¢ = KGll < (4MPo(ng + 1)(C + D)2IB™ [ |(TT) 111G = Gl za(#ng,2)-
por lo tanto, K is Lipschitz con constante de Lipschitz
Lk = (4M?p(ng + 1)(C + 1))?|| B ||| (TT™) ',

y la hipdtesis (7.30) implica que Lk < 1. Por el Teorema 6.2 obtenemos que l?”" =I1+K
es un homeomorfismo y en consecuencia el operador B 0 es sobreyectivo; es deur,

BR(I5 (N.U)) = Rang(B}2) = La(Fny, Z).
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Corolario 7.18. Bajo la hipdtesis del Teorema (7.17) el control que conduce el estado
inicial zp al estado final 21 es dado por

u= B*(II") (I + K)~!(z1 — D(no, 0)20).
Corolario 7.19. El operador I : Ly(Fpny, Z) = Lo(Fny, Z) definido por
=So(Il+K)™!
es una inversa por la derecha del operador lineal B?fg, es decir,

B}‘gorzl.

3. Aplicacién

Como se indica en [30], la forma de obtener ecuaciones en diferencias involucra la
discretizacion sobre el flujo de la ecuacion de evolucion en un espacio de Banach, como se
indica en {11], [41] ¥ [20].

3.1. Ecuacién del Calor no Linear. Como aplicacién del resultado principal,
vamos a analizar la version discreta sobre el flujo de la ecuacion del calor no lineal en una
dimension. Consideremos la siguiente ecuacion del calor lineal estocastica

Ye = Yo + u(l, 17) + dw(t)’
yz(t,0) = y.(t,1) =0, (7.34)
7/(01T) = ?/0(:):)7

El sistema (7.34) puede ser escrito como una ecuacion diferencial abstracta en el
espacio Z = Ly(0,1) :

{ Z = Az + B(t)u(t) + o(t)dw(t), z€ Z,
2(0) = 20,

donde & = U/ = 7, B = I, el control u € 1§ ([0,7],17), W = {w(t)} es el proceso &-
valuado, 0 : QY26 — Z y 6 = I. Observe que ¢ = [ es un operador Hilbert-Schmidt si
el operador de covarianza @ tiene tr Q < 400, recordemos la ecuacion (2.32) donde la
norma de Hilbert-Schmidt es definida por ||n”ig = Tr(aQo*).

El operador A es dado por A¢ = ¢,. El dominio de A es dado por

(7.35)

dh. d*h dh dh

D(A) =< he Ly(0,1): h,—, ¢ bs continuas, — € Ly(0,1) y —(0) = —(1) =0 ;.

(A) {h € L(0,1) h’d:r’ son abs continuas, T € Ly(0,1) y da:(o) dx( ) }
El operador A tiene las siguientes propiedades:

2

a) el espectro de A consiste de los autovalores A, = —n?7?, n > 0. Los autovectores

correspondientes son e, = e,(z) = v/2cos(nrz).
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b) para todo z € D(A) tenemos la siguiente descomposicion:

+00
Az = Z Az, en)en.
n=1

¢) A es el generador infinitesimal del Cy- semigroup {7T'(t) }+>0 dado por
T(t)z =Y e (z,en)en, 2€ Z, t > 0. (7.36)
n=1

Las definiciones y resultados sobre dicotomia dadas abajo, podemos encontrarlas en
[20].

Supongamos que los operadores de evolucion T'(¢,s) € L(Z), t < s para ¢+ A(t)z =0
estan definidas para [0, 7].

Definicién 7.20. La ecuacion 2+ A(l)z = 0 tiene una dicotomia exponencial sobre
[0,7] con exponente B > 0 y cota M (con respecto al espacio Z) si existen proyecciones
P(t), t €0, 7], tal que

(i) T(t,s)P(s) = P(t)T(t,s), 0<s<t<T,

(i) La restriccion T(t,s) sobre el rango de (P(s)), 0 < s <t < 7, tal que
T(t,s) : Rang (P(s)) — Rang (P(t))

es un 1somorfismo con inversa

T(s,t) : Rang (P(t)) — Rang (P(s)),

(i) |7, s)(1 = P(s))| < Me™# para 0 < s <1 <,

(v) |T(t,s)P(s)|| < Me™P para 0 < s <t <.

Ahora, presentamos la definicién de dicotomia discreta:

Definicién 7.21. 5% Z es un espacio de Banach y {T,}:2° o es una sucesion en L(Z),
decimos que {T'(n)}22 . tiene una dicotomia discreta (con constantes M y 6) si existen
constantes M, 0 < 1 y una sucesion de proyecciones {P(n)},,2 .. en L(Z) tal que

(i) T(n)P(n) = P(n+ 1)T(n),

(ii) T(n) restringido al rango de P(n) tal que

T'(n) : Rang(P(n)) — Rang(P(n + 1)
es un isomorfismo,
(i) §i ®(n,m) = T(n — )T(n —2)---T(m + 1)T(m) para n > m, ®(n,m) = 1,
entonces
|&(n.m)(1 — P(m))z|| < MO™™™||z|.
para n > m,
(iv) |®(n.m)P(m)z|| < MO™ ™| z|| paran < m, donde &(n,m)P(m)z =y € Rang (P(n))
st, y solo si P(m)z = ®(n,m)y,

(iv) esta bien definido por (ii).
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Teorema 7.22. (Ver Henry [20].) {T(t,s).t > s} es una familia de operadores de
evolucion con una dicotomia ezponencial (exponente 8 y cota M), 1 > 0 si, y solo si, para
cada ty € R, la familia de operadores de evolucion {T (to+ (n+ 1)l.to+nl)}, n € Z, tiene

una dicotomia discreta con constantes M y 6 = e,

el Teorema 7.22 nos permite obtener ecuaciones en diferencias mediante la discretiza-
cion de la familia de operadores de evolucion {7(1,5),1 > s}.

Teorema 7.23. (Ver Henry [20].) Asumiendo que {T'(n)};2° ., es una sucesion en
L(Z). Las siguientes son equivalentes:

(i) {T(n)}: . tiene una dicotomia discreta.
(ii) Para cada sucesion acotada { f(n)} 122 . existe una vinica solucion acotada {z(n)}12°

n=-->xx

de z(n+ 1) = T(n)z(n) + f(n), —o00 < n < +00.

El semigrupo dado por (7.36) junto a la familia de proyecciones ortogonales dada por
P.z = (2,e,)en, donde €, = e,(2) = v/2cos(nmz), cumple con las condiciones dadas
por la Definicién 7.20. De esta forma el semigrupo dado por (7.36) tiene una dicotomia
exponencial y de aqui que tiene una dicotomia discreta dada por

00
T(k)z = Z e P2 z€ Z, ke N, (7.37)

n=1

donde P,z = P(n)z = (z, ey)en.
La discretizacion de (7.35) viene dado entonces por

{ on+1) = T)2(n) + Br)(wu(n) + (win + 1) ~wlm), =€ Z g0

2(0) = z.

En este caso T*(t) =T(t), B=1y o =1. Si (,.#, P) es un espacio de probabilidad, la
a-dlgebra {#,} a considerar es %, = a{w(s): 0 < s < ng}, para ng € IN fijo.

Vamos a probar que (7.38) es exactamente controlable.

Tomaremos en cuenta que el operador &(m,n) asociado a T es dado por

®(m,n)=T(m—-1)Tm-2)...T(n), n<my &(m,m)=1,

y puede ser escrito en la forma

2 _ 2 _
®(m,n) =T(O(m.n)) con O(m,n) = m-n 2+ nTm e N, m > n, en efecto:.

172



CAPITULO 7. ECUACIONES EN DIFERENCIAS

400 00 +00
O(m.n)=T(m—1)T(m—2)...T(n) = Z M(m=1) py Z M=y Z M P,
k=1 k=1 k=1

—+o¢ 4o
— Z e)\k{(m—1)+(’m—2)+'--+(m~—(’m—n))}P’§m_n) - Z e)\k{(m—'n.)m—-(l+2+---+(m—n))}Pkgmﬁ’n»)

k=1 k=1
+o0
_Z Ak{ (m=1)+(m=2)+- +(m—(m— n))}P(m —n) Z(,z\k{(m nym—(1+2++(m-n))} p(m —n)
k=1 k=1
+00
_ Z Ak{(ﬂl — ( m—n nx—n+1 )}P(m_n) Z '\k{uiu}})k —_ T(@("’l ”))
k=1 k=1

donde ©(m,n) = M{‘iﬂ € IN. m>n.

Por otro lado, para ng € IN fijo, tenemos que B™ : ¥ (IN,U) — Ly(Fn,, Z), es dado
por

B™qy = ZT (ng, k —1).

Recurriendo al Corolario 4.33, existe ¢ € Ly ([0. k], Ly(Q'?&, Z)), k < ng, entonces,
+oo

para z € Ly(Fp,, Z), 2z = Zsz, ®(ng, k) = ®*(ng, k), el operador

j=1
" 2 Lo(Frg, Z2) — La(Fny, Z),

puede escribirse asi:

™ (z) = Z@(no, )B* (1o, k) E(z ]5‘%)—2@/;0, 2Rz | F)

ng =400

+00 mg k
=S eerennue) + [ e q)} S Y e B) + [ (st
k=1 j=1 j=1 k=1 J0
k Mo
-5 [Z RO PER) + [0 e”f‘a‘""’“m(s)d‘«z(s)] ,
j=1 L k=1 0 k=1
+o0 k ny
de esta forma, 11"(z Z [LBnoE z)+ / Lgno g(s)du“(s)} ycon Lgno = Ze““"g(m”k) F;.
=1 k=1
Vamos a probar que
E((IT™z, 2)) > vE(||2]|*), para z € Ly(Fn,, Z). (7.39)

En efecto;
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Bz, ) = B < 5 {LB;oEu) + Lpoe()i(s), 2 )

Jj=1

—ZE (Lyo)E(2) +ZE / Legop(s)dii(s). 2)

+00
> ZE«LB;oE(z), 2)) = ) (LgE(2), E(2)
j=1 j—l
+o0  ng +0c Ny
_ z ZPQAJS(HU *) p. E(Z) ZPE( ZZ 2);6{ng, k) PE(Z) ZPE(
=1 k=1 =1 k=1
+00 ng +o0 g
=3 ") " PNOMR(PE(2), BE(2) = Y (Y NN PE(z), BE(2)
J=1 k=1 J—l k=1

+oc ng

ZZ@Q'\ e(nok) PE( ) PE z)) — ZP” ©(no, L)HPE( )“2

(7.40)
Solo falta ver que
OB L E(:) | > )| B EG)
Pero esto, es equivalente a probar que
et o IR >0 (7.41)

Ya que O(ng,ng) = 0 y e?*®0m0) = 1 e obtiene, para 0 < v < 1, la desigualdad
(7.41).
De aqui se obtiene, para z € Ly(Fp,, /)

E((I2,2)) = Y N BEQ)? 2 7 3 IREG = 1IBE)I? = 7E(I217)

Aplicando el Teorema 7.12 parte (b) obtenemos que (7.38) es exactamente controlable.
Finalmente, si consideramos una perturbacion de la ecuacion (7.38), es decir

{ z(n+ 1) =T(n)z(n) + B(n)u(n) + f(z(n),u(n)) + (w(n +1) - w(n)), (7.42)
2(0) = 2,
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donde
| f(22,u2) — f(z1,w)|] < ofllz2 — 21 |* + JJua — wa]f*}, (7.43)

siendo ¢ suficientemente pequefio, inmediatamente se tiene que (7.42) es exactamente
controlable.

3.2. Portafolio de Inversiones. Sea (2, #, P) un espacio de probabilidad com-
pleto. El proceso W = {w(t) = (wV,--- ,w™)T} es un movimiento Browniano, donde
cada w® € R. % = o{w(s) : 0 < s < 7}. Denotemos por L3 ([0,7],R™) el conjunto de
los procesos aleatorios #;- adaptados a la filtracion {%; }>0.

Consideremos un mercado en el cual n+1 activos (o valores) se negocian continuamen-
te. Asumiremos que todo transcurre en el tiempo [0,7]. Uno de los activos, llamado bono
(o garantia) tiene un precio Py(¢) el cual evoluciona de acuerdo a la siguiente ecuacion
diferencial

dp()(t = T'(t po 4 (_lt,
Fy(0) = po,
0 <t <7, donde r(t) > 0 es la tasa de interés del bono.
Los restantes n activos, llamados acciones, + = 1,2 . .., n son “arriesgados”. El precio
de cada accion satisface la siguiente ecuacion diferencial estocastica
n
dpi(t) = Pt(t) {:bi(t)dt + Z Tij (t)dwj (t)jl ‘
e (7.45)

P;(0) = pi > 0.

t € [0,7], donde b;(t) > 0 es la tasa de apreciacion o tasa de retorno del interés ganado
por la inversion y

U,i(L) = (Uﬂ([,), s Oin(l,)) : [O, T] — R"
es la volatilidad del mercado o la dispersion de los valores. Defina la matriz de covarianza

o1(t)
0(1‘) = = (Uij(é))nxn.-
on(t)

El proceso tasa de interés {r(t),%#;0 < t < 7}, la tasa de apreciacion o tasa de
retorno {b(L) = (b1(L),...b.(1))T, ;0 < ¢ < 7} y la matriz de dispersién o(L) se suponen
medibles, adaptadas y uniformemente acotadas en (t,w) € [0,7] x Q. Denotando por
a(t) = o(t)o”(t) y asumiendo que, para algin ¢ > 0,

2La(t)z > ¢||z||*; paratodo z € R®, 0 <t <.

Consideremos un inversor cuyo riqueza total al tiempo ( se denota por z(¢). Suponga
que el o ella decide tener N;(t) acciones del i-ésimo activo (i = 1,....n) al tiempo t.
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Entonces, la riqueza del inversor al tiempo 0 <1 < 7, es dada por

z(t) = Zl Ni(t)Pi(t), t > 0. (7.46)

=0

Suponiendo que la negociacion de acciones se hace en forma continua y los costos de
transacciones y consumo no son considerados. Entonces

[ 42(1) = Z Ny(H)dPi(t)

i=0

= {r(L)No(L) Po(t) + Zb (N ()P0}t + Z Ni(L)Fi(t) }: o5 (L)dw;(L)

)2(t) +Z bi(t) — r(t)]wi(t) Yt + ZZui () o5 (t)dw; (t)

i=1 =1

L 2(0) = 20,

(7.47)
donde u;(t) = N;(t)P(t), i = 1,2,...,n, denota cantidad invertida en el i-ésimo activo.
u(t) = (u(L),-..,un(L))T se llama portafolio del inversionista. El portafolio «({) es un

I T
proceso medible #-adaptado, de forma que Z / u;(t)dt < +oo. A tales procesos los
. J0

denotamos por Ly ([0, 7],R™).
Si7Z =R, U= F =R". El sistema anterior puede escribirse de la siguiente forma

dz(t) = {A(t)2(t) + B(t)u(t)}dt + Z o (t)u(t)dw,(t),

N(O) =zg € LQ(gz.o,R)

(7.48)

donde A = r(t), B(t) = (bi(t) — r(t),....bu(t) — r(t))-
Verifiquemos ahora que existe v > 0 tal que E(II™z,z) > ~E(||z]|?) para 2z €

Ls(Z,,. R). En efecto, ya que %,, = F y la propiedad H* del Capitulo 1, E(E((z|%,,)) =
E(z), tenemos
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Bz, ) = B({ 3 8 KB~ 1~ DO 0 DG, ) |

k=1

= 3 B0, KBk — 1)B*(k — 18" (o, DE((B (15, 2)

k=1

= i B(no, k) B(k — 1) B*(k — 1)®*(no. k) (E (2| F), E(2))

k=1

= Zﬂ ®(ng, k)B(k — 1) B*(k — 1)@ (ng. k){E(2|Fr), E(E(2| %))

k=1

= 3 B, KBk — 1)B*(k — 18 (mo. DE(H(E), B o))
k=1

> &(ng,no) B(no — 1) B*(no — 1)®* (no, k), E((E(2]Fn, ), E(2|Fn,)))
= B(no — 1)B"(no — DE(||E(|Fn, )|I*) = | B(no = DIE(l|]1*)-

Ahora se tiene que E((TIT"(2), z)) > yE(]|2]|?) si, y solo si (H R(n0~1)[[2—'y)E(HzH2) >
0, es decir, 0 < v < ||B(ny — 1)||*.
De aqui que podemos concluir que el sistema (7.48) es exactamente controlable si

0 < v < ||B(np — 1)}}2. Por lo tanto, si al sistema (7.48) le afiadimos un término no lineal
f en las condiciones del Teorema 7.17, entonces seguira siendo exactamente controlable.



Conclusiones

Los sistemas estocasticos estudiados en los Capitulos 5, 6 y 7, debido a la presen-
cia de perturbaciones aleatorias reflejadas por medio de un proceso aleatorio Browniano
{w(t)}+>0, nos hace pensar que la controlabilidad exacta es imposible alcanzarse en tales
sistemas estocasticos. Sin embargo trabajos como el de Nazim Mahmudov [39], muestran
que es posible alcanzar la controlabilidad exacta de dichos sistemas estocasticos.

En el articulo de Bashirov [1] se afirma que el estudio de la controlabilidad en ge-
neral debe separarse en la controlabilidad del sistema deterministico y la controlabilidad
del sistema estocastico, esto es conocido como principio de separacién. Este principio de
separacion nos permite relacionar la controlabilidad exacta en sistemas estocasticos y de-
terministico y mediante los resultado obtenidos en sistemas deterministico, nos permite
concluir que el estudio de la controlabilidad en general de sistemas estocasticos y de-
terministico son equivalentes. De esta forma en este trabajo, por medio del principio de
separacion, nosotros usamos los resultados importantes alcanzados por el profesor Hugo
Leiva y Jahnett Uzcategui en los articulos [29], [30] y [31] para sistemas deterministico
y obtener resultados semejantes satisfactorios para sistemas estocasticos.

Para el futuro cercano quedaron el estudio de otros trabajos, entre los que destacan

1) Approximate Controllability of Linear Cascade Systems in H = Ly(Q) de H. Leiva.

2) Approximate Controllability of Semilinear Cascade Systems in H = Ly(2) de H.
Leiva.

3) Controllability of Semilinear reaction Diffusion equation de H. Leiva, N. Merentes
y J. Sanchez.

4) A Sufficient Condition for the Controllability of semilinear Non-Autonomous Sys-
tems de H. Leiva.

5) Controllability of Semilinear Benjamin- Bona- mahony Equation de Leiva-Merentes-
Sanchez.

6) Un Espectro de Compresion no Lineal con Aplicaciones a la Controlabilidad Apro-
ximada de Sistemas Semilineales Gobernados por Ecuaciones de Evolucién. J. Ap-
pell, H. Leiva, N. Merentes, A. Vignoli.
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7) Interior Controllability of a System of Parabolic Equation With Non-Diagonal
Diffusion Matrix. H. Leiva.

8) Observability of Linear Difference Equations in Hilbert Space and Applications.
H. Leiva y Jahnett Uzcategui.

9) Approximate Controllability of Semilinear Difference Equations and Applications.
H. Leiva y Jahnett Uzcategui.

10) Exact Controllability for Semilinear Difference Equation and Applications. H. Lei-

va y Jahnett Uzcategui.



Apéndice A.
Resultados Necesarios del Analisis
Funcional y Real

1. Aplicacion Uniformemente Continua

Definicién .24. Una aplicacion f : X — Y entre espacios métricos se dice unifor-
memente continua sobre X, si para todo = > 0 le corresponde d > 0 tal que d(z,z") <0

implica d(f(z), f(2) < <.
2. Principio de Extensiéon por Continuidad

Teorema .25. Sean X e Y espacios métricos, y sea Y completo. Si f : A — Y es
uniformemente continua sobre un subconjunto denso A de X, entonces [ tiene una tinica

extension continua g : X — Y. Esta extension tunica es uniformemente continua sobre
X.

Teorema .26. Sean X, Z espacios de Banach y sea P un operador lineal cerrado sobre
un dominio P C Z y con rango en X. Sea (S, X, 1) un espacio de medida y T una funcion
u—integrable con valores en D. 51 PT es también p—integrable entonces

/ST(s)uds, (-49)
estd en 9 y
P /S T(u(ds) = /S PT(s)u(ds). (.50)

3. Principio de Acotamiento Uniforme

Corolario .27. Sea X, Y espacios de Banach y sea T, o € A, una aplicacion lineal
acotada de X en Y. Entonces las siguientes expresiones son equivalentes:
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i) sup|T,| < 400, (.51)

acA

i) sup|Taz| < +00, z€ X (.52)
a€A

i) sup|Y*T,x| < +oo, z € X y* € Y* (.53)
a€A

4. Teorema de Convergencia Dominada

Teorema .28. Sean 1 < p < 00, (S, %, ) un espacio de medida, y {f.} una sucesion
de funciones en Ly(S,X, i, X) que converge (c.s.) a una funcion f. Suponga que eziste
una funcion g € Ly(S,E, i, X) tal que | [.(s)| < |g(s)| (c.s.). Entonces

J € Ly(S, 8,1 X) y |fa— fly —>0 (54)

5. Tonelli

Teorema .29. Sea (R,¥g.p) = (S.Ns.p) x (T, 57, A) el producto de dos espacios
medida positivo o— finito. Sea f una funcion p—medible. Entonces, para casi todo 1 s € S,
la funcion f(S,-) es A—medible.

Mds ain, la funcion a valor real

] f(,l))\(d{) €s u~medz’ble (‘55)
T

/S {/1, f(s. t))\(dt)} ulds) = /R f@r)p(dr), (.56)

indiferentemente si la integral tiene valor finito 6 infinito.

Corolario .30. Bajo la hipétesis del Teorema .29 una funcion g p—medible a valores
vectoriales para el cual

/ { e t)\A(dt)} u(ds) < +o0 (57)

es p—integrable sobre R y

/};9(’”)@”)“—‘ /S { /T y(sﬁt)k(dt)}u(ds) (.58)
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6. Fubini

Teorema .31. Sea (S, Xg, 1) y (T. %7, A) dos espacios de medida positivos
o—finitos. Sea (R, X, p) = (S, s, 1) X (T, X7, A) y sea f € I1(R, g, p, X). Entonces
para cast todo (1 — s € S, f(s,-) € Ly(T,Sr, A, X). Mds aiin,

/T FONdE) € (S, Ss, i, X)), (59)

Y

L[ rs.onabutas) = [ somtan (50)

7. Teorema de Hille-Philips

Teorema .32. Si f(t) es subaditiva en (0,00) y / cxplf(t)]dt = M, entonces f(t) <
Jo
2log(M/t) para t > 0 mientras para t > Me, f(t) <2 —2t/Me.

8. Operadores Nucleares y Operadores de Hilbert-Schmidt

Definicién .33. (Operadores Nucleares). Sean F y G espacios de Banach y
L(E,G) el espacio de operadores lineales acotados de E en G dotado de la norma del
supremo. Un elemento T € L(E.G) se dice operador nuclear si existen dos sucesiones
{flj}jZI C G, {991‘}1'21 C E” tal que

Z lajlllle;ll < +oo, (.61)

y T tiene la siguiente representacion

00

Ta = Zn,jf,c(:n), re k. (.62)

J=1

El espacio de todos los operadores nucleares L;(F; G), dotado de la norma
o [o %)
1Tl = f 0> llaslillesll = Te =) aje5(2)}, (-63)
J=1 Jj=1

es un espacio de Banach. Si H es un espacio de Hilbert separable y {ex}i>1 es una base
ortonormal completa en I y T € L(I1, IT) entonces la traza de T es

TrT= i(Tﬁj, e;) (.64)

j:l
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ademéas, T' € L(H, H) es nuclear si, y solo si

o0

Z(Tej,ej) < +00. (.65)

=1

Mas aun Tr T = ||T||.

9. Funciones Homeomorfas

Definicién .34. Dados X e Y espacios métricos y [ una aplicacion de X en Y.
Una aplicacion | biunivoca y bicontinua (tanto [ como [~ son continuas) se denomina
homeomorfismo o aplicacion homeomorfe y los espacios X e Y, entre los que se puede
establecer una aplicacion homeomorfa, se denominan espacios homeomorfos.

Teorema .35. Sea Z un espacio de Banach y K : Z — Z una funcion Lipschitz con
constante de Lipschitz k < 1y considere G(z) = z+K(z). Entonces, G es un homeomorfis-
mo cuya inversa es una funcion de Lipschitz function con constante de Lipschitz (1—k)™".

DEMOSTRACION. Dado y € 7. Veamos que existe z € 7 tal que G(z) = y. En efecto:
Ya que G(z) = K(2)+2z =y, entonces z = y— K(z).Sea H : Z — Z con H(z) = y— K(2),
ya que y es fijo H es una contracciéon, pues K es Lipschitz con constante k < 1. Entonces
GG es sobreyectivo.

Veamos que G es inyectivo: sean 21,20 € Z y G(z1) = G(z,), entonces
K(z) + 21 = K(22) + 22, luego

21 = zoll = | K(21) — K(22)]| < kllz1 — 2],

es decir, (1 — k)||z1 — 22]] <0, por lo que z; = 2z5.
(7 tiene una inversa, en efecto:

1G(21) — G(2)]| = |K(21) — K(22) + 21 — 22| 2 |21 — 2]l = | K(21) = K(2)]]
2 |21 — 2l = kllan — 2|l = (1 = k)ll2 — 2],

entonces (G es coercitivo y por lo tanto inyectiva.
Por otro lado si z; = G™Y(y1), 22 = G~ (i), entonces

Iy = woll = 1= BIG (1) - GHw)l,
es decir
NG () = G )l < (1= k) Hly — wall-
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10. Teorema de Hahn-Banach

Las siguientes definiciones y resultados pueden verse en [6] y [26].

Sea F un espacio vectorial sobre R y f una aplicacion lineal sobre F, o un subespacio
vectorial de F con valores en R. Denotemos por E’ el espacio de las aplicaciones lineales
y continuas sobre F, el dual topologico de F, dotado de la norma dual

Ille= sup |f(z)|= sup [(z).
{eExal|<1} {e€E:|ali<1}

Definicién .36. Un hiperplano (afin) es un conjunto de la forma
H={ze b f(z=a)}

donde [ es una aplicacion lineal sobre E y « € R. Se dice que H es el hiperplano de
ecuacidn [f = a].

Definicién .37. Sean A C E y B C E. Se dice que el hiperplano H de ecuacion
[f =) separa A y B en sentido amplio si se verifica
J(z) < «, para todo x € Ay [(x) > « para todo x: € B.

Definiciéon .38. Se dice que H separa A y B en sentido estricto st existe € > 0 tal
que
flx) <a—¢, paratodo z € Ay f(x) > «+ ¢ para todo x € B.

Definicion .39. Sea E un espacio vectorial normado, z,y € FE. Se llama segmento
(cerrado) en E, que une los puntos x ey, al conjunto de los puntos del tipo

aw + By.
donde o, 8 > 0, «+ B = 1.
Teorema .40. (Teorema de Hahn-Banach). Sean A C E y B C E conjuntos

convexos, no vacios y disjuntos. Supongamos que A es cerrado y B es compacto. Entonces
existe un hiperplano cerrado que separa A y B en sentido estricto.

Como consecuencia del teorema de Hahn-Banach se tiene el siguiente corolario.

Corolario .41. Sea F' C E un subespacio vectorial tal que F # E. Entonces existe
feF, f#0 tal que

{(/,2) =0,
para todo x € F.
Corolario .42. §i T es un operador lineal cerrado definido sobre un espacio de Banach

X en un espacio de Banach Y y T tiene una inversa algebraica T, entonces T™! €
L(X,Y) si, y solo si Dom (T~') = Rang T
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Lema .43. Sea U un operador arbitrario, densamente definido y T un operador lineal
acotado definido sobre un espacio de Hilbert Z. Lo siguiente ocurre:

a) (ol))* = all*, ademds

. Dom (U* st # 0,

b) (U+T) =U*+T* con Dom((U +T)*) = Dom(U*);
¢) SiU tiene una inversa U™! € L(Z) tal que UU! = I,; U7'U = Ip,mu), entonces
U* también tiene una inversa acotada y (U*)™' = (U~1)*
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Apéndice B
Desigualdades

11. Desigualdades de Gronwall Discreta y Continua

Lema .44. (Gronwall). Sea a € 1;(0,T), a(t) > 0. Si para algin 8 > 0 la funcion

f € Loo(0,T) satisface
T

1) < B+ / a(s) f(s)ds, (.66)
Jo
entonces
T
10 <exp( | a(s)as). (.67)
0
Corolario .45. Desigualdad de Gronwall Discreta. sea n € W:O, kn>0y
Yn+1 < Yno + Z[k's'l s+ Ps] (.68)
S0
entonces,
n—1
yn S ynon’?;rlm(l + k«s) + Z ]}snﬁ;'§+l(1 + kT)r
S='g
n—1 n—1 n—1 (69)
< Yno exp(z ks) + Z ps exp( Z k;), n>ng
s=ng $=Np T=5+1

Prueba: Para una prueba ver [28].
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