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ELEMENTO FINITO PARA EL ANALISIS DINAMICO DE PORTICOS
Aguilar S., Dickson M.

RESUMEN

En esta investigacion se plantea mejorar el analisis y calculo estructural, por
medio de los elementos finitos. El trabajo consistié en generar un nuevo elemento
a través de funciones de forma trigonométricas (combinaciones de senos y
cosenos) que se combinaron con las funciones conocidas (polinomio de 3% grado)
con esto se realizaron comparaciones graficas y numéricas hasta obtener el mejor
ajuste, luego de obtener las funciones finales se encontraron matrices de rigidez y
masa diferentes a las conocidas en la bibliografia convencional. Con estas nuevas
matrices se llevo a cabo todo el proceso de analisis dinamico y estatico
correspondiente para verificar la veracidad del nuevo elemento finito encontrado. El
punto comparativo fueron los modos de vibracién del sistema analizado por medio
de los cuales se obtenian las frecuencias naturales y/o periodos de la estructura.
En el procedimiento numerico se hizo uso de los programas de analisis
dinamico para Vigas y Pérticos del Profesor Mario Paz, solo cambiando las
subrutinas de las matrices de rigidez y masa, de igual manera en el analisis
estatico se hizo uso de un programa de Andlisis Estatico de Poérticos utilizando
Rigidez Directa.

Se pudo demostrar que con estas nuevas matrices, se obtenia una mejor
convergencia en el comportamiento real de las estructuras y se optimizaba el
tiempo computacional debido a una menor discretizacion de los elementos.

Las matrices de masa y rigidez obtenidas pueden ser utilizadas en cualquier
programa de Analisis Estructural, ya que la inclusién de estas se hace de una
manera facil y directa en cualquier programa de calculo convencional.



INTRODUCCION

Siempre sé a planteado Ia necesidad de obtener modelos que se acerquen
cada vez mas al comportamiento real de las estructuras para asi poder obtener
disefios estructurales mas confiables. Por esto el analisis estructural es cada vez
mas complejo, por la inclusién de un sin nimero de efectos que notoriamente
afectan el comportamiento de la estructura,

El presente trabajo es un intento por mejorar el analisis estructural. El punto
de partida fueron las “funciones de forma” con las cuales se pretendid obtener una
mejor optimizacion en el proceso de calculo estructural.

Este trabajo consisti¢ en obtener nuevas funciones de forma, esto se hizo a
traves de procesos matematicos usando los programas Maple V, y Matlab. Se
plantearon funciones trigonométricas (combinaciones de senos y cosenos) que se
combinaron con las funciones conocidas (polinomio de 3¢ grado), con esto se
realizaron comparaciones gréaficas hasta obtener el mejor ajuste, es de hacer notar
que se realizaron muchas pruebas antes de seleccionar las funciones definitivas,
se hacian pruebas de ensayo y error hasta obtener |a mayor optimizacion, luego
de obtener las funciones finales se procedié a obtener las respectivas matrices de

masa y rigidez, con estas se realizo todo el proceso de analisis dinamico y estatico
presentado en este trabajo.

Fueron muchos los inte’htos para poder obtener las mejores funciones de
forma que proporcionaran resultados satisfactorios, se obtuvo una matriz de
rigidez y masa, diferentes a Ias conocidas en la bibliografia convencional, con las
Cuales se hicieron todos los Célculos necesarios para poder demostrar |a
confiabilidad de estas. E| punto comparativo fueron los modos de vibracién por

medio de los cuales se obtenian las frecuencias naturales y/o periodos de las
estructuras.



Los modos de vibracién segun la nueva Norma Sismorresistente 1756-1998
juegan un papel de suma importancia a la hora de hacer un analisis dinamico, en lo
que se refiere al nimero minimo de modos a incorporar en el anlisis, esto
proviene de estudios desarrollados con diversos sistemas estructurales que
idealizan edificios reales regulares o irregulares. El efecto de los modos superiores
en la maxima respuesta dinamica depende principalmente del tipo de sistema
estructural, del niumero de pisos y de la ubicacion de los periodos naturales del
.edificio en el espectro sismico considerado. Ei error cometido al considerar un
_numero reducido de modos en el anélisis depende también de la variable que se
considere, siendo mayor en las fuerzas que en los desplazamientos. En la mayoria
de los casos, el maximo error se comete en la fuerza cortante del uitimo nivel.

Estos datos son de suma importancia en el andlisis dinamico estructural, por
medio de estos se pudo verificar la convergencia de estas nuevas funciones con
un menor numero de discretizaciones y menor tiempo computacional, esto debido
a la forma de dichas funciones. ya que se plantearon en forma trigonométrica, esto

para acercamos mas a la forma de dichos modos y poder tener una solucién mas
cercana a lareal.

También se pudo constatar que dichas funciones también funcionaban para
analisis estaticos donde se verifico su eficiencia con varios ejemplos.

El trabajo que aqui se presenta consta de 4 capitulos. En el primero de ellos
se hace una revisidn bibliografica de los elementos finitos donde se trata de
recopilar conceptos basicos necesarios para el buen entendimiento de los mismos.
Se plantean métodos y sistemas utilizados para el desempefio de un buen analisis
por medio de los elementos finitos.

En el segundo capitulo se presenta una introduccion a la dinamica
estructural punto de suma importancia en el trabajo presentado. Se describen



conceptos basicos y los analisis en vigas y porticos por medio de sus diferentes
propiedades.

El tercer capitulo se presenta el proceso llevado acabo para la obtencién de
las funciones de forma y luego sus respectivas matrices de rigidez y masa con las
cuales se realizaron los analisis estructurales  dinamico y estatico
correspondientes.

En el cuarto capitulo se presentan las aplicaciones de los programas en los
analisis dinamicos y estaticos con una serie de ejemplos numericos, con los cuales
se demostrara Ia veracidag de las nuevas funciones encontradas, empezaremos
con el andlisis de vigas luego o haremos en porticos.



CAPITULO 1
REVISION BIBLIOGRAFICA

1.1 METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS

El método de los elementos finitos permite analizar diferentes problemas
del medio continuo, esto mediante diferentes analisis que nos permiten obtener
modelos que se acerquen mas al comportamiento real del medio analizado.

Las limitaciones de la mente humana son tales que no se puede captar el
comportamiento del complejo mundo que nos rodea en una sola operacion global.
Por ello, una forma natural de proceder de ingenieros y cientificos, consiste en
separar los sistemas en sus componentes individuales, o “elementos”, cuyo
comportamiento pueda conocerse con mayor precision y proceder a estudiarlo a
partir de dichos componentes.

En muchos casos se obtiene un modelo adecuado utilizando un numero
finito de componentes bien definidos. A tales problemas los denominaremos
discretos. En otros, la subdivision prosigue indefinidamente y el problema solo
puede definirse haciendo uso de la ficcion matematica del infinitésimo. Ello
conduce a ecuaciones diferenciales o expresiones equivalentes con un numero
infinito de elementos implicados. A tales sistemas los llamaremos continuos.

El uso de computadoras digitales permite resolver generalmente sin
dificultad los problemas discretos, aun cuando el ndmero de elementos sea muy
elevado. En el caso de los problemas continuos existe la dificultad en que la
capacidad de las computadoras es finita y estos solo pueden resolverse de forma
exacta mediante manipulaciones matematicas, en este caso las técnicas
matematicas disponibles suelen limitar las posibilidades a casos extremadamente
simplificados. Para vencer la dificultad que presentan los problemas continuos



reales, ingenieros y matematicos han ido proponiendo a través de los anos
diversos métodos de discretizacion. La aplicacion de estos métodos hace
necesario efectuar alguna aproximacién de tal manera que la misma se acerque
tanto como se quiera, a la solucion continua verdadera a medida que crezca el
numero de variables discretas.

La discretizacion de problemas continuos ha sido abordada de manera
diferente por matematicos e ingenieros, los matematicos han desarrolladq técnicas
generales aplicables directamente a las ecuaciones diferenciales que rigen el
problema, los ingenieros, por otra parte, suelen enfrentarse al problema mas

intuitivamente creando una analogia entre elementos discretos y porciones finitas
de un dominio continuo.

El ingeniero civil que trabaja con estructuras, calcula primero las relaciones
entre fuerzas y desplazamientos para cada miembro de la estructura y después
procede al ensamblaje del conjunto siguiendo un procedimiento bien definido que
consiste en establecer el equilibrio local de cada “nudo” o punto de union de la

estructura. A partir de tales ecuaciones se pueden obtener los desplazamientos
desconocidos. A

La existencia de una manera unica para abordar los problemas discretos
tipo nos lleva a Ia primera definicién del método de Ios elementos finitos como
procedimiento de aproximacién de problemas continuos, de tal forma que:

a) el continuo se divide en un numero finito de partes (elementos), cuyo
comportamiento se especifica mediante un numero finito de parametros, y

b) la solucion del sistema completo como ensamblaje de los elementos sigue
precisamente las mismas reglas que aplican a los problemas discretos tipo.



1.2 SISTEMAS ESTRUCTURALES

1.2.1 SISTEMAS DISCRETOS

En el sistema discreto general, ya sea estructural o de cualquier otra clase,
encontramos que:

1. Se define un conjunto de parametros discretos, tales como a;, de manera que
describan el comportamiento de cada elemento, e, y también el
comportamiento del sistema conjunto. Les llamaremos parametros del sistema.

2. Se expresa para cada elemento un conjunto de cantidades g° en funcion de los

parametros del sistema a; La relacion general puede ser no lineal

q° = q° (a) (1.1)

pero en muchos casos seré lineal donde (K] es la matriz de rigidez del sistema, y
(f) representa las fuerzas nodales.

3.Las ecuaciones del sistema se obtienen mediante simple adicion

=3 g (1.3)

e=]

donde r; son cantidades del sistema ( @ menudo se les asigna el valor cero).
Si el problema es lineal, el resultado sera un sistema de ecuaciones.

[Kla+f=r (1.4)

tal que



Ki= Y K fi= i fi° (1.5)

a partir de las cuales puede determinarse las variables del sistema.
En general no tiene por qué haber linealidad ni ser las matrices simétricas, aunque
en muchos problemas encontraremos ambas cosas.

1.2.2 SISTEMAS CONTINUOS

El mecanismo de aproximar el comportamiento de un sistema continuo
mediante “elementos finitos” que se comportan de una forma similar a los
elementos reales discrefos, se puede introducir mediante aplicaciones fisicas
especificas 0 como un concepto matematico general.

Es un poco complicado establecer una metodologia en los sistemas
continuos, se planteara una aproximacion de la manera siguiente:

1. El continuo se divide, mediante lineas o superficies imaginarias, en un numero
de “elementos finitos”.

2. Se supone que los elementos estan conectados entre si mediante un namero
discreto de puntos, que llamaremos nodos, situados en sus contornos. En el
analisis simple de estructuras los desplazamientos de estos nodos seran las
incégnitas fundamentales del problema.

3. Se toma un conjunto de funciones que definan de manera Gnica el campo de
desplazamiento dentro de cada “elemento finito” en funcién de los
desplazamientos nodales de dicho elemento.

4. Estas funciones de forma definiran de manera Unica el estado de deformacion
dentro del elemento en funcion de los desplazamientos nodales. Estas
deformaciones, junto con las iniciales y las propiedades del material, definiran
el estado de tensiones en todo el elemento v, por consiguiente, también en sus
contornos.



5. Se determinara un sistema de fuerzas concentradas en los nodos, tal que
equilibre las tensiones en el contorno y cualquier carga repartida, resultando
asi una relacion entre fuerzas y desplazamientos.

6. Se plantean las ecuaciones necesarias y se obtienen las incédgnitas, en este
caso los desplazamientos|[2].

Es evidente que se han introducido una serie de aproximaciones, y no
siempre es fécil asegurar que las funciones de forma escogidas satisfagan las
condiciones de continuidad de los desplazamientos entre los elementos
adyacentes.

Sera mision del ingeniero escoger la forma de los elementos y de las
funciones de forma para cada caso en particular, debiendo usar su ingenio y
habilidad, dependiendo el grado de aproximacion que se alcance del uso que haga
de esas dos facultades.

~



1.3 TIPOS DE ELEMENTOS

Los elementos mostrados en Fig. 1.1 son categorias basicas indicadas por

las letras (a) a (f). Los circulos llenos pequefios indican los nodos. Las categorias
de los elementos es la siguiente:

X

oo

(a)

(d}

//‘\ Y (e)

- f
. ()

Figura. 1.1 Tipos de Elementos Finitos.[3]

(a) elementos de barra y viga que pueden ser no prismaticos.
(b) elementos de membrana usados en la solucidon de problemas de placas en
los que sélo se aplican cargas en el plano del elemento:

(c) elementos axisimétricos: éstos son elementos solidos de tipo anilio que forman
parte de una estructura axisimétrica (simetria axial).

(d) elementos tridimensionales para el andlisis de sélidos generales:



(e) elementos de placas a flexidn sometidos a cargas que actuan en una direccion
normal al plano del elemento:

(f) elementos para el analisis de cascaras curvas: estos elementos pueden ser
Curvos o una aproximacion fisica puede ser introducida idealizando una cascara

Curva con elementos de superficie que combinan las caracteristicas de planos
delgados y elementos de placas a flexion.

Se ve que en cada clasificacion de los elementos existen diferentes formas
y los elementos tienen diferentes numeros de nodos. Ademas, de los nodos el
numero de desplazamientos que generalmente se usan como las variables
primarias del problema difieren de elemento a elemento, estos pueden ser
triangulares, rectangulares, o cuadrilateros de acuerdo al medio a ser estudiado. E|
numero de tipos del elemento que se han desarrollado durante los afios es muy
amplio y aquellos mostrados en F ig 1.1 sélo deben verse comg elementos tipicos.

Unos ejemplos simples se muestran en Fig. 1.2. donde se representan
estructuras simples con diferentes elementos finitos.

Diferentes tipos de elementos pueden usarse entre si, con tal de que ellos

tengan nodos coincidentes en su limite comun con variables de desplazamiento
nodales idénticas.



trangular plane stress elements

FAPRY

X

{a)

RN

rectangular plate

e T bending elements
e
AR A ";_./‘ (b}

_1soparametric
solid etements

Figura. 1.2. Representacion de estructuras simples con elementos finitos: (a) placa
con orificio; (b) Placa estructural reforzada; (c) estructura solida.[3]

1.4 METODOS DE APROXIMACION
1.4.1 EIMETODO DE RAYLEIGH RITZ

Las estructuras con miembros discretos, tales como cerchas, tienen un
numero finito de grados de libertad. Pero otras tales como sélidos y cascaras entre
Otras, tienen infinitos grados de libertad. Su comportamiento es descrito por
ecuaciones diferenciales simultaneas. Solo en estructuras simples, hay la
oportunidad de resolver tales ecuaciones diferenciales. Esto se evita usando el
metodo de Rayleigh Ritz que usa la interpolacion para expresar el desplazamiento
de cada punto en términos de un numero finito de grados de libertad. Estos grados



de libertad son encontrados resolviendo ecuaciones algebraicas simultaneas. Las
soluciones del método de Rayleigh Ritz son raramente exactas, pero convergen
mucho mas réapido con el uso de mas grados de libertad.

El método se ha usado extensivamente en mecanica del medio continuo,
este proporciona lo basico para las formulaciones de desplazamiento de [os
elementos finitos. En el procedimiento de Rayleigh Ritz los campos del
desplazamiento Supuestos son  polinomios o de naturaleza trigonométrica pero
otros tipos de campo son posibles. La exactitud del método depende en gran parte
del campo del desplazamiento Supuesto, que describa la forma real de la
deformada en Ia estructura.

El método del Rayleigh-Ritz es una técnica general, aqui discutimos solo sy
aplicacion con campos del desplazamiento y las expresiones de energia potencial.

Principio de la Minima Energia Potencial (PMEP):

“De todas las configuraciones cinematicamente admisibles que un cuerpo eldstico

puede adoptar, aquellia que satisface el equilibrio hace que la energia potencial sea
minima’.

Se muestra una barra de seccion transversal A, longitud L, y modulo de
elasficidad E, sometida a Ia accién de su peso propio:

_}. LLLLLLL L
1 xu
L i
: ® por unidad
de longitud
—~- L

Figura 1.3



Conocemos que la energia potencial IT sera igual a la suma de la energia de
deformacién U y Ia energia potencial de las cargas.

M=U+V (1.6)
M= {%@JL'(%)H—HM(M)J (1.7)

Habiendo visto el Principio de la Minima Energia Potencial y el Método de
Rayleigh Ritz, estamos ahora en capacidad de desarrollar ecuaciones para
elementos individuales Yy para ensamblajes de elementos.

A continuacién se desarrollaran las ecuaciones de elementos finitos de barras.
Aunqus el PMEP es realmente aplicado a toda la estructura, o sea al
ensamblaje de elementos o regiones, vamos a desarrollar estas ecuaciones sin

considerar la ubicacién del elemento en la estructura. Esto es posible ya que la

integral en Ia expresion de la energia potencial puede ser considerada como la
Suma de integrales sobre cada seccion.

1.4.2 ECUACIONES DE ELEMENTO FINITO USANDO GALERKIN (POLINOMIO
CUBICO):

El campo de desplazamientos asumido es un polinomio cubico:
- 2 3
VEap+aix+ax®+ azx (1.8)

en forma matricial escribimos;



=[x w8 = [CKa) (1.9)

a,

\a3

Relacionando Ios desplazamientos generalizados {u} a los desplazamientos

nodales tenemos:

Vj,VJ
v] [1 0 0 07 ¢
6 101 0 0 |aq . _ N
v [Tl 2 ay 0 {a}—[A}{a}
6) [0 1 20 32 ||q, 0, M; 8, M,
1 0 0 0 v,
by =] 0 ! 0 0 llg
@l=ll"e) s3I~ 3 Sy )y, (1.10)
20 WP vt
de donde:
1 0 0 0 v,
0 1 0 0 |6 ’
= x x* ¥ ’ 1.11
U SCICAES Y R VLV I (1.11)
20010 21 e |le,
vl
3x? 2% 2x? X 3x2 2y} x2 X6, .
"‘[“72“*1‘3 TR T 'T*FJ o[
%

Donde [N] son Ias funciones de forma del sistema en este caso la viga analizada,
estas deben cumplir con Jas condiciones de cada grado libertad, vi, vj, 6i,.



La ecuacién diferencial Queda entonces modificada:

d? d?
Basy b ) S - = 1.12
; (ﬁ] 3 [N]{a}} qg(x)=0 ( )

Calculando los residuos ponderados de Galerkin y considerando

El constante en e|
tramo:

R = jN,[E/-aﬁbg[N]{a}— q(x)]dx =0 i=1,2,3,4 (1.13)
o lo que es lo mismo:
| ([N]’ EI%:[N]{a}—[N]T q(x)}b =0 (1.14)

Integrando Por partes el primer termino tenemos:

u=[N]" dv=E] gx; [N}{a}dx Uudv =uy -~ fva’u)

L N A

[4

Integrando de nuevo por partes tenemos:

J WP er £l <[y L -[;j;{vr F/;LJ J 4tV 1 e

0

2
Si llamamos [B]= %7 [N] nos queda



! I 5 2 !
J.[B]TEI[B]{{J}&—J.[N]Tq('x)dxnt[/v']r /t'lzx; - (// [/\’]7 I 4 ={}
0 0

0o = dx

( _l[ [B]TE][B]dx]{a}= JI' NT g(x)ax - [N) EJZ--Y ~-[N] 14 v’

° X dx

Como v=[V}a} entonces:

v d 6x 6x? 4x 3x? 6x 6y 2x  3x?

g';‘;(’v]{"}—[‘ FETE ‘“7 R “,‘2‘]{”}
d2 6x 12x 4 6x 6 12x 2 6x
—=—N el I =l

0-¥’ 0-0
(I[B]TE] B]dxj j[N}’q(x)dx~ _O,jf) + O'O(:g”
0-0 | | M, -0 |

Asumiendo q(x) = constante = q tenemos:

12/ 6/1* —12/8 ¢/p gl/2 (V,
gl o0 4 —eir gy _ ) qltinz M
=12/ -6/ 12718 _gyp ql/2 V

6/ 2/l —eir 4y -ql*/12] M,

(1.15)

(1.16)

(1.17)

(1.18)

(1.19)

(1.20)

(1.21)



1.5 FUNCIONES DE FORMA

Las funciones de forma juegan un papel decisivo en el analisis por
elementos finitos, dependiendo de la adecuada seleccion de estas se podra
obtener un proceso de convergencia rapido y eficaz.

Existe una amplia gama de funciones de forma dependiendo de la forma y
complejidad del problema a ser estudiado, podemos nombrar entre estas funciones
lineales, triangulares, tetraédricas, etc: en dos y tres dimensiones.

Una vez determinado el elemento y las funciones de forma
correspondientes, las operaciones subsiguientes siguen una pauta general ya
establecida, por lo que podrian encomendarse a un experto en algebra no
familiarizado con los aspectos fisicos del problema. En realidad es posible
programar un computador para que procese una gran variedad de problemas
especificando solamente las funciones de forma. La eleccion de éstas es, sin
embargo, un punto en que se ha de aplicar el ingenio y en el que el factor humano
es primordial.

1.5.1 CONCEPTOS DE ELEMENTOS ESTANDAR Y JERARQUICO.

La esencia del método de los elementos finitos, consiste en aproximar la
incognita (despiazamientos).

La funcién de desplazamientos: Un elementos finito tipico, e, se define por
sus nodos i, j,m etc., y por su contorno formado por lineas rectas. Aproximando los

desplazamientos u de cualquier punto del elemento mediante un vector columna,

C»

uxa=YNa' =[N, N }U! = nat (1.22)
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donde las Componentes de N son en general funciones de posicion dadas y a° es
un vector formado por los desplazamientos nodales del elemento considerado.

Para una variable escalar y esto se puede escribir como.

Usl=YNa =Ng (1.23)

i=]

donde a; son los parametros incognitas que deben determinarse.

Hemos escogido explicitamente identificar tales variables con los valores de
funcion incégnita en los nodos del elemento, haciendo
Ui = a (1.24)

Nos referimos a Ias funciones de forma asi definidas como ‘estandar”, ya
Que son la base de |3 mayoria de Ios pProgramas de elementos finitos, es claro que
un valor constante de a@i especificado para todos los nodos debe resultar en un
valor constante de 0

"

U = u; = constante (1.25)

De la ecuacién (1.23) se sigue que:

SN, (1.26)

en todos los puntos del dominio.

Las funciones de forma “estandar’ tienen una seria desventaja: cuando se
hace un refinamiento de los elementos se tienen que generar funciones de forma

esta dificultad considerando la expresion (1.23) como una serie en la que |a
funcién de forma Ni no depende de| numero de nodos de la malla n. Esto se
consigue con las funciones de forma Jerarquicas que estudiaremos a continuacion
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e
,l.

(barra elastica) de I1a Figura 1.4. Se tomaron por simplicidad propiedades elasticas
Constantes (D=E) y las fuerzas masicas b varian de tal forma que se obtiene Ig

solucién exacta mostrada en |g Figura 1.4 (con desplazamiento nulo en ambos
extremos).
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Figura 1.4 Un problema unidimensional de deformacion de ung barra elastica
uniforme mediante fuerzas masicas prescritas.[2]

Se debe notar que con la forma jerarquica es conveniente considerar I

malla fina como una mejora de la malla original, afadiendo funciones adicionales
de refinamiento.



mediante desarrolio en series trigonométricas de Fourier son, de hecho, casos
particulares de este procedimiento.

1.5.2 OBTENCION DE LAS FUNCIONES DE FORMA PARA UN ELEMENTO
RECTANGULAR.

Haciendo el siguiente planteamiento:

~

‘ T
T(y) = [N1 (xy) Nz (x,y) N3 (x,y) N, (x,)] T2 (1.27)
7,
yT 4 3
1 2
—» x

Figura 1.5 Elemento Rectangular

A lo largo de la linea 1-2 las funciones de forma deben ser funcién de x solamente.

7
Ta2a=[Ni(x) N2 (x)] {T] } =Tz (x1y1)
2
Ni(x)= *=%2 Nox) = ¥ %)
X) —xZw xz _ X',

A lo largo de la linea 4-3 Y= Y3 —Vyq4

T,
Tas) = [Na(x) Ns(x)] { T4} = Taa)( X1ys)

3

D
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Xy=X, X, - X,

gfn:[a‘direccién y:

“IN Ty (,0)] _ N,<x)7‘,+Nz<x)7;}
T(x,y)=[Ns(y) N4(Y)]{T(,,3)(x,y3} [N1(y)  Na(y)] { N, + Nyt

7,
7,
TN =N NIY) N Noy)  Na() Na(y)  Nax) Nay)] ,
3
T,
Funciones de Forma Para un elemento rectangular
Ni(xy) = Nix) Ny(y) = 252 2= (1.28)
Xp =X, Y~y
Na(xy) = Na(x) Nofy) = Z=%0 2205 (1.29)
Xy =Xy Yy =),
Na(xy) = Na(x) Na(y) = ¥ =% V=), (1.30)
Xy =X, Yy — ),
Na(xy) = Na(x) Nafy) = *=%2 V0 (1.31)

Xa = X3 Yy — ),
Verificacion:

(X,Y) = (x1,y1) = Ny= 1. N2=N3=N4=0  xy=xy, Y1=Y2
(xY) = (x2,y2) ¥ N= 1, N;=N3=N,=0 X2=X3
(%y) = (x3,y3) P Na= 1, Ny=N,=N,=0 X3=X2
(XY) = (X4,ys) P Ng= 1, N1=N2=N3=0 x;=x,



Es importante mencionar que las funciones de forma juegan un papel
Sumamente importante en la realizacion de esta tesis, siendo punto de partida con
el cual se desarrollo toda |a investigacion, encontrando funciones de forma
adecuadas para una mejor optimizacién del proceso matematico y asi obtener una
mejor y mas rapida convergencia hacia la solucién real de los diferentes problemas
planteados.



CAPITULO 2
DINAMICA ESTRUCTURAL

2.1 INTRODUCCION A LA DINAMICA ESTRUCTURAL [1]

Que tienen en comun una autopista por donde transitan miles de vehiculos,
una plataforma de aviacion, un aeroplano volando a 600 Km/h, una gran represa?
La respuesta es que todos estan sometidos a cargas dinamicas. Por esto se hace
énfasis en Ia seguridad y desempefio de todas las estructuras, realizando analisis
extensos que nos permitan determinar Ia réspuesta dinamica de estas cargas.

Las cargas dindmicas varian con el tiempo de acuerdo g Su magnitud,
direccién o punto de aplicacién, resultando variaciones con el tiempo en las
deformaciones y esfuerzos que constituyen la respuesta dinamica.

Los problemas de dinamica estructural difieren de los problemas estaticos
en dos importante aspectos. El primero es Ia variacién con el tiempo y la
nNaturaleza de |a excitacion, Otra gran importancia es el rol que juega Ia aceleracion
en los problemas dindmicos. La Figura 2.1(a) muestra una viga en cantiliver
sometida a carga estatica. La deflexién y los esfuerzos internos dependen
directamente de |a carga P. Por otro lado, la Figura 2.1(b) muestra ung viga en
cantiliver similar sometida @ una carga que varia con e| tiempo P(t). La aceleracion
de la viga aumenta |a distribucion de Ia fuerza de inercia. Si la fuerza de inercia
contribuye significativamente en la deflexion y los esfuerzos internos de |a
estructura, entonces se requiere un analisis dinamico.

~ i

Distributed \,» \J
-

nertig torce <

- (i
:

Figura 2.1 Viga en cantiliver sometida (a) carga estatica. (b) carga dinamica.
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2.2 SISTEMAS CON UN GRADO DE LIBERTAD, SIN AMORTIGUACION

En dindmica estructural, el numero de coordenadas independientes
necesario para especificar Ia configuracién o posicion de un sistema en cualquier
instante de tiempo se conoce como el nimero de grados de libertad. Toda
estructura continua tiene un numero infinito de grados de libertad. Sin embargo, el
proceso de seleccién o idealizaciéon de un modelo matematico apropiado permite
reducir los grados de libertad a un nudmero discreto y en algunos casos a uno solo.
La Figura 2.2 muestra algunos casos de estructuras que pueden ser representados
como sistemas con un grado de libertad para el analisis dinadmico.

S —
S )

ot T T

i

b} e}

AR

Figura 2.2 Ejemplos de estructuras modeladas con un solo grado de libertad.

Estos sistemas con un grado de libertad pueden ser representados
convenientemente por el modelo matematico Que aparece en la Figura 2.3,
compuestb por los siguientes elementos: (a) un elemento masa m, que
representa la masa o propiedad de inercia de |a estructura, (b) un elemento
resorte, k, que representa las fuerzas internas del sistema y la capacidad de Ig
estructura de aimacenar energia potencial, (c) un elemento amortiguacion, ¢, que
répresenta las caracteristicas friccionales y las perdidas de energia de Ia estructura

N
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y (d) la fuerza de excitacion F(t) en funcion del tiempo, que a su vVez representa las
fuerzas exteriores que actuan sobre el sistema estructural,

G

F{)

5

RN
o
3

T

N

real. No obstante, desde el punto de vista practico, la informacién que se adquiere
en el andlisis del modelo matematico puede bastar para una adecuada
comprension del Comportamiento  dindmico del sistema fisico, incluyendo las
especificaciones de disefio y seguridad.

2.3 FRECUENCIA Y PERIODO

Examinando Ia ecuacisn (2.1) vemos que el movimiento descrito en esta
ecuacion es arménico Y por lo tanto periddico; esto es, puede ser expresado por
una funcién seno o coseno de la misma frecuencia . E periodo puede ser

facilmente calculado ya que las funciones seno y coseno tienen un periodo de 2.

Y =y, coswr + E;’ sen wrt (2.1)

El periodo T del movimiento est4 determinado por:
oT =2x
T=2n/0 (2.2)



Habitualmente e| periodo se expresa en segundos por ciclo o simplemente
en segundos, entendiéndose tacticamente que se trata de segundos por ciclo. E

valor reciproco del periodo es lg frecuencia natural, f. De la ecuacion (2.2)
obtenemos:

cual la masa uniformemente repartida se asigna a masas puntuales y (2) el método
de masa consistente, en el cual Ia asignacion de masas puntuales incluye efectos

rotacionales. Este segundo método corresponde a las deformaciones estaticas de
la viga.



2.4.1 PROPIEDADES ESTATICAS EN VIGAS

Observando Ia Figura 2.4 donde se muestra un segmento uniforme de viga
de longitud L, momento de inercia de la seccion transversal |, y el modulo de
elasticidad del material E, plantearemos |as relaciones entre |as fuerzas o
momentos estaticos designados por P1,P2P3Ps y los correspondientes
desplazamientos lineales o angulares 84, §;, 83, 84 en los extremos del segmento
de viga como se muestra en la figura 2.4. La relacién asj obtenida es la matriz de
rigidez del segmento de viga.

y
5P, ¢ 54Pa
2 El 4 X
S ————
]
31.P4 03, P3

Figura 2.4 Segmento de viga, fuerzas y desplazamientos en coordenadas
nodales.

La ecuacién diferencial para pequenos desplazamientos transversales de
una viga, conocida en los estudios elementales de resistencia de materiales, esta
dada por;

2

d
El a% = M(x) (2.4)

donde M(x) es ol momento de flexion en una seccion de la viga e (y) es el
desplazamiento transversal

La ecuacion diferencial, ecuacién (2.4), para un segmento de viga uniforme, es
equivalente a: -



4

d
El dxf’ = p(x) (2.5)

dado que
M)y
dx
y
dgx) = p(x)

en donde p(x) es la cara de la viga por unidad de longitud y V(x) es el esfuerzo de
corte.

Formularemos la definicion general de coeficiente de rigidez, que se designa
ki; esto es, k; es la fuerza en la coordenada nodal i debido a un desplazamiento
unitario de la coordenada nodal j mientras que las otras coordenadas nodales
mantienen un desplazamiento igual a cero.

La Figura 2.5 muestra las curvas de desplazamiento correspondientes a
desplazamientos unitarios de cada una de las cuatro coordenadas nodales, de
igual manera se muestra Ia designacion de los coeficientes de rigidez Kij
correspondientes a estos desplazamientos unitarios. Para determinar las

expresiones de los coeficientes ki, se empezara por encontrar las ecuaciones de
estas curvas de desplazamiento.

[
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‘f\ v, ) ke ka3 Vi)
6‘ =1 N\ . N 163{ '_....x
" Ky, kyy k33
(a) (c)
8, =1

(b) {d)

Figura 2.5 Curvas de desplazamientos estaticos debido a un desplazamiento
unitario en una de las coordenadas nodales.

Considerando el segmento de viga de la figura 2.4 libre de cargas (p(x)=0),
excepto las fuerzas Py, P, P3 P4 en las coordenadas nodales. En este caso ia
ecuacion (2.5) se reduce a:

dx
La integracion sucesiva de la ecuacién (2.8), nos da:

d'y

1 (2.7)

2
d..’.}.) pved F‘x+(‘2

dx'z
%:%Clx2+czx+(]3 (2.8)

y:éC‘x3+%C2x2+C3x+C4 (2.9)
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donde C;,C2,C3Cs son constantes de integracion, calculadas segun las
condiciones de contorno. Por ejemplo para determinar la funcion w1(x) de la curva

mostrada en la figura 2.5(a), hacemos uso de las condiciones siguientes:

para x=0, y(0)=1 y %E—g)- =0; (2.10)
para x=L. y(L)=1 y -‘%%) vy (2.11)

La introduccién de estas condiciones en la ecuaciones (2.8) y (2.9) nos da
un sistema de cuatro ecuaciones algebraicas para determinar las constantes
C1,C2,C5.C4, que aplicadas en |a ecuacién (2.9), da la funcion:

wi(x) = 1 3(;‘} + z(;) (2.122)

en la cual yi(x) es utilizada en lugar de y(x) para corresponder a la condiciéon de
desplazamiento unitario, §, = 1, impuesta a la coordenada nodal numero uno,
mientras que las otras coordenadas nodales permanecen sin desplazamientos, §;
= 52 =53 =54 =0.

Procediendo en forma analoga, obtenemos para los otros casos mostrados
en la figura 2.5 las siguientes funciones de desplazamiento:

ya(X) = X(l —) , (2.12b)

_ofxY _(xY
wa(x) 3(]) Z(LJ, (2.12¢)

wa(x) = 2 (i‘» - 1} (2.12d)
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Puesto que y1(x) es la flecha correspondiente a un desplazamiento unitario,
81, las flecha resultante de un desplazamiento arbitrario, &, es wi(x) 6.
Analogamente, las flechas que resultan de los desplazamientos nodales, &, 83, 84
Son respectivamente, yx(x) §,, wa(X) 83, wa(X) 84. Por lo tanto. La flecha y(x) en Ia

coordenada x debida a desplazamientos arbitrarios en las coordenadas nodales
del segmento de viga, estara dada por superposicion como:

YX)= wi(x) 81+ ya(x) Satwa(x) Ss+ya(x) & (2.13)

Las ecuaciones de desplazamiento dadas por las ecuaciones (2.12a a
212d) y que corresponden a desplazamientos unitarios en las coordenadas
nodales del segmento de viga, pueden ser usadas para determinar las expresiones
de los coeficientes de rigidez. Por ejemplo, consideremos la viga de Ia figura 2 5(b)
que esta en equilibrio con las fuerzas que producen el desplazamiento &, = 1.0.

Para esta viga en equilibrio, suponiendo que ocurre un desplazamiento virtual igual
a la curva de deformacion mostrada en la figura 2.5(a)

- Aplicando entonces el principio de los trabajos virtuales, el cual establece
que, para un sistema eldstico en equilibrio, el trabajo hecho por las fuerzas
externas durante un desplazamiento virtual, es igual al trabajo de las fuerzas
~internas. En la aplicacion de este principio observamos que. en este caso. el

trabajo externo We, es igual al producto de la fuerza ki2 desplazada en §,= 1, esto
es

WE = K1281=kq, (2.14)
Este trabajo externo es igual al trabajo interno W, efectuado por las fuerzas

elasticas, durante el desplazamiento virtual. Considerando el trabajo efectuado por
el momento flector, obtenemos

Xi



W, = jM(x)dH (2.15)

donde M(x) es el momento flector x de Ia viga y d@es el desplazamiento angular
relativo de esta seccion.

En este caso, la deformacion transversal de la viga estd dada por la
ecuacion (2.12b), que esta relacionada con el momento flector por medio de Ia
ecuacion diferencial, ecuacion (2.4). La aplicacion de Ia segunda derivada \u"z(x) de
la ecuacion (2.12b) en Ia ecuacion (2.4) nos da:

Ely 2(x)=M(x)) (2.16)

La deformacion angular do producida durante el desplazamiento virtual ests

relacionada con la deformacion transversal de la viga w1(x) por

49 _dyi(x) _ .
& & T
ae = (//"1()() ax (2.17)

Igualando el trabajo virtual externo We dado por la ecuacion (2.14) con el
trabajo virtual interno W, expresado por Ia ecuacion (2.15) después de tomar M(x)

y dé de las ecuaciones (2.16) y (2.17) respectivamente, obtenemos finaimente, el
coeficiente de rigidez:

L
ki = [Ely, (o), (x)dx (2.18)

En general, cualquier coeficiente de rigidez asociado con la flexion de una
viga, puede, por lo tanto, ser expresado como



L
k= Ely, (xy, (x)dx (2.19)
0

"Se puede observar en la ecuacion (2.19) que K = ki puesto que el
Intercambio de indices requiere solamente el intercambio de los factores wiX) y
v i(x). La equivalencia ki = ki es un caso particular del teorema de Betti que, en
este caso, es mas conocido como teorema reciproco de Maxwel/

Debe sefalarse Qué aun cuando las funciones de desplazamiento
ecuaciones (2.12a a 2.12d), fueron obtenidas para una viga uniforme, en Ia

practica, estas funciones S€ usan también para determinar los coeficientes de
rigidez de vigas no uniformes.

momento de ihercia de la seccién transversal |, podemos calcular cualquier
coeficiente de rigidez con la ecuacion (2.19) y las ecuaciones (2.12). Por ejemplo,
el coeficiente de rigidez ks, se calcula como sigue:

De la ecuacion (2.12a.) obtenemos:

- 6 12x
Vi, = Iz +‘]:3*‘
y de la ecuacion (2.12b)
- 4 6x
eTT ot

La aplicacién en Ia ecuacion (2.18) da

L
R R
AVARYA AN

/

y la integracién



6L]
o=

Puesto que el coeficiente ki ha sido definido como la fuerza en la
coordenada nodal 1, debida al desplazamiento unitario de la coordenada j, las
fuerzas en la coordenada 1 ocasionadas por los desplazamientos 81, 82, 83, 84 en
las cuatro coordenadas nodales del segmento de viga, vienen dadas por k115,
k1282, K133, k1404, respectivamente. Por lo tanto, la fuerza total Py en la coordenada

1 resultante de estos desplazamientos nodales se obtiene por superposicion como:
P1= k1181+ K1202+ k1363+ K1464
Analogamente, las fuerzas en las otras coordenadas nodales se obtienen como:

P2z ka181+ KooSo+ ko383t Kpudy
P3= k3161+ k3280% k3383+ k3404
Py= kq161+ kqa82+ Kq303+ Kyqby (2.20)

Las ecuaciones anteriores son escritas convenientemente, en notacion
matricial como:

[l)l kll k)l kl'i kM 5!
PZ - kll k22 k23 k24 62 (221)
[)3 k?l k?l k33 k’i4 5’%
P4 k41 k42 k43 k44 64
o simbdlicamente como:
{r}=[«¥s} (2.22)

en la que {P} y {8} son, respectivamente, los vectores de fuerza y desplazamiento

de las coordenadas nodales y [k] es la matriz de rigidez del segmento de viga.
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Con la aplicacién de la ecuacién (2.19), en la forma expuesta, para
determinar el coeficiente k12, se pueden calcular todos Ios coeficientes de la matriz
de rigidez. Para un segmento de viga uniforme, el resultado es

P, 12 6L -12 6L (s,
Po|_EI 6L 417 -6l 21 ||s,
P71 =12 61 12 -6l 5,
P, 6L 21 -6l 41’ |5,

(2.23)

2.4.2 PROPIEDADES INERCIALES — MASA CONCENTRADA[1]

El método mas simple para considerar las propiedades inerciales de un
sistema dinamico, es concentrar Ia masa de la estructura en las coordenadas
nodales que definen los desplazamientos de traslacion; de aqui su nombre,
meétodo de masas concentradas. El procedimiento usual es distribuir Ia masa de
cada elemento a los nodos del elemento. Esta distribucion de la masa se
determina por estatica. La figura 2.6 muestra, para un segmento de viga de
longitud L, la distribucion de masa a los nodos para los casos de masa uniforme,
triangular o general a Io largo del segmento de viga. La composicidn de la matriz
de masa de la estructura sera simplemente la suma de las contribuciones de las
masas concentradas en cada coordenada nodal definida como traslacién.

w¥
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Masa distribuida Masa concentrada

SO W

m oy

Al DE:i LA o] )
[ i [
I ! !

_mi
Uniforme Mg = 3
mi
I’IJA = 6
""—“—“4 my = %’—L
L
Tranguiar
IOL (L - xImix)dx
N, =
14 Py L

A mix) 8

* * l j':n iixdex
Genevral

Figura 2.6 Masas concentradas para un segmento de viga con masa distribuida.

En este método, el efecto inercial asociado a cualquier grado de libertad
angular se supone, usualmente igual a cero, aun cuando es posible asociar un
valor finito a estos grados de libertad, calculando el momento de inercia de la masa
en una porcion del segmento de la viga, con respecto a los puntos nodales. Por
ejemplo, para una viga uniforme, este calculo consistiria en la determinacién del

momento de inercia de la masa en la mitad del segmento de viga respecto a cada

nodo, o sea
1(mLY LY
I, =1,=- =]
o 3(2)@

en que m es la masa por unidad de longitud a lo largo de la viga. Para una viga en

voladizo en la cual sélo se consideran los efectos de traslacién, la matriz de masa
del sistema es una matriz diagonal, a saber,
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m,
m .
[M]: 3 (2.24)
m4
m.‘i
mg
en el cual
mL, mL,
mo=—"t4 1
2 2
mL, mL,
m, = —2= 4. ,
2 2
ml.
mg = Ml
) 2

Usando un simbolo especial ( [ | ) para matrices diagonales, podemos
escribir la ecuacion (2.24) como:

M= /mi 0 ms 0 ms 0/ (2.25)

2.4.3 PROPIEDADES INERCIALES - MASA CONSISTENTE

Es posible calcular los coeficientes de masa correspondientes a |as
Coordenadas nodales de un elemento de viga por un procedimiento similar al
utilizado en Ia determinacién de los coeficientes de rigidez. Primero. definimos el
coeficiente de masa Mj como la fuerza en la coordenada nodal / ocasionada por
una aceleracion unitaria en |g coordenada nodal J, mientras que todas Ias otras
coordenadas nodales se mantienen con aceleracion cero.

Consideremos el ségmento de viga que se muestra en la figura 2.7(a), el
cual tiene una masa uniformemente repartida de m(x)por unidad de longitud.

7
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producida por Ia aceleracion 3=1, al efectuar un desplazamiento virtual 8, =1

coordenadas nodales, digamos 0,=1, la aceleracion transversal esta . entonces,

dada por |a $egunda derivada de la ecuacion (2.13) con respecto al tiempo. En
este caso, con 6,=6,=6, = 0, obtenemos

P, () =y, (x)8, (2.26)

La fuerza inercial, por unidad de longitud de |a viga, ocasionada por la
aceleracion, esta dada por:

Ji = m(x)p,(x)
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0 aplicando Ia ecuacion (2.26) por
- J :fﬁ(x)‘//z(x)é'z

Y, puesto que §, =1,

Sy =mx)yy, (x) (2.27)

Ahora, para determinar g| coeficiente de masa M1z le damos g |3 viga en Ia
figura 14-5(b) un desplazamiento virtual correspondiente a una deformacion

W, = £, (X, (x)
O por la ecuacién (2.27),

oW, = M)y, (X, (x),
Y para toda Ig viga

W, = [m(y, (o, (x)dx (2.29)

Igualando los trabajos virtuales externos e internos, dados respectivamente,
por las ecuaciones (2.28) y (2.29) resulta:

my = (M, (O, (e (2.30)

oo
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que es la expresidn para el coeficiente de masa consistente m,, En general, un
coeficiente de masa consistente puede calcularse con:

my = [ M, (w (x)ax. (2.31)

Se debe observar, de |[a ecuacion (2.31), que my=my;, puesto que el

intercambio de indices sélo produce un intercambio de los factores Wi (x) = wix)
bajo la integral.

En la practica, las funciones cubicas, ecuaciones (2.12), son utilizadas para
calcular los coeficientes de masa de Cualquier viga. Para el caso especial de una
viga con masa uniformemente repartida, la aplicacion de la ecuacion (2.31) da Ia
siguiente relacién entre las fuerzas inerciales y |as aceleraciones de |ag
coordenadas nodales:

P 156 221, 54 _i31 S,
P V2284 a3 312 ||
2l mL 2 (2.32)
Blo4200 54 131 156 _go S,
P, —13L =31 -—231 452 J,

Una vez que ha sido calculada |a matriz de masa, ecuacion (2.32), para
cada elemento de |a estructura, la matriz de masa para el sistema se compone
usando el mismo procedimiento (método directo) descrito para la composicién de
la matriz de rigidez del sistema. Lg matriz de masa que resulta tendra, en general,
la misma disposicién de coeficientes distintos de cero que la matriz de rigidez.

requiere un esfuerzo de calculo mucho menor que sise usa el método de masa
consistente. La matriz de masa concentrada del sistema resulta ser una matriz
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diagonal, mientras que la matriz de masa consistente contiene coeficientes fuera
de la diagonal principal distintos de cero. Estos coeficientes se denominan
coeficientes de acoplamiento.

La matriz de masa concentrada, en general, contiene ceros en la diagonal
principal debido a |a suposicién de coeficientes iguales a Cero para las fuerzas

de elementos.

2.5 ANALISIS DINAMICO DE PORTICOS PLANOS

con cargas que actuan en el plano del pértico. El analisis dinamico de estas
estructuras requiere Ia inclusién de los efectos axiales en Ias matrices de rigidez y



de masa. También requiere una transformacion de las coordenadas del elemento
(coordenadas locales) a las coordenadas del sistema (coordenadas globales). Con
la excepcion de |g consideracion de los efectos axiales y de la necesidad de

axiales. Para derivar la matriz de rigidez para un elemento de viga con cargas
axiales, consideremos en la figura 2.8 un segmento de viga en e que actuan las
fuerzas axiales P1y P, que producen los desplazamientos 81y 82 en los nodos de|

la figura 2.8, el desplazamiento 81 producido por la fuerza P, que actua en el nodo
1, mientras el nodo 2 $€ mantiene fijo (5, = 0), viene dado por:

- N

(Sl
AE

(2.33)

De la ecuacién (2.33) y de la definicién del coeficiente de rigidez ki, fuerza
en la coordenada nodal 1 para producir un desplazamiento unitario, (81=1)
obtenemos:

?



k=112 AL (2.34a)

El equilibrio del Ségmento de viga sometido a I3 fuerza ky; requiere de una
fuerza k,; de igual magnitud. en le Otro extremo, o sea,

Ky =~k =- AL (2.34b)
L
Andlogamente, los otros coeficientes de rigidez son:
ky = f’["‘ (2.34c)
y
k= - A]@ (2.34c)
AE
P, 51-‘>L P65
4 L |

I R

Figura 2 8. Elemento de viga con cargas axiales P; y P, y sus correspondientes
desplazamientos nodales o1y Se.

Los coeficientes de rigidez dados por las ecuaciones (2.34) son los
Coeficientes de la matriz de rigidez para un elemento de viga, relacionando las
fuerzas y los despléZa‘mientos axiales de un segmento de viga prismatico, esto es,

P

W AET T -1](8,)
{P} 1:[-1 IHM 1239



Segmento de viga que se muestra en la figura 2.9, se obtiene combinando, en una
sola matriz los coeficientes de la matriz de rigidez para efectos axiales, ecuacion
(2.35), y los coeficientes de la matriz de efectos de flexion, ecuacion (2.23). La
matriz que resulta de esta combinacién, relaciona las fuerzas P, y los
desplazamientos g en las coordenadas indicadas en Ia figura 2.34 dando:

Simétrica
A [ 412/1 3,
P, 0 12 %,
ABl_EI o 6L 47’ J, (2.36)
Bl Ll-arin o o 4pyy S, '
P, 0 -12 -6L o 12 8,
P 0 6L 2] 0 -6L 41*||s,
0 en notacidn concisa:
{P}=[xJs) (2.37)

P3ds Pesd%s
2 AEl o
P16y Paoy
e - L S -
P25, Ps6s

Figura 2.9 Elemento de viga que muestra fuerzas modales axiales y de flexion,
con los desplazamientos correspondientes



2.5.2 MATRIZ DE MASA PARA EFECTOS AXIALES

P 1 é,
P, ! 5,
Bl_mL 0 J (2.39)
P 2 1 5,
P L8,
£, 0(d,

Para calcular los Coeficientes de la matriz de masa consistente es necesario,
primero, determinar las  funciones correspondientes a  una unidad de

figura 2.10 con un desplazamiento unitario & = 1 del nodo 1, mientras que el otro

nodo 2 se mantiene fijlo.8,=0. Siu= u(x). es el desplazamiento de la seccién x, e
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desplazamiento de |g seccion x + dx serd u + gu. Es evidente entonces, que el
elemento dx en la nueva POsicion ha experimentado un cambio de longitud igual a
du'y, por lo tanto, su deformacion por unidad de longitud es du/dx. Puesto que la
ley de Hboke establece que la razén de |a fatiga ¢ = PIA y la deformacion por
unidad de longitud es igual al médulo de elasticidad, podemos escribir:

)
@ P (2.40)
dx AFE
La integracién con respecto a x, da
uzf-x+(7 (2.41)
AE

en donde C es Ia constante de integracian. Introduciendo las condiciones de
contorno para x=0, uy=1 y Para x=L, u=0, obtenemos |a funcion de desplazamientos
u1(x) correspondiente al desplazamiento unitario & =1.

u (x) = 1—{, (2.42)

Andlogamente, | funcién de desplazamiento Uz(X) que corresponde a un
desplazamiento unitario §,=1.

X

=_ 243
u,(x) 7 (2.43)

52=0

Pkt o — Pe=kz1
X _ dx N
f“ B v \
- (5y=7“~ u”"
 — N\
"‘,,i dx+du §

Figura 2.10 Desplazamientos en e nodo 1 (81=1) de un elemento
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consistente para un elemento de viga uniforme con respecto a las coordenadas
nodales que se muestran el la figura 2.9.

Simétrica
P 140 J,
P, 0 156 S,
P . 4] )
loml) 0 221 4 3 (2.44)
Pl 420070 o 0 140 J,
P, O 54 3L 0o 56 J,
P, O -13L -312 o _po 41 || 8,

0 en notacidn condensada

}=Im. Ko}

en el cual [Mc] es la matriz de masa consistente.

muestra un elemento de viga con las fuerzas nodales P1, P2,..., Ps con respecto a
las coordenadas locales xy, z y fuerzas p .5, P, con respecto g sistema de

coordenadas globales X,Y,Z. Nuestro propédsito es transformar |as matrices del
elemento (rigidez, masa, etc.) de coordenadas locales a coordenadas globales.

Esta transformacion €s necesaria para Que todas las matrices ge los elementos se

o



refieran al mismo sistema de coordenadas y, por lo tanto, sean Ccompatibles para
efectuar sy Ccomposicién y obtener las  matrices correspondientes para |a
estructura. Empezaremos expresando las fuerzas (P1.P2,P3)en funcién de las

fuerzas (P, P,,P,). Puesto Que estos dos sistemas de fuerzas son equivalentes, de

la figura 2,11 obtenemos las relaciones siguientes:

B =P cos6 + P seng,
P, =—F sen6 + P, cos@,
P=P (2.45)

Las primeras dos ecuaciones de la ecuacion (2.45) pueden ser escritas en
notacién matricial como:

)
P _| cos6 seng|(P (2.4
P —sené cosd || P,

Analogamente obtenemos las relaciones entre Jag fuerzas en el otro nodo:
P, = Py cos + P, sen @,
£y ==Pysen6+ P, coso,

P =P (2.47)

+3



Figura 2.11 Elemento de viga mostrando las fuerzas nodales en coordenadas
locales (x,y,z) y en coordenadas globales (X,Y,2).

Las ecuaciones (2.45) y (2.47) pueden, convenientemente, ordenarse en
una ecuaciéon matricial de la siguiente forma:

(A] [cosé seno. 0 o 0 off~A
P, —sené cosé 0 0 0 0P
P, 0 0 ] 0 0 0||P
5l i (2.48)
PITI 0 0 0 cosd send o A
P, 0 0 0 -senb cosd 0P,
Bl o 0 0 0 o 12
0 en notacidn condensada:
ry=[rkr} (2.49)

en que {P} y{P} Son, respectivamente, los vectores de las fuerzas nodales del

elemento en coordenadas locales y globales y [T] es la matriz de transformacién
dada por la matriz de dimensiones 6 x 6 indicada en |a ecuacion (2.48)

Repitiendo el mismo procedimiento, obtenemos |a relaciéon entre Ios



desplazamientos nodales (&6, J%) en coordenadas locales y |og

Correspondientes desplazamientos en coordenadas globales (é‘,,(')‘z ,,,,, &, ) a saber:

é, cosé send 0 0 0](4,
o, ~send cosd 0 0 0 0]]6,
>, 4. 0 0 0
Grol 0 0 % (2.50)
S, 0 0 0 cos€® send o J,
S, 0 0 0 -senf cos® o S,
5, 0 0 0 0 0 1[5,
o
{6}=[rks} (2.51)

Ahora, la sustitucién del vector {P} y del vector {6} en la ecuacion de rigidez

con respecto a ejes locales {P}=IK]{5 Jpor los valores dados en las ecuaciones
(2.49) y (2.51), respectivamente, nos da:

)=k T

0 bien

PY=[rT'[xIr}s) (2.52)

en el cual [T77 es |3 matriz inversa de [T]. Como se puede verificar, la matriz de
transformacion [T] es una matriz ortogonal, o sea, [TT'=f 777 Porlo tanto,

-

PY=0T [k Irks) (2.53)

0O, en una notacién mas conveniente

{r}=[x)s) (2.54)

en el cual
[K]=[7T [k ]r] (2.55)

‘:I)
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coordenadas globales,

Repitiendo el procedimiento de transformacio
concentradas, ecuaciéh‘(2‘39)
analogamente:

N para la matriz de masas

, 0 de masa Consistente, ecuacion (2.44), obtenemos

en que

5i



CAPITULO 3
ANALISIS NUMERICO

de las funciones de forma y luego sus respectivas matrices de rigidez y masa con

las cuales se realizaron |os analisis  estructurales dinamico vy estatico
Correspondientes.

le andlisis dinamico $0lo en la matriz de rigidez.

Matematica debido 3 Ig gran dificultad de estos



cuatro coordenadas nodales (Figura 3.1 ).

V; - :
6,- <T1 " L ]T> ej

n NI (Vi=1) N2 @1,
: -\_ ﬁ-\_
+; T j

]

N3 (Vj =1) N4 B

i st i i\?i

Figura. 3.1 Curvas de desplazamientos debido @ un desplazamiento unitario en
Una de las coordenadas nodales.

El procédirr;;ento para la obtencién de las  funciones de forma
correspondientes a este ségmento de viga fue descrito en el Capitulo 1 punto
(1.4.2 ECUACIONES DE ELEMENTO FINITO USANDO GALERKIN), por esto
mostramos las funciones de formas conocidas Y 8us respectivas derivadas:

2 3
NI=1- 30 20 DN1=1; x=L 3N1=0 (3.1)
o3
2
avy= 8%, 6x* x=0 >dN1=0 ; x=L >dN1=0 (3.2)
o



V2=xz T4l x=0 SN2=1 x=L >N2=0 (3.3)
2
N2 = "%*%' x=0 >dN2=1 : x=L 3>dN2=0 (3.4)
3x2 23 - - u

N3="5-25 x=0 ON3=0; x=L >N3=1 (3.5)
2

dN3=—%-—%§— x=0 >dN3=0 : x=L >dN3=0 (3.6)

5 _ P _

Ne=-Z X x=0 S>N4=0 ; x=L.>N4=0 (3.7)
2

N4 = _2Li +3_2; x=0 >dN4=0 ; x=L >dN4=1 (3.8)

De la misma forma se desarrollaran las nuevas funciones de forma
utilizando funciones trigonometricas (combinaciones de senos Y cosenos), fueron
muchas las pruebas realizadas para poder obtener las funciones adecuadas, las
Cuales se presentan a continuacion:

Ny = L 1+co{_”3£j X=0N/'=1 ;x=LaN =0 (3.9)
2 L)
N, = -x‘L[sen(_]"i‘)] X=0P»N;=0 ;x=L9N,=0 (3.11)
/4 p
dN; = —~sen(—m—c)-§:-licos(w] X=0+> dN, =1 X=L=>dN; =0 (3.12)
b 4 L L L

N3 = -; [l—cos(—---ﬂ Xx=0PN3=0 :x=L= N3 =1 (3.13)



dNs = % [sen(ﬂﬂ X=02dN3=0 :x=[ dNs =0 (3.14)

2L L
Ng = —f[sen(%ﬂ X=0=2 N4 =0 X=L9»Ns/=0 (3.15)
T
dNg = -lsen(’;")-;co{-’?) X=0>dNs=0 ;x=L 9 gN, =1 (3.16)
VA p p p

S€ encontraron las nuevas matrices de rigidez y masa para los diferentes analisis
estructurales,

A continuacién se Presentan dichas funciones de forma:

Nf= VAN
Nf1=§+leos(i"i)_§~fi+ﬁ X=0DNfi=1 :x=L Nf=0 (3.17)
4 4 L) 272 [3- '
lsen(f)ﬂ 2
dNf1=-2 Y L L X=0=» dNf;= 0 ;X =L < dNfi= 0 (3.18)
4 L LZ L3



X =0 = dNf,= 1 ' X=L <> dNf,= 0

I ) 3x? 3
Nf3=———cog| Z |42 X _x7
4 4 4 (1] 27 3

x
1 Sen(f)” x x?
dNf3=- AT/ 3 X X
/ 4 L 2

X=0DdNfs=0 ;x=L 9 dNf,= 1

X=0=> Nfy=0

X=0=> dNfs= 0

' X =L <> Nfy= 1

X =L =» dNfs= 0

, X=L = Nfs=0

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)



3.2 COMPARACION GRAFICA DE LAS FUNCIONES DE FORMA

3.2.1 FUNCION DE FORMA N1,Nf1,dN1:aNf1

T,
N1 NPT
0 8 t‘,x'
N1 (polinomio cubico)
0 .64 x"
Nf1 .................. (obtenida) ’\‘
0.4 “\\!
4 *\\*
0.2] '\h
Oiwo 2 T T
X
X

dN1 — (polinomio cubico)

de1 oooooooooooooooooo (obtenida)

dN1,de1 ""'1,'4"*,*'*’&
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3.2.2 FUNCION DE FORMA N2,Nf2,dN2:dNf2

5% N2Nf2 ...

N2 ———— (polinomio cubicoy ~ °' N
N2 reomeeeeeeneenss (obtenida)

dN2 (polinomio cubico)

de2 oooooooooooooooooo

(obtenida)

3.2.3 FUNCION DE FORMA N3,Nf3,dN3:dNf3

+N3,Nf3

N3"*----(

polinomio Cubico)

(obtenida)

=) [=X:] o8



dN3, a3 .
dN3 (Polinomio cubico) | /“ '»\
o . /‘/,4 4\_&‘
AN ermeornee (obtenida) S :
0.4 /‘.”P
X

1o 0.2 0.9 0.8 0.8
0 V‘*k d
;’\\*
0.0z \‘
-0 04 “’*\
N4 (polinomio cubico) v N
................. .
Nf4 ' (obtenida)
-0.1
/o
0.12 .
-0.1 . " E *"
o0 N4,Nf4 *’*-o ++~v+r
++ dN4,dNf4
0.8+
dN4 (polinomio Cubico) e
o 4]
ANF4 oo (obtenida) )
0.2 s
o?"‘?\“ 0.2 0.4 3 o.o’)’M 08
0.2 \*» . . —4/
. o d AP R +

9



3.3 ANALISIS MATRICIAL

través de las nuevas funciones de forma obtenidas en el punto anterior, Ia
manipulacion matematica se realizo de igual manera g través del programa de
Calculo matematico MAPLEV.

El procedimiento es el siguiente.

[B] = [L][N] (3.25)

“donde:

'[B] = Matriz de Ensambliaje

[N] = Matriz de Funciones de Forma (N1,N2,N3 N4)
[L] = Matriz Operador

[8]=]

G0



/ X
+ - : —_——— - -3
4 I L L 2 1? " 1
[B]=
COSs ~*~) (o] zix Xsen E V/4
1_\2) 3 65 || —\NLJ 177\ LN
4 ? L’ Ly L 2 1’ L 1
),
COoS| — (&
_].___{,,.L_J + 3 _61
4 1? 1? L
cos(ﬂj (x—L)sen = pg
L _g]‘_\*_»“_.__l‘ +,2__3i
L 2 1? u | 7%
57 ]
X
Cos§| —
—_ 1 ,!“~)_ 3 +6 X
4 ]2 I? I



3.3.1 MATRIZ DE RIGIDEZ

Of[ " [,

(3.26)
Calculo de los Coeficientes de la Matriz de Rigidez:
3.3.1.1 Coeficiente K1
[Kn]: J.[BITLY [Blldx
0
cos(ﬂx 7’ B cog = |2
T 3 x 1\ L 3«
ey T F R YA I
12 044034101 v/
[Kn] /; ‘ -
3.3.1.2 Coeficiente Kiz2 = Koy
L
T b~
[KIZ = Kn]: J.[BI }3] [Bzh
0
e cos(”x)/r2 3 co{%) , (x—L)sen(%Dﬁjfz .
e e R L T E

6 042]25688E]
[KIZ = K ]

I}



3.313 Coeficiente Kiz= Ka,

[KIS =Ky = j[BlTk] [33105”

[ 13 :K31]:

© ey
D —
¥
I~y
;'\4/
o
=

12.0440341047
K, =k, ]= - 12044034

13

I

3.3.14 Coeficiente Kia= Ky

[KM = K4|]= JI;[BIT}EI [34115\'

cos( )zrz cos(~
HIR DA 3 /
[KM :K4l]:“' iV o £l -

0

St e gy L
L i L

6.042125688F7
[Km :K41]: ‘“"]z

3.3.1.5 Coeficiente K

[K22]: JL‘[Bzr}':] [ledx



nx
cos (—) (x - L)sen ({{x )zz
L 1 L x
1 2 .
L 3 I LT E M
L

[Kzz]:j

=
[¢]
o]
175}
M~ N
=i
N
P
!
o~
e’
w
[¢]
=
TN
3
NS
N1
N

4.098733 ..
I »l= — SITL]

3.3.1.6 Coeficiente Kz = Ka,

[Kzs =K32]= j;[Bzrkl [15’3}15\*

nx
COS| ~—
Mmﬁé)

) (= Lsn s

> ) g S 3 X gy

[Kzs :Kzz]zj.

0 X
Cos| —
(L ) 3 x
-— —— A + —
. L
6.042125 D
[Ku = Ksz]: [ — ‘6“8851

Iz

e



3.3.1 7 Coeﬁciente K24= K42

[Ku =K42]: f[Bzr}'Jl [B‘t}lx

[K24 = K:xz]:j

°I cos| X xsen| ¥ |,
| *{J____ _ ]” /{ J A]‘ X
L

1.981883241/7
[K24 = szz]: v [ R

3.3.1.8 Coeficiente K

L
[K33]= I[Bsrkl [Bz]dx
0
cos( @J cos( m)nz )
el L) s, 17 3 x
Wole -3 e o L AL 70 J



3.3.1.9 Coeficiente Kas= Ky

[K34 = K43]: f[b).zr}':l [Ballx

COS(MJ COS(ﬂx) xsen(
[K34 = K43]: I - ! SN L_, . 3 + :X'_ ¥ J A_.{f, — ! -
0 - “

6.042]25688E]
[x,, = K.]= T —

3.3.1.10 Coeficiente Kaq

k1= [[5. Fr 5, 1

Pt L3 Xy
L 2 I L L
L
[K“]=f .
°I cos| X xsen| ®X |,
L ] L 1 x
__’M{.‘—_ —
L 2 L’ L 17

4.098733517L7
X ]= T



Ensamblando los coeficientes se obtienen finalmente la nueva Matriz de Rigidez

1204403410  6.042125688/, 12.04403410  6.042125688/
[K]:g 6.042125688/.  4.098733517;> —6.042125688/.  1.981883241 (3.27)
L’ | -12.0443410 — 6042125688/, 12.04403410 —6.042125688/,
6.042125688/. 19818832472

~6.042125688/. 4.0987335]7/,2J

En forma Comparativa se muestra Ig matriz de rigidez conocida

12 6L -12 ¢
[k]=ZL| 6L 4L -6 272
CP-12 _ef 12 -6l

(3.28)
6L 2L -6L 47
3.3.2 MATRIZ DE MASA
L
I=[v ks [v (3.29)

Calculo de los coeficientes de |a Matriz de Masa:
3. 3 2.1 Coeﬁc:ente My,

v, 1= {[N,’}«:f [V,
e (O P e

[Mn]"“‘

[156 74527531 ]
420



3.3.22 Coeficiente M12 = M21

[Ml2 = M‘Zl]z j"[NIT};] [Nz]d&

w
= (120 o ) 320 l(x"/‘)se"(}J I x
M, =M, ]= (—+~—cos(~—)—~—~~ )ﬁ AL
o !4 4\ L A 2

T
w

b, =11, )= :% [p4.2938748012]

3.3.23 Coeficiente Mia = My,

[M13 =M31]=j;[N|T]€I[N3kx

El
1, =, ]= 150 153254724771

3.3.2.4 Coeficiente Mis = My,

= 1= vy o v e

2

R
L

|
2

3

SE



P

b1, =n1,]- * [~1448357375/ﬂ]

3.3.25 Coeficiente M2,

= [Iv, b v, g

7
[Mzz]: i~

420

3.3.26 Coeficiente M2z = Ma,

[M n =M, ]:3 Bt[/\/zf }7;] [N.;}/x

DR S

FoX s — - gy oL
. . 2

420

X2 ] 3 1 (x‘ L)sen

[+ 95304867117]

-
.

Wy = a1, )= £ h4.4835737512]

420

oY

i
L 1 x* 1y



3.3.2.7 Coeficiente M2s= Myo

[Mu =M42]=j.[Nsz][N4]dx

Wu =M42]=jf *%

7x
(x - L)sen(—]jj e

Teox 1
7 2" L 2P 2

El
o = Ma]= 2 [- 376744404117

3.3.2.8 Coeficiente Mxs

[M33]= j.[Nsrk] [Na}ix

i

L

Y 3xt XY (11 ) 3 x?
s o (= cosl TR T L
AR R A A VIR R U M)

El
M, |= —1156.7452753L
=2 ]

3.3.2.9 Coeficiente Mas= Mus

[M34 :M43]ZT[N3T}5] [N4k’c

L
4

]

— COS§|

4

L 2 /4

2

x
o | xsen(
S} 5 | I N

Ve

x*)

5

X
. xsen[--] o
(E}E%_LJE, 1o \L) 1) ax

2 L

20

""‘j 2 3
[,__lx_+1x



ol
Mo =m]= 2 [- 24 2938748042 ]

3.3.2.10 Coeficiente My,

1= (v T v, s

El ;
M, ]= 12 49530486711,

Ensamblando los coeficientes se obtienen finalmente la nueva Matriz de Masa

156.7452753L 24.2938748017 53.25472477L  -14.483573751* |
_ ET | 24.293874801°

)= B 49539486710 144835737517 —3.76744494177
420| 53254724771 14.48357375I} 1567452753 - 24.20387480/7

~14.483573751} -3.7674449411} — 242938748012 4.95394867113

(3.30)

En forma comparativa se muestra la matriz de masa conocida.

1561, 221} sS4l  —1312
El| 2217 417 1312 =3P
_ ol 3.31
vl 4200 547 131} 1561, -22)* ( )

-1300 =311 -2217 41} |



3.4 PROGRAMAS DE COMPUTACION
Como se menciono anteriormente se hizo uso de los programas de
computacion del Profesor Mario Paz y el Profesor Héctor Febres, solo con algunos

cambios, a continuacién se presentan dichas modificaciones.

3.4.1 ANALISIS DINAMICO.
Programa 14. “VIGAS” (Mario Paz).
Solo se cambiaron las subrutinas de las

Subrutina Matriz de Rigidez.

1930 AK(1,1)=12*AA

1940 AK(1,2)=6*AA*SL
1950 AK(1,3)=-12"AA
1960 AK(1,4)=6*AA*SL
1970 AK(2,2)=4*AA*SL*SL
1980 AK(2,3)=-6"AA*SL
1990 AK(2,4)=2"AA*SL*SL
2000 AK(3,3)=12*AA

2010 AK(3,4)=-6"AA*SL
2020 AK(4,4)=4*AA*SL*SL

..)
CAMBIO

Subrutina Matriz de Masa

2840 AM(1,1)=156*BB

2850 AM(1,2)=22*BB*SL
2860 AM(1,3)=54"BB

2870 AM(1,4)= -13*BB*SL
2880 AM(2,2)=4*BB*SL*SL
2890 AM(2,3)=13*BB*SL
2900 AM(2,4)= -3*BB*SL*SL
2910 AM(3,3)=156"BB

2920 AM(3,4)= -22*BB*SL
2930 AM(4,4)=4*BB*SL*SL

>
CAMBIO

matrices de rigidez y de masa.

1930 AK(1,1)=12.04403410*AA

1940 AK(1,2)=6.042125688*AA*SL
1950 AK(1,3)=-12.04403410*AA

1960 AK(1,4)=6.042125688*AA*SL
1970 AK(2,2)=4.098733517*AA*SL*SL
1980 AK(2,3)=-6.042125688*AA*SL
1990 AK(2,4)=1.981883241*AA*SL*SL
2000 AK(3,3)=12.04403410*AA

2010 AK(3,4)=-6.042125688*AA*SL
2020 AK(4,4)=4.098733516*AA*SL*SL

2840 AM(1,1)=156.7452753*BB

2850 AM(1,2)=24.29387480*BB*SL
2860 AM(1,3)=53.25472477*BB

2870 AM(1,4)=-14.48357375*BB*SL
2880 AM(2,2)=4.953948671*BB*SL*SL
2890 AM(2,3)=14.48357376*BB*SL
2900 AM(2,4)=-3.767444941*BB*SL*SL
2910 AM(3,3)=156.7452753*BB

2920 AM(3,4)=-24.29387480*BB*SL
2930 AM(4,4)=4.953948671*BB*SL*SL

2,



Programa 15. “PORTICOS PLANOS’ (Mario Paz).
Solo se cambiaron las subrutinas de las matrices de rigidez y de masa.

Subrutina Matriz de Rigidez.

2010 AK(1,1)=12*AA
2020 AK(1,2)=6*AA*SL
2030 AK(1,3)=-12*AA

2040 AK(1,4)=6*AA*SL

2050 AK(2,2)=4*AA*SL*SL -
2060 AK(2,3)=-6*AA*SL  CAMBIO
2070 AK(2,4)=2*AA*SL*SL

2080 AK(3,3)=12*AA

2090 AK(3 4)=-6*AA*SL

2100 AK(4,4)=4*AA*SL*SL

Subrutina Matriz de Masa

3040 AM(1,1)=156"BB

3050 AM(1,2)=22*BB*SL

3060 AM(1,3)=54*BB

3070 AM(1,4)= -13*BB*SL

3080 AM(2,2)=4*BB*SL*SL >
3090 AM(2,3)=13*BB*SL  CAMBIO
3100 AM(2,4)= -3*BB*SL*SL

3110 AM(3,3)=156"BB

3120 AM(3,4)= -22*BB*SL

3130 AM(4,4)=4*BB*SL*SL

Se presento un problema cuando se tenia un numero significativo de grados
de libertad ya que los programas no tenian esa capacidad, por lo que se creo una
subrutina en lenguaje del programa MATLAB, con el cual se leian las matrices de

rigidez y masa luego se calculaban las frecuencias naturales. A continuacién se

presenta dicha subrutina.

2010 AK(1,1)=12.04403410*AA

2020 AK(1,2)=6.042125688*AA*SL
2030 AK(1,3)=-12.04403410*AA

2040 AK(1,4)=6.042125688*AA*SL
2050 AK(2,2)=4.098733517*AA*SL*SL
2060 AK(2,3)=-6.042125688*AA*SL
2070 AK(2,4)=1.981883241*AA*SL*SL
2080 AK(3,3)=12.04403410*AA

2090 AK(3,4)=-6.042125688"AA*SL
2100 AK(4,4)=4.098733516*AA*SL*SL

- 3040 AM(1,1)=156.7452753*BB

3050 AM(1,2)=24.29387480*BB*SL
3060 AM(1,3)=53.25472477*BB

3070 AM(1,4)=-14.48357375*BB*SL
3080 AM(2,2)=4.953948671*BB*SL*SL
3090 AM(2,3)=14.48357376*BB*SL
3100 AM(2,4)=-3.767444941*BB*SL*SL
3110 AM(3,3)=156.7452753*BB

3120 AM(3,4)=-24.29387480*BB*SL
3130 AM(4,4)=4.953948671*BB*SL*SL



3.4.1.1 PROGRAMA “FRECUENCIAS NATURALES” (MATLAB)

Programa realizado en lenguaje de MATLAB que lee un archivo de texto
sx.txt generado por otro programa y regenera las matrices de rigidez y de masa,
luego calcula las frecuencias en cps.

Listado del Programa

clic;
echo off;
clear all;
close;
load sk.txt;
v=sk;
D=input(introduzca el numero de grados de libertad Bk
h=input('introduzca el tamafo de cada matriz ",
i=1,k=2;j=2;
A(1,1)=v(1),
for i=2:n
=,
if (j==i)
if j==
Alij=v(k)
else
k=k+1:
A(i,j)=v(k);
end
for t=i-1:-1:1
k=k+1;
A(t,i)=v(k);
A(i, H)=A(t,i);
t=t-1;
end
i=i+1;
end
end
disp('Matriz de Rigidez del Sistema');
A
w=1,z2=h+2;y=2;
B(1,1)=v(h+1);
for w=2:n
y=w,
if (w==y)

7d



if y==
B(w.y)=v(2),
else
Z=Z+1,
B(w,y)=v(2),
end
for tt=w-1:-1:1
Z=2Z+1;
B(tt,w)=v(z);
B(w,tt)=B(tt,w);
tt=tt-1;
end
W=w+1;
end
end
disp('Matriz de Masa del Sistema')
B
disp('Frecuencia en cps');
sort(sqrt(eig(A,B))/(2*pi))

1

3.4.2 ANALISIS ESTATICO.

Programa “ANALISIS DE PORTICOS” (Héctor Febres).
Solo se cambi6 la subrutina de la matriz de rigidez.

Subrutina Matriz de Rigidez.

500 D2=X/L2: D3=Y/L2: A3=I1/L2; A2=4*A3: S=A/L2: B=2*A3:
C=6"A3*/L2: DD=12*A3/L2/L2

Se cambio por:

500 D2=X/L2: D3=Y/L2; A3=11/L2: A2=4.098733517*A3: S=A/L2:
B=1.981883241*A3: C=6.042125688*A3*/L2: DD=12.0440341 0*A3/L2/L2

En él capitulo siguiente se presentara una serie de ejemplos numéricos
donde se pondra en practica todo lo mencionado en este capitulo.

~d



CAPITULO 4
EJEMPLOS NUMERICOS

En este capitulo se presentaran las aplicaciones de los programas en los
analisis dinamicos y estaticos con algunos ejemplos numéricos, se empezara con
el analisis de vigas luego lo se hara en porticos, después de realizar esta serie de
ejemplos se presentaran las conclusiones pertinentes.

4.1 ANALISIS DINAMICO

En los casos de vigas se utilizo el Programa 14 “VIGAS” (Mario Paz)
original y con nuestra modificacion.

Es de notar que el valor exacto fue tomado del andlisis dinamico de vigas
con propiedades distribuidas. Apéndice [].
En los casos de pérticos se utilizo el Programa 15 “PORTICOS” (Mario Paz)

original y con nuestra modificacion, se tomo como valor exacto las corridas con
mayor discretizacion.

4.1.1 VIGA SIMPLEMENTE APOYADA
DATOS: L=100cm, E=238752 Kg/cm? masa/L=0.1 Kg seg?/cm?, Inercia=100cm®

4.1.1.1 Caso 1: Viga discretizada en dos elementos

R (2]

1 E I ]
A 2 %‘3 | Nodo

- O Elemento

|
50 cm ! 50 cm r
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Se obtuvieron los siguientes resultados:

Exacto | M.Conocida| ERROR % | M.Nueva | ERROR%
Modo 1 2.43 2.44 0.4 2.45 0.8
Modo 2 9.71 10.78 11.0 9.93 2.3
Modo 3 21.84 27.09 24.0 24.96 14.3
Modo 4 38.83 49.38 27.2 45.64 17.5
Frecuencias Naturales (c.p.s)
4.1.1.2 Caso 2: Viga discretizada en tres elementos
1 E D:l 12 L_ZJ 13 E] ] 4 | Nodo
A /é L) Elemento
- ,
100 ¢cm
Se obtuvieron los siguientes resultados:
Exacto | M.Conocida | ERROR% | M. Nueva | ERROR%
Modo1 2.43 2.43 0.0 2.49 2.5
Modo2 9.71 9.82 1.1 9.73 0.2
Modo3 21.84 2425 11.0 22.35 2.3
Modo4 38.83 45,08 16.1 41.92 8.0
Modo5 60.68 80.66 32.9 74.07 22.1
Frecuencias Naturales (c.p.s)
4.1.1.3 Caso 3: Viga discretizada en cuatro elementos
L B OB O | Nodo
1 K I I I 1
A 2 3 4 > D Elemento
-+




Se obtuvieron los siguientes resultados:

Exacto M. Conocida| ERROR% | M.Nueva | ERROR%
Modo 1 2.43 2.43 0.0 2.53 4.1
Modo 2 9.71 9.75 0.4 9.81 1.0
Modo 3 21.84 22.24 1.8 21.86 0.1
Modo 4 38.83 43.1 11.0 39.73 23
Modo § 60.68 68.51 12.9 64.06 5.6
Frecuencias Naturales (c.p.s)
4.1.1.4 Caso 4: Viga discretizada en cinco elementos
EJ [ﬂ B L_zﬂ E | Nodo
1 &= I I I I B
A 2 3 4 5 é;‘s L Elemento
€
' 100 ¢m '
Se obtuvieron los siguientes resultados:
Exacto | M.Conocida| ERROR% | M.Nueva ERROR%
Modo1 2.43 2.43 0.0 2.58 6.2
Modo2 9.71 9.72 0.1 9.9 2.0
Modo3 21.84 22.02 0.8 21.94 0.5
Modo4 38.83 39.73 2.3 38.87 0.1
Modo5 60.68 67.35 11.0 62.07 2.3

Frecuencias Naturales (c.p.s)
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4.1.1.5 Resultados en forma grafica

Viga Apoyada
Caso 1 (2 Elementos) T. Matriz=6 x 6, T. Procesados=21
Caso 2 (3 Elementos) T. Matriz=9 x 9, T. Procesados=21

50 4

4%4{ | - Exacta |
_ 91 | = Conocida 2 Elementos | |
8 ®| | -« Conocida 3 Elementos |
2 |
85| |_—=—Nueva2Elementos
£ 15

10

5 |

Q +— - . U — S

Modos

i
4 |
|

Figura 4.1 Viga simplemente apoyada, comparacion gréfica de resultédos

4.1.2 VIGA EMPOTRADA EMPOTRADA
DATOS: L=200cm, E=6580000 Kg/cm?, masa/L=0.1 Kg segZ/cm?, Inercia=100cm®*.

4.1.2.1 Caso 1: Viga discretizada en dos elementos

| Nodo

[ 2]

AN

N3 O Elemento

100 cm '

Se obtuvieron los siguientes resultados:

Exacto

M.Conocida

ERROR %

M.Nueva

ERROR%

Modo 1

7.22

7.34

1.7

7.33

1.5

Modo 2

19.91

26.46

32.9

24.07

20.9

Frecuencias Naturales (c.p.s)

248




4.1.2.2 Caso 2: Viga discretizada en tres elementos

/] III G Eij N | Nodo
] i I
7 2 3 \ D Elemento
+ |
200 cm
Se obtuvieron los siguientes resultados:
Exacto |M.Conocidal ERROR % [M.Nueva| ERROR%
Modo 1 7.22 7.25 04, 7.31 1.2
Modo 2 19.91 20.3 2.00 20.17 1.3
Modo 3 39.02] 47.22 21.0] 4334 11.1
Modo 4 50.3] 93.84 86.6| 8584 70.7
Frecuencias Naturales (c.p.s)
4.1.2.3 Caso 3: Viga discretizada en cuatro elementos
I,GIEJIEH[D | Nodo
7 2 3 4 N> OElemento
{ | |
! 100cm ! 100cm T
Se obtuvieron los siguientes resultados:
Exacto |M.Conocidal ERROR % |M.Nueva] ERROR%
Modo 1 7.22 7.23 0.1 7.35 1.8
Modo 2 19.91 20.09 0.9 20.04 0.7
Modo 3 39.02] 39.86 2.2] 39.51 1.3
Modo 4 50.3 75.4 49.9] 69.53 38.2
Modo § 96.36] 124.71 29.4/ 114.53 18.9

Frecuencias Naturales (c.p.s)



4.1.2.4 Caso 4: Viga discretizada en cinco elementos

o0l Bl G [ [, 1 Nodo
! fz l3 i; I5 N6 LElemento
4 1
‘ 200 cm '
Se obtuvieron los siguientes resultados:
Exacto |M.Conocidal ERROR % |M.Nueva| ERROR%
Modo 1 7.22 7.23 0.1 7.4 2.5
Modo 2 19.91 19.98 0.4 20.12 1.1
Modo 3 39.02 39.56 1.4 39.22 0.5
Modo 4 50.3] 65.91 31.0 6528 297
Modo 5 96.36| 110.67 14.9] 102.33 6.2

Frecuencias Naturales (c.p.s)

4.1.2.5 Resultados en forma grafica

Viga Empotrada
Caso 1 (2 Elementos) T, Matriz =5 x 5, T.Procesados=15
Caso 2 (3 Elementos) T. Matriz =8 x 8, T.Procesados=36

0, F —— Exacta &—7!
—#— Conocida 2 Elementos
% —4— Conocida 3 Elementos
@ | — Nueva 2 Elementos
g 2 :
g
S 15
[ o
g
8 10
& [

1 Modos

Figura 4.2 \rlri'gAz;‘Eﬁbotrada, 6c¥>wrr‘1paracién graﬂca deres&ltados
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4.1.3 VIGA EMPOTRADA APOYADA
DATOS: L=200cm, E=6580000 Kg/cm? masa/L=0.1 Kg seg®/cm?, Inercia=100cm?

4.1.3.1 Caso 1: Viga discretizada en dos elementos

[l] E:] | Nodo

A3
A‘ U Elemento
lT

4\
[ o

100 ' 100

Se obtuvieron los siguientes resultados:

Exacto |M.Conocida| ERROR % | M.Nueva | ERROR%
Modo 1 4.97 5.02 1.0 5.01 0.8
Modo 2| 16.13 18.85 16.9 17.38 7.7
Modo 3| 3365 50.23 49.3| 46.07 36.9

Frecuencias Naturales (c.p.s)

4.1.3.2 Caso 2: Viga discretizada en tres elementos

y [3] | Nodo
] | 1 ]
2 3 0% HElemento
+ -+
200 cm
Se obtuvieron los siguientes resultados:
Exacto |M.Conocida| ERROR % | M.Nueva ERROR%

Modo 1 497 4.99 0.4 5.06 1.8
Modo2| 16.13 16.41 1.7 16.2 0.4
Modo 3| 33.65 38.24 13.6f 3542 53
Modo 4| 57.54 73.54 27.8/ 6764 17.6
Modo 5 87.8] 130.23 48.3] 119.84 36.5

Frecuencias Naturales (c.p.s)

%2



4.1.3.3 Caso 3: Viga discretizada en cuatro elementos

/] m G E] [-:1] | Nodo
1 I I 1 | 5
g 2 3 4 A L Elemento
4 | |
' 100cm ! 100cm !
Se obtuvieron los siguientes resultados:
Exacto [M.Conocidaj ERROR % | M.Nueva | ERROR%
Modo 1 4.97 4,98 0.2 5.11 2.8
Modo2| 16.13 16.23 0.6 16.25 0.7
Modo 3| 33.65 34.4 2.2 33.82 0.5
Modo 4| 57.54 64.61 12.3 59.97 4.2
Modo 5 87.8| 105.33 20.0] 97.49 11.0
Frecuencias Naturales (c.p.s)
4.1.3.4 Caso 4: Viga discretizada en cinco elementos
4. 1 Ls] | Nodo
1 I L I I ]
7 2 3 4 5 % UElemento
4 |
! 200 cm !
Se obtuvieron los siguientes resultados:
Exacto |M.Conocida| ERROR % | M.Nueva | ERROR%
Modo 1 497 4.98 0.2 5.16 3.8
Modo2| 16.13 16.17 02 16.35 1.4
Modo 3| 33.65 34.01 1.1 33.78 04
Modo 4| 57.54 59.02 26 57.86 0.6
Modo 5 87.8 97.95 11.6 91.03 3.7

Frecuencias Naturales (c.p.s)

g2




4.1.3.5 Resultados en forma grafica

Viga Empotrada Apoyada
Caso 1 (2 Elementos) T. Matriz = 6 x 6, T. Procesados= 21
Caos 2 ( 3 Elementos) T Matriz=9 x9, T Procesados=45

—=— Conocida 2 Elementos
—+— Conocida 3 Elementos ‘
—=— Nueva 2 Elementos

B8 888468 7

Frecuencias (cps)

- -
o o
i

3

Figura 4.3 Viga Eméotragé Apéyadé comgarac:lon gra’figa de résultados

4.1.4 VIGA EN VOLADIZO
DATOS: L=200cm, E=6580000 Kg/cm?, masa/L=0.1 Kg seg¥cm? Inercia=100cm*

4.1.4.1 Caso 1: Viga discretizada en dos elementos

E ll—_] | Nodo

/]
7 2 3
_

|

—

L Elemento

100 ! 100 !

Se obtuvieron los siguientes resultados:

Exacto |M.Conocida| ERROR % [M. Nueva| ERROR%
Modo 1 1.13 1.14 0.9 1.19 53
Modo 2 7.1 7.17 0.8 7.22 1.5
Modo 3| 19.91 24.26 21.8] 2212 11.1
Modo 4| 38.76 70.41 81.7 62.32 60.8
Frecuencias Naturales (cps)




4.1.4.2 Caso 2: Viga discretizada en tres elementos

[_T_l [;‘2] [Bj | Nodo
]/ l | il
2 3 4 L Elemento
+ +
200 cm
Se obtuvieron los siguientes resultados:
Exacto {M.Conocida] ERROR % [M. Nueva| ERROR%
Modo 1 1.13 1.13 0.0 1.22 8.0
Modo 2 7.11 7.14 0.4 7.26 2.1
Modo 3| 19.91 20.16 1.3 20.14 1.2
Modo 4| 38.76 45 4 17.1 41.77 7.8
Modo 5| 64.51 85.45 32.5 777 20.4

Frecuencias Naturales (cps)

4.1.4.3 Caso 3: Viga discretizada en cuatro elementos

E] D] Eﬂ ‘ [4] | Nodo

1/ I I I ) O Elemento

2 3 4 5
ol | |
' 100 cm ' 100ecm |
Se obtuvieron los siguientes resultados:
Exacto |M.Conocida] ERROR % |M. Nueva| ERROR%

Modo 1 1.13 1.13 0.0 1.27 12.4
Modo 2 7.11 7.12 0.1 7.34 3.2
Modo 3| 19.91 20.07 0.8 20.14 1.2
Modo 4| 3876 39.59 2.1 39.38 1.6
Modo 5| 64.51 73.63 14.1 68.03 55

Frecuencias Naturales (cps)



4.1.4.4 Caso 4: Viga discretizada en cinco elementos

AN

| Nodo
0 Bl O @ &
4

6 O Elemento

2 3 5

200 cm '

Se obtuvieron los siguientes resultados:

Exacto [M.Conocidal| ERROR % | M. Nueva| ERROR%
Modo 1 1.13 1.13 0.0 1.33 17.7
Modo 2 7.1 7.12 0.1 7.43 45
Modo 3| 19.91 19.98 0.4 20.25 1.7
Modo 4| 38.76 39.48 1.9 39.31 1.4
Modo 5| 64.51 65.53 1.6 65.03 0.8

Frecuencias Naturales (cps)

4.1.4.5 Resultados en forma grafica

Viga en Voladizo
Caso 1 ( 2 Elementos) T. Matriz=7 x 7 , T. Procesados =28
Caso 2 ( 3 Elementos) T. Matriz= 10 x 10 , T. Procesados =55

75 -
70 A
5]
o l ~e— Exacta !
& s0 | = Conocida 2 Elementos
P | -+ Conocida 3 Elementos
g 3 —=— Nueva 2 Elementos
§ > - i
w 27
20
15
10
o |
0 —— S |

1 2 3 4
Modos

Figura 4.4 Viga en Voladizg,wcﬁzgrnparac;éh ‘vgrréﬂcrér Eéﬂresultédés



4.1.5 PORTICO [A] EMPOTRADO EMPOTRADO
DATOS:

E=1000000 Kg/cm? masa/l.=4.2 Kg seg®/cm?, Inercia =100cm?, Area =6cm?

4.1.5.1 Caso 1: Pértico discretizado en dos elementos

e 100 cm
l

2 E3 ® Nodo

—— Elemento

Se obtuvieron los siguientes resultados:

Exacto |M.Conocida ERROR% [M.Nueva|[ ERROR%
Modo 1 1.12 1.27 13.4 1.27 13.4
Modo 2 1.19 1.57 31.9 1.44 21.0
Modo 3 2.46 3.27 32.9 3.25 321

Frecuencias Naturales (c.p.s)

4.1.5.2 Caso 2; Pértico discretizado en cuatro elementos

e 100 cm
T

|
1
3 4
.4 5 ® Nodo

—— Elemento




Se obtuvieron los siguientes resultados:

Exacto [M.Conocidaj] ERROR% {M.Nueva|ERROR%
Modo 1 1.12 1.13 0.9 1.13 0.9
Modo 2 1.19 1.2 0.8 1.2 0.8
Modo 3 2.46 2.51 2.0 249 1.2
Modo 4 2.93 2.99 2.0 2.99 20
Modo 5 3.96 4.59 18.9 424 71
Modo 6 5.37 6.5 21.0 6.18 15.1
Modo 7 7 8.05 15.0 7.76 10.9
Modo 8 8.19 10.21 247 10.03 225
Modo 9 9.49 12.63 331 11.76 23.9

Frecuencias naturales (c.p.s)

4.1.5.3 Caso 3: Poértico discretizado en seis elementos

100 cm

—4

Se obtuvieron los siguientes resultados:

Exacto {M.Conocida| ERROR% [M.Nueva|ERROR%
Modo 1 1.12 1.12 0.0 1.12 0.0
Modo 2 1.19] 1.19 0.0 1.21 1.7
Modo 3 2.46 2.47 0.4 2.47 0.4
Modo 4 2.93 2.95 0.7 2.95 0.7
Modo 5 3.96 4 1.0 3.95 0.3
Modo 6 5.37 5.42 0.9 5.39 0.4
Modo 7 7 7.19 2.7 7.13 19
Modo 8 8.19 8.94 9.2 8.41 2.7
Modo 9 9.49 10.05 59 9.9 43
Modo 10 10.81 12.47 15.4 11.64 7.7
Modo 11 13.75 14,58 6.0 14.48 53
Modo 12 15.33 16.83 9.8 16.01 4.4
Modo 13 17.31 18.72 8.1 18.07 4.4
Modo 14 19.63 23.99 22.2 22.02 12.2
Modo 15 21.82 31.81 458 29.27 341

Frecuencias Naturales (c.p.s)

a3

® Nodo

—— Elemento



4.1.5.4 Caso 4: Portico discretizado en ocho elementos (Este valor se tomo como
valor exacto).

100 cm i
+
5 ¢ 7 8 ® Nodo
I I
6 —— Elemento

Se obtuvieron los siguientes resultados:

M.Conocida|M.Nueva
Modo 1 1.12 1.13
Modo 2 1.19 1.22
Modo 3 2.46 2.48
Modo 4 2.93 2.94
Modo 5 3.96 3.96
Modo 6 5.37 5.35
Modo 7 7 6.96
Modo 8 8.19 8.06
Modo 9 9.49 9.49
Modo 10 10.81 10.72
Modo 11 13.75 13.66
Modo 12 15.33 14.36
Modo 13 17.31 17.15
Modo 14 19.63 18.37
Modo 15 21.82 21.73

Frecuencias Naturales (c.p.s)

Y



4.1.5.5 Resultados en forma gréfica

""" Portico A (E-E) |
Caso 1 (2 Elementos T. Matriz=3x3 T. Procesados=6 !
Caso 2 (4 Elementos T. Matriz=9x9 T. Procesados=45 |

l —&— Conocida 2 Elementos |

(&4
L

—&— Nueva 2 Elementos = “
B Conocida 4 Eleme
|

1 2 3
Modos

Figura 45 Pdrtico A, corﬁparacién grafica de resultados

Frecuencias (cps)
N

T
|

4.1.6 PORTICO [B] EMPOTRADO EMPOTRADO
DATOS:

E=1000000 Kg/em?, masa/L=0.1 Kg seg%cm? Inercia =4000cm®. Area =60cm?

4.1.6.1 Caso 1: Portico discretizado en tres elementos

500 cm

® Nodo

—— Elemento
400 cm

3
4 | | |
200 cm I 300cm T 300 cm 1

0



Se obtuvieron los siguientes resultados:

Exacto |M.Conocidaj ERROR% | M.Nueva | ERROR%
Modo 1 1.96 2.52 28.6 2.31 17.9
Modo 2 2.81 9.91 2527 9.64 2431
Modo 3 2.85 11.95 319.3 11.94 318.9

Frecuencias Naturales (c.p.s)

4.1.6.2 Caso 2: Pértico discretizado en seis elementos

500 cm

——

I\
N ® Nodo
—— Elemento
400 cm
A | | !
F200cm T 300cm | 300 cm |
Se obtuvieron los siguientes resultados:
Exacto [M.Conocida] ERROR% | M.Nueva | ERROR%
Modo 1 1.96 1.98 1.0 1.97 0.5
Modo 2 2.81 2.85 1.4 2.85 1.4
Modo 3 2.85 2.89 1.4 2.89 1.4
Modo 4 6.31 7.25 14.9 6.73 8.7
Modo 5 7.41 8.96 20.9 8.47 14.3
Modo 6 7.88 10.26 30.2 9.39 19.2
Modo 7 11.05 12.07 9.2 11.8 6.8
Modo 8 11.46 12.42 8.4 12.02 4.9
Modo 9 14.05 20.3 445 18.69 33.0
Modo 10 15.83 27.01 70.6 27.01 70.6
Modo 11 16.48 35.12 1131 35.05 112.7
Modo 12 25.13 41 63.2 40.73 62.1

Frecuencias Naturales (c.p.s)



4.1.6.3 Caso 3: Portico discretizado en nueve elementos

500 cm

——

® Nodo

—— Elemento

400 cm

1
] I [ i
20 ecm T 300cm T 300cm |

Se obtuvieron los siguientes resultados:

Exacto {M.Conocida| ERROR% | M.Nueva [ ERROR%
Modo 1 1.96 1.96 0.0 1.99 1.5
Modo 2 2.81 2.82 0.4 2.84 11
Modo 3 2.85 2.86 0.4 2.88 1.1
Modo 4 6.31 6.38 1.1 6.3 0.2
Modo 5 7.41 7.49 1.1 7.44 04
Modo 6 7.88 7.96 .10 7.91 0.4
Modo 7 11.05 11.19 1.3 1.1 0.5
Modo 8 11.46 11.59 1.1 11.52 0.5
Modo 9 14.05 15.56 10.7 14.49 3.1
Modo 10 15.83 18.7 18.1 17.19 8.6
Modo 11 16.48 19.18 16.4 17.76 7.8
Modo 12 25.13 25.62 1.9 25.62 1.9
Modo 13 25.47 28.77 13.0 26.63 46
Modo 14 29.06 33.53 15.4 32.15 10.6
Modo 15 29.68 36.54 23.1 33.7 13.5

Frecuencias Naturales (c.p.s)

52



4.1.6.4 Caso 4: Pértico discretizado en doce elementos (Este valor se tomo como
valor exacto).

® Nodo

—— Elemento
400 cm

g ] | ]
1200cm T 300cm | 300cm |

Se obtuvieron los siguientes resultados:

M.Conocida| M.Nueva
Modo 1 1.96 2.01
Modo 2 2.81 2.86
Modo 3 2.85 2.9
Modo 4 6.31 6.32
Modo 5 7.41 7.4
Modo 6 7.88 7.86
Modo 7 11.08 10.98
Modo 8 11.46 11.41
Modo 9 14.05 13.87
Modo 10 15.83 15.7
Modo 11 16.48 16.36
Modo 12 25.13 23.71
Modo 13 25.47 25.13
Modo 14 29.06 2715
Modo 15 29.68 274

Frecuencias Naturales (c.p.s)

O



4.%.6.5 Resultados en forma grafica

Portico B (E-E-E)
Caso 1 (3 Elementos) T. Mattriz=338, T. Procesados=9
Caso 2 (6 Elementos) T. Mattrizz12x12, T. Procesados=78

M e Exacta ‘
—a— Conocida 3 Elementos
12 . Conocida 6 Elementos .
—=— Nueva 3 Elementos
10 -

Frecuencias (cps)

o N & O O
4 PR B

1 2 Modos 3
Figura 4.6 Pértico B, comparacion gréfica de resultados

4.1.7 PORTICO [2 PISOS] EMPOTRADO EMPOTRADO
DATOS:

E=238752 Kg/cm?, masal/L=4.2 Kg seg?cm?, Inercia =100cm*, Area =6cm?.

4.1.7.1 Caso 1: Portico discretizado en seis elementos

4R !
3
100 &m 5 5 ® Nodo
1 5 —— Elemento
4
100 cm 1 6
T A7 /76‘7
; -



Se obtuvieron los siguientes resultados:

Exacto | M.Conocida| ERROR% | M.Nueva [ ERROR%
Modo 1 0.06 0.06 0.0 0.06 0.0
Modo 2 0.19 0.19 0.0 0.19 0.0
Modo 3 0.4 0.44 10.0 0.41 25
Modo 4 0.47 0.52 10.6 0.51 8.5
Modo 5 0.64 0.66 3.1 0.66 3.1
Modo 6 0.65 0.86 323 0.78 20.0
Modo 7 0.72 0.97 347 0.9 25.0
Modo 8 0.81 1.45 79.0 1.44 77.8
Modo 9 0.93 1.67 79.6 1.53 64.5
Modo 10 0.95 1.74 83.2 1.74 83.2
Modo 11 1.59 2.03 27.7 2.01 26.4
Modo 12 1.61 2.37 47.2 2.34 453

Frecuencias Naturales (c.p.s)

4.1.7.2 Caso 2: Pdrtico discretizado en doce elementos

4 9 ® Nodo

\ 10 -—— Elemento

! 100 ¢cm !

Se obtuvieron los siguientes resultados:

Exacto |M.Conocida| ERROR% | M.Nueva | ERROR%
Modo 1 0.06 0.06 0.0 0.06 0.0
Modo 2 0.19 0.19 0.0 0.19 0.0
Modo 3 04| 0.4 0.0 0.4 0.0
Modo 4 0.47 0.47 0.0 0.47 0.0
Modo 5§ 0.64 0.65 1.6 0.64 0.0
Modo 6 0.65 0.65 0.0 0.65 0.0
Modo 7 0.72 0.73 1.4 0.73 1.4
Modo 8 0.81 0.82 1.2 0.82 1.2
Modo 9 0.93 0.93 0.0 0.93 0.0
Modo 10 0.95 0.96 1.1 0.96 1.1




Modo 11 1.59 1.69 6.3 1.64 31
Modo 12 1.61 1.71 6.2 1.65 2.5
Modo 13 1.69 1.87 10.7 1.74 3.0
Modo 14 1.9 2.08 9.5 1.89 4.7
Modo 15 2.07 2.11 1.9 2.11 1.9

Frecuencias Naturales (c.p.s)

4.1.7.3 Caso 3: Pértico discretizado en dieciocho elementos (Este valor se tomo
como valor exacto).

® Nodo

—— Elemento

' 100 cm '

Se obtuvieron los siguientes resultados:

M.Conocida M.Nueva
Modo 1 0.06 0.06
Modo 2 0.19 0.19
Modo 3 04 0.4
Modo 4 0.47 0.47
Modo 5 0.65 0.64
Modo 6 0.65 0.65
Modo 7 0.73 0.73
Modo 8 0.82 0.82
Modo 9 0.93 0.93
Modo 10 0.96 0.96
Modo 11 1.69 1.64
Modo 12 1.71 1.65
Modo 13 1.87 1.74
Modo 14 2.08 1.99
Modo 15 2.11 2.1

Frecuencias Naturales (c.p.s)

vz
70



4.1.7.4 Resultados en forma gréfica.

P2PEE
Caso 1 (6 Blermentos) T. Matriz=12 x 12, T.Procesados=78
Caso 2 (12 Blerrentos) T. Matriz=30 x 30, T.Procesados=465
18- f
16 1 -+ Exacta
7 141 ~#- Conocida 6 Bementos
o H
£12 —+ Nueva 6 Bementos |
s O; e Conocida 12 Bementos |
g 08 - b A e LHIRIRVS
3 06 |
£ 04 -
02
0 x ‘ = .
0 1 2 3 4 Modos 5 6 7 8 9

Figura 4.7 Pértico P2EE, comparacion grafica de resultados

4.1.8 PORTICO [5 NIVELES]

DATOS:

E=2387.52 Kg/m?, fc=250 Kg/cm?

[0.30 x 0.30): A=0.09m?, I=675x10° m* , m/L=22.95918367 Kg seg?/ m?
[0.40 x 0.40): A=0.16m?, 1=2133.333x10° m*, m/L=40.81632653 Kg seg?/m?
[0.30 x 0.50): A=0.15m?, 1=3125x10°m* , m/L=38.26530612 Kg seg®/ m?
[0.30 x 0.40]: A=0.12m?, I=1600x10°m*, m/L=30.6122449 Kg seg’ / m?



N§

30x30

N4 —_—

® Nodos

— Elementos

N3

30x40 I

40x40 40x40

N2

40x40 40x40

N1

30x50

40x40 40x40

oz -
——

4m

4.1.8.1 Caso 1: Pértico discretizado en 15 Elementos, 12 Nodos.
Resultados:

Exaclo |M.Conocida] ERROR% |M.Nueva| ERROR%
Modo 1 4.10 4.07 0.6 4.10 0.1
Modo 2 10.40 10.25 1.5 10.28 1.1
Modo 3 17.80 19.25 8.2 19.28 8.3
Modo 4 26.00 27.27 4.9 27.25 4.8
Modo 5 35.90 40.49 12.8 40.39 12.5
Modo 6 38.40 42.71 11.2 40.63 5.8
Modo 7 42.50 47.43 11.6 44.95 5.8
Modo 8 44.00 57.99 31.8 57.90 31.6
Modo 9 55.40 64.31 16.1 59.31 71
Modo 10 §7.50 74.45 29.5 68.08 20.1
Modo 11 68.40 86.00 25.7 79.36 16.0
Modo 12 71.40 108.04 51.3 99.03 38.7
Modo 13 88.60 125.20 41.3] 115.61 30.5
Modo 14 96.20 128.42 33.5| 119.46 24.2
Modo 15| 102.10 139.47 36.6] 135.22 32.4

Frecuencias Naturales (c.p.s)

0¥



4.1.8.2 Caso 2: Pértico discretizado en 30 Elementos, 27 Nodos.
Resultados:

Exacto |M.Conocida] ERROR% |M.Nueva ERROR%
Modo 1 410 410 0.0 420 24
Modo 2 10.40 10.20 1.9 10.50 1.0
Modo 3 17.80 19.20 7.9 19.70 10.7
Modo 4 26.00 27.20 48 27.80 6.9
Modo 5 35.90 36.50 1.7 36.60 1.9
Modo 6 38.40 40.30 49 41.00 6.8
Modo 7 42.50 42.40 0.2 42.50 0.0
Modo 8 44.00| *-: 52.30| 18.9 52.40 19.1
Modo 9 55.40 57.70 42 57.50 3.8
Modo 10 57.50 60.50 5.2 60.70 5.6
Modo 11 68.40 66.60 26 66.70 25
Modo 12 71.40 88.70 242 88.60 241
Modo 13 88.60 89.90 1.5 88.60 0.0
Modo 14 96.20 103.20 7.3 103.00 7.1
Modo 15| 102,10 108.50 6.3] 106.60 4.4

Frecuencias Naturales (c.p.s)

4.1.8.3 Caso 3: Pértico discretizado en 45 Elementos, 42 Nodos.
Resultados:

Exacto |M.Conocida] ERROR% M.Nueva|ERROR%
Modo 1 4.10 4.10 0.0 4.30 49
Modo 2 10.40 10.20 1.9 10.70 29
Modo 3 17.80 19.20 7.9 20.10 129
Modo 4 26.00 27.20 46 28.20 8.5
Modo § 35.90 36.30 1.1 36.90 2.8
Modo 6 38.40 40.20 4.7 41.60 8.3
Modo 7 42.50 42.30 0.5 42.80 0.7
Modo 8 44.00 52.00 18.2 52.90 20.2
Modo 9 55.40 57.50 3.8 57.50 3.8
Modo 10 57.50 60.20 4.7 61.20 6.4
Modo 11 68.40 66.20 3.2 67.20 1.8
Modo 12 71.40 88.30 23.7 89.00 24.6
Modo 13 88.60 88.60 0.0 89.60 1.1
Modo 14 96.20 102.20 6.2 103.00 7.1
Modo 15| 102.10 106.20 4.0 107.00 438

Frecuencias Naturales (c.p.s)



4.1.8.4 Caso 4: Pértico discretizado en
tomo como valor exacto)

Resuitados:
M.Conocida M.Nueva
Modo 1 410 4.50
Modo 2 10.40 11.10
Modo 3 17.80 19.20
Modo 4 26.00 27.50
Modo 5 35.90 36.80
Modo 6 38.40 39.70
Modo 7 42.50 43.50
Modo 8 44.00 46.10
Modo 9 55.40 56.70
Modo 10 57.50 57.80
Modo 11 68.40 70.30
Modo 12 71.40 72.60
Modo 13 88.60 90.70] -
Modo 14 96.20 97.50
Modo 15 102.10| 103.90

Frecuencias Naturales (c.p.s)

4.1.8.5 Resultados en forma grafica

Figura 4.8 Pértico I5REE, compara

60 Elementos, 57 Nodos (Este valor se

— - |

[ PREE J

Caso 1 (15 Elementos) Tamafio matriz = 30 x 30 Terminos Procesados = 465 |

Caso 2 (30 Elementos) Tamafo matriz = 75 x 75 Terminos Procesados = 2850 |

|

70 1 ‘

o |

i ~+— Exacto T

50 4 -#- Conocida 30 Elementos ' ’

o —a— Nueva 15 Elementos ' |

& o) —— Conocida 15 Elementos ‘ 1’

v ; e e 0 PV TETIVDS |

5 | j
< |

2 20 | |

s |
L I
f

20 4 !

‘

10 !

|

O e . T e 1

0 1 2 3 4 Modos 5 6 7 8 9 |

cion gréfica de resultados

vy



4.1.9 PORTICO [2 NIVELES]

DATOS:

E=2387.52 Kg/m? fc=250 Kg/cm?

[0.30 x 0.30]: A=0.09m? , I=675x10° m* | m/L=22.95918367 Kg seg? / m?
[0.30 x 0.40]: A=0.12m? , I=1600x10® m* , m/L=30.6122449 Kg seg? / m?

30x30 T
2.7m
x30 30x30 30x30 30x30
30x40 30x40 30x40 T
x30 30x30 30x30 30x30 2.7m
77777 Vicid Vi dim
e 1 L i
! 4m ! 4m ! 4m ! ® Nodo
— Elementos
4.1.9.1 Caso 1: Pdrtico discretizado en 12 Elementos, 10 Nodos.
Resultados:
Exacto | M.Conocida | ERROR% |M.Nueva|ERROR%
Modo 1 9.50 9.48 0.2 9.49 0.1
Modo 2 30.30 " 40.99 353] 3745 23.6
Modo 3 33.70 48.98 454| 4520 34.1
Modo 4 42.50 51.92 22.2 4772 12.3
Modo § 49.20 70.81 439 67.18 36.5
Modo 6 53.60 72.05 34 .4 69 .41 29.5
Modo 7 64 .40 84.70 31.5 81.27 26.2
Modo 8 72.30 105.22 455 102.21 41.4
Modo 9 87.20 115.15 32.0] 113.99 30.7
Modo 10| 96.20 123.29 28.2] 120.27 25.0
Modo 11 96.80 148.84 53.8/ 137.82 42 .4
Modo 12| 100.50 190.51 89.6( 187.72 86.8
Modo 13} 108.20 203.98 88.5| 201.36 86.1
Modo 14| 110.10 208.95 89.8] 208.57 89.4
Modo 15| 118.50 227.53 92.0] 225.56 80.3

Frecuencias naturales (c.p.s)

-
~
-




4.1.9.2 Caso 2: Pdrtico discretizado en 24 Elementos, 22 Nodos.
Resultados:

Exacto | M.Conocida | ERROR% [M.Nueva[ERROR%
Modo 1 9.50 9.46 0.5 9.67 1.8
Modo 2 30.30 30.60 1.0 3063 1.1
Modo 3 33.70 34.05 1.0 34.07 1.1
Modo 4 42.50 42.84 0.8 4282 0.8
Modo 5 49.20 49.65 0.9] 4966 0.9
Modo 6 53.60 54.21 1.1 53.98 0.7
Modo 7 64.40 65.13 1.1 65.02 1.0
Modo 8 72.30 73.97 23] 73.34 1.4
Modo 9 87.20 94.10 7.9 9148 4.9
Modo 10 86.20 99.30 3.2 97.95 1.8
Modo 11 96.80 101.32 47/ 98.59 1.9
Modo 12| 100.50 106.47 5.9/ 103.45 2.9
Modo 13| 108.20 109.97 1.6/ 109.14 0.9
Modo 14| 110.10 114.63 4.1 111.93 1.7
Modo 15| 118.50 120.62 1.8] 120.27 1.5

Frecuencias naturales (c.p.s)

4.1.9.3 Caso 3: Portico discretizado en 36 Elementos, 34 Nodos.
Resultados:

Exacto | M.Conocida | ERROR% [M.Nueva|ERROR%
Modo 1 9.50 9.50 0.0 9.80 3.2
Modo 2 30.30 30.40 0.3/ 30.80 1.7
Modo 3 33.70 33.80] | 0.3] 34.20 1.5
Modo 4 42.50 42.50 0.0/ 43.20 1.6
Modo 5 49.20 49.30 0.2 4990 1.4
Modo 6 53.60 53.70 0.2 54.40 1.5
Modo 7 64.40 64.50 0.2 65.00 0.9
Modo 8 72.30 72.50 0.3 7250 0.3
Modo 9 87.20 87.80 0.8/ 87.40 0.2
Modo 10 96.20 96.80 06/ 96.60 0.4
Modo 11 96.80 97.00 0.2f 97.30 0.5
Modo 12| 100.50 101.00 0.5 101.20 0.7
Modo 13| 108.20 108.60 0.4/ 109.20 0.9
Modo 14| 110.10 110.50 0.4/ 110.50 0.4
Modo 15| 118,50 118.80 0.3] 119.70 1.0

Frecuencias naturales (c.p.s)



4.1.9.4 Caso 4: Pértico discretizado en 48 Elementos, 46 Nodos (Este valor se
tomo como valor exacto).
Resultados:

M.Conocida M.Nueva

Modo 1 9.50 9.90
Modo 2 30.30 31.20
Modo 3 33.70 34.50
Modo 4 42.50 43.70
Modo 5 49.20 50.30
Modo 6 53.60 54 .90
Modo 7 64.40 65.40
Modo 8 72.30 72.60
Modo 9 87.20 87.50
Modo 10 96.20 97.00
Modo 11 96.80 97.60
Modo 12 100.50 101.80
Modo 13 108.20 110.00
Modo 14 110.10 110.70
Modo 15 118.50 120.40

Frecuencias Naturales (c.p.s)

5.1.9.5 Resultados en forma grafica

PR1EE
Caso 1 (12 Elementos) Tamafio Matriz = 18 x 18 Terminos Procesados=172
Caso 2 (24 Elementos) Tamafio Matriz = 54 x 54 Terminos Procesados=1485

120+ —e— Exacto 1

|
100 4 -&- Conocida 24 Elementos
—+— Nueva 15 Elementos
—=— Conocida 15 Elementos_r

Frecuencias (cps)
3

0 1 2 3 4 Modos 5 6 7 8 9

Figura 4.8 Pértico PR1EE, comparacﬁz.igh é;aﬂca dé- re~su~|tados
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4.1.10 PORTICO [3 NIVELES]

DATOS:

E=2387.52 Kg/m?, fc=250 Kg/cm?
[0.30 x 0.30]: A=0.09m? | 1=675x10° m* , m/L=22.95918367 Kg seg?/ m?

[0.40 x 0.40]: A=0.16m? , 1=2133.333x10° m* , m/L=40.81632653 Kg seg?/ m?
[0.30 x 0.50): A=0.15m? | 1=3125x10%m* m/L=38.26530612 Kg seg? / m?
[0.30 x 0.40]: A=0.12m? , I=1600x10°m*  m/L=30.6122449 Kg seg?/ m?

[30x30

30x30

30x30

2.7m

30x40

30x40

30x30 30x30 30x30 2.7m
30x50 30x50 30x50 T
40x40 40x40 40x40 2.7m 1
77 17777 /7J7) -
l ] L
4m 4m ! 4m !

4.1.10.1 Caso 1: Pértico discretizado en 15 Elementos, 13 Nodos

Resuitados: Frecuencias Naturales (c.p.s)

Exacto | M.Conocida | ERROR% |M.Nueva ERROR%
Modo 1 7.60 7.62 0.3 7.65 0.7
Modo 2 17.30 17.31 0.1 17.36 0.4
Modo 3 24.60 24.66 0.2 2489 0.4
Modo 4 37.20 44.97 209/ 41.54 11.7
Modo 5 45.40 55.65 226| 5162 13.7
Modo 6 52.90 64.75 224 6175 16.7
Modo 7 58.40 70.72 21.1 65.12 11.5
Modo 8 64.80 81.40 256 75.41 16.4
Modo 9 75.90 89.39 17.8| 87.45 15.2
Modo 10 84.60 102.10 20.7) 97.19 14.9
Modo 11 92.00 106.55 15.8/ 104.71 13.8
Modo 12 96.80 118.89 22.8/ 110.61 14.3
Modo 13| 102.00 123.45 21.0] 118.23 15.9
Modo 14| 104.70 157.64 50.6/ 148.46 41.8
Modo 15| 111.80 162.14 45.0/ 156.01 39.5
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4.1.10.2 Caso 2: Pértico discretizado en 30 Elementos, 28 Nodos

Resuitados:
Exacto | M.Conocida | ERROR% [M.Nueva|ERROR%
Modo 1. 7.60 7.60 0.0 7.80 26
Meodo 2 i7.30 17.30 0.0l 1770 23
Modo 3 24 .60 24.60 0.0 25.10 2.0
Modo 4 37.20 37.50 0.8 3760 1.1
Modo 5 4540 4570 0.7] 4570 0.7
Modo 6 52.90 53.30 0.8 53.30 0.8
Modo 7 58.40 58.70 0.5 5880 0.7
Modo 8 64.80 65.30 0.8 6530 0.8
Modo 9 75.80 76.60 09 76.50 0.8
Modo 10| 84.60 86.40 21 8510 0.6
Modo 11 92.00 93.20 1.3  92.40 0.4
Modo 12|  96.80 97.70 0.9 97.30 0.5
Modo 13| 102.00 103.20 1.2| 102.80 0.8
Modo 14| 104.70 106.00 1.2| 105.40 0.7
Modo 15| 111.80 113.10 1.2] 11280 0.9

Frecuencias Naturales (c.ps)

4.1.10.3 Caso 3: Pértico discretizado en 45 Elementos, 43 Nodos

Resultados:
Exacto | M.Conocida | ERROR% |M.Nueva ERROR%
Modo 1 7.60 7.80 0.0 8.00} 53
Modo 2 17.30 17.30 0.0 18.00 4.0
Modo 3 24.60 24.60 0.0 25.50 3.7
| Modo 4 37.20 37.30 0.3] 38.00 22
Modo § 45.40 45.40 0.0] 45.20 1.8
Modo 6 $2.90 53.00 0.2 53.50 1.1
Modo 7 58.40 §8.40( 0.0} 59.50 1.9
Mado 8 64.80 64.90 0.2 6580 1.5
Modo 9 75.90 76.00 0.1 76.70 1.1
Mcdo 10 84.60 84.80 0.2 84.80 0.2
Modo 11| .92.00 92.20 0.2 9290 1.0
Modo 12 96.80 96.90 0.1 97.40 0.6
Modo 131 102.00 102.30 0.3] 10280 0.8
Modo 14| 104.70 105.00 0.3 105.30 06
Modo 15! 111.80 112.00 0.2] 112.70 0.8

Frecuencias Naturales (c.p.s)



4.1.10.4 Caso 4. Portico discretizado en 60 Elementos, 58 Nodos (Este valor se
tomo como valor exacto).

Resultados:

M.Conocida| M. Nueva

Modo 1 7.60 8.10
Modo 2 17.30 18.40
Modo 3 24 .60 25.90
Modo 4 37.20 38.40
Modo 5 45.40 46.70
Modo 6 52.90 53.90
Modo 7 58.40 60.20
Modo 8 64.80 66.40
Modo 9 75.90 77.10
Modo 10 84.60 85.10
Modo 11 92.00 93.50
Modo 12 96.80 97.70
Modo 13 102.00 103.50
Modo 14 104.70 105.70
Modo 15 111.80 113.30

Frecuencias Naturales (c.p.s)

4.1.10.5 Resultados en forma gréfica

PR2EE J
Caso 1 (15 Elementos) Tamanario matriz=27 x 27 Terminos Procesados=378 !
Caso 2 (30 Elementos) Tamanafio matriz=72 x 72 Terminos Procesados=2628 !

|

—e— Exacto |
—=- Conocida 30 Elementos
—+— Nueva 15 Elementos

—=— Conocida 15 Elementos

P S S T |

Frecuencia (cps)
8 8 88 38 8

o 3 8
——

L=

1 2 3 4 Modos 5 6 7 8 9

. Figura 4.9 PR2EE corhparacién grafica de resultados
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4.1.11 PORTICO [3 NIVELES]

DATOS:

E=2387.52 Kg/m?, fc=250 Kg/cm?
[0.30 x 0.30]: A=0.09m?*, 1=675x10° m* , m/L=22.95918367 Kg seg? / m?
[0.35 x 0.35]): A=0.1225m?, 1=1250.52x10°m* | m/L=31.25 Kg seg? / m?
[0.40 x 0.40): A=0.16m?, 1=2133.333x10°m*  m/L=40.81632653 Kg seg® / m?
[0.30 x 0.50]: A=0.15m?, I=3125x10°m* , m/L=38.26530612 Kg seg? / m?
[0.30 x 0.40): A=0.12m?  I=1600x10° m* , m/L=30.6122449 Kg seg? / m’

/‘m/ 30x30

30x30

30x30 30x30 30x30 30x30
30x40 30x40 30x40

35x35 35x35 35x35 35x35
30x50 30x50 30x50

40x40 40x40 40x40 40x40

17777 77 77727 /77,

by

-
16m

-

2.7m

2.7m

[2.7Tm

4 4

{w)

)

16

8

5

"

17

1

o
0}

9

8

12

2?1.1 1m Caso 1: Pdrtico gdiscrstizado'len 21 Elémentos, 16 Nodos

Resultados:
Exacto [ M.Conocida [ ERROR% |M.Nueva|ERROR%
Modo 1 6.30 6.27 0.5 6.29 0.2
Modo 2 15.00 15.03 02 15.04 0.3
Modo 3 27.90 28.17 1.0f 28.09 0.7
Modo 4 31.50 37.29 18.4| 3429 89
Modo 5 38.00 49.37 299! 4555 19.9
Modo 6 42.80 55.61 299 5258 22.9
Modo 7 44 60 57.54 29.0] 54.91 23.1
Modo 8 49.70 60.75 222 59.19 19.1
Modo 9 54.20 69.53 28.3[ 65.99 21.8
Modo 10| 58.60 72.01 229 67.54 15.3
Modo 11 60.40 75.69 253 70.24 16.3
Modo 12| 61.40 83.54 36.1] 78.43 27.7
Modo 13|  67.50 89.01 319 86.71 28.5
Modo 14| 75.70 95.76 26.5| 91.91 21.4
Modo 15| 84.40 100.31 18.8) 93.80 1.1

Frecuencias Naturales (c.p.s)

1G7

18




4.1.11.2 Caso 2: Pértico discretizado en 42 Elementos, 37 Nodos
Resultados:

Exacto | M.Conocida | ERROR% |M.Nueva|ERROR%
Modo 1 6.30 6.30 0.0 6.40 1.6
Modo 2 15.00 15.00 0.0 15.30 2.0
Modo 3 27.90 27.90 0.0 28.40 1.8
Modo 4 31.50 31.60 0.3 31.70 0.6
Modo 5 38.00 38.30 0.8 38.30 0.8
Modo 6 42 .80 43.20 0.9 43.20 0.9
Modo 7 44.60 44 90 0.7 45.00 0.9
Modo 8 49.70 50.00 0.6 50.10 0.8
Modo 9 54.20 54 .60 0.7 54.60 0.7
Modo 10 58.60 59.00 0.7 58.90 0.5
Modo 11 60.40 60.80 0.7 60.80 0.7
Modo 12 61.40 61.80 0.7 61.70 0.5
Modo 13 67.50 68.00 0.7 67.90 0.6
Modo 14 75.70 76.30 0.8 76.10|- 0.5
Modo 15 84.40 85.40 1.2 85.00 0.7

Frecuencias Naturales (c.p.s)

4.1.11.3 Caso 3. Portico discretizado en 63 Elementos, 58 Nodos (Este valor se
tomo como valor exacto).

Resultados:

M.Conocida| M Nueva

Modo 1 6.30 6.60
Modo 2 15.00 15.60
Modo 3 27.90 28.80
Modo 4 31.50 32.10
Modo 5 38.00 38.60
Modo 6 42.80 43.30
Modo 7 44.60 45.20
Modo 8 49.70 50.40
Modo 9 54.20 54.80
Modo 10 58.60 59.00
Modo 11 60.40 61.10
Modo 12 61.40 62.10
Modo 13 67.50 68.30
Modo 14 75.70 76.40
Modo 15 84.40 84.70

Frecuencias Naturales (c.p.s)

108



4.1.11.4 Resultados en forma gréafica

Frecuencias (cps)

Caso 1 (21 Elementos) T Matriz= 36 x 36, T Procesados=666
Caso 2 (42 Elementos) T Matriz= 99x 99, T Procesados=4650

PR3EE

70 ]
6045 W—#-Exacté 7
i -a- Conocida 42 Elementos
50 - —— Nueva 21 Elementos ,
—=— Conocida 21 Elementos |
40 1
30 <
2 ¢
10 A
o ,
0 1 2 3

s |

Figura 4.10 Portico PR3EE, comparacion gréfica de resultados

4.1.12 PORTICO [2 NIVELES]
DATOS:

E=2387.52 Kg/m?, fc=250 Kg/cm?
[0.30 x 0.30): A=0.09m?, I=675x10° m*, m/L=22.95918367 Kg seg? / m?
[0.40 x 0.40): A=0.16m?, 1=2133.333x10° m*  m/L=40.81632653 Kg seg®/ m?
[0.30 x 0.40]: A=0.12m? , 1=1600x10°m*  m/L=30.6122449 Kg seg®/ m?

30x
30x30 3030

30x30 30x30 30x30 30x30

30x40 30x40 30x40 ]
40x40 40x40 40x40 40x40
b . /;Jr; 77y |
f i ]
r Tm Tm T I4m !

4.1.12.1 Caso 1: Pértico discretizado en 14 Elementos, 12 Nodos
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Resultados:

Exacto [ M.Conocida | ERROR% |M.Nueva|ERROR%
Modo 1 8.70 8.75 0.5 8.78 1.0
Modo 2 23.40 23.58 0.8 23.58 0.8
Modo 3 31.40 37.79 20.4f 3470 10.5
Modo 4 38.30 48.79 27.4| 4471 16.7
Modo 5 44.30 65.41 476/ 60.46 36.5
Modo 6 49.10 70.31 43.2| 64.60 31.6
Modo 7 54.10 78.72 45.5| 73.26 35.4
Modo 8 59.50 86.72 45.7| 84.59 422
Modo 9 68.00 97.84 43.9 96.59 42.0
Modo 10 85.50 107.22 25.4] 101.35 18.5
Modo 11 88.50 108.96 23.1] 104.13 17.7
Modo 12 96.50 121.77 26.2| 119.69 24.0
Modo 13| 101.70 127.41 25.3| 125.23 231
Modo 14| 108.50 137.98 27.2] 133.96 23.5
Modo 15| 109.10 157.48 44.3/ 148.50 36.1

Frecuencias Naturales (c.p.s)

4.1.12.2 Caso 2: Pértico discretizado en 28 Elementos, 26 Nodos

Resultados:
Exacto | M.Conocida | ERROR% |M NuevalERROR%
Modo 1 8.70 8.70 0.0 9.00 3.4
Modo 2 23.40 23.40 0.0f 2390 2.1
Modo 3 31.40 31.60 0.6 31.60 0.6
Modo 4 38.30 38.60 0.8f 38.70 1.0
Modo 5 44 .30 44,80 1.1 44.80 1.1
Modo 6 49.10 49.70 1.2 49.70 1.2
Modo 7 54.10 54 60 0.9 54 .60 0.9
Modo 8 59.50 60.20 1.2 60.10 1.0
Modo 9 68.00 68.90 1.3] 68.80 1.2
Modo 10 85.50 88.60 3.6 8760 25
Modo 11 88.50 92.50 45 90.40 2.1
Modo 12 96.50 102.00 57 98.80 2.4
Modo 13| 101.70 107.30 5.5 105.00 3.2
Modo 14| 108.50 114.30 5.3 112.00 3.2
Modo 15| 109.10 119.10 9.2 116.40 6.7

Frecuencias Naturales (c.p.s)

L




4.1.12.3 Caso 3: Pdrtico discretizado en 40 Elementos, 42 Nodos
Resultados:

Exacto | M.Conocida |[ERROR% [M.Nueva] ERROR%
Modo 1 8.70 8.70 0.0 9.10 46
Modo 2 23.40 23.40 0.0f 24.30 3.8
Modo 3 31.40 31.40 0.0 32.00 1.9
Modo 4 38.30 38.40 0.3] 39.00 1.8
Modo 5 44 .30 44 40 0.2] 44.90 1.4
Modo 6 49.10 49.20 0.2] 4970 1.2
Modo 7 54.10 54.20 0.2 55.00 1.7
Modo 8 59.50 59.60 0.2] 60.40 1.5
Modo 9 68.00 68.20 0.3 68.80 1.2
Modo 10 85.50 85.70 0.2 86.10 0.7
Modo 11 88.50 89.00 0.6/ 8860 0.1
Modo 12 96.50 96.80 0.3 97.10 0.6
Modo 13| 101.70 102.00 0.3] 102.40 0.7
Modo 14| 108.50 109.10 0.6/ 108.90 0.4
Modo 15{ 109.10 109.50 0.4 110.00 0.8

Frecuencias Naturales (c.p.s)

4.1.12.4 Caso 4: Portico discretizado en 56 Elementos, 54 Nodos (Este valor se
tomo como valor exacto).
Resultados:

M.Conocida| M. Nueva

Modo 1 8.70 9.30
Modo 2 23.40 24.70
Modo 3 31.40 32.40
Modo 4 38.30 38.40
Modo 5 44 .30 4530
Modo 6 49.10 50.00
Modo 7 54.10 55.60
Modo 8 59.50 60.90
Modo 9 68.00 69.20
Modo 10 85.50 86.50
Modo 11 88.50 88.80
Modo 12 96.50 97.70
Modo 13 101.70 102.80
Modo 14 108.50 109.00
Modo 15 109.10 110.70

Frecuencias Naturales (c.p.s)




4.1.12.5 Resultados en forma grafica

PR4EE
Caso 1 (14 Elementos) T. Matriz=24 x 24, T. Procesados=300
Caso 2 (28 Elementos) T. Matriz=66€ x 66, T. Procesados=2211

Figura 4.11 Pértico PRAEE, comparacion grafica de resultados
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4.2 ANALISIS ESTATICO
Se analizaron los porticos de los ejemplos 5.1.8, 519, 51.10, 5.1.11, 5112
realizados en el andlisis dinamico, utilizando el programa del profesor Hector

Febres en su forma original y con nuestra modificacion.

4.2.1 PORTICO [5 NIVELES]

7000 Kg o | W V3000 kom A/ V- — 153?3 :— ®
© B
& @ 2.7m ?6
000K W\ 3000 kgmi N Vi - Lﬂ‘zfa
® T B s
- — 12«
- * J2.m . B
to0ookg [\ WO WL ) N,
[©] g‘z'" 7y 24k
G’j @/ 27m 5 20
10000 Kg | \l[ \ll 3000 Kgaml \]{ \b IEN :;%—\7
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Resultados:
Desplazamientos:
M.Conocida M. Nueva
Desplaz.| Valor (m) Desplaz.| Valor (m) Error (%)
11 1.317E-02 11 1.300E-02 1.3
2| 2717E-04 2| 2.661E-04 2.1
3| -4.568E-03 3| -4.475E-03 2.0
4} 3.066E-02 4 3.034E-02 1.0
5| 4.223E-04 51 4.134E-04 2.1
6| -4.406E-03 6| -4.333E-03 1.7
71 4.741E-02 7| 4.689E-02 1.1
8| 4.619E-04 8| 4.513E-04 2.3
9| -5.284E-03 9| -5.180E-03 2.0




10] 6.685E-02] [ 10 6.614E-02 Kl
11] 4.446E-04 11| 4.329E.04 26 |
12/ -3.714E-03) [ 13 -3.663E-03 14
13| 7.862E-02] [T 13 778053 1.0
14] 4.014E-04 14| 3.895E-04 3.0
15] -3.822E-03 15] ~3.750E-03 19
16/ 1.313E-02 16| 1.300E-02 1.0
17| 6.958E-04 17| -6.902E-04 08 |
18 -4.181E-03 18] -4.099E-03 20
19] 3.061E-02 19[ 3.018E-02 14
20( -1.186E-03 20{ -1177E-03 0.8
21[ -4 157E-03 21[ -4.085E-03 17
22 4.733E02 22[ 4 .681E-02 11
23] -1.480E-03 23] -1469E-03 0.7
24| -4 752E-03] 24| -4.662E-03 19
25] 6.681E-02 L 25] 6.609E-02 11
26[ -1.764E-03 26 -1.752E-03
27| -3.013E-03 27[ -2.966E-03
28 7.851E-02 28] 7.769E-02
29[ -1.872E-03 29 -1.880E-03
30 -1.557Eﬂ 30 -1.553E-03
Acciones en los Miembros:
M.Conocida
Miembro [M(7) Kg-m[M(}) Kg-m |F Axial (Kg)[V (1) Kg V(j) Kg
1 37988.84)  2075552] 384386717 2175717 217572
2 39264.694] 23490 946 -98436.617|  23242.83] 232453
3 22213.933) 22824 56| 21312685 16680.92] -16680.9
4 26035.326]  26126.182] 69312685 19319.08] -19319.1
5 17055.364]  13742732] 5605035 11406.7] 114087
6 20824.497]  18577.407] 41605 035 14593.3] 145033
7 8737.417] 10617072 1387238 7166.107] -7166.11
8 10887.537] 12963974 22675763 8833.893] -8833.89
9 2168.807]  2040.204| -3435 383 1558.893] -1558 89
10 6476.246] 8214743 8563737 5441.107] 5441171
11 ~42969.45) 49526 27| 3523 753 -17123.9] 2912393
12 -39879.93] -4695068] -2725 779 -15707.7] 2770768
13 -22480.15 "29464.94) 5759 405] 6986 37 18986 27

14



14 -12779.88] -19440.22 -3392.786| -2055.03| 14055.03
15 -2040.204 -8214.743 -5441.107| 3436.263| 8563.737
M.Nueva
Miembro (M(i) Kg-m|M(j) Kg-m[F Axial (Kg)[V (i) V{(j)
1 38351.083] 20482.942| 37653.394] 21774.93] -21774.9
2 39571.35| 23204.126| -97653.394] 2322507 -23225.1
3 22182.616] 22746.982| 20841.026] 16697.54] -16697.5
4 25977.37| 26030.524| -68841.026] 19302.46] -19302.5
5 17002.945 13621.159 5354.358] 11425.84| -11425.8
6 20740.813| 18438.582| -41354.358| 14574.16] -14574.2
7 8708.655 10625.77 -1462.822| 7172.751| -7172.75
8 10843.668 12986.098| -22537.178] 8827.249] -8827.25
9 2173.515 2063.643 -3454.773] 1594.008| -1594.01
10 6405.119 8190.392 -8545.227| 5405.992| -5405.99
11 -42665.56 -49181.5 -3922.617| -16812.4| 28812.37
12 -39749.93| -46771.34 -4728.3] -15486.7| 27486.67
13 -22329.81 -29282.25 -5746.906f -6817.18| 18817.18
14 -12799.29] -19391.22 -3421.257) -1991.95 13991.95
15 -2063.643| -8190.392 -5405.992| 3454773 8545.227
Error ,
Miembro |M(i) Kg-m|M(j) Kg-m[F Axial Kg)| V(i) V(j)
1 1.0 1.3 2.0 0.1 0.1
2 0.8 1.2 0.8 0.1 0.1
3 0.1 0.3 2.2 0.1 0.1
4 0.2 0.4 0.7 0.1 0.1
5 0.3 0.9 4.5 0.2 0.2
6 0.4 0.7 0.6 0.1 0.1
7 0.3 0.1 59 0.1 0.1
8 0.4 0.2 0.4 0.1 0.1
9 0.2 1.1 0.5 2.3 23
10 1.1 0.3 0.2 0.6 0.6
11 0.7 0.7 6.0 1.8 1.1
12 0.3 0.4 0.1 1.4 0.8
13 0.7 0.6 0.2 24 09
14 0.2 0.3 0.8 3.1 0.4
15 1.1 0.3 0.6 0.5 0.2

. )




Resultados en forma grafica
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Figura 5.13 PREE Estatico (Axial y Corte) comparacuon grafica de resultados
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Figuré 4.14 PREE Estatico (Desplazamientos), comparacion gréficé de resultados

5.2.2 PORTICO [2 NIVELES]

6 1
T K /}'f‘)n
9 15
2.7m
5 1
N ? 17
NN IR :
—— 4 10 g
L] A&
< 27m
7777 7777

Resultados:

Desplazamientos

M.Conocida M.Nueva
Desplaz| Valor (m) Desplaz.| Valor (m) Error (%)
. 1f 5.288E-03 11 5.260E-03 0.5
2| -9.533E-05 2| -9.582E-05 0.5
3{ -2.306E-03 3| -2.249E-03 25




4 5162E-03 4 5135E-03 0.5
5| -3.740E-04 5| -3.735E-04 0.1
6| -2.499E-04 6] -2.574E-04 3.0
7| 5.689E-03 7| 5661E-03 0.5
8| -5.689E-04 8| -5.684E-04 0.1
9 5.736E-04 9| 5476E-04 4.5
10| 5.089E-03 10{ 5.062E-03 0.5
11| -3.794E-04 11| -3.791E-04 0.1
12| -5.914E-04 12| -5.745E-04 29
13| 5.598E-03 13| 5.570E-03 0.5
14| -5.936E-04 14| -5.931E-04 0.1
15| -4.580E-04 15} -4.439E-04 3.1
16| 5.088E-03 16| 5.061E-03 0.5
17 -1.182E-04 17| -1.186E-04 0.3
18| 6.848E-04 18| 6.602E-04 3.6
Acciones en los Miembros:
M.Conocida
Miembro [M(i) Kg-m{M(j) Kg-m|F Axial (Kg)|V (i) Kg|V(j) Kg
1 4260.782 1507.531 -7586.714| 2136.412| -2136.412
2 6548.781 6250.415] -29767.266| 4740.443| -4740.443
3 6044 516 5338.524| -30195.288] 4215.941| -4215.941
4 7565.973 8383.479) -9406.732 5907.205; -5907.205
5 3381.010{ -6340.495 3005.840| 6625.759| -6625.759
6 786.964 1770.129| -15506.327 947.071| -947.071
7 -1284.309) -1125.077| -17047.191| -892.365] 892.365
8 5386.013| -5495.718f -6978.694] 7216.268| -7216.268
9 -4888.541| -8960.724] -9011.882} 2537.684| 9462.316
10 1923.345( -6728.856| -5218.511| 4798.622| 7201.378
11 4570.366| -4260.936| -4904.634| 6077.358| 5922.642
12 2674641 -2887.762 -110.205| 5946.720 6053.280
M.Nueva
Miembro [M(i) Kg-m|{M(j) Kg-m|F Axial (K@){V (i) Kg{V(j) Kg
1 4365.780 1524 437 -7625.510] 2183.376| -2183.376
2 6553.799 6228.577| -29727.004] 4719.496| -4719.496
3 6082.057 5356.127] -30168.771] 4224584 -4224.584
4 7540.928 8375.103] -9434.716| 5872.544| -5872.544




5 3364.565( -6303.673 3032.281| 6634.157| -6634.157
6 721.590 1738.726] -15507.447 907.024| -907.024
7 -1252.861| -1087.770 -17036.347| -859.906] 859.906
8 5368.431| -5496.097| -6953.100f 7212.361| -7265.639
9 -4889.002| -8863.208| -8991.533| 2584.312| 9415688
10 1913.041| -6728.092| -5179.061] 4803.869| 7196.131
11 4564.947| -4280.661 -4918.066/ 6070.644| 5929.356
12 2624.827| -2879.006 -94 572 5936.293| 6063.707

Error

Miembro [M(i) Kg-m|M(j) Kg-m|F Axial (Kg)|V (i) Kg|V(j) Kg
1 2.5 1.1 0.5 2.2 2.2
2 0.1 0.3 0.1 04 0.4
3 0.6 0.3 0.1 0.2 0.2
4 0.3 0.1 0.3 0.6 0.6
5 0.5 0.6 0.9 0.1 0.1
6 8.3 1.8 0.0 42 4.2
7 24 33 0.1 36 36
8 0.3 0.0 0.4 0.1 0.7
9 0.0 11 0.2 1.8 0.5
10 0.5 0.0 0.8 0.1 0.1
11 0.1 0.5 0.3 0.1 0.1
12 1.9 0.3 14.2 0.2 0.2
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Resultados en forma grafica
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Figura 4.15 PR1EE Estatico (Moment‘orsm),'compé'rAééi,én grafica de resultados
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Figura 4.16 PR1EE Estatico (Axial y Corte), comparacién gréfica de resultados
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5 3364.565; -6303.673 3032.281| 6634.157| -6634.157
6 721.590 1738.726( -15507 447! 907.024| -907.024
7 -1252.861| -1087.770[ -17036.347{ -859.906 859.906
8 5368.431| -5496.097| -6953.100{ 7212.361| -7265.639
9 -4889.002] -8863.208 -8991.533] 2584.312] 9415.688
10 1913.041| -6728.092] -5179.061) 4803.869| 7196.131
11 4564.947] -4280.661 -4918.066) 6070.644| 5929.356
12 2624.827| -2879.006 -04.572| 5936.293| 6063.707

Error

Miembro |M(i) Kg-m{M(j) Kg-m|F Axial (Kg)|V (i) Kg|V(j) Kg
1 2.5 1.1 0.5 2.2 2.2
2 0.1 0.3 0.1 04 0.4
3 0.6 0.3 0.1 0.2 0.2
4 0.3 0.1 0.3 0.6 0.6
5 0.5 0.6 0.9 0.1 0.1
6 8.3 1.8 0.0 4.2 4.2
7 24 3.3 0.1 36 36
8 0.3 0.0 0.4 0.1 0.7
9 0.0 1.1 0.2 1.8 0.5
10 0.5 0.0 0.8 0.1 0.1
11 0.1 0.5 .03 0.1 0.1
12 1.9 0.3 14.2 0.2 0.2




PR1EE (estatico) !
Desplazamiemrtos 1
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Figura 4.17 PR1EE Estatico (Desplazamientos), com&aracién grafica de resultados

4.2.3 PORTICO [3 NIVELES]

V=2 T 1 ; .
o = 1 = ,
o s 5 . hal 4
wookgy| oy x Yul oy VT R meny i} | 2«_)' ;a‘ - q
o ® e 5op
7777 m 7 . 17777 am 7777 - 777 Voo cd 77777
Resultados:
Desplazamientos
M.Conocida M.Nueva
Desplaz| Valor (m) Desplaz.| Valor (m) Error (%)
11 3.422E-03 1| 3.398E-03 0.7
2| -7.791E-06 2| -8.112E-06 4.1
3| -1.055E-03 3| -1.033E-03 2.1
4| 3.402E-03 4] 3.378E-03 07




5| -9.849E-05 5| -9.859E-05 0.1
6] -7.405E-04 6] -7.341E-04 0.9
7| 1.356E-02 7[ 1.347E-02 0.7
8 -1.141E-04 8| -1.146E-04 0.4
9 -2.416E-03 9| -2.360E-03 2.3
10{ 3.400E-03 10| 3.377E-03 0.7
11} -1.875E-04 11| -1.878E-04 0.2
12| -8.082E-04 12| -7.943E-04 1.7
13| 1.350E-02 13 1.341E-02 0.7
14} -3.819E-04 14| -3.824E-04 0.1
15[ -1.037E-03 15] -1.047E-03 1.0
16| 2.346E-02 16| 2.328E-02 0.7
17| -4.220E-04 17! -4.229E-04 0.2
18| -3.837E-03 18 -3.738E-03 28
19| 3.396E-03 18| 3.372E-03 0.7
20| -2.151E-04 20| -2.144E-04 0.3
21 -1.044E-03 21} -1.028E-03 1.6
22| 1.350E-02 22| 1.341E-02 0.7
23| -4.574E-04 23| -4.561E-04 0.3
24| -2.129E-03 24| -2.077E-03 24
25 2.335E-02 25| 2.318E-02 0.7
26| -5.681E-04 26| -5.664E-04 0.3
27 -8.79E-04 27) -9.016E-04 25
Acciones en los Miembros:
M.Conocida
Miembro M(i) Kg-m{M(j) Kg-m |F Axial (Kg)|V (i) Kg| V(j) Kg
1 10364.039 6382.488| -1102.320[ 6202.417] -6202.417
2 11467.464 8673.504| -13934.888 7459.618] -7459618
3 11205.831 8156.552| -26531.302| 7171.253] -7171.253
4 10294.811 6355.312| -30431.491] 6166.712] -6166.712
5 8825.830 6825.681 -1245.871| 5796.856 -5796.856
6 10235.202 9962.617| -15466.793| 7480673 -7480.673
7 8373.110 7077.560 -19287.336| 5722.470| -5722.470
8 6146.877 2803.875] -3193.848| 3315.093] -3315.093
9 6928.516 8420.732| -8806.152] 5684.907| -5684.907
10 -6382.488| -13208.233[ -1797.583| 1102.320] 10897.680
11 -4291.101| -12543.554 -134.821f 1791.336] 10208.664




12

-6825.681] -12190.834 -4203.144] 1245.871| 10754.129
13 -5848.200| -14728.422 -444 242 855.845| 11144.155
14 -3918.660| -14006.077 -37.564, 1518.816] 10481.184
15 .2803.875] -8420.732| -5684.907| 3193.848| 8806.152
M.Nueva
Miembro[M(i) Kg-m[M(j) Kg-m|F Axial (Kg)|V (i) Kg| V(i) Kg
1 10482.924 6357.374| -1147.726] 6229.566| -6229.566
2 11517.199 8585.521| -13948.287| 7430.036| -7430.036
3 11284.968 8113.148| -26572.593| 7170.707| -7170.707
4 10391.576 6286.698| -30331.394| 6169.691| -6169.691
5 8888.913 6834.353| -1277.121] 5816.538| -5816.538
6 10219.407 9899.899| -15488.339| 7434.226| -7434.226
7 8433.466 7107.355| -19234.539| 5749.236| -5749.236
8 6204.732 2805.056] -3220.047| 3345.162| -3345.162
9 6900.357 8386.120| -8779.953| 5654.838| -5654.838
10 -6357.374| -13176.909| -1770.434| 1147.726| 10852.274
11 -4297.525| -12534.971 -156.936| 1818.891] 10181.109
12 -6834.353] -12179.843] -4183.462| 1277.121] 10722.879
13 -5797.584| -14720.164 -420.455 903.145| 11096.855
14 -3924.788| -14007.712 -04.398| 1545413 10454.587
15 -2805.056| -8386.120| -5654.838| 3220.047! 8779.953
Error
Miembro[M(i) Kg-m|M(j) Kg-m|F Axial (Kg){V (i) Kg| V(j) Kg
1 1.1 0.4 4.1 0.4 0.4
2 0.4 1.0 0.1 0.4 04
3 0.7 0.5 0.2 0.0 0.0
4 0.9 1.1 0.3 0.0 0.0
5 0.7 0.1 2.5 0.3 0.3
6 0.2 0.6 0.1 0.6 0.6
7 0.7 0.4 0.3 0.5 0.5
8 0.9 0.0 0.8 08 0.9
9 04 0.4 0.3 0.5 0.5
10 0.4 0.2 1.5 4.1 0.4
11 0.1 0.1 16.4 1.5 0.3
12 0.1 0.1 0.5 2.5 03
13 0.9 0.1 54 55 04
14 0.2 0.0 151.3 1.8 03




15| 0.0 | 0.4 | 0.5 1 0.8 [ 0.3

Resultados en forma grafica
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Figura 4.18 PR2EE Estatico (Momentos), compéracic')n grafica de resultados
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Figura 4.19 PR2EE Estatico (Axial y Corte), comparacion grafica de resuitados
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Figura 4.20 VlgliWZ‘EE”Est'é'tidbw(bééplazamientos), comparaci'én gréfica de resultados

4.2.4 PORTICO [3 NIVELES)
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Resultados:
Desplazamientos
M.Conocida M.Nueva
Desplaz| Valor (m) Desplaz.| Valor (m) Error (%)
11 3.465E-03 1| 3.440E-03 0.7
2| -8.075E-05 2| -8.130E-05 0.7
3 -1.312E-03 3| -1.286E-03 2.0
4| 8.683E-03 4] 8615E-03 0.8

125



5{ -1.809E-04 5/ -1.816E-04 0.4

6| -1.638E-03 6| -1.615E-03 1.4

7| 1.466E-02 7| 1.453E-02 0.9

8| -2.829E-04 8| -2.836E-04 03

9 -2.739E-03 9| -2.674E-03 2.4
10| 3.398E-03 10{ 3.373E-03 0.7
11} -1.914E-04 11| -1.912E-04 0.1
12| -6.807E-04 12| -6.721E-04 1.3
13| 8.574E-03 13| 8.505E-03 0.8
14| -3.158E-04 14| -3.154E-04 0.1
15| -7.130E-04 15| -7.035E-04 1.3
16{ 1.451E-02 18] 1.438E-02 0.9
17| -3.269E-04 17| -3.264E-04 0.2
18| 4.179E-05 18| 4.163E-05 04
19| 3.350E-03 19| 3.325E-03 0.7
20{ -2.255E-04 20| -2.258E-04 0.1
21} -6.949E-04 21| -6.844E-04 1.5
22| 8.534E-03 22| 8.464E-03 0.8
23| -4.159E-04 23| -4.165E-04 0.1
24| -9.876E-04 24| -9.724E-04 1.5
25| 1.443E-02 25| 1.431E-02 0.9
26| -5.334E-04 26| -5.343E-04 0.2
27| -1.048E-03 27| -1.021E-03 2.6
28| 3.327E-03 28| 3.302E-03 0.7
29| -1.874E-04 29| -1.868E-04 0.3
30| -9.009E-04 30| -8.843E-04 1.8
31| 8.524E-03 31| 8.454E-03 0.8
32| -3.350E-04 32| -3.340E-04 0.3
33| -1.137E-03 33| -1.114E-03 2.0
34 1.437E-02 34| 1.424E-02 0.9
35| -4.216E-04 35| -4.205E-04 0.3
36 -3.699E-04 . 38| -3.718E-04 0.5

.
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Acciones en los Miembros:

M.Conocida
Miembro[M(i) Kg-m|M(j) Kg-m|F Axial (Kg)|V (i) Kg V(j) Kg
1 9574.369 4623.526| -11424.576| 5258.480| -5258.480
2 11676.472 9108.230] -27085.909| 7698.038| -7698.038
3 11422.221 8800.585| -31903.850( 7489.928| -7489.928
4 10546.700 7147.896| -26509.665| 6553.554| -6553.554
5 3396.654 2676.171] -10845.705] 2249.194| -2249.194
6 8131.825 8060.447| -13465.837| 5997.138; -5997.138
7 7479.622 6832.179] -20620.750 5300.667| -5300.667
8 6272.239 5750.862| -15991.708| 4453.001| -4453.001
9 749.635 -564.505) -8116.912 68.566 -68.566
10 2065.167 2630.925 -559.064| 1092.114} -1092.114
11 4218.440 4146.143] -9357.199| 3097.994| -3097.994
12 4593.185 5508.393| -6890.825 3741.325{ -3741.325
13 -8020.180] -13664.336| -5990.715| 578.871| 11421.129
14 -3425.805| -9659.019| -7819.372] 2728.794 9271.206
15 564.505] -6635.153] -7978.770| 5052.886| -5052.886
16 -3575.719| -11628.512| -4289.815/ 2198.942 9801.058
17 -466.595| -8991.138 -2914 348 3635.567 8364.433
18 4004.228| -6001.235| -7172.399) 5977.566 6946.434
19 -4651.695] -13420.135] -2100.554| 1482.043) 10517.957
20 -2059.481| -10344.047 -711.675] 2899.118 9100.882
21 1045092 -5508.393| -3741.325 5109.175 6890.825
M.Nueva
Miembro[M(i) Kg-m|{M(j) Kg-m|F Axial (Kg)|V (1) Kg| V(j) Kg
1 9712.576] ~4575.275| -11502,570| 5290.593| -5290.593
2 11727 452 9043.582| -27046.225| 7675.944] -7675.944
3 11479.812 8746.946] -31949.099| 7475.188| -7475.188
4 10633.619 7102.206] -26426.106| 6558.274| -6558.274
5 3435.085 2666.830| -10866.631| 2274.129] -2274.129
6 8111.392 8037.984| -13455.347| 5971.628| -5971.628
7 7483.101 6808.749 -20650.495( 5288.048/ -5288.048
8 6298.285 5760.232| -15951.527| 4466.195| -4466.195
9 792.000 -546.028| -8114.532 108.103 -108.103
10 2027.019 2600.729 -552.390{ 1073.727| -1073.727
11 4217.534 4156.022] -9374.892] 3099.040 -3099.040
12 4560.449 5408 489 -6882.186] 3719.130| -3719.130




13 - -8010.340( -13584.461 -5083.5636| 635.939] 11364.061
14 -3458.830| -9616.701 -7833.974| 2752.099 9247.901
15 546.028| -6601.210] -7941.178| 5065.360| -5065.360
16 -3570.512| -11618.957 -4279.220| 2226.817 9773.183
17 -448.303| -8992.106( -2936.072( 3655.056 8344.944
18 4000.481| -6103.705] -7149.400( 5977.014 6946.986
19 -4611.090| -13400.581 -2092.080| 1525.421; 10474.579
20 -2034.176| -10320.681 -747.064| 2930.659 9069.341
21 1947.683] -5498.489| -3719.130| 5117.814 6882.186
Error
Miembro|M(i) Kg-m|M(j) Kg-m|F Axial (Kg@){V (i) Kg| V(j) Kg
1 1.4 1.0 0.7 0.6 0.6
2 0.4 0.7 0.1 0.3 03
3 0.5 0.6 0.1 0.2 0.2
4 0.8 0.6 0.3 0.1 0.1
5 11 0.3 0.2 1.1 1.1
6 0.3 0.3 01 04 0.4
7 0.0 0.3 01 0.2 0.2
8 0.4 0.2 03 0.3 0.3
9 57 3.3 0.0 57.7 57.7
10 1.8 1.1 1.2 1.7 1.7
11 0.0 0.2 0.2 0.0 0.0
12 0.7 0.2 0.1 06 0.6
13 0.1 06 0.1 9.9 0.5
14 1.0 04 0.2 0.9 03
15 3.3 0.5 0.5 0.2 0.2
16 0.1 0.1 0.2 1.3 0.3
17 3.9 0.0 0.7 0.5 0.2
18 0.1 0.2 0.3 0.0 0.0
19 0.9 0.1 0.4 29 0.4
20 1.2 0.2 5.0 1.1 0.3
21 0.1 0.2 0.6 0.2 0.1




Resultados en forma grafica
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Figura 4.21 Portico PR3EE (Momentos) , comparacion grafica de resultados

PRIEE (Estatico)
Aidly Cate

Axial y Corte (Kg)

-+ \)) Neva 1
- M) Neva |

Figura 422 Pértico PR3EE (Axiél y Corte)' comparacion gréfiéa de resultados
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Figura 4.23 Pértico PR3EE (Desplazar;wi_entos) , comparacion grafica de Fesultados

4.2.5 PORTICO [2 NIVELES]
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Resultados:
Desplazamientos
M.Conbcida M.Nueva
Desplaz| Valor (m) Desplaz.} Valor (m) Error (%)
11 2.879E-03 1] 2.852E-03 1.0



2| -8.093E-05 2| -8.123E-05 0.4
3| -1.250E-03 3| -1.224E-03 2.1
4] 8.125E-03 4| 8.058E-03 0.8
5| -2.476E-04 5| -2.479E-04 0.2
6| -1.753E-03 6| -1.722E-03 1.8
7| 2.795E-03 7| 2.768E-03 1.0
8| -1.509E-04 8| -1.509E-04 0.1
9| -7.922E-04 9 -7.779E-04 1.8
10} 7.925E-03 10] 7.859E-03 0.8
11| -2.606E-04 11| -2.606E-04 0.0
12| -6.974E-04 12| -6.942E-04 0.5
13| 2.744E-03 13| 2.716E-03 1.0
14| -1.699E-04 14{ -1.700E-04 0.0
15| -7.897E-04 18{ -7.755E-04 1.8
16| 7.809E-03 16| 7.743E-03 0.8
17| -3.238E-04 17| -3.237E-04 0.0
18| -8.934E-04 18| -8.759E-04 2.0
19| 2.726E-03 19| 2.698E-03 1.0
20{ -1.071E-04 20| -1.068E-04 0.2
21| -8.907E-04 21| -8.686E-04 2.5
22| 7.744E-03 22| 7.678E-03 0.9
23] -1.913E-04 23] -1.910E-04 0.1
24| -1.982E-04 24| -2.059E-04 3.9
Acciones en los Miembros:
M.Conocida
Miembro |M(i) Kg-m|M(j) Kg-m|F Axial (Kg)|V (i) Kgl|V{(j) Kg
1 7352.589 2634.929] -11450.750| 3699.081| -3699.081
2 8729.947 5741.185] -21354.526( 5359.671| -5359.671
3 8522.276 5542 097| -24042.857| 5209.360| -5209.360
.4 8068.244 4707.852| -15151.867| 4731.888} -4731.888
5 -445.502 -822.436 -8326.653| -294.869 294.869
6 4080.202 4193.318] -8731.012[ 3064.267| -3064.267
7 3767.114 3643249 -12242.573| 2744.579| -2744.579
8 4292.827 5119.437| -6699.762] 3846.024] -3846.024
9 2189.427| -9314.183] -6006.050{ 3124.098 8875.903
10 822 436] -6387.615] -9494 167 4708.215 7291.785
11 -507.183] -8502.372 -3710.645] 3747.611| 8252.389




12 2194.297| -5963.637 -6230.603| 5057.665] 6942.335
13 -807.740( -9000.679 -1245.864| 3547.895| 8452.105
14 2320.388] -5119.437| -3486.024| 5300.238] 6699.762
M.Nueva
Miembro |M(i) Kg-m|M(j) Kg-m [F Axial (Kg) |V (i) V(j) Kg
1 7463.856 2577.911| -11493.244| 3722.400| -3722.400
2| 8776.467 5670.076] -21343.239| 5342.686| -5342.686
3| 8566.893 5470.115| -24047.870| 5191.480| -5191.480
4 8144218 4675.810[ -15115.647| 4743.434| -4743.434
5 -416.685 -812.214] -8330.407| -280.153| 280.153
6| 4075.416 4181.171 -8733.213| 3053.759] -3053.759
71 3780.719 3653.867| -12237.775| 2751.050| -2751.050
8! 4282.862 5120.154] -6698.606| 3475.344| -3475.344
9| -2161.226f -9260.327| -5997.447| 3162.838| 8837.162
10 812.214| -6373.842| -9481.897| 4717.166| 7282.834
11 -485.166| -8480.299( -3708.520; 3772.863; 8227.137
12|  2192.671] -5962.285| -6226.394( 5063.620| 6936.380
13 -770.535] -8958.672] -1268.090{ 3582.958| 8417.042
14 2308.419] -5120.154 -3475.344] 5301.394) 6698.606
Error .
Miembro |M(i) Kg-m{M(j) Kg-m|F Axial (Kg)|V (i) V(j) Kg
1 1.8 2.2 0.4 0.6 06
2 0.5 1.2 0.1 0.3 03
3 0.5 1.3 0.0 0.3 0.3
4 0.9 0.7 0.2 0.2 0.2
5 6.5 1.2 0.0 5.0 5.0
6 0.1 0.3 0.0 0.3 0.3
7 0.4 03 0.0 02 0.2
8 0.2 0.0 0.0 9.6 9.6
9 1.3 0.6 0.1 1.2 0.4
10 1.2 0.2 0.1 0.2 0.1
11 43 0.3 0.1 0.7 03
12 0.1 0.0 ‘0.1 0.1 0.1
13 46 0.5 1.8 1.0 04
14 0.5 0.0 0.3 0.0 0.0




Resultados en forma gréfica

PRAEE (Estetioo)

Momentos (Kg-m)

Axial y Cote (Kg)

Figura 4.25 Portico PR4EE (Axial y Corte) , comparacion grafica de resuliédos
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Desplazamientos (m)

Figura 4.26 Pértico PR4EE (Desplazamientos), comparacion grafica de resultados



CONCLUSIONES

En este trabajo se describe el proceso para el analisis dinamico vy
estatico de vigas y pérticos, por medio de nuevas funciones de forma con las
cuales se obtuvieron las matrices de rigidez y masa, diferentes a las conocidas en
la bibliografia convencional. Se pudo demostrar que con estas nuevas matrices, se
obtenia una mejor convergencia en el comportamiento real de las estructuras y se
optimizaba el tiempo computacional debido a una menor discretizacion de los
elementos.

Es de hacer notar que para crear funciones que se acerquen al
comportamiento real de las estructuras es un poco complejo, ya que los modos de
vibracion varian de acuerdo al sistema analizado, y habria que crear funciones
para cada sistema, por eso para modos superiores las funciones son mas

complejas y se hace dificil aproximarse al valor real.

Las matrices de masa y rigidez obtenidas pueden ser utilizadas en cualquier
programa de Anélisis Estructural, ya que la inclusion de estas se hace de una
manera facil y directa en cualquier programa de céalculo convencional.

Los ejemplos numéricos presentados en este trabajo permiten mostrar el
uso de los programas con las nQevas matrices y los diferentes resultados
obtenidos. Los Unicos datos requeridos para la utilizacién de los programas estan
definidos en la teoria convencional. Los resultados permitieron observar la
buena convé'rgencia del nuevo elemento finito encontrado.

-
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Existe una gran diversidad de campos en los cuales se puede seguir
investigando sobre nuevas Funciones de Forma, una de ellas las placas y las
cascaras queda de parte de posteriores investigaciones el arduo trabajo de
obtener soluciones que se acerquen cada vez mas a los comportamientos reales
de las estructuras, para asi obtener una mayor confiabilidad en el analisis

estructural.
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APENDICE | .
ANALISIS DINAMICO DE VIGAS CON PROPIEDADES DISTRIBUIDAS [1]

1) VIBRACION POR FLEXION DE VIGAS UNIFORMES

El tratamiento de vigas sometidas a flexion presentado en este apéndice esta
basado en la simple teoria de flexidbn normalmente aplicada en ingenieria. Este
metodo de analisis es conocido como teoria de Bernoulii-Euler, la cual supone que
una seccion transversal plana de una viga permanece plana durante las
deformaciones por flexion.
Consideremos en la figura 1.1 el diagrama de cuerpo libre de un segmento corto
de viga. Su longitud es dx y esta limitada por dos secciones transversales planas
que son perpendiculares a su eje. Las fuerzas y momentos que actuan sobre el
elemento tambiéen se muestran en la figura. Estos son: los esfuerzos de corte V' y
V+(0V/0x); los momentos flectores M y M+(0M/ox); la carga lateral pdx y la fuerza
inercial (m dx) dy/of. En esta notacion m es la mas por unidad de longitud vy
p=p(x,t) es la carga por unidad de longitud. Las derivadas parciales se usan para
expresar la aceleracion y las variaciones del esfuerzo cortante y del momento
flector, debido a que estas son funciones de dos variables, la posicidn x a lo alargo
de la viga y el tiempo t. Si las deformaciones de la viga son pequefas, como
supone la teoria, la inclinacién de la viga debida ala carga es también pequefa. En
estas condiciones, la ecuacion del movimiento obtenida igualando a cero la suma
de las fuerzas en direcciéon perpendicular al eje x de la viga es

| )
y —(v+ 0Ka!r)+ p(x.)dx - max ©-Y =0
o ot

que, después de simplificarla, se reduce a

oV 0’
-b;+m(5%:p(x,1) (1.1)
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(a) (b)
Figura 1.1 (a) Viga simple con masa y carga distribuidas. (b) Diagrama de cuerpo
libre del segmento dx de la viga.

De la teoria elemental de flexion, tenemos las relaciones

oy

M=El—s (1.2)
y
y=M (1.3)
ox

donde E es el médulo de elasticidad de Young e | es el momento de inercia de la
seccion transversal con respecto a la linea neutra a través del centroide. Para una
viga uniforme, la combinacién de las ecuaciones (1.1),(1.2) y (1.3) da como
resultado

3
V= EI ZX{ (1.4)
y
o'y o
EI 6‘% +m U-’—f’ = p(x,1) (1.5)

Como puede verse, la ecuacion (1.5) es una ecuacion diferencial de derivada
parcial de cuarto orden. Es una ecuacion aproximada, Solo se han considerado las
deformaciones por flexion, mientras que las debidas a esfuerzos cortantes y a las

fuerzas inerciales, causadas por la rotacion de la seccion transversal (inercia

jE1v



rotacional), fueron despreciadas. La inclusién de las deformaciones producidas por
el esfuerzo cortante y por la inercia rotacional, en la ecuacién diferencial del
movimiento, aumenta considerablemente su complejidad. La ecuacién que toma en
consideracion la deformacidn causada por las fuerzas cortantes y la inercia
rotacional se conoce como ecuacién de Timoshenko. La ecuacidén diferencial
ecuacién(1.5), tampoco incluye los efectos de flexion debido ala presencia de
fuerzas axiales que pueden ser aplicadas a la viga.

2) SOLUCION DE LA ECUACION DEL MOVIMIENTO EN VIBRACION LIBRE
Para la vibracion libre (p(x,t)=0), la ecuacién (1.5) se reduce a ala ecuacién
diferencial homogénea
'y, 0y

La solucién de la ecuaciéon (2.1) puede encontrarse por el método de separacidon
de las variables. En este método se supone que la solucidn puede ser expresada

como el producto de una funcion de posicidon ®(x) y una funcion de tiempo f(t), o

sea,

Y(x, 1) = O(x) f(1) (2.2)

La aplicacién de la ecuacion (2.2) en la ecuacion diferencial, ecuacién (2 1), nos da

u(z)d ) | max )ddfz(’) =0 (2.3)
Esta ultima puede escribirse como
ELO" O

m ®(x)  f@)



En esta notacién, los indices en numeros romanos indican derivadas con respecto
a x y los puntos sobre las letras indican derivadas con respecto al tiempo. Puesto
que el primer miembro de la ecuacion (2.4) es solamente funcion del tiempo t, cada
uno de ellos debe ser igual a la misma constante; en caso contrario, la identidad de
la ecuacion (2.4) no se pondria cumplir. Designemos esta constante como ®? que
igualada separadamente a cada miembro de la citada ecuacion nos da las dos
ecuaciones diferenciales siguientes:

d (x)-a*®d(x)=0 (2.5)
y
JO+a’f(1)y=0 (2.6)
en que
2
at =TY (2.7)
FEI
Es particularmente conveniente despejar o de la ecuacion (2.7) y usar la notacion
siguiente:
F
=C.—3 2.8
@ “mlt 2.8

en la cual C=(aL)’

La ecuacion (2.6) tiene la forma familiar de la ecuacion de vibracion libre para un
sistema no amortiguado con un solo grado de libertad y su solucion viene dada
por:

f(t)=A cos ot + B sen ot (2.9)
en la cual Ay B son constantes de integracion, La ecuacion (2.5) puede resolverse
haciendo

‘ ®(x) =Ce™ (2.10)
La aplicacion de la ecuacion (2.10) en la ecuacion (2.5) da

(s* —a*)Ce™ =0
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la cual, para una solucién no trivial, requiere que

st—a*=0 (2.11)

Las raices de la ecuacion (2.11) son

$1=a, S3=al,

S2=-4, S3=-ai, (2.12)
La aplicacién de cada una de estas raices en la ecuacion (2.10) da una solucién de
la ecuacion (2.5). La solucion general viene entonces dada por la superposicion de
estas cuatro posibles soluciones, esto es

O(x)=Ce™ +Ce™™ + C3e""‘ + C4e“i“" (2.13)

en la cual C;, C, C;3 ,Cq son las constantes de integracién. Las funciones
exponenciales de la ecuacion (2.13) pueden ser expresadas mediante funciones
trigonométricas e hiperbdlicas por medio de las relaciones

e ™ = coshax t senh ax

e''™ = cosax tisenax (2.14)
La aplicacién de estas relaciones en la ecuacion (2.10) da

d(x) = Asenax + Bcosax + Csenh ax + D coshax (2.15)

en donde A,B,C son las nuevas constantes de integracion. Esta cuatro constantes
de integracién definen la forma y amplitud de la viga en vibracion libre; son
calculadas considerando las condiciones de contorno en los extremos de la viga,

como se ilustra en los casos presentados en el siguiente punto.
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3) FRECUENCIAS NATURALES Y MODOS NORMALES PARA VIGAS
UNIFORMES

3.1) VIGA SIMPLEMENTE APOYADA (AMBOS EXTREMOS SIMPLEMENTE
APOYADOS)
En este caso los desplazamientos y momentos flectores deben ser cero en

ambos extremos de la viga; por lo tanto, las condiciones de contorno para una viga
simplemente apoyada son:
y(0,t)=0,  M(0,1)=0,
y(L.t)=0,  M(L,t)=0,
Dadas las ecuaciones (1.2) y (2.2), estas condiciones de contorno implican
las siguientes condiciones para la funcion de deformacion @ (x):
Para x=0

®(0)=0, @ (0)=0 (3.1.1)

Para x=L

O (L)=0, @ (L)=0 (3.1.2)

La aplicacion de las primeras dos ‘condiciones de contorno en las ecuacién (2.15)
da

® (0)=A0 + B1 +CO +D1 =0
&’ (0)=a® (-A0 -B1 +C0 +D1)=0
ecuaciones que se reducen a

B+D=0
- B+D=0

Por lo tanto
B=D=0

Similarmente, aplicando las Ultimas dos condiciones de contorno en la ecuacion
(2.15) y estableciendo que B =D = 0, llegamos a las ecuaciones
® (L)=Asen aL + Csenh aL =0

'S
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@ (L)=a’ (-Asen aL +Csenh al)=0 (3.1.3)
que sumadas dan
2Csenh al. =0
De esta ultima relacion, C=0, puesto que la funcién hiperbolica seno no se anula

excepto cuando su argumento es igual a cero. Consecuentemente, las ecuaciones
(3.1.3) se reducen a

A sen al. =0 (3.1.4)
Excluyendo la solucidn trivial (A=0), obtenemos las ecuacion caracteristica

senalL =0 (3.1.5)
la cual sera satisfecha para

apLnz, n=0,12. .. (3.1.6)
La aplicacién de las raices, ecuacion (3.1.6), en al ecuacion (2.8) da

El
& (3.1.7)

w, =n'n’.
il

donde el subindice n sirve para indicar el orden de las frecuencias naturales.
Puesto que B = C = D = 0, resulta que la ecuacion (2.15) se reduce a

@ (x)=Asen 22
L
o simplemente

d (x)=sen fli"i (3.1.8)

puesto que ia constante A es absorbida por las otras constantes de la respuesta
modal dada mas adelante por la ecuacion (3.1.9).

De la ecuacion (2.2), un modo normal de vibracidn esta dado por:

Ya(x,0) =@, (x) [, (1)

o de la ecuacion (2.9) y (3.1.8) por
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y,(x,1)=sen ﬁl’?—‘ [4, cosw,t+ B, sen w,1) (3.1.9)

La solucion general de la ecuacién del movimiento en vibracién libre que
satisface las condiciones de contorno, ecuaciones (3.1.1) y (3.2.2), es la suma de

todos los modos normales de vibracion, ecuacién (3.1.9), esto es,

y(x,1) =7 sen —’3? [A4, cosw,t+ B, sen o,/] (3.1.10)

n=1

Las constantes A,y B, son determinadas, como es usual, a partir de las
condiciones iniciales. Si en el instante t=0, la deformacion de la viga viene dada por

y(x,0)=p(x)
y la velocidad por

para 0<x <L, resulta de la ecuacion (3.1.10) que

i nnx
A sen — = p(x

Zan sen T = y(x),
Por io tanto, los coeficientes de Fourier estaran expresados por

2 L
4,=7 j’ p(x)sen H%Dfdx

l .
Bn = w%!w(x) sen n..;,f.xdx (31 1 1 )

n
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Los primeros cinco valores de las frecuencias naturales y los modos
normales para una viga simplemente apoyada son presentados en la tabla 3.1.1.

TABLA 3.1.1 Frecuencias naturales y modos normales para vigas
simplemente apoyadas

Frecuencias Naturales Modos Normales
£ nmx
w,=C, 2L ®, = sen "
\\mL L
n C, I, Formas Modales
1 n2 4/n 8 L A
/—-—\
2 4n? 0 & e
3 9n? 4/3n %‘QA
0.666L
a4 1602 0 _—— 0250 _—._ 0750L
a \'/VOAEX)L e A
L 2502 4/5x Aﬁb.wq
, 0.400L 0.800L

*1,= jq(m/jw(m

3.2) VIGA EMPOTRADA (AMBOS EXTREMOS EMPOTRADOS)
Las condiciones de contorno para una viga con sus extremos empotrados
son los siguientes:
Para x=0
y(0,t)=0, o @ (0)=0,
y'(0,)=0, o @’(0)=0. (3.2.1)
Para x=L '
y(L,)=0, o & (L)=0,
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yit,n=0, o @L)=0. (3.2.2)

La aplicacion de Ias condiciones de contorno, ecuacio

nes (3.2.1), en la
ecuacion (2.15) da

B+D=0 y A+C=0

Mientras que las condiciones, ecuacién (3.2.2),dan el sistema homogéneo.

(cos al - cosh aL)B + (sen al - senh al)A=0

-(sen al. + senh aL)B + (cos al. - cosh aL)A =0 (3.2.3)

Igualando a cero el‘determinante de los coeficientes de

este sistema resulta la
ecuacion caracteristica.

COs apl cosh a,l -1 =0

(3.2.4)
De la primera de las ecuaciones (3.2.3)

resulta que

A__cosaL—coshaé (3.2.4)
senal —senhal, o

en donde la constante B es arbitraria. Para cada valor de la frecuencia natural

@, = (anL)zw»féﬁi]; (3.2.5)
ml

obtenido por Ig aplicacién de las raices de Ia ecuacion (

3.2.4) en la ecuacion (2.8),
corresponde un modo normal

P, (x) = cosha, x - cosa,x —o,(senha,x —sena,x), (3.2.6)
en que

cosa,L —cosha, L
o‘ = o

(3.2.7)
sena,l -senhqa L



Las primeras cinco frecuencias naturales calculadas a partir de las ecuaciones
(3.2.4) y (3.2.5) y los correspondientes modos normales obtenidos de la ecuacion
(3.2.6) se presentan en la tabla 3.2.1.

TABLA 3.2.1 Frecuencias naturales y modos normales para vigas
empotradas

Frecuencias Naturales Modos Normales
72 ®,(x) = cosha,x - cosa,x - o, (senha,x —sena,x)
w, =C  — -
" L o = cosa,L —cosha L

sena,L —-senha,L

n C,=@aL)R o, n Formas Modales

/\

1 223733 0.982502 0.8308 A& ) [

/\
2 616728 1.000777 0 Q.300L,

4

3 1209034 0.999967 0.3640 %ﬁ:ﬁ

0.278L

0.7221L
4 199.8594 1.000001 0 5"'\\,/0‘5/00:\\_4

5 2985555 1.000000 0.2323 £— % 0.400L @ 0.773L A

¥], = _L[(D"(x)aﬁc/jfbnz(x)dx

3.3) VIGA EMPOTRADA EN UN EXTREMO (UN EXTREMO EMPOTRADO Y EL
OTRO SIMPLEMENTE APOYADO)

Las condiciones de contorno para una viga con un extremo fijo y el otro
simplemente apoyado son las siguientes:
Para x=0

¥(0H)=0, o ®(0)=0,
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y0uH=0, o ®@’0)=0. (3.3.1)
Para x=L

yiL,)y=0, o @ (0)=0,
M(0,)=0, o @ "(0)=0. (3.3.2)

La aplicacién de estas condiciones de contorno en la ecuacion de forma,
ecuacion (2.15), nos da la ecuacion caracteristica

tg anl - tgh a,L = 0. (3.3.3)

A cada raiz de esta ultima ecuacién corresponde una frecuencia natural

EI
=(a L) 3.3.4
@, =@Ly (3.3.4)
y un modeo normal
®,(x) = (cosha,x - cosa,x) + o, (senha,x — sen a,x), (3.3.5)
En que
_ cosa,l -cosha,l (3.36)

" sena,l -senha L

Las primeras cinco frecuencias naturales, para una viga fija en un extremo y
simplemente apoyada en ele otro, y los correspondientes modos normales son
presentados en la tabla 3.3.1



TABLA 3.3.1 Frecuencias naturales y modos normales para vigas
con un extremo empotrado y el otro simplemente apoyado

Frecuencias Naturales Modos Normales
i ®,(x) = cosha,x —cosa,x +o,(senh a,x —sen a,x)
@, =C, \[;—Z o - %0sa,L—cosha,L
sena,L —-senha, [
n Cp=@l)} o ' Formas Modales
1 154118 1.000777 0.8600 /—\A

F L 1

N
2 49.9648 1.000001 0.0826 QL

a

3 104.2477 1.000000 0.3345 gL "

0.641L

0.278L 0.722L

4 1782697 1.000000 0.0434 “/’\\—'/og:\\*/“
5 2720309 1.000000 0.2076 — pp——

*] = j'(D”(x)cbc/j.CD"z(x)de
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