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RESUMEN.

El movimiento de masas en taludes naturales y excavados, es debido en
gran parte a la accién de la gravedad, al efecto de la meteorizacién y a la
accion de otros fendmenos naturales y ambientales, los cuales constituyen
factores condicionantes y desencadenantes muy habituales en los materiales
que conforman el talud, produciendo la aparicion de inestabilidades al
generarse una disminucion progresiva de la resistencia al corte del suelo o
macizo rocoso.

El método analitico propuesto en el siguiente trabajo permite determinar en
forma aproximada la distribucién en cualquier punto de los esfuerzos
normales y cortantes actuando sobre superficies potenciales de rotura bien
sea plana, parabdlica o circular, y por ende el factor de seguridad en taludes
teniendo en cuenta las ecuaciones de equilibrio y mediante rotaciones de
ejes para el caso bidimensional. Adicionalmente, el procedimiento
desarrollado facilita una mejor interpretacion de los resultados al expresar la
distribucién de tensiones en forma adimensional en taludes de cualquier
inclinacién. Asimismo, se determina el esfuerzo promedio para la rotura plana
empleando como base el teorema de la integral del valor medio y, para la
rotura parabdlica y circular la aproximacién de los esfuerzos promedios se
realiza con la ayuda del método de minimos cuadrados. Finalmente se
realizan comparaciones con otros procedimientos desarrollados por Ucar
(2004) en su Manual de Anclajes en Ingenieria Civil con la finalidad de
corroborar los resultados obtenidos a través de esta investigacion, también la
metodologia desarrollada permite calcular los parametros de corte

instantaneos y compararlos con el programa de Roclab.
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Generalidades

71.17— Introduccién.

Como es bien conocido, el estudio de superficies potenciales de falla en
taludes, ha sido ampliamente investigado en el campo de la ingenieria
geotécnica en funcién del estado de tensiones actuando sobre una
predeterminada superficie de rotura.

Los meétodos analiticos propuestos en el siguiente trabajo permiten
determinar en forma aproximada la distribucién de los esfuerzos normales y
cortantes sobre superficies potenciales de rotura bien sea plana, parabdlica o
circular, teniendo en cuenta las ecuaciones de equilibrio y mediante
rotaciones de ejes para el caso bidimensional. Ademas el procedimiento
desarrollado determina la distribucién de tensiones para taludes de cualquier
inclinacion, expresado en forma adimensional, facilitando a la vez una mejor
interpretacion de los resuitados.

El objetivo general es desarrollar expresiones analiticas que permitan hallar
la distribucién de los esfuerzos normales y cortantes en cualquier punto de
las superficies potenciales de rotura previamente descritas, facilitando un
mayor entendimiento en el analisis de la estabilidad de taludes.

Asimismo, apoyandose en el criterio de rotura de Hoek y Brown se
determinan los valores instantaneos de Ia cohesion (C) y dngulo de friccion
interna (¢) en funcidon de la tension normal actuando en un determinado
punto de la superficie potencial de rotura. Adicionalmente, se han
considerado las expresiones expuestas por Ucar en el Manual de Anclajes en
Ingenieria Civil (2004), para el célculo de pardmetros importantes que
permiten comparar los resultados obtenidos con el método analitico con otros
metodos desarmollados por dicho autor, con la finalidad de evaluar los
resultados y validar el métode pjopuesic.
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La metodologia aplicada para la realizacion del trabajo estuvo basada por su
simplicidad en un talud vertical, posteriormente, se investigd el caso de
taludes inclinados con la ayuda de la rotacion de ejes, hallando expresiones
que junto con las condiciones de contorno y los parametros geométricos
considerados se obtienen las ecuaciones de los esfuerzos normales y
cortantes, para el caso particular de rotura plana, parabdlica y circular,
teniendo en cuenta las ecuaciones de la recta, parabola y la circunferencia
respectivamente. Para el caso de la rotura plana se determina el esfuerzo
promedio utilizando como base el teorema de la integral del valor medio, y
para la rotura parabdlica y circular la aproximacién de los esfuerzos
promedios se realiza con la ayuda del método de minimos cuadrados.
Finalmente, se anexa un capitulo de criterios de rotura, el cual proporciona
las herramientas para calcular los parametros de corte instantaneos
aplicando la ecuacion de Mohr- Coulomb, es decir, la cohesién (C) y el

angulo de friccién intema (¢), asi como el factor de seguridad (FS).
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1.2— Justificacion:

El movimiento de una masa rocosa en la superficie de un talud, debido a la
accion de la gravedad, junto al debilitamiento progresivo de los materiales,
consecuencia de la meteorizacién y a la actuacion de otros fendmenos
naturales y ambientales, hacen que los movimientos del terreno sean
relativamente habituales en la masa rocosa que conforma el talud.

El objetivo fundamental es determinar un método analitico que permita hallar
la distribucion de los esfuerzos normales y cortantes actuando sobre
superficies potenciales de rotura en taludes considerando el caso particular
de rotura plana, parabdlica y circular.

La importancia de conocer la distribucién de los esfuerzos en los taludesy la
determinacién de expresiones matematicas dara un aporte importante, por
cuanto permitira conocer con mayor precision el factor de seguridad, los
esfuerzos en cada punto de la superficie de falla, asi como la cohesién y el
angulo de friccidn instantaneo para un determinado entomo de esfuerzos, al
aplicar el criterio de rotura empirico de Hoek y Brown y Barton.

7.3— Limitaciones:

La superficie de la cara del talud se ha considerado plana y no presenta
irregularidades geométricas. Asimismo, el tipo de material que forma el talud
debe ser considerado homogéneo para que las expresiones matematicas
sean manejables y sencillas.

Por otra parte, no se ha tomado en cuenta el efecto sismico y la presién
intersticial debido al agua. Sin embargo, para este Ultimo caso en
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mencionarse, al conocer la altura del nivel freatico, es posible determinar el

valor medio del peso unitario en funcion del peso unitario sumergido (y') y

natural (y,), y por ende la presién efectiva.

y :[yhhf*'(?/sat"}'w)hzji (I-1)

h, + h,

yp

Fig. I-1 Representacién de dos estratos con peso especifico hiumedo
7 Y peso especifico saturado y ., .

1.4— Objetivos:

1.4.1—~ Objetivo General:

v Determinar la distribucion de los esfuerzos nommales y cortantes para
taludes con diferentes superficies de rotura.
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7.4.2—~ Objetivos FEspecificos:

Determinar las expresiones analiticas para hallar los esfuerzos
normales y cortantes cuya superficie de rotura es plana.

Determinar las expresiones analiticas para hallar los esfuerzos
normales y cortantes cuya superficie de rotura es parabdlica.

Determinar las expresiones analiticas para hallar los esfuerzos
normales y cortantes cuya superficie de rotura es circular.

Determinar los parametros de corte C y @ instantaneos, aplicando el
criterio de Hoek y Brown y Barton.

Comparar las diferentes superficies de rotura obtenidas, en el
programa de Excel.

7.5 Metodologia:

1.

Recopilacion de la informacién: Esta etapa consiste en la revision
bibliografica, hemerogréfica de todos aquellos trabajos afines a dicha
investigacion.

Etapa de desarrolio: Consiste en desarrollar todas las expresiones
matematicas necesarias para luego ser suministradas en la hoja de
calculo Excel y su posterior andlisis.
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3. Etapa Final: consiste en el analisis y comparacion de los resultados,
aplicando los distintos criterios de rotura mediante ejemplos practicos,
conjuntamente con sus respectivas conclusiones.

7.6 Fundamentos Teéricos:

Como se sabe el mecanismo de falla relacionado con la estabilidad de
taludes en macizos rocosos esta controlado por estructuras geolégicas tales
como diaclasas, foliacién, estratificacion, asi como otras discontinuidades
que conjuntamente con las anteriores son las causantes de que existan
deslizamientos al llevarse a cabo excavaciones en obras civiles y mineras,
tanto en la construccién de presas y obras viales como en las explotaciones
a cielo abierto y subterraneas, con el resultado lamentable en muchas
circunstancias de la pérdida de vidas humanas, ademas del costo horario
adicional que representan las interrupciones y demoras, conjuntamente con
las inversiones cuantiosas que deben realizar las empresas y organismos
competentes encargados de la remocion de bloques y fragmentos de roca y
de la posterior estabilizacién del macizo rocoso en caso de que se requiera.

Légicamente lo dicho anteriormente indica que el ingeniero geotécnico juega
un papel preponderante en la toma de decisiones con la finalidad de poder
garantizar la seguridad de las excavaciones en macizos rocosos.

En estas condiciones, es de fundamental interés conocer los modos de rotura
que ocurren en la roca cuyo movimiento esta controlado por discontinuidades
geologicas, las cuales pueden dividirse en tres tipos:
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1.6.7— Rotura Plana:

Se produce a favor de una superficie preexistente, que puede ser la
estratificacion, una junta tecténica, una falla etc. La condicién basica es la
presencia de discontinuidades buzando al favor del talud y con su misma
direccion, cumpliéndose la condicion de que la discontinuidad debe tener una
inclinacién menor que la del talud (B> o)y su buzamiento debe ser mayor

que su angulo de rozamiento intermo (a>9¢)

A

y

Fig. I-2.Rotura plana. Segin Ucar (2004)

Las condiciones geométricas para la ocurrencia de la falla son las siguientes,
tal como lo indican Hoek y Brown (1981):

1- ¢<o<p
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Donde:

a = angulo que forma el plano de falla con Ia horizontal (buzamiento de Ia
discontinuidad).

B = inclinacién de la cara del talud con la horizontal.
¢ = ¢; = angulo de friccién intema del macizo rocoso en la superficie de

deslizamiento.

2.- El plano de falla debe tener un rumbo aproximadamente paralelo (+ 20°)
con relacién al plano del talud.

1.6.2— Rotura por Cura:

Ocasionada a través de dos planos de discontinuidad dispuestos
oblicuamente al plano del talud, en el cual el desplazamiento esta gobernado
por la inclinacién y direccion de la recta de interseccién de ios dos planos.
Para que se produzca este tipo de rotura, los dos planos deben aflorar en la
superficie del talud y se deben cumplir iguales condiciones que para la rotura

plana: ( B > a > ¢ ), siendo a en este caso el buzamiento de la linea de

interseccién.
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(@)

Linea de

interseccion Cara del talud

Fig. I-3. (a) Rotura por cufia. (b) Perfil de la rotura porcufia,
mostrando la linea de interseccién. Segun de Gonzélez de V et al.
(2002).

1.6.3— Vuelco de Estratos:

Este tipo de rotura se caracteriza por una rotacion de la columna o bloque de
roca sobre su base, bajo el efecto de la accién de la gravedad y de las
fuerzas desarrolladas por las rocas adyacentes o en ciertos casos debido al
empuje del agua al penetrar en las discontinuidades.
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Planos de talud

ang 2
Fig. -4 Vuelco de estratos. Tomado del Manual de
Anclajes en Ingenieria Civil, Ucar (2004)

Finalmente vista su importancia es de gran interés mencionar, La rotura
circular, la cual se caracteriza por aproximarse bastante bien a una

superficie cilindrica cuya seccion transversal se asemeja a un arco de circulo.
Esta clase de deslizamiento ocurre con frecuencia en suelos 0 macizos
rocosos altamente fracturados sin direcciones predominantes de los planos
de discontinuidad. Adicionalmente debe cumplirse que las particulas de suelo
O roca deben tener un tamafio muy pequefio en comparacion con las
dimensiones del talud.

y

rd
X

Fig. I-5. Returacireyizr. Seijinde Gonzélez o6 . et &l (2592).
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<.— ESFUERZOS.

2.1- Las fuerzas que actian en un medio continuo se clasifican en

Suerzas de cuerpo (ode masa)y fuerzas de superficie.Las
primeras estan distribuidas de manera continua en todo el medio y son
producida sin contacto fisico con otros cuerpos (ejemplo fuerzas
gravitacional, magnética e inercial), las segundas actdan sobre las
superficies externas de un cuerpo y resulta del contacto fisico con otros
cuerpos.

E'l esfuerzo, se puede definir suponiendo que una fuerza (/?) actia

sobre una superficie (S), estando distribuida sobre la misma de manera
continua, de modo que a una pequefia area parcial AS corresponda una
pequefia parte AF de la fuerza total; La tension T en el punto P segun el
plano 7 se define como el valor limite de Ia superficie, por lo tanto:

—

. N
FoT - lim AF _9F (11-1)
AS-0AS dS

El vector esfuerzo no tiene que ser necesariamente perpendicular al plano y
se puede descomponer en dos componentes ortogonales. Se llama
componente normal del vector esfuerzo, o simplemente el esfuerzo normal

o, ala proyeccién del T en la direccién del vector unitario normal n, el cual
puede obtenerse a través del siguiente producto escalar:

a=7-5=lfl-lﬁlm3¢ (11-2)

o=Tcosg

11
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n

Siendo [i<1 y [F|=[f|=T=7"

Al aplicar el teorema de Pitagoras, la componente tangencial del esfuerzo,

denominada también esfuerzo cortante o de cizalla es 7 = \/T2 —o?:

n - — -
T=0c+7

oc=0-Nn

rio

Fig. 1I-1 Componente normal y
tangencial del vector esfuerzo.

2.2— Matriz de Esfuerzo:

Para establecer las ecuaciones de equilibrio intemo del cuerpo a estudiar, se
supone la hipétesis que el material es homogéneo e isétropo, que la materia
que lo constituye es un medio continuo y que ocupa un dominio continuo y
limitado del espacio.

Bajo la accién de las fuerzas exteriores, el cuerpo se deforma pero se
supone que las deformaciones son lentas y pequefias, lo que permite
despreciar las aceleraciones y admitir, por consiguiente, que en cada
instante, el material esta en equilibrio y que su temperatura no varia. Si las
deformaciones son pequeiias, el cuerpo vuelve a su forma inicial cuando

" Cabe sefialar que es frecuente que la tension resultante se le cologue encima del simbolo T
la letra n, para indicar que dicho esiuezo esis arfuando sok re un planocuya normalesn.
12
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cesan de actuar las fuerzas exteriores. Se llama “medio elastico” a un medio

material que cumpla esta hipétesis.

Para las ecuaciones de equilibrio interno, se trata de estudiar un sélido ideal
continuo, en la que, con arreglo a la hipétesis y teoria de la mecanica
racional, todas y cada una de las particulas estan en equilibrio bajo la accién
de fuerzas exteriores que directamente actiien sobre ellas y las que, sobre su
superficie en contacto con el resto del sdlido, ejerza este (Fig. 11-2).

Considérese, dentro del sélido, un paralelepipedo recto elemental (fig. I1-3),
con sus aristas paralelas a tres ejes de coordenados ortogonales arbitrarios
XX, YY, ZZ, de modo que las aristas de dicho paralelepipedo elemental sean
dx, dy, dz. Este paralelepipedo puede estar sometido a fuerzas actuando
sobre cada una de sus caras, y ademas puede soportar la accién de fuerzas
de masa.

Cada una de estas fuerzas, la que actua sobre el volumen interior del
paralelepipedo y las que actian sobre cada una de las caras del mismo,

pueden descomponerse en sus proyecciones o componente segun los tres
ejes.

Sobre cada cara se tendra una componente normal a ella y dos componentes
situadas en la misma o componentes cortantes, perpendiculares entre si.

13
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Fig. II-2. Fuerzas que actian sobre un paralelepipedo en equilibrio.

Esfuerzo.

14
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Sean o,,,0,,,0,, las tensiones mnormales por unidad de superficie

con un doble subindice, el primer subindice indica la direccion nomal al
plano donde actia el esfuerzo, y el sequndo subindice la direccién del eje, el
cual es paralelo la componente nomal del esfuerzo. Légicamente en el caso

particular de las tensiones normales ambos subindices coinciden. /. as
lensiones cortantes, se designan con los simbolos

Txys Txzr Tyxo Tyzs Toxs Tz SON 1@s componentes por unidad de superficie

tangenciales, caracterizandose también por el doble subindice. Nuevamente,
el primero indica la direccién normal al plano en que actua la componeiite
tangencial del esfuerzo, cuya direccion es paralela al eje que indica el
segundo subindice.

Estas nueve componentes definen completamente el estado de esfuerzos en
un punto de un sdlido, en el sentido de que, una vez conocido el vector de
esfuerzo en un plano cualquiera de normal n que pase por ese punto debe
determinarse.

Por comodidad estas componentes suelen escribirse en forma matricial
como:

vz (11-3)

15
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B o, (y+4ay) B’

‘g — T, (y+Ay)
o) dy

x
z
Fig. 1l-3 Componentes de la matriz de esfuerzos
En forma indicial, la matriz de esfuerzo puede escribirse como sigue:
011 012 Oy3
Oj =021 Oxn Op (b -11-3)

031 O3 033

16
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Se tienen en la fig. I1-3 sobre las tres caras consideradas planos yz, xz, xy,

las nueves tensiones siguientes: tres tensiones normaies (axx,ayy,azz) y

seis cortantes (Txy,rxz,ryx,fyz,rzx,rzy). Al aplicar la condicién de

momentos, estas seis tensiones cortantes se transforman en tres, por cuanto

T

xy =T

wr Txz =Ty Y Tyz = Tq.
Las tensiones de las tres caras opuestas del paralelepipedo se reducen de
las anteriores por desarrollo de Taylor observando que en cada cara el

incremento es: (x+dx), para la cara A'B'C’D’; (y+dy), para la cara ABA'B’, y
(2+dz), para la cara ADA'D’.

Se tendra asi en la cara A'B'C’D’, al aplicar la expansion de Taylor:

00, o
X

o-xx(X+Ax):o-xx +

07Xy
Txy (X+AX)=TXy +-&‘dx

(11-4)
T (X+AX):r + aTXZdX
Xz XZ 6X
Luego, en la cara ABB'A’ las tensiones seran:
oo
O'yy(y+Ay)=0'yy + a;'y dy
Otyx 115
TV Ay) = ey (11-5)

or
ryz(y+Ay):ryz +—6y£dy

17
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Posteriormente, en la cara AA’DD’ las tensiones seran:

0,(2+AZ)=0, + 60222 dz

T (Z+AZ) =1, +%"—dz (11-6)

ot
sz (Z+AZ)= sz +—5‘§Ldz

Las fuerzas masicas que actian sobre el paralelepipedo es, en general, el
peso propio con resultantes que consideramos aplicada en el centro de
gravedad del mismo en virtud de la continuidad. Se designa con X, Y, Z las
componentes de las fuerzas masicas por unidad de volumen.

El paralelepipedo esta equilibrado bajo la accién de Ias tensiones citadas que
actian sobre las caras y las fuerzas masicas que actdan en el punto “0",
centro de gravedad. Este equilibrio supone el planteamiento de seis
ecuaciones: tres relativas a traslacion y tres respecto a rotacion.

Asi, por ejemplo la ecuacién de equilibrio de momentos respecto a un eje
paralelo a (y), el cual pasa por el punto (0), es:

rxzdzdy%( +7(X + Ax)dzdy%)£ -~ rzxdydx%z- ~7(x+ AX)dde%z— =0 (1I-7)

Es decir:
7,,0zdydx + [rxz + a;’(‘z dxjdzdydx — T, dydxdz - [sz + aaL;"de dydxdz =0

(11-8)

18
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Al simplificar se obtiene que, Tyz =Ty -

Por lo tanto, para que una particula cualquiera del cuerpo esté en equilibrio,
s necesario y suficiente que sean nulos los momentos de la componente de
esfuerzos respecto a los tres ejes, y que sean nulos las sumas de las
proyecciones sobre cada uno de los tres ejes de todas las componentes
normales y cortantes por unidad de superficie que actdan sobre el elemento.
En estas condiciones al considerar que:

Y F =0
D F, =0 (11-9)
Y'F,=0

Se obtienen las ecuaciones de equilibric interno. Teniendo en cuenta la

primera ecuacion, es decir, ZFX =0, resulta:

0
—0,,dyadz + (o-xx + ag;" dxj dydz -z, dxdz + (‘ryx + —%”idyjdxdz

(1I-10)
—7,, axdy + (rzx + %dz) dxdy + Xdxdydz =0

Realizando el mismo procedimiento con ZFy =0y ZFZ =0 se obtienen las

ecuaciones de equilibrio de la siguiente manera:

19
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0 O + 9% +X =0
ox oy oz
07y, +60'yy +6rzy PRV
ox oy 0z n-11)
O + Oy, +9%2 +Z=0
()4 oy oz
En forma indicial la ecuacion anterior puede expresarse como sigue:
9044 + 001, + ULE +X, =0
Xy OX,  OXg
oo ;; .
ﬂ+X, =0" | %2, 90  D0p + Xy =
oX; Xy X, Oy (1-12)
004, 2 003, B 0033 £ X5 =0
Donde: X1=X, X2=Y, y X3=Z.
<.8— Transformacién  de las Componentes de
Esfuerzos:

Al analizar la estabilidad de taludes, es de vital importancia conocer el tensor
de esfuerzos actuando sobre el plano potencial de rotura, por lo tanto se

requiere hallar las componentes del esfuerzo referido a los nuevos ejes en
funcion de los cosenos directores.

Al observar la fig. 114, y considerando el caso bidimensional la matriz de

rotacién 1_2, utilizando los mencionados cosenos directores es:

" También puede expresarse como:

60‘,—, )

ox . i§.J i
]

20
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YA '
Tx'y:
O'X'X‘
| 4 i'=cosai+ cos(90 -«) j
| ”. 7' j|:cos(go+a)f+cosaj'
[y \
| —>
a X
7‘ 2 o 9
/ Tyxe
Xl

Fig. Il-4 Representacion grafica de la rotacién de gjes.

cos(90 — )J

B _[ cos(a)

[cos(90+a)  cos(a)

Esfuerzo.

(11-13)

Por lo tanto, los nuevos componentes del esfuerzo en el sistema coordenado

rotado en el plano x’, y’, se determinan a través de Ia expresion:

Q.
1]
2|
9
2

Siendo:

(I-14)

21



Postgrado de Matematicas Aplicado a la Ingenieria.

Esfuerzo.

o =0y =Matriz de esfuerzos referida al plano xy. Es decir, la matriz que

define el estado tensional referido al sistema de referencia.

R = Matriz rotacién.

=T 0 . r

R = Transpuesta de la matriz rotacion.

o'= E,uy- =Matriz de esfuerzo referida al plano x'y’.

Expandiendo la expresién anterior:

Tyx rx-yl:[cos(a) Sm(a)}[axx rxyﬂcos(oo —sin(a)} (11-15)

Ty Oy —-sin(a) cos(a) Tyx Oy |LSIN(@) cos(a)

/

=T

o R

Qi
Xl

Una forma sencilla de obtener cada componente de los esfuerzos es a través
de las expresiones siguientes:

Oy =100 (11-16)

i = Vector fila = [cos(x",x) cos(x",y)]

i'"= Transpuestade i' = {COS(X.’X)J
cos(x',y)
opp=J-c-J'7 (1-17)

j'= Vector fila = [cos(y',x) COS(,V',Y)]

j'T = Transpuestade j' = cos(y',x)
cos(y',y)

22



Postgrado de Matemdticas Aplicado a la Ingenieria.

Esfuerzo.
T
Ty =1 ‘O"j
o Ty =Ty (1l-18)
Ty'x =jto-i'
Porlo tanto, o,. . =i"c-i'T
o2 T
Ty =[cOS(ax) sin(a)][ e J[C‘,’S(“)J (11-19)
Tye Oy || SiN(a)

Empleando las relaciones trigonométricas, y teniendo en cuenta que

Txy = Tyx, S€ Obtiene que:
1 1 :
Tyt = E(axx + O'yy) + E(axx ~-0oy,, )COS(Za) +7,, - 2s8in(ar) cos(a) (n-20)

Siguiendo igual procedimiento, Oy = J o-j'T resultando:

[ o Tay || -sin(a) 11-21
oy =[-sin(a) cos(a)][ryx o }[ cos(a) J (11-21)
Oy = %(Gxx +0,, )+ -;—(oyy 0 )COS(2a) 2. 7, S€N(a)cos(a) (1-22)

Iguaimente, el esfuerzo cortante o de cizalla es, Ty =ita-J'T

Tyy =[cos(a) sin(a)][axx TXYJ[_SW“)] (11-23)

Tyx Oy || COS(a)

23
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A través de la multiplicacion de matrices, y aplicando las relaciones
trigonométricas, se obtiene que:

S Szi”(za) + T Sizn(za) + 7,4 [ cos*(a) - sen*(a)] (11-24)

Como [cosz(a) - senz(a)] = cos(2a) resulta;

Ty = -;_(ayy - 0y )SIN(22) + 7, COS(202) (11-25)

lgualmente, observando la fig. I1-5, el esfuerzo normal actuando en un plano
arbitrario se obtiene en forma matricial a través de la expresion:

—_ == _T
O'nn=n'0' n (”-26)
Siendo:
n=cosai+cosfj+cosyk
cosa
opy =(COSa cosB cosy)o|cosp
cosy
24— Tension o FEsfuerzo Correspondiente a un

Plano de Orientacién Arbitraria:

Considerando un punto “0” en el interior de un cuerpo y los tres planos
perpendiculares fig.11-5. Se supone conocidas las tensiones correspondientes

24
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a esos planos, paralelos a los planos coordenados, en las proximidades del
punto “0” (a una distancia infinitamente pequefia del mismo), entonces

resulta el tetraedro infinitesimal mostrado en la fig. 116 (llamado tetrahedro
de Cauchy).

Fig. 1I-5. Representacién del esfuerzo normal correspondiente a un plano de
onientacion arbitrana.

En la fig. 116 Se detallan las seis componentes de los esfuerzos referidos al
plano x, y, z, y se desea conocer la tension comrespondiente al plano ABC de
orientacion arbitraria, cuya normal al plano esta definida por los anguios a,

Yy Yy que forma <con los ees x, y, z es dec,

ﬁ=m3a7+cosﬁ7+coSyF=cos(n,x)f+cos(n,y)f'+cos(n,z)l?

25
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v
x

Fig. 1I-6. Tetraedro de Cauchy.

Para que el tetraedro esté en equilibrio, la suma de las componentes
paralelas a cada eje debe ser nula. Adicionalmente se ha considerado que
los momentos son infinitésimos de tercer orden, asi como las fuerzas de
volumen.”

) ;miyﬂ = Yh’;dé = ZthA =0,donde X, Y, Z, indican las fuerzas por unidad de

26
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ol
\
g
us]
Xy

n
Fig. 1I-7 Representacién de las tres componentes del esfuerzo resultante T .

Las areas de las caras del tetraedro paralelos a los planos coordenados son
las proyecciones ortogonales del area AA del triangulo ABC, es decir, tienen
valores:

Area del plano OBC= AAcos(a)
Area del plano OAC= AAcos(B)
Area del plano OAB= AAcos()

(11-27)

Planteando las ecuaciones de equilibrio en el tetraedro, realizando las

sumatorias de fuerzas con respecto a x, y e z, se tiene:

3 F, =0

o, AACOSa + 7, AACOS @ + 7, AACOSa — T, AA=0 (11-28)

Se divide la expresion anterior entre el A4 quedando:
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Thx = 0y COSa + 7, COS 3 + T, COS ¥ (11-29)

Siguiendo igual procedimiento en Y, Z, como puede verse en la fig. -7
resulta:

Toy =7,,COS@ + 0, COS B+ T,, COSy

(11-30)
T,, =7,,C0Sa + 7,,C0s B+0,, COSy

Ty, =T

Por cuanto Ty =T = Y Ty =7y, €s preferible por tanto escribir

yx Xz
las ecuaciones (11-29) y (1-30) considerando que el segundo subindice

corresponde a la direccion del eje al cual es paralela, es decir:

Trx = 0 COS(1,X) + 7, cOS (N, y') + 7,,, cOS (1, z)
Toy =7, COS(N,X)+ 0, cos(n,y)+7,, cos(n,z) (11-31)
Toz = 75,€08(n, X ) + 7,,, cOs(n, ¥ ) + 7, cos(n, z)

Simplificando:
Ty Txz
(T Ty Tn22=[cos(n,x) cos(n,y cos(nz] % T | (182)
Kz n T Ty Op
?

Esta ecuacién es denominada /'6rmula  de Cawuchy. Dicha férmula

permite determinar el vector de esfuerzo o la tension en un punto dado del

sélido para cada normal n siempre que se conozca la matriz esfuerzo en ese
punto.
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Introduciendo la notacién indicial, y utilizando la convencién sumatoria de
Einstein por medio de la cual habra que sumar cuando un subindice aparece
dos veces en cualquier expresion. Si el subindice aparece una sola vez se
llama subindice libre y toma cada uno de los valores 1,2,3 sin implicar suma.
Por lo tanto es posible escribir la ecuacion (11-32) en forma indicial como
sigue:

(11-33)

n

Ty =04y + 04Ny + o430 =T,
n

Ty = 0o4ly + oMy + O3y = Toy
n

T3 =03 +oxply + o33Ny =T,

Siendo,

T

_ (?1]2 i (?ZT + (7'13 )2 = J(Tnx)2 + (Tay 2 + (Tnz)? (11-34)

Usando la convencion sumatoria, teniendo en cuenta la ecuacion -2, queda

13

c,,=1.N.
nn A (”_35)
Es decir,
n n n
Fpn =TiMy + TNy + T3 1y (1-36)
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n
Iguaimente sustituyendo T; =oun; en o, resulta:

O'nn :O'”njn,

Aplicando la convencién sumatoria, queda:

3|3

Cpn = Za,-jnjni

i=1] j=1

3
Opp = Z [O'i1”1"i +0oN5N; + 0';'3”3":‘]
e

Chn = 014/ + O + O43N3M
+ 0315 + 05N, 05 + O350

Simplificando:

2 2 2
O'nn=0'11n1 +O'22n2 +O"33n3 +2[O'12n2n1+0'23n3n2 +O'31n1n3]

Siendo,
41 019 O43 Oyx Txy Txz
0'21 0'22 0'23 = Tyx O'yy Tyz
031 O3 Oz3 T Tzy Op

La componente cortante ¢ viene dada por.
2

n

T - O-nnz + Tntz

Esfuerzo.

(11-37)

(1-38)

(11-39)

(11-40)

(1-41)
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2.5— Ejemplos de Aplicacion:
2.5.1~ Fjemplot:

Se requiere calcular los esfuerzos que actian sobre un plano

inclinado o Ox'x  Txy sabiendo que:

y"
O'y.y. =0pp y Ty'x' = Tnt

o =30°

Parametros que gobieman la resistencia al corte del

¢ =32° suelo.

¢ =5,00kN/m? }
oy, = yh =24,00kN/m"*20,00m = 480,00 kN / m?
O =1/2% o, =1/2* 480,00kN / m? = 240,00 kN / m?

Tyy =Tyy = 0

\7

o
q
%

) Y

Sustituyendo los datos en las ecuaciones (I1-17, 11-21, [1-28) se hallan los
esfuerzos:

Oy = Onn = (240,00 +480,00) + (480,00 - 240,00)cos(2*30)

3
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Esfuerzo.

Gyy =0, =420,00kN I m?

Opryr = %(240, 00 + 480,00) + —;—(240, 00 - 480,00) cos(2* 30)

Oy =300,00kN / n??

Tyoye = %(480,00 ~240,00)sin(2* 30) = %

Ty = 103,92 kN / n??

Calculando el factor de seguridad:

c . tan 0
_C+toyy ¢:>FS=5,OO+420,00tan(32 )
Tx'y‘ 60\/5

FS

Es decir, el suelo es estable en el punto (P) investigado.

2.5.2— Ejemplo 2:

n
Hallar o, ; Ty 7, actuando sobre el plano ABC de la figura anexa.

\‘ ‘ry

~iis
x

.C (03,0)

Ty =-100,00 KN/,

o, = 200,00 k% )

7, = 200,00 k% )

A(0,0,4)
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Esfuerzo.

La matriz de esfuerzo™ es:

_ | 200,00 -100,00 300,00
o =|-100,00 400,00 0,00 |kN/m?
| 300,00 0,00 -100,00

Se halla la ecuacion paramétrica del plano:

X, Y,z _4
B
Para el punto A (0, 0,4) %+-g_+%=1:>c:4
2 0 0
Para el punto B (2, 0,0 —t—t—==1=2A=2
pu (2,0,0) A" 8YC
0 3 0
Para el punto C (0, 3,0 —+—+—-=1=B=3
pu (O, ) A+B+C S
. ] X y z
La ecuacién del plano es: —+=+—=1
uaci p 2+3 i

Simplificando la expresién anterior.  6x + 4y +3z =12

El vector normal (IV) coincide con x' del sistema girado y es el siguiente:

N=6f+4]'+3k

El vector unitario se haila dividiendo entre el médulo del vector

"2 Compresi6n se ha tomado como positivo.
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_N _6i+4j+3k & LA Bk

,N,_\/62+42+32 r \/— NG

=cos(n,x)i +cos(n,y)j + cos(n,z)k

Ahora se hallan las componentes de T a través de Ia ecuacion (11-32)

Q|

n —
T=n-

Es decir,

Xy 74

(T,,X Toy Tnz):[cos(n,x) cos(n,y) cos(n,z)] Ty Op 7

w  tyz

Tx Tz Op

Esfuerzo.

200,00 -100,00 300,00 }

(T T, (/J— /J— /F) ~100,00 400,00 0,00

300,00 0,00 -100,00 J

Simplificando:

T T T.1- 1700 1000 1500
[nx ny nz]_ \/é—i \/—6_1 \/»6—1

Expresado en forma vectorial,

= 2 1700~ 1000* 1500-

i Ay = A~

~l3

Ahora se halla el mddulo de
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Esfuerzo.

n
T=|T|= T2 +T,, 2 +T,2
n 2 2 2
T=IT|= (1700) +(1OOOJ +(15°°] = 317,26 kN I m?
J61 V61 V61

Calculo del esfuerzo normal:

q
Il

S|
9
3

nn

Ox Ty Tx |[cos(n,x)
o =[008(nx) cos(ny) cos(n)]| 5 o, 7, |cos(ny)
cos(n,z)

T Ty Oy

6/
200,00 -100,00 300,00 / JB1

=| € 4 3 100,00 40000 o000 | 4
T (/Jm VG /\/61) | ! 0 | Y

300,00 0,00 -100,00 3
Vet

O = 306,55 kN / m?

Calculo del esfuerzo cortante:

Sabiendo que: T? =5, 2+ 2

_ 2 2
Tnt = \[T ~Onn

Ty = 8174 kN I m?
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Esfuerzo.

Determinacion del factor de seguridad:

Fg-C*%ntand 500+30655tan(32°) 196,55

- =2,40
7 81,74 8174

Se observa que no hay rotura por cuanto los esfuerzos cortantes resistentes
son mayores a los esfuerzos actuantes.

2.5.3~ Ejemplo 3:

Un cuerpo consiste en un cubo de 10 mm. de lado, como puede verse en la
figura anexa. La fuerza resultante actuando sobre el plano ABC es:

. n
F=-10i+2k N . Determinar Opme T Y 7

nt-

4(0,7.92,10)
B(2.5,10,10)
C(0,10,8)

10,00 mm

7
ﬁoo mm

/ 10,00 mm

V4

Solucién: se determinan dos vectores del plano ABC:

AB =250 +2,08j, AC =2,08 +2 00k
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Esfuerzo.

El vector normal al plano es:

i k
N=ABxAC=[250 208 0,00 |=-4,16i+5,00]+5 20k
0,00 2,08 -2,00

Por otra parte, se sabe que:
[N’ =2.Area = (4,162 +5.002 + 5,202) =8,33mm?

Donde:

Area = 416mm? = 4,16 x 10~ m?
Siendo, el vector unitario:

% =0,50i +0,60] + 0,63k

n=

Las componentes de la fuerza normal y cortante son:

F-n=F,=(-10,007 + 2,00k)-(0,50i +0,607 + 0,63K) =6,25N

Fi = F2-F,2 = [10,20%-6 257 = 8,07N

n
Finalmente, los valores medios del esfuerzo resultante T, esfuerzo normal

o, Y Cortante 7,,,, actuando sobre el plano ABC son:

n

o__F F,

= =245MPa, =
Area Inn Are

=115MPa, 17, = —Fi— =194MPa
a Area
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Rotura Plana

3.—=Método Analttico para Determinar la Distribucién

de los FEsfuerzos Considerando Rotura Plana:

Se analiza un talud con una inclinacion (B), y se quiere determinar el estado
tensional referido al nuevo sistema de ejes rotados x’, y’, tal como se indica
enla fig. Ili-1.

yseng

B

ycosf

Fig. IlI-1. Representacién de la distribucién de los esfuerzos para un taiud
inclinado.
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Rotura Plana

3.7~ FEcuaciones de FEquilibrio:

Siguiendo el mismo procedimiento indicado en la seccién 2.1, las ecuaciones
de equilibrio interno al proyectar las componentes de los esfuerzos que
actuan sobre el elemento en cada uno de los ejes X', y', Z', se obtienen como
sigue:

Y Fe=0

! aT gt
oy’ — |Vo-x’x' - -‘%dx’} ay’ +7,,.0x" ~ |iTy'x' + Wyfdy’}dx’ +ycosfdx'dy’ =0

(I1-1)
Simplificando la ecuacién (lll-1) queda:
aO'er» aTY'X'
—XX 4+ 2= - ycos
x' oy 7cosp (II1-2)

Siguiendo igual procedimiento:

SF, =0

' 60_}"}" [ ' ' aTx’y’ ' 12 : ! ’
oyax’ — oy,y,—7y7—dy ax’+ 700X | Ty + e dx’ |dy'—ysing dx'dy’ =0
(I1-3)
Simplificando la ecuacion (l11-3) se obtiene:
60' ’ aT 5t
Yy XY i
a7 (1m-4)
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Rotura Plana
Realizando la sumatoria de momentos:
Z M, =0
) P AV DL vl PO SO S
oy 2 2 ¥ 2 72 (II1-5)
Simplifcando la ecuacion (I1l-5) se obtiene la conocida expresion:
Ty = Txrye (1I1-6)

En estas condiciones, el proximo paso es llevar a cabo la transformaciéon de
las componentes de esfuerzos en los planos X'y’ e x"y”, haciendo coincidir el
eje y’ con el plano del talud que forma un angulo B con la horizontal y el eje
y” con el plano potencial de rotura que forma un angulo a con la horizontal,
siendo a < B, por cuanto una de las condiciones geomeétricas para que ocurra
la rotura plana es que: ¢ < a < B, siendo ¢ el angulo de friccion intema de la
masa de suelo o roca.

La matriz rotacién del plano xy” en funcién del plano X'y’ es :

5 cos(Bf-a)  cos[90+(f-a)] a7
cos[90-(B-a)]  cos(f-a)

Simplificando la ecuacion (111-10) se obtiene:

= | cos(B-a) sin(f-a)

R{—sin(ﬁﬂx) cos(ﬁ—a)} (IIL-8)
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S~
~

-

in= cos(ﬂ - a)i_"+ cos[90 + (ﬂ - a) !
/ a - ;‘”: cos[90—(,5—-a)}r+ COS(ﬂ—a)]"

X

—_

Fig. lll-2. Representacién gréfica de la rotacién de gjes.

La rotacién de los ejes trae como resultado que para obtener los esfuerzos
en el plano x"y” se debe aplicar la siguiente ecuacion. Segun Ucar, (2004):

(I1-9)

al
I

Pl
Qll
2|

S ' 41
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Rotura Plana

La ecuacion anterior relaciona a los esfuerzos actuando en el plano x’y” con
los esfuerzos del plano X'y’ por medio de la matriz de rotacién. En forma
general la ecuacion (111-9), puede expresarse como sigue:

R e e 7 i R

Tyvxl O'y:y: Sln(ﬁ—a) mS(ﬂ-—Ol)
(III-10)
Por otra parte se sabe que ;x"x" =i" :x'y' dT segun Ucar (2004),
. Oxx' Txy COS( ﬂ—a)
Tyuyr =1 COS(L—a) siN(f-a)| o II1-11
o [ (#=a) (# )] L'y’x’ o'y’y'J [s'n(ﬂ_“)J ( )

Resolviendo el producto matricial de la ecuacidn anterior y simplificando
queda:

Oynyn = Oy COS (f—t) + o, Sin? (B-a)+ 27, sin(f-a)cos(f-a)| (I-12)

De la ecuacién (111-10) se observa que: :x--yu =i ;X.y. . ]’"T,
Por lo tanto,
. Ix' Txy —Sin(ﬂ—a)
Ty = | 0S(f-a) sin(f-a)|- : (I1-13)
ere<[ooelo—a) sn(a-a] |7 7 | onlb-e)

Resolviendo las matrices de Ia ecuacién anterior y simplificando se obtiene:
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Rotura Plana

Y
Teryn =[Oy -ox.x.]ﬂ[—(;i—a—)lr 7y COS[2(B-a)] (T1-14)

De la ecuacién (111-10) se halla ;y--y-- =" ;x'y' - j"T obteniendose:

Oy =[-Sin(f-a) cos(f-a)]: D g } -{_Sin(ﬂ_a)} (WE13)

Oy COS( p- a)

Resultando del producto matricial:

Oynyn = Oy SIN? (B~ ) + 0, COS? (B — @)~ 27, COS( S~ @) sin( f - )

(1I-16)

A continuacion se determinan las componentes de los esfuerzos actuando
sobre un plano de rotura de inclinacién a, que pasa por el pie del talud, de
inclinacién B y altura H, tal como se muestra en fig. I1l-3. Por otra parte los
valores de las abscisas X y Xg de acuerdo a la mencionada figura son:

X, = Hecot p} ({L17)

Xg =Hcota
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Ecuacion de la recta en la cresta del y=H
talud referida al plano xy e Xy >

respectivamente. '=x'cot B+ -
—> Y p senf

Fig. IlI-3 Representacién de un talud inclinado con superficie de rotura plana.
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Rotura Plana

Con la finalidad de obtener a través de las ecuaiones de equilibrio los valores

de las tensiones normales o,.,. ¥ oy, previamente se consideran para

efectos de simplificar el problema que el esfuerzo cortante es una funcion
lineal de x’, asi:

Txryl = aX’ + a1 (Hl‘l 8)

En la cara del talud, es decir, en x=0, [TX'V‘]X-—O —0, por lo tanto a,=0,

quedando finalmente que:

X'y (111-19)

Siendo la constante “a” determinada mediante las ecuaciones de equilibrio y
las condiciones de borde.

Utilizando las ecuaciones de equilibrio(lli-2) y (ll-4) y sustituyendo la

expresion de 7, obtenida en la ecuacion (111-19) en la primera ecuacion de

equilibrio (l1l-2), derivando y simplificando se obtiene:

6O-x’x' '

o 0=yCOSf = Oy = J.;/ cos B dx (IT1-20)
integrando la expresion anterior resulta:
O, =yCOSfX'+C (Im-21)

Igualmente, sustituyendo en la ecuacion de equilibrio (li1-4) la expresion de

7, Obtenidaen la ecuacion (l11-19) queda:
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Rotura Plana
(%'ny: . : ,

Y +ta=-ysing = o, = J-(—}/ sin g -a)dy (I1-22)
Integrando la expresion anterior el valor de la tensién Oy €S
oy =(-ysing-a)y’ +b (I1-23)

Para x'=0; o,, =0, esto implica que en la ecuacion (lil-21) la constante de

integracion “c” es igual a cero, por tanto dicha ecuacién queda de la forma:
Oy =y COS Bx' (1I1-24)

De esta manera al usar las condiciones de contomo se obtienen tres
expresiones fundamentales para el problema de estudio:

Oyt = ¥ COS BX'
o, =(-rsenp-a)y’ +b
Tyy =aX'

(I1-25)
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Rotura Plana

3.2-Calculo de las Constantes de Integracion a y b

El préximo paso se fundamenta en relacionar la matriz de esfuerzos referida
al plano xy con la matriz de esfuerzo del sistema rotado x’y’. A través de la

= = = =T
ecuacion (Il-14), se sabe que: ox'y' =R-ox -R . Por otra parte, lo que se

desea es obtener o, resultando,

—_— :T = = -
- - (IT1-26)
—_ = = -7 = -
Luego determinando o,.,. = jo-j7, o, =j o' j queda:
.2 2 .

Sustituyendo las tres condiciones de contorno indicadas en las ecuaciones
(111-25) en la ecuacion (I11-27) se obtiene:

o, - [_(ysinﬁ+a)y'+b]8in2ﬁ+[7’°osﬂ X']cosz’g_Z(ax’)sinﬁCOSﬂ (1-28)

Reemplazando el valor de y' = x' cotp +H/sing (cresta del talud, ver fig. 11I-3

y Anexo A), y=H (en el plano xy) en la ecuacién (11I-28), el esfuerzo normal

o,, en el extremo superior del talud es:

cresta

(o)) . = {—(ysinﬂ+a) (x’cotﬂ+$)+ b}sin2ﬂ+ [ycos B x']cos® B

~2(ax’)sin Bcos g (III-29)
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Rotura Plana
Simplificando la ecuacién anterior:
’ ! H . 2

o, =|-yx'cosp-ax'cotf—-yH-a——+b|sin° g+

sinf (IT1-30)

y x'cos’ B —(ax")sin2
Sacando factor comun de x’ la ecuacion anterior, queda:
oy =X’ [——}/ cos Bsin? B—acot Bsin? B + y cos> ﬂ—asinz,B]
(II1-31)

9 . o H
+ sin -vHsin“ f—-a
ﬂ[ 4 P sin g

+ bsin® ,8}

De la rotacién de ejes del plano X'y’ con respecto al plano xy, Apostol (1965)
se tiene:

(X y)=(x y)[ sinfg cosﬁ}

—-cosf sing (II1-32)
Se resuelve la multiplicaciéon de matrices para hallar x’ y y’
x'=xsenf-ycospf
y'=xcosp+ysenp (11-33)

Sustituyendo la ecuacion anterior en o, de la ecuacion (I1l-31) se obtiene:

o,, =[xsinp-ycosf] [—}/ cos Bsin? B—acot Bsin® B + cos3ﬁ—asin2ﬂ}

. H
+sin? p {—yH -a Snp + bJ (11-34)
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Rotura Plana

3.2.1— Caso Particular en el que o,,. ¥y son

yy o-xlxl

Esfuerzos Principales:

Un caso particular para resolver la ecuacién (l11-34) es considerando que

o,y Y Oy SON esfuerzos principales (ver fig. 1l-4), lo que indica que

7, =0, y por ende a=0. En estas condiciones, el valor de o, para la
condicién el la cual a=0 es:
o,, =[xsinp-ycos g] [~}/ cos Bsin? B+ y cos® ,B] +sin? B[~yH + b] (IL35)

La constante “b” se determina considerando la condicion de contorno, en el

cual el esfuerzo o,, s igual a la sobrecarga (q), cuando la ordenada (y) es

igual a la altura dei talud (H), tal como se muestra en la figura (111-4):

oy Yot = q (I1-36)

Integrando la expresion anterior a lo largo de la cresta del talud donde esta
aplicada la carga “q” se obtiene:

Xs
J‘Xayydx = o, X|§j = 0, (X4-Xg) (I1-37)

Sustituyendo los valores de X,=Hcotf y X,=H cota mostrados en la

fig. lll-3,y o, =¢ enla ecuacion anterior se tiene:
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XB
I o,dx = qH(cotp-cota)

v (II1-38)

Integrando la expresion (l11-35) entre los limites Xa y Xs Yy ademas

sustituyéndole la ecuacion (111-38) resulta la siguiente expresion:

qH (cot B —cota) = r {[xsinﬂ—Hcosﬁ][ycosﬁ( coszﬁ—sin?-p)]
X

A

+sin? B[yH +b] } ox (IL-39)

Smplificando la ecuacion y separando integrales,

X g Xp
gH(cot g —cota) = I Xy sin fcos Bcos23dx — j yHcos? B cos24dx
X4 Xa
+ J‘X [—}/H+b]Sin2ﬂdX (1I1-40)
X

A

Al integrar, resulta:

2
_7HC032 ﬁCOSZﬂ(XA _XB)+[—}’H+ b]sin2 ﬂ(XA _XB) (11-41)

2 2
q(Xs—Xg)= ysinﬁcosﬁcoszﬁ{u}

Simplificando,

q =238 (x| Xz) - yHoos? fcos2f+ [~y H-+ b]sin? B (I1-42)
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Sustituyendo los valores de Xa y Xg en la ecuacion anterior y despejando b,

se obtiene:

g ysindp y Hcos? B cos2p
b=yH+ - Hcot g +Hcota) + -
T sin? B 8sin? ,6’( p ) sin? 8 (IH-43)

3.2.2— Calculo del esfuerzo o

n Para el caso

particular que Oy Y Oy son esfuerzos

principales.

Para calcular el esfuerzo o,.. =0o,, como se muestra en la  fig.(lli-4) se

ha utilizado la ecuacién de equilibrio (111-12), considerando que el esfuerzo

cortante  z,.. igual a cero. Por lo tanto, para este caso en particular
Oy Y Oy SON esfuerzos principales,

(I-44)
Oyuxn = Opp =0y COS* (B—t) + 5, SIN? (B—a)

Sustituyendo el valor de o, =ycospx' y oy =-—ySenpy'+b de las

condiciones de contorno indicadas en la ecuacién (111-25), queda:
o, = 7C0S BX'COS*(B—a)+ senz(ﬁ~a)(—ysin,6y’+ b) (T11-45)
Por otra parte, al reemplazar en la en la ecuacién anterior el valor de

x'=xsenf-ycos By y'=xcos B+ ysenp indicada en la ecuacién H1-33 y la

expresion de la constante “b” obtenida en la ecuacion (111-43), se obtiene:
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Oan = 7COS B(xseNB - y cos B)cos® (B —a)+sin? ( B—a)[ —y sin B(x cos B+ ysen )

2 .
ryH+ (2 +}/HCOS. 2ﬂcosZﬂ_;/s!n;w
sin“ g sin“ g 8sin“ g

(Hceot B+ Hcota)

(I1-46)

I3

X

Fig. lll-4. Representacién de los esfuerzos, para el caso particular en el cual
C.. Y O,, sonesfuerzos principales.
Enestecaso 7, ,=ax'=0 .. a=0
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Simplificando al ecuacién anterior:

Cpn = [20032 (B-a) —1] ¥X COS Bsen — ;/y(cos2 (8—a)cos® g+ senz(,B—a)senz,B)
q +yHcos® g cos28—(1/8) ysind(Hcot f+ Heotar)
sin? B

+Sin2(ﬁ—a) yH+

(IT-44)

Dividiendo toda la expresion anterior entre 4, se obtiene la siguiente

relacion:

o-nn

yH

- [2cos2 (p-a)- 1}/|):(I~cos,ﬁsen,8—;};—(cos2 (B-a)cos? g+ sen? (,B-a)senzﬂ)

sin(B-a)

+
sin? 3

{sen2ﬁ+%+ cos” fcos2p —(1/8)sin4B(cot B+ cota)}
Y4

(LL1-45)

De esta manera, se expresa o,, como una fraccién de la presién vertical

yH. Teniendo en cuenta que y =xtana y sustituyendo en la ecuacién

anterior, queda finalmente:

%an _ X
yH H
+sin2(ﬂ—a)

sin® g

{[Zcos2 (8- a)—1]cos,ﬁsenﬂ —tanoz(cos2 (8-a)cos? p+sen?(p —a)senzﬂ)}

[senzﬂ + iH +cos? g cos25~(1/8)sin4(cot 5+ cota)]
g (IT1-46)
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3.3~ Caso general en el cual 7., =ax"=0:

Nuevamente, considerando la condicién de contorno, en la cual esfuerzo oy

es igual a la carga “q” como se muestra fig. lll-4, cuando y=H (altura del
talud) e integrando entre los limites Xa y Xg, resulta:

XB
XA

Sustituyendo el valor de o,, indicado en (ll-34) en la expresién anterior e

integrando se obtiene:
XB

[{[x sin B - y cos A} [}/ cos® B~ y cos Bsin® B—acot Bsin’ § —asinZ,B]
X,
y (I11-48)
+sin? B [—yH —aw+b]}dx =q(Xg—X,)

Simplificando la ecuacién anterior y aplicando relaciones trigonométricas:
XB

_[ {[xsinp—-Hcos ] [? COS/J’cos2ﬂ—§a sin2p J
Xa ? (1M1-49)

+sin? ,B[—yH—a H

gt bJ}dx =q(Xg— X,)

En términos de (x) e independientes, integrando:
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=<

XB
xsinﬂ{y oosﬁcos2ﬂ—gasin2,8}dx —Hcosp ﬁy cosﬂcosQﬂ—gasin2ﬂde
K |

X, A

XB

+ rsinz,B - H—a—H—+b =q(Xg—X,) (I1-50)
J o Sing CVB O TA

XA

Integrando,

%(XB + XA)sin,B[y Cos fC0S2[3 - %a sinZﬂ}

~Hc;osﬂ[;/ cosﬂcosZﬂ—%asinZﬂ}r sinzﬁ{—yH _aH

Smﬁw}:q (WL-51)

Agrupando los parametros “a” y ” b” de la expresion anterior:

a[%sin2ﬁHcosﬁ—Hsin,B—%(XB + XA)sinZﬂsin,B}

+bsin? B+ B—(XB + X ,)sin Bcos Bcos2B — y Hcos? Bcos23 — y H sin? ,B} =q
(

II-52)
Llamando:
3. . 3 . .
W= Esmz,BHcos,B—Hsmﬂ—z(XB + X,)sin2gsin g (I11-53)
E= H(XB +X,)sin28cos28 - y Heos? fcos2f —y Hsin? ,B] (II-54)

La ecuacion (ll1-562) puede escribirse como sigue:
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.2 _
ay +bsin“g+&=q (IT-55)
Al despejar la constante b:
ay+bsin?B+i=q = b=I-5- (II-56)

sin® 3

Si se considera que no existen esfuerzos cortantes (caso particular visto
anteriormente), implica que la constante “a” es igual a cero, y la constante b
de la ecuacion queda expresada como:

p=9-¢ _ q“’g“(xe+XA)sin4,B+yHcos2,BcosZﬂ+stinzﬂ (L

_ 57)
sin’ B sin? g
Simplificando:
~L(Xg + X,)sin4 S+ y Hcos? Bcos?2
b=yH+q 8( g+ Xa)Sindp+y Bcos2p (1L58)
sin® g

Cabe destacar que la expresién obtenida en la ecuacion (111-43), es la misma
al compararia con la obtenida en (l11-58)

El proximo paso, es emplear la ecuacion (I1i-26), para obtener z,,, es decir

= =, =T = = . .
Ty =10 ] T T, =J -o'-i con la finalidad de emplear otras ecuaciones

gue relacionen los parametros a y b:
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Txy = E(aylyl ~()"xrxf)S|r]2ﬂ“Txryr COSZﬁ an-sg)
Por la condicion;
Xﬂ
jz'xydx =0 -~ y=H (I1-60)
Xa

La ecuacién (l1-60) y las condiciones de contomno encontradas en la

expresion (111-25) pueden sustituirse en la expresion del esfuerzo cortante
(111-59) quedando:

Xg

H%(—(}’sinﬂ+ a)y'+b- 7cos,3x’)sin2,8—ax'cosZ,B}dx =0 (I1-61)

Xa

Remplazando y .., =y =x'cot B+ (ver fig. 1lI-3 y anexo A) en la

sin g
ecuacion anterior resulta:
Xg
J‘{%(—(;fsinﬂ + a)(x’cotﬂ + si:ﬂ) +b— ycosﬁx’)sinZﬂ -~ ax’cosz_ﬁ}dx =0

XA

(01-62)
Agrupando los términos que contienen x’ de la ecuacién anterior:
XB

{~x'[(7 cos B +acot B + ycos B)sin24+ 2acos2p |

Xa

(I1-63)

H
b-yH-a—— |sin28}dx =0
+( Y asinﬂj in2} dx
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Sustituyendo el valorde x'=xsing-HcosgB .. y=H resulta:
XB
I{—(x sin,B-Hcosﬂ)[(Zy cosﬂ+acot,3)sin2ﬂ+2acosZ,B]
X, (TI1-64)
+ b-— H~ai sin2p:dx =0
e Sng
Integrando la ecuacion anterior, se obtiene:
(Xat+Xs) .. - 2
—-——2—smﬂ[2y cos Asin28+ a(SCos ﬂ—Z)J (II1-65)

—Hcosﬁ[zy cosﬁsin2ﬂ+a(6coszﬁ—2”—(b—yH —aé:?)sinzp’ =0

Reagrupando términos y simplificando,

a(6cos2 ﬁ—2){(i<—4;—x’szsinﬁ—Hcosﬁ}+ a2Hcos - bsin2p

2y cos,BsinZﬁ[(—)fA—;é;)sinﬁ—Hcos,B}LstinZ,B=O (e
Liamando,

6 =(6cos? ﬁ—z){(ﬁgX—B)sin p—Hcos ,B} +2Hcos B (II-67)
u=2y c:os,Bsinz,B[(—)~(A%){‘5lsin,B—Hcos,B}r yHsin2p (11-68)

Por lo tanto, la expresién (111-66).queda expresada de la siguiente manera:
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la6-bsin2p=—u| (I1-69)

Se tienen entonces dos expresiones (111-65) y (111-69) que se pueden agrupar
en un sistema de ecuaciones simultaneas:

ay+bsin’f=qg-¢& (L70)
aé -bsin2p =—u

Resolviendo el sistema de ecuaciones el parametro "a", se determina
mediante la ecuacion siguiente:

(g—-¢&)2cos B—psing
(w2cos g +8sin B)

(II-71)

Luego se halla el valor del parametro “b” despejandolo del sistema de
ecuaciones indicado en (1li-70), resultando:

b= q - é: - aV/
sin? B (II1-72)

Al reemplazar el valor de “a” en (Ill-72) queda:

po G- v (q~§)2cos,8—psinﬁ} _—

sin? g sin? g| (w2cosB+6sinp)

Por ofra parte, los valores de 8, u, y, & se obtiene a través de las
ecuaciones (IlI-53), (111-564), (IlI-67) y (l1I-68) respectivamente. Al sustituir

Xa+ Xpg =H(cota +cot ) en cada una de las formulas antes mencionadas
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(%j =6, = (3 cos? i — 1)[(cota +cot B)sinB-2cos B |+2Hcos g (IL-74)

—’L—‘H- = =cos Bsin2p[ (cote +cot B)sin B - 2cos B+sin2p (TI-75)
y

(I1-76)

Y-y, = B—sinZﬂccsﬂ—sinﬂ—%(cota + cotﬂ)sinZﬁsinﬁ]

iH = = B(cota +cot f)sin2fcos2p - cos® fcos2 - sin ,B} (II1-77)
4

También el parametro “a” obtenido en la expresion (lll-71) se expresa en
forma adimensional mediante la ecuacién:

9 _s ]2sinﬁcos,8—(yLH]sin2ﬂ

(s

_ . (TI1-78)
4 (%Zsinﬂcosﬂa——Hsin2 ﬂ}

Seguidamente @ se expresa en funcion de 6, w,.& .4 ¥ :_‘Zﬁ_ Dichas
4

ecuaciones son las indicadas en (l1l-74), (Iil-75), (11-76) y (IlI-77):

((7 —5—1)2003,3 ~u,8inB (11.79)
(?//:2003,3 +6,sin /3)

a=

El parametro “b” obtenido en la expresién (111-72) se puede expresar en

forma adimensional al dividir por yH, es decir:
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9 _¢ _ay
p- b _yH yH yH (I1-80)
rH sin®
Finaimente, 5 enfuncionde y,,&,8y § =iH, resulta:
4
5. d-&-aw,
sin® B (I11-81)

3.4— Calculo del FEsfuerzo Normal o, en Funcién

de los Paramelros Adimensionales a y b:

Expresando nuevamente la tensién o,.,.=0,, obtenida a través de Ia

ecuacién de equilibrio (111-12), resuita:

Ty = Opp = Ty COS” (B—at) + 0, I (B —at) + 2z, sin(f —a)cos(B-a)

(I1-82)

Las condiciones de contomo de la ecuacion (ll-25) son sustituidas en la
expresion anterior obteniéndose:

Onp = 7008 fx'008” (f~a) +[(-ysinB-a)y'+bsin?(B-a) +ax'sin[2(f-a)]

(I1-83)
Sacando factor comun de x':

o, = x'[;/c:os,eoos2 (B-a)+asin[2(B-a)]|+[(-rsinp-a)y'+b]sin? (5 -a)
(IIT-84)
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Sustituyendo (x') ¥ (v') indicados en la ecuacioén (111-33), se obtiene:

opn =(x8iNB —ycosﬁ)[ycosﬂcos2 (B—a)+ asin[z(ﬁ—a)ﬂ

(ITL-85)
+[(-ysinp-a)(xcos g+ ysing)+b]sin® (- a)

Teniendo en cuenta que y = x tana resulta:

Opp = x(sinﬁ—tanozcos,B)[ycos,Bcos2 (ﬁ—a)+asin[2(ﬁ—a)]] (ITI-86)
+[b—x(ysinp+a)(cos B + tanasin g) Jsin® (8 -a)

La expresion de o,, se divide entre yH para obtener los resultados en

forma adimensional quedando:

Gnn

_X(sing_ 208 o)+ s _
H —H(sm,B tanacosﬂ)[cosﬁcos (B a)+ysm[2(ﬂ a)ﬂ

. . (IT1-87)
J{?ﬁ—ﬁ(sinﬁ+ —};)(cosﬂnana sinﬁ)}sin2 (B-a)

La expresion de o, se expresa ahora en funcion de a = % y b= % H

resultando:

Unn

yH

- —:-_(I—(sinﬂ - tanozcosﬁ)[cosﬁc:os2 (B-a)+asin[2(B- a)ﬂ 1158)

+{5—%(sinﬂ+ a)(cos B+ tanasinﬂ)}sinz(ﬂ—a)
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3.5— Calculo del Esfuerzo Cortante tp:

Considerando nuevamente la ecuacion (Ill-14) correspondiente al esfuerzo

cortante 7., se tiene:

=Tnt»

Touys =Tt = (0 = O )56N[ 2( B - @) |+ 7,0 COS[ 2( S - ) ] (II1-89)

Sustituyendo las condiciones de contomo definidas a través de (llI-25)
queda:

Tpp = —%[(ysenﬁ+ a)y'-b+ycospx'|sen[2(B-a)]+ax'cos[2(B-a)]
(I1-90)
Reemplazando (x’) y (y’) indicados en la ecuacion (111-33), el esfuerzo

cortante z,,, toma la forma:

5ot == (15onf-+8) (xc0S 5+ yS8n) b + 7005 B(xemp -y cos ) sen[ 2( )|

+a(xsenp-ycos B)cos[ 2(f-a) (IL-91)

Teniendo en cuenta que y = xtana y sustituyendo en la ecuacién anterior:

T =—%[(ysen,3+ a)(xcos B+ xtanasenp) —b+yoosﬁ(xsen,b‘—xtanaoosﬂ)]sen[2(ﬂ—a)]

+a(xsenf— xtanc:cos f) cos[ 2(f-a) | (I1-92)

Dividiendo la expresién anterior entre yH queda:
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[r,,t ] _ _l[l[senﬁ+?};)(cos p+tanasenp) —}bﬁ +%ms,8(sen,3—tanacos ﬁ)}sen[z(/}—a)]

yH) 2| H
+%;(senﬁ—tanacosﬂ)cos[z(ﬁ—a)] (I1-93)
Como 3=2 y b= —% se sustituye en la expresion (111-142) quedando
4 ¥
finalmente:
fﬂ=—1[1(sen,8+Ez)(oos/ﬂ’tanozsen,ﬁ)—l_>+icosﬁ(senﬁ—tanacosﬁ) sen[2(f-a) ]
H 2|H H

+ X a(senp —tanacos p)cos[ 2(8 <)

(IT1-94)
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Tabla Ill-1 Resumen de las ecuaciones involucradas en la rotura plana para la

determinacién de los esfuerzos c,,, Y Ty

(i"" = ;X{—(senﬁ—tanacos ,B)[cosﬂ0032 (ﬁ—a)+a_sen[2(ﬂ—a)]]
+b-X senf +a)(cos g +tanasenp) [sen’ (-«
X (senp+3)
;;_'I = ———;—[%(senﬂ +5)(cos,8+tanasen/3)-5+%cosﬂ(senﬂ—tanacosﬂ)}sen[Z(,B—a)]

+ {I—E(senﬁ —tana cos B)cos| 2(f-a)]

Parametros involucrados

a=9. b=bl, v a=%,

_(a-&)2cosp-jusing g poich-awm
(y/12003,6 +6,sin ﬁ) sin g
Siendo:

£ = [%(cota +cot B)sin2cos 2 - cos® fcos2p —sin? ﬂ:l

W, = [%sin 2pcos f—sin g - %(cota +cot 3)sin2sin ﬂ]

1, = cos Bsin2p[ (cota +cot B)sin f—2cos B +sin2p

6, =(3cos’ p—1)[ (cota +cot B)sin B —2cos ] +2H cos

H = Altura del talud, m.
B = Inclinacién del talud con la horizontal.
o = Inclinacién del plano de falla con la horizontal.

v = Peso unitario del macizo rocoso, kN/m?®.
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3.6— FEjemplo de aplicaciéon de las ecuaciones

obtenidas:

Se desea hallar sobre una superficie potencial de rotura plana los esfuerzos

actuantes teniendo en cuenta:

Altura del talud H = 40,00 m
Inclinacién de talud g =90°

Angulo de rotura con respecto a la horizontal o = 50°

Peso unitario y = 24,00kN
4 A,'a

Sobrecarga g =0,00kN
ga g N/ 2

0,00 0,00
5,00 4,20
10,00 8,39
15,00 12,59
20,00 16,78
25,00 20,98
30,00 2517
35,00 29,37
40,00 33,56

Tabla lli-2 Valores de la superficie de rotura plana, obtenidos en la hoja de

calculo Excel , a través de la ecuacion o = (%na) y considerando a=50°.

El grafico que representa la superficie de rotura plana, se ha expresado
bidimensionalmente representados por los valores de x e y que se

encuentran en la tabla anterior:
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(34,40)

H=40,00 m

v

2 (0,0) X

Fig. -5 Representacion grafica de la superficie de rotura plana.

Aplicando las ecuaciones de la tabla resumen (lll-1) se calculan los
parametros 6, i, vy, &, los cuales permiten determinar los pardmetros
a y b enforma adimensional. Posteriormente se determina la distribucion
de los esfuerzos o,, y 7, aplicando las ecuaciones analiticas

observadas en la misma tabla, obteniéndose:
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; 1t
0,00 0,41 0,49
0,10 0,36 0,43
0,21 0,31 0,37
0,31 0,26 0,31
0,42 0,21 0,25
0,52 0,15 0,18
0,63 0,10 0,12
0,73 0,05 0,06
0,84 0,00 0,00

Tabla I/I-3 Valores de esfuerzos adimensionales normales y corfantes
para la rotura plana, obtenidos en la hoja de calculo Excel.

Representacién de los esfuerzos

0,5 - Cppl vH

Gnn/'YH y Tnt/YH

0 T T T T T T T T T

v

o 01 02 03 04 05 06 07 08 09
x/H

Fig. Ill-6 Representacién gréfica de los esfuerzos normales y cortantes
para una superficie de rotura plana.
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3.8— Valor Medio de los FEsfuerzos ~Normales Yy

Cortantes para un Talud Inclinado:

Ei proximo paso es determinar el valor medio de o,,,, y 7, Yy luego utilizar

las expresiones obtenidas para el caso particular de un talud vertical, el cual
se utilizara como ejemplo practico.

Como se sabe el valor medio™ de la funcién y =f(x) se define por:

vi

y=f(x)

1 S
Y medio = B: ff(x)dx /

Por lo tanto al emplear la ecuacion (111-88) el valor medio de o, es:

9 nn(prom) 1 5 (I1-95)
= X )dx
},H XB _XA j):: Gnn( )
%nn (prom) _ 1 Xs{i in 2¢p = a: _
A XX, jx,, H(sm,B tanacosﬂ)[cosﬁcos (B-a)+asin[2(8 a)ﬂ

+[5—g(sinﬂ+5)(cosﬁ+tanasinﬂ)]sin2 (5 -a)}x (II1-96)
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Separando las integrales:

ann(prom) 1 Xs

XX {J.x %(sinﬂ—tanacosﬂ)[cosﬂcosz(ﬂ—a)+§sin[2(/3—a)]]dx
BT NA P

-J'Xs[i sinf+a) cosﬂ+tanasinﬂ)]sin2(ﬂ—a dx +IXBESin2(ﬂ—a)dx}
X, H( ( ) Xa

(I1-97)
Integrando,
Gnn(prom) Xo+ X ) o
o = BZH A(smﬁ~tanacosﬂ)[cosﬂ0032(ﬂ—a)+asnn[z(ﬁ_a)ﬂ
_Xg+Xa

(sin B+ a)(cos B+tanasin B)sin’(f—a)+ l_)sinz(ﬁ—a)}
(I1-98)

Teniendo en cuenta que X, =Hcot B, Xg=H cote y simplificando resulta:

G"_”y(f%"’ﬂ’l = %(cot,[ﬂ cota)(sin,B—tanacosﬂ)[cosﬁcosz (ﬂ—a)+§sin[2(,6—a)ﬂ

~%(oot,8—cota)(sinﬁ+é‘)(cosﬁ +tanasin g)sin® (B -a) +bsin® (,B—a)}

(II1-99)

Para el esfuerzo cortante se procede de la misma manera hallando el valor
medio a partir de la ecuacion (111-94), obteniéndose:

Tnt(prom) 1 J'Xs

vH  Xa-X X{—%(senﬁ+5)(008[3+tanasenﬁ)sen[2(,3_a)]
BT MA 4

+ gsen [2(8-a)] —Exﬁcosﬁ(senﬂ— tana cos B)sen|[2(B-a) ]

+%5(sen,3—tanacosﬂ)cos[z(ﬂ~a)]}dx (111-100)
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Separando las integrales:

z-nt( rom) 1 Xs x -
y’;_, = [Xs X, ){—j‘xﬂ ﬁ(senﬂ + a)(cosﬂ+ tanasenp)sen[2(p - a)]dx

+ J.::B 'gsen[Z(ﬁ—a)]dx ‘j‘jﬁcosﬂ(se"ﬁ- tana cos f)sen[ 2( - ) [

+.[;B %E(senﬂ—tanacosﬁ)”s[z(ﬂ_a)]dx} (II-101)

Integrando,

Tnt(prom) _ XB + XA
JH 4H

(sen,B + 5) (cos B +tanasenp)sen [2( B a)]

Xg+X
__B4H—Acos,8(sen,8 ~tana cos B)sen| 2(8-a) |

(I1-102)

Reemplazando los valores de Xa y Xg en la ecuacién anterior se obtiene:

Tn rom 1 -
% =~ (cotp+ coter)(senps +a)(cos B + tanasenp)sen[2(f-a)]

cos

(cot 5+ cotar)(senB —tanacos B)sen| 2(B-a)]

+ g(cotﬁ+cota)(sen,8~tanacos,8)cos|:2(ﬂ—a)]+ g-sen[z(ﬂ—a)]

(I1-103)
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3.8— FEjemplos de Aplicacion:
3.8.1— Ejemplo 1:

Es bien conocido que la altura critica de un corte vertical (8=90°), se

determina a través de la ecuacion:
4C
Hcritica = 7 tan (45° + %)

Siendo, a:(45°+%), el angulo que forma el plano de rotura con el

esfuerzo principal menor, C la cohesion, ¢ el angulo de friccion internay ¢ el

peso unitario. Dicho valor se obtiene para la condicion en la cual el factor de
seguridad FS=1, es decir:

FS:C+anntan¢ _1

Tnt

En forma adimensional,

Fs_ (ClyH)+(op,/yH)-tang _
(7t 1 7H)

Por lo tanto si, C =40,00kN/m?, ¢=30° a=60°y »=20,00kN/m>, se
obtiene una altura critica H,=13,85m. Al emplear (I1-99) y (llI-103) y

determinando que a=0 y b=1, se obtiene que o,,/yH=0125 Yy

7,¢1yH =0,217, porIo tanto ei factor de seguiridad es:
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40,00 o
FS=( AO,OOx13,85)+0’125tan(30 )=1
0,217

Coeficiente de seguridad que concuerda perfectamente co el valor de FS =1,
correspondiente a la altura critica Hc. Cabe destacar que dicha altura se
obtiene al considerar que la relacién entre los esfuerzos principales en el

instante de la rotura es: o, = o3tan”a + 2Ctana, siendo a = (45°+%).
3.8.2— FEjemplo Z2:

El esfuerzo o, , se representa por medio de la ecuacion Oy = y(H - y), que

cumple con la condicion: y=H, o, =0 y y=0 o, =H, por lo tanto
el esfuerzo medio es, Oyy(me dio)zg. Adicionalmente se considera que

o =0.
La matriz de esfuerzo queda:
= (0 0
g =
0 yHI2

El esfuerzo resultante es,

0 0
(Tox  Toy)=(-s€NC COS(Z)(O }/lej

(T Toy)=(0 cosayH/2)
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&

i

y | Oyy=Onmn /™

v

El esfuerzo o, . = o,, se expresa,
— = T 0O O —-sena
Oup=n-0-n =(-Sena cosa)

0 yH/2)\ cosa

Teniendo en cuenta que o = 60°

g
a,,nzcosza‘}’% = y”’_;'=0,125

— = LT

El esfuerzo 7,.,. se expresa, 7,.,.=j'-o-i' ,

0 0 cos«a
7, =(-Sena cosa)
0 yHI2 )\ sena

Ty =Senacosa-yH 12

Para a =60°, by =" _0217
yH 7y
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CAPITULO IV

4- METODO ANALITICO PARA DETERMINAR LA DISTRIBUCION DE
LOS ESFUERZOS CUYA SUPERFICIE DE ROTURA ES PARABOLICA.

4.1- Calculo del Esfuerzo Normal onn.

4.2- Caélculo del Esfuerzo Cortanterty.

4.3- Ejemplo de Aplicacion.




Postgrado de Matematicas Aplicado a la Ingenieria.

Rotura Parabdlica.

4.—Método Analitico para Determinar la Distribucion
de los FEsfuerzos cuya Superficie de Rotura es

Parabslica:

Se analiza un talud con una inclinacion (B), y se desea determinar la
distribucion de los esfuerzos al considerar que la superficie de rotura en el
talud es de forma parabdlica. (fig. IV-1).

Y a4 y’
A f | q
. HcotB A / W \ _
A Xa Xs NS

X’

Fig. IV-1 Representacién de la superficie de rotura parabdlica y sus
relaciones geométricas.
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Rotura Parabolica.

Para una rotura parabdlica la ecuacién es la siguiente:
y=ax2+bx+c (Iv-1)

A través de las condiciones de contorno nos es posible determinar las
constantes:

1.- En el origen x=0; y=0, por lo tanto la constante c=0.

2.- En la cresta del talud, cuando y=H. x=AH, es decir la ecuacién (IV-1), se
transforma en:

H =a(AHY +biH v-2)

3.- La tercera condicion es, que la pendiente en el origen es cero es decir,

ay
ha A =2ax+b=0 = b=0
T av-3)

H=a(aH) = a=—

Por lo tanto, la ecuacién de la parabola puede escribirse como sigue:

x2 1(x\?
=X =X V-4
y="og =Y H(j (Iv-4)

Expresando la ecuacidon anterior en términos de ‘y” la ecuacién de la
parabola toma la forma:
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Rotura Parabdélica.

2
X = /1[2y - %J (IV-5)

Derivando la ecuacion anterior, se obtiene:

(@) 11 v-6)
dx ) 2A\H-y

Teniendo en cuenta que la derivada es igual a la tangente del angulo aq,
resulta:

H( 1 v-7)
tanag = —| ——
22\ H-y

Siendo el &ngulo a tal como se indica en la figura (IV-1):

H 1
a= arctan{ﬂ(’—_l—:yﬂ (Iv-8)

Expresando “y” en funcién de la variable “x” a través de (IV-5), resulta:

2
X =ﬂ(2y—yﬁ) ~ y2_oyH+XH g
A (Iv-9)
Los valores de “y” a través de dicha ecuacién cuadratica son:
y=Hz Hz—(%)x (IV-10)
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Rotura Parabolica.

Para obtener la soluciéon que cumpla con las condiciones de contomo del
problema estudiado se toma la raiz negativa, por cuanto debe cumplirse que
para x=0; y=0 entonces:

y=H-JH*-(H/)x (IV-11)

Sustituyendo esta Gltima expresion en (IV-8), el angulo o puede expresarse

como:

(IV-12)

1 1
a = arctan T
-(%2n)

La ecuacion que relaciona los esfuerzos en el plano xy con respecto al plano

-T = = - . .

Xy es o, =j -o'-j, tal como se indica en la ecuacion (l11-26) del capitulo
anterior. Por otra parte se sabe que: oy, =yCoSpSX’,
oy, =(-ysenB-a)y’+b, y 7, =ax’ indicadas en la ecuacion (l11-25).

Finamente aplicando la ecuacién (111-31), se obtiene:

oy =X’ [—}/ cos Bsin’ B—acot gsin® B +y cos3ﬂ—asin2,3]
(IV-13)

+sin? g {—}/H sin® f—a sifr;l,B

+ bsin? ,8}

Sustituyendo x’ = xsenfB -y cos B en la ecuacion anterior.
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Rotura Paraboélica.

o,, =[xsinp-ycosg] [—y cos Bsin? B —acot Bsin? B + y cos® ﬂ—asinZﬂ]

H
sin? B| —yH —a— b
’ [{ ! Sinj } (b-IV-13)

El préximo paso corresponde caso general en el cual z,.,. =ax"# 0, tal como

se indicé en el capitulo anterior. A la vez se ha considerado la condicion de
contorno, donde el esfuerzo o, es igual a la carga “q” tal como se muestra

fig. (IV-1). Integrando dicha expresién a lo largo de la superficie del talud

donde esta aplicada la carga “q”, es decir, en la cresta del talud donde y=H,
resulta:

XB
j o,dx=q(Xg—Xs) o y=H (Iv-14)
X

A

Sustituyendo dicha expresién en fa ecuacion anterior, se obtiene:

XB
J.{[x sin B - ycos g] [;/ cos3,8—;/cosﬂsinzﬂ—acotﬂsin2,B-asin2,6]
XA
2 H (TY7 1 &)\
+sin ,B{—yH—am+b}dx:q(XB—XA) (IV-15)

Simplificando e integrando, resulta:

%(XB +X,)sin ,8[7/ cos fcos23 —gasinz,ﬁ}

—Hcosﬂ[y cosﬂcos2,8~323—asin2ﬂ}+ sin? B [—yH —a%-{-b} =q (IV-16)
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Rotura Parabolica.

Expresando dicha ecuacion en forma adimensional al dividir por vH, queda:

1 , 3a 3a_.
—2—I_—I(XB + XA)sm ﬁ[cosﬁcosZﬂ—E—};snnZﬁ]—cosﬂ[cosﬂcosZﬂ —;;stﬁ}

,B[_1___a_+£}=ﬁ_
sing yH| yH (IV-17)

Como puede observarse a través de la figura (IV-1), X,=Hcotg y

Xg = AH . Adicionaimente al reemplazar a -2 y b =—%, en la ecuacion
/4

b4

anterior se obtiene:

%(ﬂH + Hcotﬂ)sinﬁ[oosﬂoosZﬂ——g-a”sinZﬂ}cosﬂ{cosﬂcosZﬂ—%é’sinZﬁ}

a
sing

+sin2ﬂ[—1— +B}=a‘
(IV-18)

Simplificando y agrupando,

i

{cosﬁcosz,ﬁsinﬁ%(}» + cot ) — cos? fcos 23— sin® ,B]

N| W

sin2ﬂcosﬁ—%sin2ﬂsinﬂ%(ﬂ+ cot B) - sinﬂ}

IV-19)
+bsin® B=q

Liamando:

T Bsinz,ﬂcosﬂ —%sin2ﬂsin B(A+cot B)- sinﬂ]

] (IV-20)
&= [—z—cosﬁcosz,ﬂsinﬂ(/l +cot f)—cos? fcos2f - sin? ﬂ]
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Rotura Parabolica.

Se obtiene:

ay, +bsin? f+£,=q (Iv-21)

Por otro lado, es necesario hallar otras expresiones que relacionen los
parametros “a@” y “b”. En estas condiciones al considerar nuevamente la
ecuacion del esfuerzo cortante del plano xy con respecto al plano Xy, (111-59)
indicada en el capitulo anterior, se tiene:

1

ty = oy - ue )2 -y 052 ava

Considerando la condicién de borde en la cual:

(IV-23)

Utilizando  los  valores de las tensiones Oy = yCOS BX',
oy =(-ysenp-a)y'+b, vy 7y =ax’  previamente indicadas en la

ecuacion (l11-25), y reemplazando en (IV-22) resulta:

X

H%(-(?’ sinB+a)y’'+b-ycos Bx')sin28 - ax'cosZ,B}dx -0 (Iv-24)
XA

Sustituyendo ., = ¥ = Xx'cot B+ , Simplificando e integrando, se

sin g

obtiene;
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Rotura Parabolica.

Msinﬁ(zy cosﬂsin2ﬁ+a(6coszﬂ—2)) (Iv-25)

—Hcosﬂ(Zy cosﬁsin2ﬁ+a(6coszﬁ—2))—(b—yH —aggﬁ—]sinz,ﬂ =0

Dividiendo por yH y simplificando, la ecuacion anterior puede expresarse en
forma adimensional como sigue:

a

2 (XA+XB)- 3 E_H_-
7/(3cos ,6—1)[—————1__/ sin g Zcosﬁ}r}/sinﬁsmze

(IV-26)

—%sin2ﬂ+ Sin24 +2 sinﬂcoszﬂ{(ﬁ;-—@sinﬁ-—zcosp} -0
I

Reemplazando X, =Hcotf, X,=AH y fteniendo en cuenta que

a=2 Ez—b—,resuita:
Y rH

5(3coszﬂ—1)[&ﬁi@sinﬁ—2msﬂ}é H,B sin2

sin (IV-27)

~bsin28 +sin2f + 2 sin gcos? ﬁ{w

sinﬂ—ZCosﬁ} =0
Simplificando:

éi{(3cos2 ﬂ—1)(lsin,8~cosﬁ) +2c:osﬂ}

(IV-28)
{sin2pcos B[ (Asin p—cos B)-2cos B |+sin2p} -bsin28 =0

Llamando,
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Postgrado de Matemiticas Aplicado a la Ingenieria.

Rotura Parabélica.

6, = (3cos2ﬁ~1)(ﬂsinﬂ—cos,8) +2c0s 8

(IV-29)
Ho =sin2cos B[ (4sin B -cos B) —2cos B |+sin2p
La ecuacion anterior puede expresarse como sigue:
ad,+bsin? B+ p, =0 (IV-30)

Resultando un sistema de ecuaciones con las expresiones (IV-21) y (IV-30),

lo que permite hallar los parametros a y b:

By, +bsin’ B=G-¢, (Iv-31)
ad,-bsin2f=—u

Resolviendo el sistema de ecuaciones se tiene:

5. (G-&)sin2B~ u,sin? B (1V-32)
(y/2 sin2 + 8, sin? ,8)

Igualmente para el parametro "b"

p-3%tik (IV-33)
sin2p

4.7— Calculo del Esfuerzo Normal o,,:

El proximo paso es hallar ef esfuerzo normal o,n » teniendo en cuenta la

ecuacion (111-12}, es degcir:

83
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Rotura Parabolica.

O = Oy C0S% (B—a) + 0, SIN? (B~ at) + 27, Sin( S - @) cOS( - )

(IV-34)
Reemplazando las  condiciones de contomo  o,.,.=ycospfx’,
Oy = (—ysenp - aly'+b,y 7,y =ax’ indicadas en la ecuacion (I11-25), la

ecuacion (1V-34) toma la forma:

o,

= x'[;/cos,Boos2 (ﬂ—a)—asin[z(ﬂ—a)ﬂ+[(—7/Sinﬂ—a)}"+b]SinZ(ﬂ*a)
(IV-35)

Sustituyendo x'=xsing-ycosp, y'=xcosp+ysinf en la expresion

anterior:

Onn =(xSiNB -y cOS B)| ycos Beos’(B—a) - asin[2(5 ~a)]| (IV-36)
+[(-ysing-a)(xcos B +ysin ) +b]sin®(8-a)

Al dividir por yH el esfuerzo normal o, expresado en forma adimensional

es:

O'nn . .
i (%smﬂ—%cosﬁ]{cosﬂcosz(ﬂ—a) —%sm[z(ﬁ— a)ﬂ
(IV-37)

b . aj x Yy . .2
+L/—H—[smﬂ+;J(Fcosﬂ+ﬁsmﬁﬂsm (B-a)

Seguidamente se procede a determinar la variable dependiente “x” en
funcién de la variable “y” , cuya ecuacién considerando una superficie de
rotura parabolica esta indicada en la ecuacion (IV-6) para 0< y<H.
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Rotura Parabolica.

Adicionalmente, al tener en cuenta que a== y b=—— la expresion

< |®
~

anterior queda:

i:/ﬂl_.lflz A 2(—/’_’7)—(%’{-)2 sinﬂ—(%)cow | cos peos? (B-a)-asin[ 2(-a) |

2
+ B—(sin,B+5) A 2(—}1)—(1) cos g+Lsing |{sin® (8 -c)

H) \H H
(IV-38)
y A y
q
_ vy |
N XA XB

Cyux»=0pp

o
v
x

X

Fig. IV-2 Representacién de los esfuerzos nommales y de cortantes sobre la
supefficie de rotura par2bélica.
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Rotura Parabolica.

4.2— Calculo del Esfuerzo Corlante tp:

Como se sabe, a través de la ecuacion (lli-14), el esfuerzo cortante 7,

puede expresarse Como sigue:

T = %(Gx'x' _o-y.y.)sen[Z(ﬂ—a)]+ Ty COS[2(B-a)] (IV-39)

Reemplazando los valores de o,.,. = ycos fx’, Oyry =(—ysenﬂ—a) y'+b,y

7, =ax’' indicadas en la ecuacion (l11-25), en (IV-39), se obtiene:

Tps = %[;’COS px'+(ysenp+a)y'- b]sen [2(,3 - a')] +ax 'Cos[z(ﬂ 3 “)]
(IV-40)

Sustituyendo x'=xsinf-ycosf, y'=xcosf+ysinf en la expresion

anterior:

T = %[ycosﬁ(xsenﬁ—yoosﬁ) +(ysenp +a)(xcos B+ ysenp) -—b]sen[2(ﬂ—a)]
+a(xsen,8—ycos,8)cos[2(ﬁ—a)] (IV-41)

Dividiendo la expresién anterior entre 4 queda:

Tt _1 X Y ajlx Y _b -
e 2{cosﬁ(Hsen,B Hcosﬁ)+[senﬂ+yJ(Hcosﬂ+Hsen,b’J yH}sen[z(ﬂ a)]
+a ({,— senp — —}_’7003 ,B] cos[2(8-a)] (IV-42)
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Rotura Parabdlica.

Seguidamente se procede a expresar la variable dependiente “x” en funcién
de la variable “y” , cuya ecuacién considerando una superficie de rotura
parabdlica esta indicada en la ecuacién (IV-6) para 0<y <H . Por otra parte

, —- b . . -
al considerar que a= y b=—— la expresion anterior puede escribirse

a
Y yH
como sigue:

3o () o
+(senﬂ+5)[ﬂ{2({l-j—(%jz]cosﬁw %senﬁ]—Bilsen[Z(ﬂ—a)}r
+5{2(2(%}~(%}2]senﬁ—%cos ,B}cos[Z(ﬁ—a)]

(IV-43)
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Rotura Parabolica.

Tabla IV-1 Resumen de las ecuaciones involucradas en la rotura parabdlica para la

determinacion delos estuerzos oy Y T

- L)) Joma= (3 oo |fompost 51 -aon{z(s ]
+{s-(Smﬂ+;)Hz(%)-(.vgﬂmﬂ%w}}smz(M

3 ) ()
+(se,,ﬂ+;)[ﬂ[z(%]-(gf]cosﬁ%senﬂ]_s}e,,[z(ﬂ_a)]+
+5{A(2(%}—(%)jsenﬂ—%cosﬂ}cosp(ﬂ—a)]

Parametros Involucrados

o = arctan g[?%—H)]

—=A y b=n

Q

5=(‘7_§2)Sin2ﬂ“/’25in2ﬂ y E=§02+ﬂ2
((//2 sin2p +6, sin? ,B) sin24
Siendo:

W, = [%sinZﬂcosﬂ - %sinZﬂsinﬂ(z +cot g) —sin ﬂ}

& = BcosﬁcosZ,Bsin B (4 +cot §) - cos? fcos2 —sin? ﬂ:l

0, =(3cos® p—1)(4sin §-cos §)+2cos S

1, =sin2pcos B[ (Asin B —cos B)~2cos B +sin2p
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Postgrado de Matematicas Aplicado a la Ingenieria.

Rotura Parabolica.

H = Altura del talud, m.
B = Inclinacién del talud con la horizontal.
o = Inclinacién del plano de falla con la horizontal.

v = Peso unitario del macizo rocoso, kN/m?.
4.3— Ejemplo de aplicacion:

Se desea hallar sobre una superficie potencial de rotura parabdlica, los
esfuerzos actuantes teniendo en cuenta los siguientes datos:

Altura del talud H=40,00 m

Inclinacién de talud g =90°

Peso unitario y = 24,00"% 5

| kN
Sobrecarga ¢ =0,00 41 A

Variable 1=0,5
Al considerar las ecuaciones de « y x de la tabla resumen (IV-1) se

obtienen los siguientes resultados:

Abscisa | Ordenada |

0,00 0,00 0,79 45,00
4,69 5,00 0,85 48,81
8,75 10,00 0,93 53,13
12,19 15,00 1,01 57,99
15,00 20,00 1,11 63,43
17,19 25,00 1,21 69,44
18,75 30,00 1,33 75,96
19,69 35,00 1,45 82,87
20,00 39,99 1,57 89,99

Tabla IV-2 Valores de la superficie de rotura parabdlica, considerando que:

2
X = [,1 (Zy -y /H )] , obtenidos empleando la hoja de célculo Excel.
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Rotura Parabolica.

El grafico que representa la superficie de rotura parabdlica, se ha obtenido
empleando la tabla anterior, tal como se muestra a continuacion:

y 1

(20,00 ; 39,90)
X, =0,00m X, = 20,00m

i
rdl

H=40,00 m

15,00 m

A 4

(076) X

Fig. IV-3 Representacién gréfica de la superficie de rotura parabdlica.

A través de los parametros a y b se han determinado la distribucién de

los esfuerzos aplicando las ecuaciones analiticaso,,/yH y 7, /yH

indicadas en la tabla resumen (IV-1):
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Rotura Parabdlica.

0,00 0,50 0,50
0,12 0,38 0,43
0,22 0,27 0,36
0,30 0,18 0,28
0,38 0,10 0,20
0,43 0,05 0,12
0,47 0,01 0,06
0,49 0,00 0,02
0,50 0,00 0,00

Tabla IV-3 Valores de los esfuerzos normales y de corte expresados en
forma adimensional al considerar que la superficie de rotura es parabélica,
obtenidos en la hoja de célculo de Excel.

Representacién de los esfuerzos

06

Gnn/’YH y Tnt/YH

0 . . . . ‘
0] 01 02 03 04 05 06

v

x/H

Fig. IV-4 Representacién gréfica de los esfuerzos normales y cortantes
expresados en forma adimensional al considerar que la superficie de rotura
as parabdlica.
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CAPITULO V

5.- METODO ANALITICO PARA DETERMINAR LA DISTRIBUCION DE

LOS ESFUERZOS CUYA SUPERFICIE DE ROTURA ES CIRCULAR.

5.1- Célculo del Esfuerzo Normal onn.

5.2- Calculo del Esfuerzo Cortante 1.

5.3- Ejemplo de Aplicacién.

5.4- Comparacion de los Diferentes Métodos Analiticos de Rotura
Utilizados para Calcular los Esfuerzos Normales y Cortantes.

5.4.1- Ejempio 1.
5.4.2- Ejemplo 2.
5.4.3- Ejemplo 3.




5 —

Postgrado de Matematica Aplicado a la Ingenieria.

Método

Analitico
Distribucion de

Rotura Circular
para Determinar la
los FEsfuerzos Cuya Superficie

Rotura es Circular:

de

Se analiza un talud con una inclinacién (B), y se desea determinar la

distribucion de los esfuerzos nommales y cortantes al considerar que la

superficie de rotura es circular. El angulo que forma la superficie de rotura
con la horizontal se denomina a. A continuacién se presenta en la fig. (V-1).
Las caracteristicas tomadas en cuenta para este tipo de rotura.

Yy
C (Xe,Yo) *

’
r

==

8 = angulo que formy

v

X
radio vector con el punto de interseccion
de la superficie de rotura entacresta del talud.

&, = angulo que forma el radio vector con
de la superficie de rotura en el origen.

unto de interseccién

Fig. V-1 Representacion de la superficie de rotura circular y sus relaciones
geométricas.
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Rotura Circular.
Para una rotura circular la ecuacion de la circunferencia es la siguiente:

(X_XC)2+(y_y0)2=R2 (V-1)

Siendo, (x,.y,) las coordenadas del circulo critico, tal como se observa en la

figura (V-1). Por otra parte, las siguientes condiciones de contorno nos
permiten determinar las constantes:

1.- Para efectos préacticos, se ha considerado que la curva pasa por el origen,
por lo tanto para x=0, y=0, debe cumplirse que:

(x6)* + (v, =R? (V-2)

2.- Se aprecia a través de la figura (V-1), que para y=H , x =Xg, por lo tanto al
emplear la ecuacion(V-1), resulta:

(V-3)
2 2
(Xg =X ) +(H-y,) =R?
De la ecuacién anterior al despejar Xg se obtiene que:
- +\/R (H-y,) ? b x, (V-4)

También Xs puede ser expresada como X, =Rcosé, —x.. Por lo tanto al

sustituir dicho valor en la ecuacion (V-4) se obtiene:

Rcosd, - x, = \/F\’2 ~(H-y. ) +x, (V-5)
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Rotura Circular.
Despejando el angulo &, de la ecuacion anterior:

JRZ—(H-y,)? +2x,
R

(V-6)

6, = arccos

Despejando “y” de la ecuacién (V-1), resulta,

Y=o~ JRE () v

Al derivar se obtiene la tangente a la curva en funcién de R, X, , Y la abscisa

X, €s decir:

_ (x=x)
(%) - \/Rz ~(x—x, ) (V-8)

Como la derivada de (“y”) con respecto a (“x”) es igual a la tangente de q, la

ecuacion anterior también tiene la forma:

tana = (X_XC)

Ry s

Al despejar el angulo a de la expresion anterior queda:

a = arctan (x %) (V-10)

JRZ = (x=x. )
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Rotura Circular.

Esta ecuacion representa la variacién del angulo de rotura con respecto a la
horizontal y sirve para hallar la pendiente a la curva en cualquier punto de
coordenadas (x,y).

La ecuaciéon que relaciona los esfuerzos actuando en el plano xy con

=T = - L -
respecto al plano x'y’ es o, =j -o'-j, tal como se indica en la ecuacion
(IN-26) del  capitulo Ili. Por otra parte, al considerar el estado de tensiones:
Oyx =¥COSBX', oy . =(-ysenf-a)y' +b, y 7,y =a8X' indicadas en la

ecuacion (111-25). Finamente aplicando la ecuacion (IN-31), se obtiene:

o, =X [—y cos Bsin? —-acot Bsin? B + y cos® ﬁ—asinZﬁ]

+bsin2ﬂ} (Jaly

.2 .. 2
sin -yHsin® B-a
J ﬂ[ I P sing

Sustituyendo x’ = xsenf -y cos B en la ecuacion anterior:

oy, =[xsing-ycosg] [~7 cos Bsin? f—acot Bsin? S + y cos3,8—asin2,BJ

. 2 H
+8in“ g [——yH -a Snp + bJ (b-V-11)

Seguidamente se aplica el caso general en el cual 7oy =ax'#0, tal como se

ha indicado en el capitulo Ill. A la vez se ha considerado Ia condicion de
contorno donde el esfuerzo o,, esigual a la carga “q” en la cresta del talud
donde y=H (vease fig. V-1) e integrando dicha expresion a lo largo de la

superficie del talud donde esta aplicada la carga “‘q” , es decir, en la cresta
del talud donde y=H, resulta:

©
(3]
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Xg
j 0,0 =q(Xg-X,) - y=H (V-12)
XA

Sustituyendo dicha expresién en Ia ecuacion anterior, se obtiene:

Xs

I{[xsinﬁ~ycos,8] [}/ cos® B -y cos Bsin? B—acot Bsin? g ~asin2/3]

% (V-13)

. 5 H
+8in —yH-a——+b |idx =q(Xz - X
,3[ v4 sing }} q(Xg —X4)
Simplificando e integrando, resulta:

%(XB + XA)sin,B[y cos fcos2/ — gasinz,&}

—Hcosﬂ[y cos fcos2p ~ §as;inZ,B] +sin? p {-yH ~ a—_ﬂ— +b} =q (V-14)
2 sing
Expresando dicha ecuacion en forma adimensional al dividir por yH, queda:

1 i 3a . 3a_.
EI_(XB + Xﬁsmﬂ[cosﬁcosZﬂ—E;stﬂ}~cos,B[cos,Boosz,B—-2-;sm2ﬂ]

in2gl-1-_2 . b |_q 15
+sin ,5{1 sin,B+yH] e (V-15)

De acuerdo a la figura (V-1) se sabe que: Xp=Hcotp vy

Xg=R?~(H-y,)? +x,. Adicionalmente, al reemplazar 3= 2 y b= —%
4 e

la ecuacion anterior al sustituir dichos valores toma la forma:
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_1_(\/R2 ~(H—yc)2 + X, +Hcot ﬁjsin ,B[cos ﬁ0032ﬂ~%§sin2,8}
& (V-16)

3_ . . 2 a | =
—cosﬁ[cosﬂcosZ,B—Easm2ﬂ}+sm 'B{_Fsinﬁﬂ)}—q

Simplificando y agrupando,

" 4H
{ZLH(WH( +Hcot,3)smﬂcosﬂcosZﬂ cos? fcos2f -sin ﬂ}
+

|n p=q

5{ 5—5—[ R2-(H-y.) +xc+Hcotﬂ)sinﬂsinZ,B+§sin2,Bcos,B—sin,B}

(V-17)

Llamando:

l//3=[ 4::’_’(m+x +Hcot,3)smﬁsm2ﬁ+ sin2Bcos B — smﬂ}
s = [ZL(W+X +Hcotﬂ)smﬂcos,30052,6 cos? Bcos2f - sin ,B}
(V-18)

Se obtiene:

ays+&+bsin? f=gq (V-19)

Por otro lado, es necesario determinar otra condicion que relacione los
parametros “a” y “b”. Esto se obtiene, a través de la ecuacidon del esfuerzo
cortante actuando en el plano xy con respecto al plano Xy, (Ill-69) vy
considerando que la sumatoria de las fuerzas cortantes en la cresta del talud
son cero:

a7
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1

T =

0= 2o o) SN2 -5 0529 w20

Considerando la condicion de borde en la cual:
Tydx=0 . y=H (V-21)

Al reemplazar, o,..=ycospx', oy =(-rsenB-a)y'+b, y Ty = ax’

previamente indicadas en la ecuacion (N-25), en la ecuacion anterior resulta:

X

J-{—;—(—(ysinﬁ+ aly'+b —}’Cosﬁx’)sin2,8—ax’cosZﬂ}dx =0 (V-22)

Xa

‘]

Teniendo en cuenta que, Yeresta =Y =x'cot g+ S_:lﬂ, e integrando, se
[

Obtiene:

(X4 +X3)

5 sinﬁ(2y cos #sin28+ a(6cosz,8—2)) (V-23)

—Hcos,B(Zy cos,Bsin2,6+a(6cosz,6—2))—(b—yH ~a;':z]sin2ﬁ =0

Dividiendo por yH y simplificando, la ecuacién anterior puede expresarse en
forma adimensional como sigue:




Postgrado de Matematica Aplicado a la Ingenieria.

Rotura Circular.

—;(30032 ﬁ—1){(i%)(i)sinﬂ—2c;osﬁ}§ Hﬁ sin2

(V-24)
—fgsinzmsinzmz sinﬂcoszﬂ[(x—“;ﬁ’lsinﬂ—ZCosﬂ} =0

Reemplazando X,=Hcotf y Xz =,R?>~(H-y, )2 +X, sabiendo ademas

- - b . .
qQuea=—, y b= TH la ecuacion anterior se transforma:

/4

< I

5(30082,8—1)[%(H00tﬁ+ \/Rz ~(H-y,)? + xc)sinﬁ—2cosﬁ}

+2 sin Bcos? ﬁ[%(Hcot,B + \/Rz —(H-y, ) + xc)sin,b’— 2cos,6J (V-25)

+a

H,B sin28 - bsin28+sin28=0

Simplificando,

5{(3cosz ﬂ—1)[%(Hcotﬂ+ \/RZ ~(H=-y.f + xc)sinﬁ—zcosﬂJ + 2Hcosﬂ}

+2 sinﬂcoszﬁ{%(HcotﬁJr \/Rz -(H —yc)2 + xc)sinﬂ—ZCosﬂ} sin2p

-bsin2p =0 (V-26)

Llamando:

o P

6, ={(3cos2,6—1)[

3 =2 sin ﬂcoszﬂ[

(Hootm,/Rz~(H-yc)2 +xcjsinﬂ—2cosﬁ}2Hcosﬂ}
(Hcotﬁﬂ/Rz—(H—yc)z +xc)sinﬂ—2msﬁ}+sin2ﬂ

(V-27)

on
e

I|
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La expresién (V-26) se reduce como sigue:

aby+bsin® B+ p, =0 (V-28)

En estas condiciones, se obtiene un sistema de ecuaciones a través de (V-

19) y (V-28) y por lo tanto los parametros a y b, resultan:

ay,+bsin? B=q -
_'//3 he B=q-&; (V-29)
ad;—bsin2f =—p,

Resolviendo el sistema de ecuaciones se tiene:

4 (G-&)sin2B — yysin? g (V-30)

(1/13 Sin2 + 65 sin? ,B)

Igualmente para el pardmetro "b", se obtiene:

— 593 + M3

b=-32"13 (V-31)

sin2p

5.1— Calculo del Esfuerzo Normal Cnn-

El préximo paso es hallar el esfuerzo normal o, , teniendo en cuenta la

ecuacion (l11-12), es decir:

Opn = Ty COS* (8 —a)+o,, sin? (B-a)+ 2t 8in(f-a)cos(B-a) (V-32)
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Reemplazando las tensiones o,.,.=ycosfx', Oy =(~ysenﬂ—a) y'+b,y

7, = ax’ indicadas en la ecuacion (I11-25), la ecuacion (V-32) toma la forma:

Cpp = x'[;/oos,Bcos2 (,B—a)—asin[z(ﬂ—a)]}r[(—ysinﬁ~a)y’ +b Jsin® (8- )
(V-33)

Sustituyendo x'=xsinf-ycosf, y'=xcosf+ysinf en la expresion

anterior queda:

O =(x sin,B—yc:osﬂ)[;zrc:os,Bcos2 (B-a) —asin[z(ﬁ—a)ﬂ
+[(~7sing-a)(xcos B +ysin ) + blsin?(B-c)

(V-34)

Al dividir por yH el espuerzo normal o,, expresado en forma adimensional

es:

Cnn X y 2 a _.
=| 7SINF—--=Cos B || cos pcos“(f—a)——sin| 2( 8-

ot (H:ﬂH ﬂ)[ poos’(B-a)-Zsin[2(s a)]}

) (V-35)

. ajf x y . .2

+{——|sinf+—|| —cosB+=sing ||sin“(L-

LH ( g 7J[H Frigsns ﬂ (7-2)
Seguidamente se procede a determinar la variable dependiente “x” en
funcion de la variable “y”, cuya ecuacidén considerando una superficie de
rotura circular se ha indicado previamente a través de la ecuacién (V-1).

Adicionalmente, al considerar que a=2 y Bb=-2

— la expresién anterior
4 yH

toma la forma:
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( 2
oo | NRP=(V=Ye) +% | .
= sing -
yH k H

(%)wsﬁ [cos poos? (p—a) -asin[2(f—a) |

, 2
+75—(Sinﬂ+5) Rz—(y—yc) e cos B+

(%)sin B sin?(B-c)

H

y
C (Xc.Yo) 4

L]
s

(V-36)
______________ / q
1 R ————— Jr- -_—— \l
L VR
! N Xa Xg
\
" H
5
‘\‘ a. % :O'nn
n
\ B
\
/'| -
NZSZ ) g

Fig. V-2. Representacién de los esfuerzos normales y de cortantes sobre la
superficie de rotura circular.
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5.2— Calculo del Esfuerzo Cortante tp:

Como se sabe, a través de la ecuacion (lli-14), el esfuerzo cortante 7,

puede expresarse Como sigue:
1
Tnt = —Z-(O'xvxv —O'y-y-)Senl:Z(ﬁ “a)] + Tx-y- COS[Z(ﬁ —a)] (V_37)

Reemplazando las tensiones o,.,.=ycosBx’, o, =(-ysenp-a)y'+b.y

7.y =ax’ indicadas en la ecuacion (111-25), en (V-37), se obtiene:

7= -;-[;/cos,b’x'+ (ysenp+a)y'-b]sen[2(B-a)]+ax'cos[2(f-a)]
(V-38)

Sustituyendo X’ =xsinB—ycosB, y =xcosB+ysinf en la expresion

anterior:

T = —;—[}/COS B(xsenp—ycos B)+(ysenf+a)(xcos S+ ysenp)-b|sen[2(8 ~a)]

+a(xsen—ycos B)cos| 2(B-a) | (V-39)

Dividiendo la expresion anterior entre 4 queda:

Tt 1 X _Y anx Y _b _
H 2{cosﬂ(Hsen,B Hcosﬂ)+[senﬁ+VJ(Hcosﬁ+Hsen,B) yH}sen[z(ﬁ a)]

al x y
¥ ;(ﬁsenﬁ——ﬁcosﬂj cos[2(5-a)] (V-40)
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Seguidamente se procede a expresar la variable dependiente “x” en funcién

de la variable "y”, cuya ecuacién considerando una superficie de rotura
circular, se ha indicado a través de la ecuacién (V-1) . Por otra parte, al

considerarque a=2 y b= LH la expresion anterior queda:
4 e

Tot 1 \/R2~(y~yc)2 + X, y
e cos - senﬂ—ﬁcosﬂ
2 (v 2 ~
+(sen,3+5) ‘/R (yHyc) tXe cosﬁ+%sen,3 -b sen[z(ﬂ—a)]

| JRZ=(y -y, V +x,
+a ‘/ ( T ) senﬁ—%cosﬁ cos[2(B8-a)]

(V-41)
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Tabla V-1 Resumen de las ecuaciones involucradas en la rotura circular para la

determinacion de los esfuerzos o,, y T,

nt
,/Rz—(y—yc)z +X,

. ]sin ﬁ—[é)cosﬁ’}[mﬂ cos? (f~a) -asin[2(f~)]]

L) l_)—(sinﬂ+5)H‘/R2 --(-V"yc)2 + X, ]cosﬂ+(%)5inﬁ:| sin’ (ﬂ—a)

= |9
I3
t

—t—

H

Tnt =_;_ OOS,B[[VR _(y—yc) +xc]senﬂ_%cosﬁ}

H H

+(senﬁ+5){[ R~y =v.)" +x, JCOSﬁ+{I~senﬂ}—E sen[2(f-a)]

=

H

+5[[,/R2 —(Y—yc)2 +X, Jsenﬁ—%cosﬂ}cosp(ﬂ—a)]

H

Parametros involucrados

_ —x+xc - 2 _ _ 2
a—arctan[~————2j| X—Xc+,/R y-v.)

R* —(x-x,)

=% B v a= Yy

5_(6—53)sin2ﬂ—pssin2ﬂ y b - 86+
(y/3 sin2 + 6, sin? ﬂ) sin2f
Siendo,

W, = [—%( R? —(H—yc)2 +X, +Hcot/3)sinﬂsin2ﬂ +%sin2ﬂcosﬂ-—sinﬂ]
&= [2_1-!—(‘/’?2 -(H —yc)z +X, +Hcotﬂ)sin Bcos fcos2f ~cos® fcos2f - sin? ﬁ}

9, = {(3cos2ﬁ—1){%(Hcotﬂ+ ,/Rz —(H—yc)2 + xc)sinﬂ—Zcosﬂ] +2Hcosﬂ}
4y =2 sin fcos? ﬁ[%(Hcotﬂh/Rz -(H ~yc)2 + xc)sinﬁ—Zcosﬂ]+sin2ﬁ
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H = Altura del talud, m.
B = Inclinacién del talud con la horizontal.
a = Inclinacién del plano de falla con la horizontal.

v = Peso unitario del macizo rocoso, kN/m?>.
5.3— Ejemplo de Aplicacion:

Se quiere determinar la distribucién de los esfuerzos normales y cortantes en
un corte vertical y con las siguientes propiedades geotécnicas:

Altura del talud H=40,00 m
Inclinaciéon de talud g =90°

Peso unitario y = 24,00kN
Y %na

Sobrecarga q = 0.00kN
ga g=4 qu

Para efectos de disefio se ha considerado que el centro c(x,y) del circulo
tiene de coordenadas (—60,60) y el radio del circulo es: R =84,85m. Los
valoresde a y x obtenidos empleando la tabla resumen (V-1) se indican

a continuacion:

,00 0,00 0,79 45,00
5,00 4,61 0,87 49,60
10,00 8,56 0,94 53,90
15,00 11,94 1,01 57,97
20,00 14,83 1,08 61,87
25,00 17,30 1,15 65,64
30,00 19,37 1,21 69,30
35,00 21,09 1,27 72,86
39,99 22,46 1,33 76,36

Tabla V-2 Valores para la superficie de rotura circular, obtenidos empleando
la hoja de célculo Excel.
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El grafico que representa la superficie de rotura circular, se ha obtenido
empleando la tabla anterior, tal como se muestra a continuacién:

A 114,80m

Fig. V-3 Representacion gréfica de la supefficie de rotura circular.

Aplicando las ecuaciones de a y b se determinan los parametros que
posteriormente son usados para calcular la distribucién de los esfuerzos

aplicando las ecuaciones analiticas o, /yH y ot | yH expuestas en la

tabla resumen (V-1):
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0,00 0,50 0,50
0,12 0,37 0,43
0,21 0,26 0,36
0,30 0,18 0,28
0,37 0,11 0,21
0,43 0,06 0,14
0,48 0,03 0,08
0,53 0,01 0,04
0,56 0,00 0,00

Tabla V-3 Esfuerzos nommales y tangenciales expresados
adimensionalmente en téminos de yH, obtenidos a través de la hoja de
célculo de Excel.

Representacion de los esfuerzos

om/YH ¥y tnfyH

00 : : . . :
0 0,1 02 03 04 05 06
x/H

v

Fig. V-4 Representacién gréfica de los esfuerzos normales y cortantes
para la superficie de rotura circular investigada.
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5.4— Comparacién de los Diferentes  Métodos

Analiticos de Rotura Utilizados para Calcular los

Esfuerzos Normales y Cortantes:

En esta seccion se lleva a cabo las comparaciones de los diferentes
resultados obtenidos para cada una de las roturas estudiadas, es decir plana,
parabdlica y circular. Un caso de interés a sido descrito por Chen, W. (1975)
aplicando el célculo de variaciones en el cual compara superficies plana,
circular y espiral logaritmica obteniendo los siguientes resultados para un
talud vertical g =90°, ver figura V-5.

------ Circular.
Espiral logaritmica

(H ¢ )min

0 £=90°, ¢=20°

Fig. V-5 Comparaci6n de las superficies de rotura para un talud
vertical. Chen (1975).

Asimismo dicho autor compard los resultados de las tres superficies para un
talud con g =70°, ver figura V-6.

Se observa que para un talud vertical ( 8 =90°) las tres superficies de rotura
se mantienen proximas, mientras que para el talud con g =70°, la superficie

plana tiende a-alejarse de Ias otras dos a medida que nos acercamos a la
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cresta del talud. Esta diferencia es importante en casos practicos como la

estabilizacién de un talud inclinado, por cuanto se requerird al considerar la
rotura plana de anclajes mas profundos. A la vez se generan costos
adicionales en la obra de estabilizaciébn, ya que la rotura plana no
corresponde a la superficie mas critica.

- Plana.
----- Circular.
Espiral Logaritmica.

£ =T70° ¢=20°

Fig. V-6 Comparacion de las supefrficies de rotura para un talud
inclinado. Chen (1975).

Para efectos practicos, en esta investigacion, se ha considerado que en la
superficie plana el angulo de rotura es de «=50° con la horizontal.
Adicionalmente la rotura parabdlica y circular, se han aproximado lo mas
cerca posible a la superficie plana con la finalidad de poder comparar la

distribuciéon de los esfuerzos nommales y cortantes para los tres casos
investigados.

Cabe destacar, que el centro ¢c(x,y) de la circunferencia y el parametro lamda

(1) de la parabola se han varniado hasta lograr aproximar las tres superficies.
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5.4.1~ FEjemplo 1:

Las ecuaciones obtenidas para un corte vertical de altura H=40,00 m, son las

siguientes:

1) Superficie plana o=50°
2) Superficie circular el centro c(x,y) del circulo es: ¢(-60,60).
3) Superficie Parabdlica A=0,5.

x (Circular) |

y _|x(Plana) | x (Parabdlica)

0,00 0,00 0,00 0,00
5,00 4,20 469 461
10,00 8,39 8,75 8,56
1500 12,59 12,19 11,94
20,00, 16,78 15,00 14,83
25,00 20,98 17,19 17,30
30,00 25,17 18,75 19,37
35,00 | 2937 19,69 21,09
40,00 | 33,56 20,00 22,46

Tabla V-4 Comparacién de las coordenadas para las diferentes superficies
de rotura (plana, parabédlica y circular).
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y (m)

H= 40,00|m

Rotura Circular.

4 Crafico de las superficies de rotura.

» 20,00 m

2246 m

3356 m .
7

N/

Ty,

Parabdlica

= Circular

o

0 5 10 15 20 25 30 35 40

v

T T T T T

x (m)

Fig. V-7 Representacién y comparacion gréfica de las distintas superficies de

rotura (plana, parabélica y circular).

Como puede observarse en el gréfico anterior la rotura plana se encuentra

representada por una linea de color azul, la rotura parabdlica por una curva

de color rojo y la rotura circular por una curva de color verde. Las superficies
de rotura se aproximan en el pie del talud hasta la mitad de la altura, luego
debido a la caracteristicas de la superficie plana, ésta se aleja en la cresta
del talud, al compararse con las otras dos superficies (parabélica y circular)
que se aproximan.
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La variacién de los esfuerzos nommales y cortantes™ para cada uno de los

métodos analiticos investigados al emplear las formulas previamente

desarrolladas para cada una de las superficies estudiadas, es decir, plana,

parabdlica y circular, se indica en la tabla adjunta.

Primero se representa el esfuerzo normal o,,,, para cada uno de los métodos

analiticos y se comparan tanto en tablas como graficamente.

On/YH
y (m) XH | Onw/yH| XH | onfyH | X/H
0,00 041 0,00 0,50 0,00; 0,50 0,00
5,00 03 { 010 | 038 {1012 0,37 0,12
1000 | 0,31 | 021 | 0,27 [022] 0,26 0,21
15,00 | 0,26 1 031 { 018 10,30} 0,18 0,30
2000 | 021 | 0,42 0,10 10,38} 0,11 0,37
25,00 D% 0,52 0,05 1043 | 0,06 0,43
30,00 0,10 0,63 0,01 10,47 | 0,03 0,48
35,00 ng 0,73 0,00 {049 001 | 053
40,00 | 0,00 | 0,84 0,00 {0,50 | 0,00 0,56

Tabla V-5 Valores de o,,/yH , para las diferentes superficies de rotura
(plana, parabdlica, circular), obtenidos a través de la hoja de célculo Excel.

" Conocido tamtiéncemd esfisizd taiigerncial o/de cizallaniinsnic:
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Representacion del o,,IyH.
06

05 |

04 1 Circular

Gnn/'YH

03

02 -

01 - o \\x

O T T T H R A»(M)\ T ¥ T
0 01t 02 03 04 05 06 07 08 09
x/H
Fig. V-8 Representacion y comparacién gréfica de c,,/yH para las diferentes
superficies de rotura (plana, parabdlica y circular).

Plana

v

Ndétese que en el pie del talud (x=0) los esfuerzos normales, al considerar la
superficie parabdlica y circular presentan el mismo valor, aproximadamente

de o,,/yH = 0,50 respectivamente. Por otra parte, en la rotura plana el
valor de o,,/yH = 0,41. Cabe destacar que la distribucion de los esfuerzos

normales en el intervalo 0,00<y <1500 m de la altura del talud las tres

superficies investigadas arrojan valores cercanos como puede notarse en la
tabla (V-5). Adicionaimente, las superficies parabdlica y circular tienen

valores muy parecidos de o,,,/yH mientras que la rotura plana se aleja por

ser la caracteristica de una recta. También se observa que la superficie plana

con respecto a las otras dos se intersecan en el punto de opnlyH= 0,33,

x/H=0,18 donde se puede decir que el esfuerzo normal es igual.
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En segundo lugar se determina el esfuerzo cortante .., empleando las

formulas ya descritas para cada uno de los métodos analiticos de rotura

plana, parabdlica y circular. En la tabla siguiente se comparan los valores

adimensionales de r7,,/yH, considerando las mencionadas superficies de

rotura:

tlyH

i

3 i)
s i

y(m) |tgfyH | XH | tfyH | x/H | tfyH

0,00 | 049 |0,00] 0,50 | 0,00 0,50 | 0.00
5.00 i0,43;&0,10 043 |012] 043 | 0.12
10,00 | 0,37 | 0,21] 0,36 | 0,22 | 0.36 | 0,21
1500 | 031 |031| 028 | 030 | 028 | 0.30
20,00 | 025 [0.42]| 0.20 | 0.38 | 0.21 | 0.37
25.00 | 018 | 0.52]| 012 |0.43| 0.14 | 0.43
30,00 | 0,42 | 0.63| 0,06 | 047 | 0.08 | 048
3500 | 0.06 | 0.73] 0.02 | 049 ] 0.04 | 0,53
40,00 | 0,00 | 0,84 0,00 | 0,50 | 0,00 | 0,55

Tabla V-6 Valores de t,,/yH , para las diferentes superficies de rotura
(plana, parabdlica, circular), obtenidos a través de la hoja de célculo Excel.
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Representacion de los wvalores «t,/yH.

06

Tt/YH

Plana

O 1 Ll \ 14 1
0 02 04 06 08 1

v

x/H
Fig. V-9 Representacién y comparacion gréfica de t,,/yH para las diferentes
superficies de rotura (plana, parabélica y circular).

Notese que en el pie del talud (x=0) los esfuerzos cortantes al considerar las

tres superficie investigadas presentan valores aproximados de r,,/yH =
0,50 respectivamente. Por otra parte, la distribucion de los esfuerzos
cortantes en el intervalo 0,00 <y <20,00 m de la altura del talud, las tres

superficies investigadas arrojan valores cercanos como puede notarse en la
tabla (V-6). Adicionalmente, la superficie parabdlica y circular, tienen valores

muy parecidos de 7,,/yH mientras que la rotura plana se aleja por tener

pendiente constante. También se observa que la superficies se intersecan en

el punto de 7,,/yH= 0,38 , x/H=0,22 donde se puede decir que el esfuerzo

cortante es igual.
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5.4.2— Ejemplo Z:

Rotura Circular.

A través de la metodologia utilizada por Ucar, R. (2004) en su libro de

Manual de anclajes se ha obtenido el minimo factor de seguridad para una

rotura plana considerando, angulo de friccion interna ¢ =30°, angulo de

rotura o =(45°+¢/2)=60° .La altura critica del corte vertical (FS = 1), se

obtiene a través de la bien conocida expresién:

He = 2 tan(45°+412)

4

Por lo tanto, si ¢ =30°, ¢ =40,00 kN | m? y =20,00 kN/m?®, resulta que:

He =13,86 m.

Los resultados arrojados con ayuda de la hoja de célculo Excel son los

siguientes, como se puede observar en la tabla y grafica anexa:

y

- Valores en metros

X (Plana) { x (Parabdlica) | x (Circular)
0,00 0,00 0,00 0,00
2,00 1,15 2,15 2,49
4,00 2,31 3,97 4,28
6,00 3,46 5,45 5,62
8,00 4,62 6,60 6,61
10,00| 5,77 7,41 7,32
12,00| 6,93 7,89 7,78
13,00 7,51 8,01 7,92
13,80 7,97 8,04 7,99

Tabla V-7 Comparacion de las coordenadas para las diferentes superficies

de rotura (plana, parabdlica y circular).
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Rotura Circular.
A

- Grafico de las superficies de rotura.
y

8,00 m ~ |

—— ﬂa’]a
—— Parabolica

e Circular

v

T T T T

R ) 2 4 6 8 10

x {m)

Fig. V-10 Representacién y comparacion gréfica de las distintas superficies de
rotura (plana, parabdlica y circular).

Cabe destacar que en el grafico anterior la rotura plana se encuentra
representada por una linea de color azul, la rotura parabélica por color rojo y
la rotura circular por un color verde. Notese que se hizo coincidir el tope y el
pie del talud para las tres superficies potenciales de rotura estudiadas, es
decir, el valor en la cresta del talud para la superficie plana es
aproximadamente igual a la superficie circular y parabdlica teniendo un valor

de 8 m respectivamente, y para el pie del talud los valores se aproximan a
cero.
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Rotura Circular.

Posteriormente se calculan los esfuerzos normales y cortantes para cada uno
de los métodos analiticos investigados, utilizando las formulas previamente
determinadas en capitulos anteriores para cada una de las superficies: plana,

parabdlica y circular se observan los valores de o,,/yH en funcién de la

cota (y), junto con la relacion x/H.

Onn/YH
B Plana Parabolica  Circular
y (M) | GudyH | XIH | oulyH | X/H | opo/yH || xH
0,00 25 10,00} 057 |0,00] 0,69 |0,00

2,00 | 021 {008] 042 |0,16| 0,44 | 0,18
4,00 | 018 [0,17] 0,29 [0,29] 0,26 |0,31
6,00 | 0,44 |025| 0,17 |0,39| 0,14 | 0,41
8,00 | 0,11 | 0,33 ] 0,08 |0,48| 0,06 | 0,48
10,00 | 0,07 |042| 0038 | 054 | 0,02 |0,53
0,02 10,50 | 0,00 |0,57| 0,00 | 0,56

002 1054 0,00 [058| 0,00 |057
| 0,00

0,58 l 0,00 [0,58| 0,00 |0,58
Tabla V-8 Valores de o,,/yH , para las diferentes supefficies de rotura
(plana, parabdlica, circular), obtenidos a través de la hoja de célculo Excel.

13,80
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Rotura Circular.
A
Representacién de los valores o,/yH

038 8

0,7 -

Onn/ }4"|

0,6

N\, 7 Circular

021

0,1 -

0 T L T v H r T
0 0,1 02 O3 04 05 06 07

\ 4

x/H

Fig. V-11 Representacién y comparacion gréfica de o,,/yH para las diferentes
superficies de rotura (plana, parabdlica y circular).

Notese que en el pie del talud (x=0) los valores de o,,/yH tanto para la

superficie parabdlica como la circular se aproximan tomando valores de 0,57
y 0,69 respectivamente, los resultados obtenidos para la rotura plana esta

alrededor de o,,,/yH = 0,25. Por otra parte, la distribucion de los esfuerzos
nn

converge cuandoy = 13,85 m, es decir, en el tope del talud tanto en la rotura
plana, parabdlica y circular tienden a ser cero. También se puede notar que
tanto la rotura parabdlica como la circular tienen valores muy parecidos para

los diferentes puntos tomados a lo largo de las superficies potenciales de
rotura.
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Rotura Circular.

En segundo lugar se representa el esfuerzo de cortante z,,, y la relacion
7,s/yH empleando las formulas desarrolladas para cada uno de los

métodos analiticos de rotura plana, parabdlica y circular se comparan en la
tabla siguiente:

To/yH
Parabdlica Circdlar
xH | olyH || xH
0,00 | 046 | 0,00
0,16 [ 0,43 0,18
0,29 | 0,34 | 0,31
0,39 | 0,25 | 0,41
0,48 1:0,15 1048
0,54 | 6,07 10,53
0,57 | 0.02] 0,56
0,58 | 0,01 0,57
0,58 | 0,00 | 0,58

Tabla V-9 Valores de z,,/yH , para las diferentes superficies de rotura
(plana, parabdlica, circular), obtenidos a través de la hoja de célculo Excel.
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Rotura Circular.

Representacién de los valores r,/yH

06 |

Tnt/YH

05 W

04

/ Parabélica

» Circular

03
02 4. -

0,1 4

v

x/H
Fig. V-12 Representacién y comparacién graficade ¢,/ yH para las diferentes
superficies de rotura (plana, parabélica y circular).

Comparando los resultados en el pie del talud (x=0) se observa una buena
aproximacion para los tres casos estudiados. Los valores obtenidos son de

7t/ yH igual a 0,43 (plana); 0,49(parabdlica) y 0,46 (circular). También se
observan valores muy semejantes de Tt/ yH para diferentes valores de

(x/H) al considerar las superficies potenciales de rotura parabdlica y circular.
Por otra parte, en el tope del talud todos los resultados convergen siendo

¢/ ¥H =0,00 para los tres casos estudiados.

Adicionalmente, para las diferentes superficies de rotura se han determinado
los esfuerzos normales y cortantes promedios. Los resultados se indican en
el capitulo 11l del ejemplo 3 considerando la superficie de rotura plana. Para el

caso de la rotura parabdlica y circular los valores promedios de o,,/yH y
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Rotura Circular.
¢/ yH se determinan aproximando los resultados por minimos cuadrados
con el método de regresién polinomial que se encuentra desarmrollado en el
anexo (C), a través del cual se han obtenido los siguientes resultados. Para
la superficie parabdlica:

O-n n

yH

=0,0781x? —10569x + 0,5788

TL}; — _1,2445x2 —0,1062x + 0,4874
y

Posteriormente, aplicando el teorema del valor medio previamente indicado a
través de la ecuacion (l11-95) a las dos expresiones polinomiales entre los
limites x4, =0 y xg=4H=0,58-1386=804 m se obtiene el esfuerzo
normal y cortante promedio para la superficie parabdlica indicada en la tabla

(V-9). Asi mismo se obtiene para la superficie circular los esfuerzos
aproximados por medio de polinomios de segundo grado:

San 2
=0,7047x< —-1,639x + 0,699
yH

ot __

= -1,5713x% +0,1017x + 0,4613
vH

Los valores promedios de las relaciones o,,,/yH y 7,,/yH arriba indicados

al integrar de la misma manera que en el caso anterior, y conociendo que el
centro del circulo es (-10,15) m y el radio es R=18,03 m, los limites son

Xa=0 y xp :\/Rz—(H—yc)2 -x,=8,83m.
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R

Parabdlica  Circular

0,125 0,281 0,273
0,217 0,317 0,281
1 0,96 1,07

Rotura Circular.

Tabla V-10. Comparacién de los esfuerzos promedios de los
tres métodos analiticos investigados de superficies

potenciales de rotura.

Al comparar los tres métodos estudiados, la distribucion de los esfuerzos

normales y cortantes para superficies de rotura parabdlica y circular

presentan valores cercanos, mientras que hay diferencias importantes con

respecto a ia rotura plana.

5.4.53—~ Ejemplo 3:

Considerando una excavacion en roca meteorizada con los siguientes

parametros. Comparar las tres superficies potenciales de rotura investigadas,

para el caso de un talud inclinado.

H =40,00 m

H1 =0 (presencia de agua).
B =85°

C=312,90 kN/m?.

y =24,00 kN/m®,

q =0,00 kN/m?. (sobrecarga).
$=30°

a=45°"

"' El valor de se obtiene del ejemplo numérico (1.3) del libro Manual de Anclajes en

Ingenieria Civil, Ucir (2064).
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Rotura Circular.

Los resultados obtenidos con ayuda de la hoja de célculo Excel para las

diferentes superficies de roturas estudiadas son los siguientes:

;‘3.% 2 \E‘w‘e

y x (plana) | x (parabdlica) | x (circular)
0,00 0,00 0,00 0,00
5,00 5,00 6,56 5,83
10,00 10,00 12,25 10,76
15,00 15,00 17,06 15,00

20,00| 20,00 21,00 18,65
2500 25,00 24,06 21,81
30,00 30,00 26,25 24,53
35,00 35,00 27,56 26,85
40,00| 40,00 28,00 28,82

Tabla V-11 Comparacién de las coordenadas para las diferentes superficies
de rotura (plana, parabélica y circular) para un talud inclinado.

Grafico de las superficies de rotura.

28,00 m
28,82m_

4000m .

\40,00 1 l

10,00 -

v

0,00 10,00 20,00 30,00 40,00 50,00
x (m)

Fig. V-13 Representacién y comparacion grafica de las distintas superficies de
rotura (plana, parabdlica y circular) para un talud inclinado.
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Rotura Circular.

Cabe destacar que en el grafico anterior la rotura plana se encuentra
representada por una linea de color azul, la rotura parabdlica por color rojo y
la rotura circular por un color amarillo. Nétese que en los primeros 20,00 m
de altura, las coordenadas de los puntos de las superficies potenciales de
rotura estudiadas se aproximan bien. Por otra parte, para valores de
x > 20,00 m la superficie plana se aleja de la rotura parabdlica y circular.
Adicionalmente, estas dos ultimas superficies presentan valores aproximados
entre sus coordenadas, acercandose mas alrededor de la cresta del taiud.
Posteriormente se calculan los esfuerzos normales y cortantes para cada uno
de los métodos analiticos investigados, utilizando las formulas halladas en
capitulos anteriores, tabla resumen (lil-1; IV-1; V-1) para cada una de las
superficies: plana, parabdlica y circular. A continuacion, en la tabla anexa se
indican los valores de o, /yH,

On/YH

y (m) XH {omhH| xH |owyH| xH
000 | 043 | 000 | 061 | 000 | 0,55 | 000
500 | 038 | 013 | 047 | 0,16 | 040 | 015
1000 | 033 | 025 | 0,34 | 0,31 | 029 | 027
1500 | 0,28 | 038 | 023 | 043 | 021 | 038
2000 | 023 | 050 | 014 | 053 | 014 | 047
2500 | 0,18 | 0,63 | 0,08 | 060 | 0,10 | 0,55
30,00 | 043 | 0.75 | 005 | 066 | 007 | 061
3500 | 008 | 088 | 0,05 ] 069 | 0,06 | 067
4000 | 003 | 100 | 006 | 070 | 005 | 072

Tabla V-12 Valores Excel de o,,1yH , para las diferentes superficies de

rotura (plana, parabdlica, circular) para un talud inclinado, obtenidos a través
de la hoja de céalculo.
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Rotura Circular.

4 Representacion de los wvalores o, /yH

0,80

onn/ 7H

0,60 1™,

ParabGlica

0,40

0,20 +

0,00

0,00 0,20 0,40 060 0,80 1,00 120
x/H

Fig. V-14 Representacién y comparacién gréfica de o,,/yH para las diferentes
superficies de rotura (plana, parabdlica y circular) para un talud inclinado.

En la figura anterior se observa la variacién de los esfuerzos normales
expresados en forma adimensional para cada una de las superficies
estudiadas. Notese que los resultados no se aproximan pero se tienen
valores de distribucion que van disminuyendo de la base al tope del talud.

En segundo lugar se representa el esfuerzo de cortante r,,, y la relacién
t,:/yH empleando las formulas desarrolladas para cada uno de los

métodos analiticos de rotura plana, parabdlica y circular y se comparan en la
tabla siguiente:
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Rotura Circular.

yim) | twiyH x/H TalyH XH hyH | WH
0,00 0,51 0,00 | 0,52 0,00 0,51 | 0,00
5,00 0,44 0,13 0,45 0,16 044 | 0,15
10,00 r 0,37 I 0,25 0,37 0,31 0,35 0,27
1500 | 0,30 0,38 0,28 0,43 0,27 0,38
20,00 0,23 | 0,50 0.19 0,53 019 | 047
25,00 0,16 0,63 0,10 0,60 0,12 0,55
30,00 0,08 0,76 | 0,03 0,66 0,06 0,61
35,00 0,0t | 0388 | 0,01 0,69 0,01 0,67
40,00 0,06 1,00 0,01 0,70 0,02 0,72

Tabla V-13 Valores de 1,/ yH, para las diferentes superficies de rotura (plana,

parabdlica, circular) para un talud inclinado, obtenidos a través de la hoja de
célculo Excel.

Representacion de los valores de z,,/yH

Parabdlica

0,30
0,20

0,10 A

0,00

0,00 010 0,20 0,30 0,40 0,50 0,60 0,70 0,80 0,90 1,00

Fig. V-15 Representacion y comparacion gréfica de t,:/yH para las diferentes
superficies de rotura (ziana, perabbiize wcircuiary pera anitaiud inclinado.
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Rotura Circular.

Comparando los resultados se observa la diferencia de valores para cada
una de las superficies estudiadas y la disminucién del esfuerzo cortante de la
base a la cresta del talud.

Adicionalmente, para las diferentes superficies de rotura se han determinado
los esfuerzos normales y cortantes promedios. Para la rotura plana se aplica
la ecuacion (lll- 99) y (111-103), los resultados se observan en la tabla (V-14),
para el caso de la rotura parabélica y circular los valores promedios de

onnlyH Y 7,41yH se determinan aproximando los resultados por minimos
Cuadrados con el método de regresion polinomial que se encuentra

desarrollado en el anexo (C) obteniéndose los siguientes resultados para la
superficie parabdlica:

ann

=0,276x% -1,033x + 0,623
yH

Thnt 2
—=-0,639x“ -0,304x + 0,524
vH

Posteriormente, aplicando el teorema del valor medio previamente indicado a

través de la ecuacién (111-95) a las dos expresiones polinomiales entre los
limites:

Xy =Hcotf=40-cot(85°)=349m vy
Xg =AH =0,7-40=28,00m

Se obtiene el esfuerzo normal y cortante promedio para la superficie
parabdlica indicada en la tabla (V-14). Asi mismo, se obtiene para la
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Rotura Circular.
superficie circular los esfuerzos aproximados por medio de polinomios de

segundo grado:

Gnn

=0,621x%2 —1154x + 0,552
yH

Int o _0,149x%-0,632x + 0,523
yH
Los valores promedios de las relaciones o, /yH y 7,,/yH arriba indicados

al integrar de la misma manera que los esfuerzos de la rotura parabdlica,
conociendo que el centro del circulo es (-55,70) my el radio es R=89,02 m,

los limites son:

Xpa=Hcotf=40-cot(85°)=3,49m vy
Xe = |R2—(H-y,)* —x, =28,81m.

Los resultados se observan en la tabla {(V-14).

- Plana  Parabdlica ' Circular -
0,219 0,268 0,208

0,206 0,285 0,238
2,19 2,19 2,34

Tabla V-14. Comparacién de los esfuerzos promedios de los
tres métodos analiticos investigados de superficies
potenciales de rotura para un talud inclinado.
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CAPITULO VI

6- CRITERIOS DE ROTURA.

6.1- Envolvente de una Familia de Lineas Planas.

6.2- Criterio de Mohr — Coulomb.

6.3- Criterio de Hoek y Brown.

6.4- Criterio de Barton y Chioubey.

6.5- Criterio de Bieniawski.

6.6~ Criterio Ucar.

6.7- Ejemplo de Aplicacion.

6.7.1- Ejemplo 1.
6.7.2- Ejemplo 2.
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Criterios de Rotura.

6E.— Criterios de Rotura

Los esfuerzos generados por aplicacion de las fuerzas pueden producir
deformaciones y roturas en las rocas dependiendo de la resistencia de las
mismas y de otras condiciones intrinsecas del material rocoso.

La deformacién indica el cambio de la forma o configuracion de un
cuerpo, correspondiéndose con los desplazamientos que sufre la roca al

soportar la carga, mientras que el esfuerzo indica una condicién de la

roca en un instante y depende de las fuerzas aplicadas.

La resistencia se define como el esfuerzo que la roca puede soportar
para unas ciertas condiciones de deformacion. .a 7roftura es un

fenébmeno que se produce cuando la roca no puede soportar las fuerzas
aplicadas, alcanzando el esfuerzo un valor maximo cormespondiente a la
resistencia pico del material.

Los criterios de rotura son expresiones matematicas que representan
modelos que permiten estimar la resistencia del material en base a los
esfuerzos aplicados y a sus propiedades resistentes, y predecir cuando
ocurre la rotura.

Gonzélez de Vallejo (2004), menciona que, de los criterios, el mas extendido
en mecanica de rocas es el criterio de rotura lineal propuesto por Coulomb a
finales del siglo XVIlil,

'l'f :C+O'nntan¢ (VI"I)
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Criterios de Rotura.

Donde:

% Y o,, sonlos esfuerzos cortantes y normales sobre el plano de rotura
o0 de falla.

C y ¢, sonlos parametros de cohesion y el angulo de rozamiento interna

del material.

Este criterio expresa la resistencia al corte a lo largo de un plano sometido a
un estado tensional, obteniéndose la relacién entre los esfuerzos normales y
cortantes actuantes en el momento de la rotura.

Balmer presenta en (1952)", una simple relacién para determinar el esfuerzo

normal o,,, y el esfuerzo de cortante 7;, en funciéon de los esfuerzos

principales mayor oy y menor o5 en €l instante de la rotura. Dicha relacién

parte de las expresiones obtenidas en el capitulo I

Opp = —;—(0'1 +03)+ —;—(0'1 —03)C0S 2
(VI2)

T = %(0'1 - 03)sen2a

Elevando al cuadrado, ambas ecuaciones pueden expresarse como sigue:

2

on=3(or+03)] [ Hor-o3)c002a] |
(3 - [ 3(e1-os)sen2a | o

Al sumar resuita;

* . - -
Tomado de Edelbrc, C.2004;tesis de licenciains,
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Criterios de Rotura.

2 2
[an,, - %(01 +0, )} +72 = E(m - 03)] (cos2 2a + sen22a) (VI-4)

Como, (0032 200 + sen22a) =1 la ecuacion anterior se expresa como sigue:

2

L PNk (VL-5)
[0',,,,—5(0'1+0'3)} + 175 —{-2—(0'1—03)]

Esta ecuacion representa la ecuacién de una circunferencia, de la forma

x—aY +(y-bY =r?, donde:

(x—a) +(y-b)

a=] , b=0; i

_E(a1+0'3), =0 r—5(0'1—0'3) (VI-6)

Es decir, el centro de la circunferencia es (%(0'1 +<73),0] y el radio de la

, . 1 .
circunferencia es 5(c71 ~03), que puede graficarse, representando el circulo

de Mohr, donde o, representa el esfuerzo principal mayory o, el esfuerzo

principal menor en el instante de la rotura.
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Criterios de Rotura.
6.1— Envolvente de wuna Familia de Lineas Planas:

Para determinar la curva envolvente a una familia de curvas llamadas
involutas segun M. Tejerizo (1965), se procede de la siguiente manera:

Si todas las lineas de la familia de un parametro (t):
f(x,y,t)=0 (VI-7)

Son tangentes a una cierta linea fija (E), esta linea se llama envolvente de la
familia representada por la ecuacion (VI-7), cuyas lineas se denominan
involutas (ver figura VI-1).

Por otra parte, supongase que (E) existe y sea M (x,y) el punto de contacto
de (E) con la involuta correspondiente al valor de (t) del parametro; las
coordenadas “X” e “y” de (M) serén, pues, funciones de (t) por ahora
desconocidas.

x=x(t) y=ylt) (VI-8)

Por lo tanto si la familia de lineas planas f(x,y,t)=0 admite envolvente, las

funciones indicadas en (VI-8), que definen las ecuaciones paramétricas de
esta envolvente, deben satisfacer el sistema de ecuaciones:

f(x.y.t)=0, %’;-:o (VI9)
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Criterios de Rotura.

Por ejemplo la ecuacién (x‘t)2+ y?>-2t+1=0 representa una familia

circunferencias de radio variable, teniendo todas ellas su centro en la recta
ox (fig. VI-1).

Envolvente (1) E

M (x.y) I
nvolidas

Envolvente (2)

Fig. VI -1. Envolvente de una familia de lineas planas.
Segin Tejernizo, 1965.

La funcién (x —t)2 +y?-2t+1=0, se deriva con respecto al parametro (t) y
se obtiene: -2(x -t)-2=0, despejando x en funcién de t, queda: x = (t-1).

Finalmente, expresando x en funcién de t en la ecuacién de la circunferencia

se obtiene: y =+ 2(t —1). De dicha ecuacion se observa que hay dos curvas

envolventes:

x=(t-1)

)
envolvente 1 ,envolvente 2
{yz 2(t-1) y=—y2(t-1)

135



Postgrado de Matematicas Aplicado a la Ingenieria.

Criterios de Rotura.

Siguiendo el mismo procedimiento, es posible de encontrar la envolvente a

las familias de lineas de la ecuacién (VI-5). Por lo tanto, si las familias de

lineas planas f(a rf,0'3)=0, admite envolvente, las funciones,

nm
o,n =&(03) ¥ 77 = 9(03), que definen las ecuaciones paramétricas de esta

envolvente, satisfacen el sistema de ecuaciones:

Jf(onn,r,,ob) =0
i
[60'3

(VI-10)
=0

Despejando en la ecuacion anterior las coordenadas o, y 7; en funcidn de

o4, Se obtienen las ecuaciones paramétricas que definen la envolvente.
Asimismo, en caso que sea posible, se puede proceder eliminando o5 en las
dos ecuaciones indicadas anteriormente, hallandose una relacién de la forma

F (ann,rf) =0, la cual representa la envolvente.

Cabe destacar, que la familia de circunferencias de radio variable o5,

representada a través de (VI-5) recibe el nombre de involutas. Tomando la
derivada de o, con respecto a o3 en ambos lados de la ecuacion (VI-5)

(tomado de Ucar , 2004), queda:

oo o) o

Simplificando:
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[%(01 ‘03)}('2%;_1j+[6nn _%( 1 +03)1|(§%+1J =0 (VI-12)

Despejando o, de la ecuacion anterior:

o (61-03)

nn =03+t7——<
(_SQHJ (VI-13)
O3

Sustituyendo o, en la ecuacion de la circunferencia (VI-5), y despejando z;

se obtiene:

T

0oy

Partiendo del hecho o, =f(03) y ademas que dicha relacién es lineal, se

(VI-14)

tiene:
o, =a+bo,
gql B b WI-l 5)
oo, -
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o,

y

4
1
2 (o-, - 0'3)
\
~ |
/4
~
o, o, |
1
3 (01 +0, )
(8]

Fig. VI-2. Envolvente de rotura por cizallamiento en macizos rocosos.
Tomado del manual de anclajes en Ingenieria Civil, Ucar (2004).

Reemplazando oy, y a%a en (VI-13), y despejando o, queda:
3

(b + 1)0‘,7 n,—a
-/ (VI-16)
7 2b
Sustituyendo en la ecuacién (VI-15) queda:
o (b+1)o,,+a (VI-17)
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Sustituyendo (VI-16), (VI-17) en la expresion determinada para el esfuerzo

cortante z;, (VI-14), queda:
a b-1
= w11s)

Es interesante sefialar que el esfuerzo cortante 7; se encuentra relacionada
linealmente con el esfuerzo normal o,,, siempre y cuando o, depende

linealmente de o3, es decir.

oy1=a+boj (VI-19)

Si 03=0, oy=0,, donde o, =a (resistencia a la compresién simple) v

b=tang = pendiente. Por lo tanto,
oy=0,+tanf o, (VI-20)

Tendiendo en cuenta la ecuacion (VI-18) y derivando z; con respecto a o

nn?

queda:
dr; b-1
do, - tang = PYSIE] (VI-21)

Teniendo en consideracién que o,, =0, la ecuacion (VI-18), se transforma

entonces en, ver figura (VI-3):
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a

C= 72 = C = intercepto (cohesién). (V1-22)

T 1 /

AN

—g- =tan¢ = constante

O-t 0-1 (o2

Fig. VI-3 Representacién del angulo de friccién intema ¢, en funcion de
la derivada del esfuerzo cortante con respecto al esfuerzo normal.

Reemplazando el valor de la pendiente b =tan g en (VI-21) se obtiene:

tang = tanp-1 e tang = [L*M) (VI-23)

2tanp 1?2 1-seng

Luego, sustituyendo la ecuacion anterior en (VI-22) y a =o,, y despejando el

esfuerzo a la compresion simple o, queda:

1+ seng 12
a=o, = 2cVb =20 —=*% (VI-24)

1-seng

Finalmente, sustituyendo en (VI-20), se obtiene:
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o o 1+ seng L 20 1+ seng V2 (VI-25)
1 1-seng 1-seng
——
N, (Né)uz
172
oy =o3N,+2C (N¢) (VI-26)
Siendo:

(e ).

(VI-27)
12 (1+sen V2 cos¢
(N¢) _[ 1+seng :tan(45°+%): bt S
1-seng 1-seng
En estas condiciones, la ecuacion anterior se transforma:
oy =0o3tan®(45°+¢/2)+a, (VI-28)

Esta relacion puede expresarse en forma paramétrica como sigue:

[%} - [?J tan? (45°+ A ) —1 (VI-29)

[+] C
Condiciones de borde:

Cuando o, =0, (resistencia a la compresion simple), o5 =0.

Cuando o3 = o, (resistencia a la traccion, o, <0), o, =0).

Por lo tanto,
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O¢ 2 /3 _ 2 ¢$/\_ | %c }
—(;—Jtan (45°+ 2)_1 — tan (45°+A)_ (aj (VI-30)
c t
Es decir, la ecuacién (VI-29), se transforma:
1,9 _4 (VI-31)
O; Oy

Para mayor detalle véase fig. (VI-4).

AN DN 2,

tan = gisengb (450 ¢7) Io-tl

Fig. VI-4 Relacién lineal entre los esfuerzos principales o, y o,
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6£.2— Criterio de Mohr - Coulomb:

El criterio de Mohr — Coulomb también puede ser expresado en términos de
los esfuerzos principales (VI-25), como:

B cos¢ 1+ seng .
=20 258 ) (1208, w1

Como previamente se ha indicado, en muchos casos la ecuacién anterior se
expresa como sigue:

o1=0, +bo, (VI-33)

Donde b:tan2(45°+%), representa la pendiente de la linea y o, el

esfuerzo de compresion uniaxial. El valor del angulo de friccion (¢) yeldela

cohesion (C) pueden ser calculados como se indico anteriormente.
6.3— Criterio de Hoek y Brown:

In 1980 Hoek y Brown (tomado Ucar, 2004), propuso una relaciéon entre el
maximo y el minimo esfuerzo principal, para evaluar la resistencia de Ia
matriz rocosa, donde la representacion grafica de la rotura es una curva
parabdlica. Es un criterio empirico no lineal, en condiciones de esfuerzo
triaxiales el cual puede ser particularizado por la condicién de compresién
simple (sin confinar) y de traccion. Se observa que al igual que el criterio de
Mohr — Coulomb, no toma en cuenta el efecto del esfuerzo principal

intermedio o,. Llevando a cabo innumerables ensayos de laboratorio,

conjuntamente con los fundarientos. tedricos oue- existen-sobre fractura y
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propagacion de grietas en roca, Hoek y Brown, hallaron una nueva hipétesis
empirica de rotura estableciendo la siguiente relacion entre los esfuerzos
principales o, y o, es decir:

0'1 = 03 +'\’m0'c +So-cz

En forma adimensional

04 0'3 0'3
=234 ImZB s (VI-35)
O-C O-C Gc

oy = esfuerzo principal mayor en Ia falla

(VI-34)

o3 = esfuerzo principal menor en la falla
o, = resistencia a la compresion simple de la roca “intacta”

m, s = constantes que dependen de las propiedades de la roca.

El parametro (m) controla la curvatura entre los esfuerzos principales,

mientras que (s) regula la localizacién de la curva entre oy oy.

Por otra parte, la resistencia a Ia compresidn simple de la roca intacta o, Se

obtiene al tomar en cuenta que no existe confinamiento lateral (cr3 = O), y que

ademas s=1, resultando por lo tanto a través de (VI-35) que, % =s"? =1,
o4

es decir, oy=0, .
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Cuando el macizo presenta planos de fracturas, s<1. Por lo tanto, en estas

condiciones la resistencia a la compresién de la masa rocosa o.m €8 una

fraccion de o,

Iguaimente, si o3 =0, .. o, =0, la ecuacion (VI-35) queda:
2
G| _mSt g (VI-36)
O’c O'c
2
O¢c VI_R7)
POF IO tantO, m= (v =37y
St
O,

Teniendo en cuenta que en la mayoria de los casos,

9¢

Oy

(V1-38)

O-C
m=—-| — = M=
Oy

Por cuanto o, es negativo, indica que m es positivo.

Los valores de m y s en funcion de RMR, pueden obtenerse de acuerdo a
Hoek y Brown (1988) mediante la siguiente expresién cuando la roca ha sido
correctamente excavada mediante equipo mecanico o voladura controlada
(sin ser perturbada), y cuando ha sido perturbada.
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m=m ex RMR-100 | | 1 = roca perturbada.
=i &P 141 " ™2 = roca no perturbada.
(VI-39)
S —ex RMR -100 | 1 = roca perturbada.
S =S 6/, 15 = roca no perturbada.

Recientemente dichos autores (1998), han propuesto determinar m ysen
funcién de un nuevo indice de calidad de Ia roca, conocido como indice de
resistencia geolégica GSI (Geological Strength Index), por considerar que se
obtienen valores mas reales. Al tomar en cuenta este nuevo indice resulta:

m=m, exp[GS/—moJ
28
(V1-40)
\ =exp[GSIg—100}

Ucar, (1986), obtuvo la envolvente de cizalla para el criterio de Hoek y Brown
de la ecuacién anterior:

' m 1 3m s
Tension Norimal = +send, |- | M, S
o 80°[2sen2¢,- ¢'J G{ 16 m]
— seng, (VI-41)
Resistencia al corte 7, =T |1=58M%;
tang,

Donde ¢; es el angulo de friccién interna instantaneo, (ver figura VI-2).

Kumar (1998), deriva la envolvente de rotura del criterio de Hoek-Brown para
valores de a=1/2, utilizando el procedimiento general de la derivacion de la
envolvente desarrollado por Ucar (1986). Dicho investigador determind la
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envolvente de una familia de lineas planas expuesta en este capitulo,

utilizando la ecuacién del criterio generalizado de Hoek y Brown que a
continuacion se indica:

Oc

a
°'_1*_U§.=(m“_3+sj (V142)
(e}

La constante a se determina mediante la expresién:

a= [O, 65— (%H si GSI<30 (VI-43)

Cuando GS/>30 a=1/2

Kumar (1998) obtuvo un procedimiento analitico sencillo en el cual determind
la envolvente de rotura a través de la ecuacion:

- | )

2 seng, 2 (VI-44)

q

c

A partir de los datos m, s, a 'y (cr,,,, lac), se puede obtener el angulo ¢, y por

lo tanto la resistencia al corte indicada en (V1-44). Siendo el esfuerzo normal:

e

seng; a m

2 (VI-45)

Obsérvese que para a=1/2 las ecuaciones (VI-44) y (VI-45) se transforman
en (VI-41).
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Finalmente, Hoek, Carranza — Torres y Corkum (2002), recomiendan utilizar
las siguientes ecuaciones, teniendo en cuenta el indice GSI, el factor D que
depende del grado de perturbacién de la roca durante el proceso de
excavacion y m; para determinar los parametros resistentes m y s y el
exponente a involucrado en la formula que vincula a los esfuerzos principales

enlafalla o, y o4.

m=m, eXp(GSI —100)

28-14D

GSI—100]

9-3D (VI-46)

1T 1/ _
a +_(ec;sms_

276

s:exp(

e—20/ 3)

Siendo D=0 cuando el macizo roceso no ha sido perturbado y D=1, el valor
correspondiente para el caso particular en que la roca ha sido altamente
perturbada durante el proceso de excavacion.

6.4— Criterio de Barton y Choubey:

Se trata de un criterio empirico, deducido a partir del andlisis del
comportamiento de las discontinuidades en ensayos de laboratorio, que
permite estimar la resistencia al corte en discontinuidades rugosas. La

resistencia al corte de pico, r,, de discontinuidades rugosas sin cohesion

viene dada por la expresion:

T

p=0'ptang, (VI-47)

Donds:
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7

» ¥ o'y, sOn laresistencia al corte y el esfuerzo normal efectivo sobre el

plano de discontinuidad.
bp=(p+i )
¢, angulo de rozamiento interno de Ia discontinuidad.

i, angulo de rugosidad.

El valor de 7, depende del valor de o', y el valor del angulo #, qQue suele

variar entre 30° y 70° y que resulta de la suma del angulo del friccién intema
del material y del &ngulo de rugosidad, i

Barton y Choubey (1976) mencionan que en muchos problemas de
Ingenieria de rocas el maximo esfuerzo efectivo normal varian en el rango de
0,1 a 2 MPa (1 a 20 kgf/cm2). Estas cifras son por lo general alrededor de
tres ordenes de magnitud menocres que las obtenidas por los tectonofisicos,
es decir cuando los valores de la presion normal efectiva se encuentran entre
100 a 2000 MPa.

Tambien indican que gedlogos experto en tectdnica registran valores de la
cohesion de decenas de MPa y angulo de friccion interna de unos 20°,
cuando la roca esta sometida a elevadas tensiones normales, mientras que
el ingeniero geotécnico que investiga la estabilidad de taludes obtiene
valores de angulo de friccién interna de 70° y cero cohesién. En
consecuencia, por esta razon las opiniones concernientes a la resistencia al
corte varian notablemente.

A partir de la determinacién de la rugosidad en el campo, y de la medida de
otros parametros en afloramientos, puede estimarse el valor del angulo de

rozamiento de pico, #p, de una discontinuidad mediante Ia aplicacién del
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o n
#p = JRC -log,, (JGCS) + 4 (VI-49)
Por lo tanto, la ecuacién (VI-47) puede escribirse como sigue:
7,=0", tan[JRC -log,, ( JC'S) +¢, J (VI-50)
o n

Donde:

JCS, resistencia a la compresién simple de la pared de la discontinuidad,
MPa.

Si las paredes de las discontinuidades no estan alteradas o meteorizadas,
puede tomarse el valor de la resistencia a la compresion simple en la
condicién intacta, o, ",

Si la pared esta alterada, como ocurre en muchos casos, el valor de JCS
puede tomarse a través de los resultados del esclerometro o martillo Schmidt
empleando la ecuacion:

l0og,o JCS=0,88-y,,,,-R+101 (VI-51)
Siendo el peso unitario y en MN/m3, y JCS en MPa

R, Valor del rebote en el esclerémetro sobre Ia pared de la discontinuidad

JRC, coeficiente de rugosidad de Ia discontinuidad, 0 < JRC = 20.
(ver fig. (VI-5)

" Varios autores utili zan .o hare indical la resisisnciade la roog e ia condicion intacta.
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JRC = 0 (superficie perfectamente suave)
JRC = 20 (superficie muy rugosa)

¢,, angulo de rozamiento intemo residual de la discontinuidad. El valor de g,

puede a su vez ser estimado mediante la expresioén:
r
#, = (¢ —20°)+ 20°(EJ (VI-52)

Siendo:
R, valor de rebote del esclerémetro sobre la matriz rocosa.
r, valor de rebote del esclerémetro sobre la pared de la discontinuidad.

¢, @ngulo de friccion basico del material. (Ver valores en la tabla VI-1)

Silas paredes de la discontinuidad estan sanas & =4

El valor de o', se calcula en funcién de la carga litostatica sobre la

discontinuidad.

Una vez realizado el ensayo de corte directo sobre un determinado plano de
fractura, se aprecia que el area de contacto real puede variar entre una
décima a una milésima del area bruta total del plano de discontinuidad.

Por tanto, la relacion entre el area bruta sobre la real esta intimamente

relacionada con el coeficiente JC% + , el cual juega un papel preponderante
n

en la resistencia al cizallamiento de la roca. Adicionalmente cabe destacar,
que la magnitud de la tension normal efectiva actuando sobre el plano de
discontinuidad es el factor externo mas importante que afecta la resistencia
al corte.
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El angulo de friccion intema instantaneo puede calcularse al tener en cuenta

'
n

or .
que ¢ = arctan( P J es decir,
Jo

0
tang; = (a Tf’ ] = tan[;éb +JRC -log,, [JCSH
(o)

n a'n
(VI-53)
JRC 7z -1 2,718281
3 /4 0910( ! ) 1+ tanz ¢b +JRC - lOQm JCS
180 o'
A la vez, la cohesion instantanea es:
Ci=1,-0',tang; (VI-54)

Angllo de frigcion

Roca . basico ¢, (grados)

Andesita 45
Arenisca 30 -50
Basalto 48 — 55
Caliza 35-50
Caliza Margosa 30
Cuarcita 40 - 55
Diabasa 40-50
Diorita 50 - 55
Dolomia 25-35
Esquisto 25-30
Gabro 35
Gneis 30-40
Granito 45 — 58
Marmol 3545
Lutita 40 -60
Pizarra 40 -55
Yeso 30

Tabla VI- 1 Valores tipicos del angulo de friccién bésico (¢,)
para roca sana. Segun Gonzélez de V. et al (2002).
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L e

1 } | 0-2
e P - ——— F
2 * 4
; 3 E e - | 4.4 ‘
r e |
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!
5 | 8-10 |
Ls ~1 10-12
7 ! ! 2-14
8| ! 14-18 |
L9 ! i6-13 |
o w__ U .
!
L1000 - i 18- 20
&) g B
jo— + o o +: om

fig. VI-5. Pefil tipo para estimar el coeficiente de rugosidad JRC, criterio
de Barton y Choubey. Tomado de Gonzéalez de V. et al (2002)

6.5~ Criterio de Bieniawuski:

La expresién analitica que permite hallar la resistencia al corte en macizos
rocosos al utilizar el criterio empirico de rotura desarrollado por Murrel y
expresado posteriormente en forma adimensional por Bieniawski, en el cual
los esfuerzos principales en el instante de la falla estan vinculados a través
de la siguiente ecuacion y expresandola en forma adimensional viene dado
por:
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K
(ﬂ]=A[&) 1 (VI-55)
o, c

[+

Donde el parametro A (ver tabla VI-2) es dependiente del tipo de roca yKes
una constante que es independiente del tipo de roca siendo su valor de 0,75.

K
ﬁ:A(E.S_) +1 . K=075

- TIPO DE ROCA INTACTA

Norita 5,00
Cuarcita 4,50
Limolita 4,00
Lodolita 3,00

Mayoria de las rocas 3,50

Tabla Vi-2 Valores del paréametro A. Tomado de Ucar (2004).

Para el caso particular K=1, el valor del parametro A = tan2(45°+%).

La envolvente de rotura determinada por Ucar (1986), se obtiene mediante ia
siguiente expresién:

Tnn _ 7(z ¢ 4-3cos?y
y =Cos¢tan (4 2)+[K3 +———(1_sen¢)3J (VI-56)

Donde ¢ es el angulo de friccion instantaneo, el cual puede calcularse
conociendo el angulo que forma el plano de falla con la direccion del esfuerzo
principal menor o5, es decir; « = (45+¢/2). Por otra parte, K; representa la

constante de integracion.
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La constante de integracion K; se determina a través de (VI-56), al

considerar la condicion particular en la cual ¢=0 y el valor de (0',,,, lo, ) o

resultando la siguiente tabla de valores:

K=0,75 (

TIPO DE ROCA

INTACTA

Norita 5,00 230
Cuarcita 4,50 151
Limolita 4,00 94
Lodolita 3,00 29
Mayoria de las rocas 3,50 55

Tabla VI-3 Valores de la constante K, Segin Ucar (2004).

La resistencia al corte puede ser calculada por la expresion:

1 Kann] coc ¢_(K1 Onn Kz)tan(f—ﬁﬂ (VI-57)
o, K\ o, o, 4 2

Tomando en cuenta que K=0,75. Las expresiones para hallar Ky y K; son las
siguientes: K, =(1+K)/12 y K,=KI2.
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6.6— Criterio Ucar:

A través de ensayos triaxiales, de compresion simple y de tracciéon en
nucleos de concreto, Ucar (1992) propuso la siguiente relacion:

Oy :K(O's'—at)+K1 (0'3—‘0})1,2 (VI-SS)

Donde Ky K4 son constantes del material, y o; es la resistencia a la traccion.

Torres (1992), hallé los valores para las constantes en funcion de los
resultados de laboratorio para ensayos en cilindros de concreto, valores que
al ser reemplazados en la ecuacién anterior, la cual en forma adimensional,
toma la forma:

112
3:0,712(ﬁ—ﬁ]+2,839(ﬁ_ﬂj (VI-59)

O¢ O O O O

La ecuacién (VI-58) debe cumplir con las siguientes condiciones:

Cuando o5 =0 resulta oy =0, porlo tanto,

K, (“Ut )1/2 —9g

K= c (VI-60)

{3
Sustituyendo en la ecuacion anterior, resulta:

K1 (_O_t )1/2 _

Ot

Te (0'3 —O't)+K1 (0'3 —O't)1/2 (VI-61)
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Dividiendo la expresion anterior entre o, y realizando el cambio de

&= ‘% " se obtiene la ecuacién en forma adimensional:
c
K 1/2
ElzK[f_?:,_ j+ T (23__4:] (VI-62)
o (O’ O¢

K . . .
Con K, = —11/5 se puede colocar en la expresion anterior obteniéndose:
Gc

O-C [+ 4

1/2
ﬁ=K(ﬁ_ )+Kz(&_ ] (VI-63)
g

Arreglando la ecuacién anterior queda:

o || ¢ £ (VI-64)

[

oy |[8)" (3_5){@_5]"2 _(_‘;—j__f_]

Luego con la expresion obtenida se llevan a cabo los diferentes cambios de
variables con la finalidad de aplicar la técnica de minimos cuadrados:

1/2 172
X = (=£) [21_5]{2:1_) (VI-65)

El valor de la resis‘encia-a )s tracci6r o) = ayativo,
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Quedando la expresién reducida a:

Y=K,X+Z

Minimizando la ecuacion anterior se obtiene:

n

Kziz;:(x,. )+ Y.(XiZ)= g(x,y,)

i=1

Criterios de Rotura.

(VI-66)

(VI-67)

Vealores de las constantes para diferentes rocas del criterio anteriormente

expuesto pueden ser observados en el anexo (B), estas fueron hallados a

partir de la ecuacién (VI-67), y los datos experimentales segun Sheorey

(1997) en funcién de los esfuerzos principales o, y o3. También se

puede apreciar en la tabla anexa un resumen de la variacién de las

constantes K y K; para diferentes tipos de roca.

Gnéis 4,49 0,22

Metamérfica Cuargita 3,32-3,42 0,64 - 0,66
Esquisto 3,89 1,89

Marmoli 3,69 - 3,98 1,04 -1,47

Arenisca 3,00-4,53 0,21-0,98

Sedimentaria Caliza 3,35-4,51 1,26 - 1,64

Carbén 2,98 - 3,86 1,03 -2,21

Granito 437-443 0,67 - 1,11

ignea Diorita 2,44 -2 65 0,40- 0,63
Andesita 4.40 2,01

Tabla ViI-4. Tabla comparativa de las constantes K y K del Critenio
Ucar (1989) obtenidas a partir de datos experimentales,
segi'n Sheorey (1997).
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Iguaimente Torres(1992) al comparar los diferentes criterios que estudio,
como lineal, parabdlico, Bieniawski, Hoek y Brown y Ucar los valores de la
desviacion estandar calculados arrojé los siguientes resultados: Tanto los
criterios Lineal y parabélico como el propuesto por Hoek y Brown, el ajuste
deficiente de la zona hace que la desviacion estandar sea ligeramente alta, el
criterio de Bieniawski el ajuste teérico coincide perfectamente con los valores
experimentales con la limitacion que sélo es valido en la zona de compresion,
mientras que el criterio de Ucar se caracteriza por presentar la menor

desviacién estandar, ajustandose bastante bien en la zona de traccion y de
compresion.
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6.7. Ejemplo de Aplicacion.
6.7.1 Ejemplo 1:

Se analiza el ejemplo descrito en el Manual de Anclajes en Ingenieria Civil,
Ucar (2004), en el cual aplica el calculo de variaciones en la estabilidad de
taludes. En estas condiciones, se desea comparar con el método analitico
estudiado en los capitulos anteriores.
Los datos a utilizar son los siguientes:

H=6,00m
C = 20,00 kN/m?
$ =226°
¥ =20,00 kN/m®
FS =1
o =(45+¢/2)=56,3°
y
4 4
Ax=1m <— m —>
Ny 5
- { , ?’,,' ’/I
H=6,00 m f : N
| L’ , O3
2’ '/ ’II
\ ’ n =4 rebanadas
1.7 /o2
¥ . \ .

o
al
v

Fig. Vi-6 Representacion del talud aplicando el calculo de variaciones.
Tomado de Manual de Anclajes en Ingenieria Civil, Ucar (2004).

160



Postgrado de Matematicas Aplicado a la Ingenieria.

Criterios de Rotura.

El talud analizado aplicando Ia técnica del calculo de variaciones se dividié
en 4 rebanadas y se determinaron los esfuerzos normales en el punto medio,
obteniéndose también las tensiones normales en la cresta y el pie del talud.
Los resultados segiin Ucar (2004), son los siguientes:

O O O
0 (pie) 0,00 0,00 o0 = 38,00 0,32
1 0,50 0,75 1= 32,41 0,27
2 1,50 2,25 o= 21,90 0,18
3 2,50 3,75 3= 12,72 0,11
4 3,50 5,25 c4= 4,72 0,04
5 (cresta) 4,00 6,00 o5= 1,59 0,01

Tabla VI-5. Valores obtenidos para una superficie de rotura
plana de los esfuerzos normales expresados en forma
adimensional usando célculo de variaciones.

Posteriormente, tomando los mismos datos, se aplican las ecuaciones del
metodo analitico investigado para el caso de la superficie de rotura plana,
Que se obtuvo en el capitulo 3 y se encuentran expuestas en la tabla
resumen (l11-1), considerando las siguientes coordenadas (x, y)

0,00 0,00

0,75 0,50
2,25 1,50
3,75 2,50
5,25 3,50
6,00 4,00

Tabla VI-6. Valores usados en la rotura plana para
representar la superficie de falla.

Los valores obtenidos para los esfuerzos normales y cortantes, expresados
en forma adimensional en téminos de yH, son los siguientes:
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0,00 0,46 0,31
0,08 0,40 0,27
0,25 0,29 0,19
0,42 0,17 0,12
0,58 0,06 0,04
0,67 0,00 0,00

Tabla VI-7. Valores obtenidos para una supefficie de rotura
plana por el método analitico de los esfuerzos normales y
cortantes expresados se forma adimensional.

Representacién de los esfuerzos
0,50 B
0,40 -
CnnlyvH
L
<
e 0
>
I
> 0
} y
[
o e,
0,10 -
0,00 , , , - , . —>
0,00 0,10 0,20 030 0,40 0,50 0,70 0,80
x/H

Fig. VI-7. Representacién gréfica de onlvyH 'y o 1yH

Adicionalmente, también se determing el factor de seguridad FS = 0,99 y el
valor promedio del esfuerzo normal y cortante:

" A través del calculp variacions! sa deter

1203 58 deterning 3 misino valor dei facicr de Sequridad.
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0,00 0,46 0,31
0,08 0,40 0,27
0,25 0,29 0,19
0,42 0,17 0,12
0,58 0,06 0,04
0,67 0,00 0,00

Tabla VI-7. Valores obtenidos para una supefficie de rotura
plana por el método analitico de los esfuerzos normales y
cortantes expresados se forma adimensional.

Representacién de los esfuerzos
0,50 B
0,40 -
CnnlyvH
L
<
e 0
>
I
> 0
} y
[
o e,
0,10 -
0,00 , , , - , . —>
0,00 0,10 0,20 030 0,40 0,50 0,70 0,80
x/H

Fig. VI-7. Representacién gréfica de onlvyH 'y o 1yH

Adicionalmente, también se determing el factor de seguridad FS = 0,99 y el
valor promedio del esfuerzo normal y cortante:

" A través del calculp variacions! sa deter

1203 58 deterning 3 misino valor dei facicr de Sequridad.
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(c"") -0154, y (
)/H promedio H

Tt

4 j promedio

=0,231

Criterios de Rotura.

Ahora se procede a comparar los dos métodos mediante la tabla siguiente:

o

0 (pie) 0,00 0,32 0,31

1 0,50 0,27 0,27

2 1,50 0,18 0,19

3 2,50 0,11 0,12

4 3,50 0,04 0,04

5 (cresta) 4,00 0,01 0,00

Tabla VI-8. Comparacién de los valores obtenidos de la
distribucién de los esfuerzos normmales por el método de

célculo de varniaciones y el método analitico.

Los valores obtenidos son muy parecidos al comparar ambos métodos, y por

tanto es recomendable la aplicacién de dichos procedimientos.
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6.7.2. EFjemplo 2:

Considérese un talud con los siguientes valores:
indice de resistencia Geolégica GS! = 38

m; = 12,00

0.=15,00 MPa.

y=0,024 MN/m?®

Por otro lado los coeficientes m y s son:

m=m; exp w} =12.72%1% =131
28
5= exp{§§ig—1%} =% 0001018

Con el propésito de comparar resultados, se ha considerado una altura del
talud H = 40,00 m, obtenida a partir de la ecuacion de Ucar (2004) teniendo
en cuenta los parametros de Hoek y Brown, y al considerar que: B = 90°,
a=75° y el factor de perturbacion D =0.

En este sentido, hay que resaltar, como se ha indicado con anterioridad, que
el esfuerzo normal variara en funcion del plano potencial de deslizamiento, y
por ende los parametros de corte dependeran a su vez de la distribucién de
dicha tensidn. La tabla adjunta, muestra los resultados obtenidos, utilizando
las diferentes ecuaciones halladas para la superficie de rotura plana,
parabdlica y circular. También se presentan los resultados obtenidos con el
programa Roclab (RocScience). En primer lugar, se comparan las
coordenadas de las superficies de rotura.

164



Postgrado de Matematicas Aplicado a la Ingenieria.

Tabla VI-9.

y (m)’

H=40m

Criterios de Rotura.

TR TRy

y (m) | x (plana) | x (parabélica) | x (circular)
0,00 0,00 0,00 0,00
5,00 1,34 1,59 1,62
10,00 2,68 2,98 3,00
15,00 4,02 4,14 4,16
20,00 5,36 5,10 510
25,00 6,70 5,84 5,83
30,00/ 8,04 6,38 6,35
35,00 9,38 6,69 6,65
40,00| 10,72 6,80 6,76

Comparacioén de las coordenadas para las diferentes superficies
de rotura (plana, parabdlica y circular).

. Grafico de las superficies de rotura.

6,80m 10,80 m
I

!

Plana

Parabdlica

(0.0) x (m)

Fig. VI-8. Representacién y comparacioén gréfica de las distintas supefficies de

rotura (plana, parabélica y circular).
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Por otro lado, en la tabla anexa se indica la variacion de los esfuerzos
normales en funcidn de las coordenadas, para cada superficie potencial de
rotura analizada:

y {(m) fy] X/ JH XM
0,00 | 0,07 0,00 [ 0,11 | 0,00
5,00 | 0,06 0,04 [ 0,07 | 004
10,00 | 0,05 0,07 | 005 | 008
15,00 | 0,04 0,10 [ 0,03 | 0,10
20,00 | 0,03 013 | 001 | 013
2500 | 0,03 015 | 0,01 | 0,15
30,00 | 0,02 0,16 | 0,00 | 0,16
3500 | 0,01 0,17 | 0,00 | 017
40,00 | 0,00 0,17 | 0,00 | 0,17

Tabla VI-10. Valores de o, /yH, para las diferentes superficies de rotura
(plana, parabélica, circular), obtenidos a través de /a hoja de célculo Excel.

7\ Representaciéon del Esfuerzo Normal

015

SnnfyH

0104 ° , Circular

00

0 006 010 015 020 05 00
x/H

Fig. VI-9. Representacion y comparacién gréfica de o,/ yH para las diferentes
superficies de rotura (plana, parabdlica y circular).
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Igualmente se presenta la comparaciéon del esfuerzo cortante obtenido para

cada uno de las superficies de rotura estudiada.

y(m | wiH x/H vk x/H
0,00 | 025 | 00 0,31 | 0,00
500 | 022 | 003 [ 024 | 004 | 024 | 004
10,00 | 0,19 | 007 | 0,18 | 0,07 | 0,18 | 0,08
1500 | 0,16 | 0,10 | 0,43 | 0,90 | 0,43 | 0,10
2000 | 0,13 | 013 | 008 | 0,13 | 0,08 | 0,13
2500 | 0,09 | 017 | 0,05 | 0,15 | 0,05 | 0,15
3000 [ 006 | 020 | 002 | 0,16 | 002 | 0,16
3500 | 003 | 023 | 001 | 017 | 0,01 | 017
40,00 | 0,00 | 027 | 0,00 | 0,47 | 0,00 | 017

Tabla VI-11. Valores de ¢, /yH, para las diferentes superficies de rotura
(plana, parabélica, circular), obtenidos a través de la hoja de célculo Excel.

Representacion del esfuerzo cortante

035

TntlyH

0D -

0,05 -

0,00 \ ; . ; .
0,00 0,05 0D 06 020 025 030
x/H
Fig. VI-10. Representacién y comparacion gréfica de z,,/yH para las diferentes

superficies de rotura (plana, parabélica y circular).
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Finalmente, se obtiene los esfuerzos promedios para cada una de las
superficies de rotura observadas en la tabla (V1-12)

También se obtiene los valores del angulo de friccién interna instantaneo a
traves de la siguiente ecuacién obtenida por Ucar (2004), expuesta en el libro
de Manual y Anclajes en Ingenieria Civil.

A= —Bf[m[annJ+ s}+g
m o, 2

seng, -4 2cos 1arcc;os 1—5— +240° 1 +1
3 3 443

La cohesidn se obtiene por la ecuacién:

_mo, (1-seng

8 tang
_ _13115,00(1-sen(63,9)
' 8 tan(63,9)

J=0,123 MPa

Tnt = C+Gnn tan¢
C =17y~ tang = 0,123 -0,033-tan(63,9°) = 0,056 MPa

Los resultados pueden observarse en la tabla (VI-12)

Aplicando RocLab:

G3(max) = 0, 744 MPa.

G3(max) _ 0, 744

=0,049
o, 15
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Los resultados del programa RocLab, pueden visualizarse en la figura

(VI-11):

Plana Parabolica Circular RocLab

Gan/vH (prom) 0,044
O 0,042
T/yH (prom) 0,159
0,153
. C (cohesion) MPa 0,060 0,224 0,056
| o 626° | 417° | 626
O3 (max/Ge 0,003 0,049 | 0,003
H (altura) m 41,00 83,26 38,28

Tabla. VI-12. Tabla comparativa de las diferentes superficies de rotura (plana,
parabdlica y circular) con el programa Roclab

Usando la ecuacion de Ucar (2004), que permite determinar el esfuerzo
principal menor para las superficies investigadas:

2
o, m|4{seng

2
2 1 4T 0001018~ 0,003
131] 4 | sen(63.9°)

Posteriormente, calculando la altura critica, teniendo en cuenta que,

ml=aatan2(45+%)+2Ctan(45+%) y considerando que 0'1:7% y

o3 =0, resulta H = (f';g)tan(% + % )

Calculando la altura para cada uno de los métodos investigados, se obtiene:
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H= (%)tan(%ﬂ%)

<[ 3052 ltan(45+8397/) — 40,26 m
0,024 2

Los resultados obtenidos se observan en la tabla (VI-12).

Asimismo, al emplear la ecuacién del criterio de Hoek y Brown:

G4 =03+0, fmZ—3+s , Y considerando 01:7% y o,=0, resulta:
c

20,
4
es H, ~4000m.

H =

Js, al sustituir los valores de s yo, se obtiene que la altura critica

Posteriormente, utilizando el criterio de Barton y Choubey expuesta en la
seccioén 6.4 del capitulo, con los siguientes datos:

JCS = o= 15,00 MPa. (Roca fresca)

JRC = 16,00

bp = 32°.

onn = 0,033 MPa. (Obtenido en la rotura plana)

La relacion JCS/on, =500, El esfuerzo cortante 14 se calcula por la expresion
(VI-47). El angulo de friccién intema es calculado a través de la ecuacidn
(VI-53) y el valor de o3 y la cohesion (C) se calculan utilizando las ecuaciones
expuestas en este ejemplo.

Los resultados pueden observarse en la tabla (VI-12)

170



Postgrado de Matematicas Aplicado a la Ingenieria.

Criterios de Rotura.

Analysis of Rock Strength using RocLaly

/ Hoek-Brown ClassHication
1 intact uniaxial compressive strength = 15 MPa
3SI=38 mi=12 Disturbance factor =0
404 Hoek-Browmn Ciiterion
: mh=1311 s=000M0 a=0513

Mohr-Coulomb Fit

cohesion = 0.224 MPa  friction engle = 41 74 deg
Rock Mass Parameters

tensile strength = -0.012 MPa

unigixial compressive strength = 0.438 MPa

global strength = 2193 MPa

moguius of deformation = 1941 03 MPa

35

3071

257

209 f-

Major principal stress (MPa)

Shear stress (MPa)

0.5

]—o——i—-a N + "
[ee] 05 040 05 1.0 15 20
Minor principal stress (MPa)

Natimal stress (MPa)

Fig. VI-11 Critenio de rotura de Hoek - Brown utilizando el programa de
RocLab.
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CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES.

A través de la metodologia analitica llevada a cabo en el presente trabajo, se
analiza la estabilidad de taludes constituidos por macizos rocosos,
habiéndose determinado de una forma aproximada la distribucién de los
esfuerzos nomales y cortantes en funcidén de la coordenada “x” para el caso
“particular de superficies de rotura plana, parabdlica y circular. Adicionaimente
se halld el valor promedio del campo de tensiones que actian en los
diferentes planos de rotura, bien sea para el caso de un talud vertical o
inclinado. Cabe destacar, que una de las ventajas de conocer la mencionada
distribucién de tensiones, es que permite calcular el factor de seguridad
FS(x) en cada punto de la superficie potencial de rotura investigada, y por
ende diagnosticar las zonas mas criticas o potenciales de rotura.

Por otra parte, al investigar ia estabilidad de un taiud en particuiar, es
necesario conocer previamente la geometria del talud, y todos los
parametros involucrados para su estudio. En estas condiciones, es posible

determinar la distribucion de las tensiones normales o,, y cortantes . ¥y

expresarios en forma adimensional, en términos de yH, es decir, Gn%H y

T%I, para su mejor manejo y comprension, por cuanto se cuantifican o

miden como una fraccidn de la presién vertical yH. Una vez establecido ia
distribucién de tensiones conjuntamente con el criterio de rotura de Hoek y
Brown, se determinaron los parametros instantaneos y promedios de

cohesion (C) y angulo de friccion intema (¢), y por tanto el factor de

seguridad para el talud estudiado, cuyo valor concuerda con otros
procedimientos de calculos utilizados en el campo de la geotecnia.
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El procedimiento llevado a cabo cumple con ios objetivos planteados, primero
se determino la expresién analitica de la tensién normal y cortante de la
superficie de rotura plana a partir de condiciones de contorno y rotacién de
ejes, para un talud que no necesariamente tiene que ser vertical. En estas
condiciones se hallo la distribucion de los esfuerzos en cualquier punto de la
superficie de rotura, y también su valor promedio. Esto permitié calcular el
factor de seguridad el cual se compar6 con otros métodos propuestos en el
libro de Manual de Anclajes en Ingenieria Civil, Ucar (2004), obteniéndose
resultados favorables, al compararse con los métodos va_riacionales
validando las ecuaciones investigadas.

Igualmente, se determinaron ias ecuaciones analiticas de las tensiones para
la superficie de rotura parabélica, empleando el mismo procedimiento llevado
a cabo con la rotura plana. Por lo tanto, se hallé la distribucién de los
esfuerzos a lo largo se la superiicie de rotura, y con ayuda de la regresion
polinomial se obtuvo el valor promedio de ias tensiones. Por ultimo, se
determiné una expresién analitica para la superficie de rotura circular con el
mismo procedimiento que la rotura parabdlica, hallandose Ia distribucién de
las tensiones normales y cortantes.

Las comparaciones realizadas a través de los diferentes métodos analiticos
investigados se llevaron a cabo con la ayuda de Ia hoja de calculo de Excel.
Se comparé un talud vertical, obteniéndose buenos resultados de los
esfuerzos nomales y cortante que se expresaron en forma adimensional, es
decir, en términos de (yH). La rotura parabdlica y circular se aproximan muy
bien, mientras que la rotura plana presenta una buena aproximacion al pie
del talud y luego en la cresta los resuitados tienden ser alejados, tal como lo
menciona Chen (1975) en sus resultados al comparar la rotura plana con la
circular y espiral logaritmica. A medida que el talud es mas inclinado los
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valores de las tensiones normales y de corte se alejan mas al comparar la
rotura plana con la parabdlica y circular.

Por otra parte, al equiparar el método analitico de la rotura plana investigada
en el presente trabajo, con el método de calculo de variaciones expuesto por
Ucar (2004), se obtuvo excelentes resultados en todos los puntos
investigados para la distribucion del esfuerzo normal calculado a lo largo de
la superficie. Asimismo, al determinar el valor promedio del esfuerzo normal,
el resultado obtenido es practicamente el mismo para ambos métodos.

Finaimente, se llevé a cabo la comparacién de los métodos investigados con
el programa de Roclab y Barton y Choubey. El analisis se realiza para un
talud vertical, considerando el criterio de rotura de Hoek y Brown. A través de
los métodos investigados se determiné el valor promedio de los esfuerzos
normalies y cortantes y posteriormente los parametros de corte equivalente
C y ¢ con la ayuda del mencionado criterio de falla.

Cabe destacar, que al compararse los resultados obtenidos con el programa
Roclab, éste ditimo procedimiento arroja un valor de la cohesion muy alto,
siendo la altura critica obtenida de aproximadamente el doble con respecto
al valor verdadero. Por lo tanto, al aplicar dicho programa es recomendable
utilizar los parametros de corte equivalentes de la cohesion y del angulo de
friccién intera con mucha cautela o reserva, por cuanto es posible que en
muchos casos se esté sobrevalorando la resistencia al corte de la roca.

Adicionalmente, una de las limitaciones de los métodos investigados es que
se considera que la cresta del talud es plana. Tampoco se ha tomado en
cuenta el nivel freatico, las diferencias litologicas y el efecto sismico.
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Por lo tanto, se recomienda considerar estos importantes aspectos en futuras
investigaciones con el propdsito de reducir las limitaciones de la metodologia
propuesta, debiéndose incluir también en el andlisis la superficie de rotura
espiral logaritmica.
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ANEXO A

Calculo de vy cresta.

y y

_(senp -cosp
—(cosﬁ senfs

Jeo- 5 k

(' y)=(x y)( senp cosﬁ’j y

—-cosp senp

x'=xsenp - ycosp
y'=xcosp-ysenp

Considerando y=H, y despejando x en funcién de x de la primera ecuacién
se obtiene:

'=xsenf-Hcosp

x
Il

(x'+ Hcosﬂ)
senp
y'=xcosf-Hsenp
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lgualmente sustituyendo x en la segunda ecuacién (y’), queda:

, [x'+Hcosg

=| ——— |cos B —-Hsen
y ( seonp ) B B
Simplificando,

'=x'cot
Y ﬂ+sen,8
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ANEXO B

Datos experimentales de diferentes muestras Yy rocas
utilizados para determinar las constantes K y K
del Criterio de Rotura Ucar (1981).

A1 27 Cuarcita 168,10 | -13,70 | -0,08 3,32 0,64
192 10340 | 997 | -0,10 342 0,66

Rango Maximo de Ky K, 342 0,66
Rango Minimo de K y K, 3,32 0,64

‘ squusto

Al = } grafitico

92,90 | 844 | 0,09 3,89 1,89

Arenisca

49 104,00 | 6,00 | -0,06 4,00 0,68

58 12750 | 804 | -0,06 3,87 0,46

125 48,00 | -385 | -0,08 3,45 0,27

126 48,00 | -385 | -0,08 3,46 0,25

162 4140 | 260 | -0,06 3,71 0,98

191 67,70 | 479 | -0,07 3,70 0,22

A2 38 65,00 | -3,10 | -0,05 4,53 0,21
39 67,00 | -350 | -0,05 427 0,45

Rango Maximo de Ky K, 4,53 0,98
Rango Minimo de K y K, 3,00 0,21

Diorita
29 99,00 | -1270 | -0,13 2,65 0,40
Rango Maximo de Ky K, 2,65 0,63
Rango Minimo de K y K, 244 0,40
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28

£ %

19

g

Caliza

128,00

-0.40

453

A1 -0,07 3,35 1,26
69 186,00 | -8,14 | -0,04 4,51 1,28

196 68,00 | -850 | -0,13 341 1,64

Rango Maximo de Ky K; 4.51 1,64
Rango Minimo de Ky K; 3,35 1,26

13 Granito 22390 1-1294! -0,06 443 1,11

21 Granito- Brecha | 363,00 |-1780| -0,05 437 0,67

Rango Maximo de Ky K, 443 1.1

Rango Minimo de Ky K, 4,37 0,67
e 2 ‘ § : 3 Sy Lot : "g’ ‘“1 :
Al 70 Marmol 75,90 -5,86 | -0,08 3,98 147

71 10280 | -745 | -0,07 3,69 1,08

Rango Maximo de Ky K, 3,98 147

Rango Minimo de Ky K; 3,69 1,08

A1 80 Carbon 31,60 217 -0,07 3,24 2,21
82 13,20 0,76 | -0,06 3,86 1,30

84 23,90 -207 | -0,09 2,98 1,44

85 21,80 -1,79 | -0,08 3,19 1,03

Rango Maximo de Ky K; 3,86 2,21
Rango Minimo de K y K; 2,98 1,03
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ANEXO C
REGRESION POLINOMIAL.

Con el propédsito de trabajar las ecuaciones de rotura parabdlica y circular de
manera mas facil, se ajustan los datos obtenidos en excel de los esfuerzos
normal y tangencial mediante una regresion polinomial por minimos
cuadrados.

El procedimiento de minimos cuadrados, suponiendo que ajustamos un
polinomio de segundo grado o cuadratico:

y=a,+ax+ax’+e

En este caso la suma de los cuadrados de los residuos es:

n

2
Sr = (yi“ao_a1xi'“azxi )Z

i=1

Para determinar los valores de a0, a1, a2 la ecuacién anterior se deriva con

respecto a cada uno de los coeficientes desconocidos del polinomio:

Z:; = ‘22(yi —a; —auX; _a2xf2)

S
za; = —ZZX, (y:‘ —8p —8yX, _alez)

58 2 2
: :_zzxi (yi —8, —a,X; —ayX, )
oa,
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Estas ecuaciones se igualan a cero y se reordenan para desarrollar el

siguiente conjunto de ecuaciones normales:

(e + (X x o+ (Tx 2. =y,
Xx o+ (xR + (0 . = Twy,
(foz)ao + (ins)a1 +(in4)92 =2 %Y,

Donde todas las sumatorias van desde i=1...n. Se puede observar que las
tres ecuaciones anteriores son lineales y tienen tres incognitas: a0, a1, a2.
Los coeficientes de las incognitas se evalGan de manera directa a partir de
los datos observados. En este caso también se observa que el problema de
determinar un polinomio de segundo grado por minimos cuadrados es
equivalente a resolver un sistema de tres ecuaciones lineales simultaneas.

Para el caso de trabajar con esfuerzos los valores de xi corresponde a x/H y

los valores de yi corresponden a o, //H 0 =,/ yH.
Ejemplo de una regresion polinomial:

Ajustar a un polinomio de segundo grado los datos dados en la siguiente

tabla:
0,00 2,10

1,00 7,70
2,00 13,60
3,00 27,20
4,00 40,90
5,00 61,10
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n=6 »x,=15 Yy =1526 D.x =55 »'x°=225
Dx=979  Mxy, =5856 > x’y, =24888
Las ecuaciones lineales simultaneas son:

6 156 551 (a, 1526
15 556 225){a,t=1 5856
|85 225 979| |a, 243888
Resolviendo el sistema de ecuaciones, se tiene:

8 =248 a,=236 a,=186. Por lo tanto la ecuacién cuadratica por

minimos cuadrados en este caso es:

Yy =248 + 2,36x + 186x2
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lista de Simbolos:

o, Esfuerzo aplicado en direccién normal x perpendicular a, kN/m?.

o,,; Esfuerzo aplicado en direccion x perpendicular a KN/m?.

r,, ; Esfuerzo de cizalla aplicado en direccién x perpendicular a kN/m?,
o, Esfuerzo normal

7., Esfuerzo cortante.

B, Angulo de la superficie del talud con respecto al eje horizontal.
a; Angulo de la rotura de falla con respecto al eje horizontal.

7, Peso unitario del material, kN/m®

F.; Fuerza en direccioén x.

F, ; Fueiza en direccion y.

> F, . Sumatoria de fuerzas en direccion x,

E; Matriz de rotacion.

|

R’ ; Matriz transpuesta de rotacion.
o', Matriz de esfuerzo correspondiente al plano x'y’
o', Matriz de esfuerzo comrespondiente al plano x"y”.

a; Parametro de integracion.

a; Parametro de integracion adimensional dividida entre »

b; Parametro de integracion.

b; Parametro de integracion adimensional dividida entre -

g, carga que actta sobre la superficie del talud, kN/m?.

H; altura del talud, m.

Xa, distancia de la cresta de la superficie libre del talud con el ejey.

Xg; distancia de la cresta de la superficie de rotura en el talud con el gje v.

Hc; altura critica,
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4 Distancia de la cresta de la superficie de rotura parabdlica con respecto al
ejey

Xe; Coordenada “x” del centro de un circunferencia.
Yo, Coordenada “y” del centro de la circunferencia.
R; radio de la circunferencia.

C; Cohesion, kN/m?.

#; Angulo de friccién interna.

FS; Factor de seguridad.

o,; Esfuerzo principal mayor.

o5, Esfuerzo principal menor.

o, esfuerzo de compresion uniaxial.

o, , esfuerzo de traccién.

v, Peso especifico humedo.

7, PES0 especifico saturado.

7 medio » P€S0 especifico promedio.

n; Vector normal unitario.
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