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RESUMEN

ABSTRACT

Se propone un modelo de supervivencia bivariante para
analizar los tiempos de ocurrencia de dos eventos de
distinto tipo a lo largo del periodo de seguimiento de
cada individuo. Este modelo esta basado en el enfoque
de las variables aleatorias no latentes, las funciones
copulas Arquimedianas y de la funcion media
acumulada para eventos de distinto tipo no recurrentes.
A partir de un conjunto de datos simulados referidos a
la ocurrencia de dos eventos de distinto tipo para
muestras de individuos de distinto tamafio y diferentes
estructuras de dependencia no necesariamente lineal, se
evalla el rendimiento del modelo propuesto. Los
resultados muestran que si ambos tiempos de fracaso,
para cada tipo de evento, son independientes el modelo
propuesto se simplifica al modelo no paramétrico de
Kaplan y Meier. En caso contrario, se describe una
estructura de dependencia entre ambos tiempos de
fracaso cuyos prondsticos de supervivencia estimados,
mediante el modelo de supervivencia bivariante con
base en las funciones coOpulas de la familia
Arquimediana, son completamente distintos al caso
anterior.

PALABRAS CLAVE

A bivariate survival model is proposed to analyze
the times of occurrence of two events of different types
throughout the follow-up period of each individual. This
model is based on the approach of non-latent random
variables, the Archimedian copula functions and the
cumulative average function for no recurrent events of
different types. From a set of simulated data referred to
the occurrence of two events of different types for
samples of individuals of different sizes and different
structures of dependence not necessarily linear, the
performance of the proposed model is evaluated. The
results show that if both failure time, for each type of
event, are independent, the proposed model is simplified
to the nonparametric model of Kaplan and Meier.
Otherwise, a dependency structure between the two
failure times is described whose estimated survival
predictions, using the bivariate survival model based on
the copula functions of the Archimediana, are
completely different from the previous case.
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INTRODUCCION

En el area de la salud la variable tiempo de
ocurrencia de algun evento de interés clinico ha sido
analizada mediante un modelo de supervivencia
univariante. El evento generalmente es de naturaleza
terminal, como muerte o cualquier otra condicion que
reste la posibilidad de que el individuo sea observado
nuevamente. El tiempo es el momento en que ocurre el
evento de interés llamado tiempo de fracaso o de
supervivencia. A cada individuo i coni =1,2,...,N le
corresponde un periodo de seguimiento [0, §;] donde §;
es el dltimo instante de tiempo en que fue observado
cada individuo. Sea T; el instante de tiempo en que
ocurrid el evento de interés para el i-ésimo individuo. Si
T; < 6; el tiempo registrado es el verdadero instante de
tiempo en que ocurrié el evento, pero si T; > §; el
evento de interés alin no ha ocurrido y el tiempo
registrado es censurado a la derecha, debido a que el
evento aln puede ocurrir. Por consiguiente, el tiempo
registrado es T = min{T}, §;}.

Ahora bien, al considerar la ocurrencia de dos o mas
eventos de distinto tipo k con k = 1,2, ..., K sobre un
mismo individuo, el tiempo registrado para cada i es el
tiempo minimo de ocurrencia de cada evento, T =
min{Ty, T, ..., Ty, 8;}, esto es, una vez observado el
primer evento este censura la ocurrencia de los demas.
Por ejemplo, distintas causas de muerte de cada
paciente. Este topico en la literatura estadistica se
conoce como riesgos en competencia [1].

Sin embargo, en el area clinica también se estudian
eventos de naturaleza no terminal que pueden ser
experimentados por cada individuo junto con un evento
fatal, como muerte. Por ejemplo, recaida del paciente
posterior a una intervencion quirdrgica y el evento
muerte. En este caso se puede analizar el evento que es
mas propenso a generar el evento fatal. Este enfoque en
la literatura estadistica se conoce como riesgos en semi-
competencia [2]. Si el evento es recaida a partir de
alguna causa en particular, él puede ser censurado por
otros eventos como muerte por otra causa, recaida por
otra causa, perdido en el estudio o mantenerse sano
hasta finalizado el estudio. Estos eventos compiten entre
si para evitar la ocurrencia del evento principal, dando
lugar a un tipo de censura conocida como censura
informativa, esto es, lo tiempos de fracaso y los
censurados pueden ser dependientes [3].

En el area clinica pueden ser de interés eventos de
naturaleza no terminal que no llevan a la ocurrencia de
un evento fatal, sino que el individuo puede sobrevivir
bajo la ocurrencia de algunos de estos eventos. Por
ejemplo, el sindrome metabdlico, el virus HINZ,
lesiones cervico-vaginales, infertilidad, entre otras
patologias, son eventos compuestos debido a que son
producto de la combinacion de otros eventos no
terminales. Asi, algunos eventos no terminales pueden
tener la propiedad de generar otro evento. La ocurrencia
de este nuevo evento puede suceder inmediata al evento
anterior o por el contario, el evento anterior puede
retardar en cierta forma la ocurrencia del nuevo evento.
Por ejemplo, el inicio del tratamiento clinico puede
retardar la ocurrencia de alguna patologia o recaida del
paciente. Por consiguiente, los eventos producto de la
combinacion de otros eventos no terminales los hemos
denominado evento compuesto. Este evento se genera a
partir de la acumulacion de eventos de distinto tipo a lo
largo del periodo de seguimiento de cada paciente, lo
que implica que, el investigador debe afrontar el
problema de la dependencia entre los tiempos de fracaso
de los diferentes tipos de eventos, pero no desde el punto
de vista de los riesgos en competencia.

En consecuencia, el objetivo general de este articulo
consiste en proponer un modelo de supervivencia para
el analisis de la ocurrencia de eventos de distinto tipo
experimentados durante distintos instantes de tiempo
por el mismo individuo, cuyos tiempos de fracaso son
dependientes. Este modelo est4 fundamentado en una
funcidén similar a la funcion acumulada media (MCF)
[4], que en este caso es tratada para eventos de distinto
tipo no recurrentes (FAMER) y de las funciones cépulas
de la familia Arquimediana. A partir de estas funciones
se trata el problema tanto de dependencia como de
independencia entre los tiempos de fracaso de distinto
tipo experimentados por un mismo individuo a lo largo
del tiempo. Por lo tanto, la combinacion de ambas
funciones genera un modelo de supervivencia muy
particular cuyas probabilidades de supervivencia
estimadas cambian considerablemente como funcién de
las caracteristicas de los tiempos de fracaso y en relacion
a que estos se consideren independientes.

La estructura de este articulo es como sigue, en la
siguiente seccion se muestra la descripcion del modelo
de supervivencia propuesto, luego se explica el modelo
propuesto con base en las funciones cépulas vy
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finalmente la evaluacion del modelo propuesto a partir
de un conjunto de datos simulados obtenidos mediante
la elaboracién de un algoritmo a través de las librerias
de R para funciones copulas.

Modelo de supervivencia propuesto

Se propone un modelo de supervivencia para analizar
tiempos de fracaso de eventos de distinto tipo no
recurrentes y de naturaleza no terminal experimentados
por un mismo individuo i a lo largo de su propio periodo
de seguimiento [0, &§;]. Sea T, los distintos instantes de
tiempo en que fue observado un evento de tipo k para el
i-ésimo individuo. Estos eventos o subeventos, con base
en la definicién operacional de cada uno, pueden tener
la propiedad de constituir el evento compuesto. La
composicién del evento compuesto puede consistir de al
menos un evento de tipo k con k=12,...,K y su
significado dependera del objetivo, aplicacién e interés
por parte del investigador, asi como de la definicion
operacional del evento compuesto.

Supongamos que cada paciente estd expuesto a la
ocurrencia de K eventos de distinto tipo y no existe un
orden particular de su ocurrencia, a menos que la
naturaleza de cada evento o del evento compuesto asi lo
amerite. Ademas, una vez que ocurre el primer evento
este no se repite (no es recurrente en el tiempo) hasta
que se observa la ocurrencia del segundo evento y por
consiguiente el evento compuesto. De acuerdo a la
forma y secuencia acumulada en que van ocurriendo los
eventos, para cada individuo se va generando un
“proceso historico acumulado” (PHA) durante [0, &;],
siendo §; el tiempo maximo de seguimiento censurado
a la derecha, en ese instante de tiempo no se observa
ninguno de los eventos de interés, es simplemente el
“Gltimo” registro de cada paciente. Cada PHA genera
una “funcién de un proceso histérico acumulado”
(FPHA) denotada como Y;;(t) con rango igual a 1,
debido a que cada evento de distinto tipo k serd
observado s6lo una vez en cada individuo i en el instante
de tiempo t. En cambio, si cada evento tipo k es
recurrente entonces Y;, (t) > 1.

Sea Y;"(t) la cantidad total de eventos de distinto tipo
experimentados por el i-ésimo individuo en el instante
de tiempo t, entonces

K
> G® =% &)
Esto implica que el nimero total medio de eventos
de distinto tipo k experimentados por los N individuos
del estudio, denotado como M (t), es

1
M) =5 (O +KO+-+H©) @

que llamaremos “funcion acumulada media para

eventos de distinto tipo no recurrentes” (FAMER).

Sea G un subconjunto de eventos de distinto tipo k
observados en cada individuo i, que conforman el
evento compuesto, G = {1,2,...,g}con g < K.

Si G = 1, significa que de los K posibles eventos que
podria experimentar el i-ésimo individuo, sélo uno
constituye el evento compuesto. Esto es, basta que
ocurra sélo un evento de tipo k y el evento compuesto
esta presente, asi, el i-ésimo individuo sobrevive (no
experimenta el evento compuesto) si supera cada uno de
los K posibles eventos a los que estd expuesto. Por
ejemplo, en el area clinica existen patologias que estan
presentes si el paciente padece s6lo uno de sus sintomas,
como es el caso de las bacterias patégenas, basta que el
paciente experimente solo una de ellas y el sindrome
diarreico infeccioso esta presente [5].

Si G = 2, significa que de los K posibles eventos que
podria experimentar el i-ésimo individuo, sélo dos
constituyen el evento compuesto, asi, el i-ésimo
individuo sobrevive si supera al menos K — 1 posibles
eventos. Por ejemplo, en el &rea clinica existen
patologias compuestas por un subconjunto de eventos,
como es el caso del sindrome metabdlico, el dengue, el
virus de H1IN1, entre otras patologias. Cabe mencionar,
que los eventos considerados son de naturaleza no
terminal, asi el i-ésimo individuo puede experimentar al
menos uno de estos eventos y aun mantenerse con vida
0 no censurar la ocurrencia de los demas eventos,
incluso estando presente el evento compuesto.

Por lo tanto, el evento compuesto puede ocurrir de

K\ . . .
(g) diferentes maneras posibles, cualquiera de estas

combinaciones constituye el evento compuesto. Cada

subconjunto g de eventos genera una funcion FAMER,
denotada como Mg(t). Ademas, en cada instante de
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tiempo t para el i-ésimo individuo se tiene una cantidad
media de eventos de distinto tipo para todos los N
valores poblacionales de la forma Y, (t) con Y (¢) =
Yoxec Yi (t). Se puede probar a partir de las ecuaciones
1)y (2) que

My(0) = BV, (0} = Y M) @)
keG
siendo un estimador de Mg (t) la media aritmeética
clasica, con Y (¢) la cantidad de eventos de distinto tipo

experimentados por el i-ésimo individuo en el instante
de tiempo t en funcidn del evento compuesto.

Para calcular los valores de la expresion (3), se
ordenan los instantes de tiempo en que ocurrié cada
evento. Supongamos tenemos L de esos instantes de
tiempos de fracaso, ¢y < t(y) < -+ < t(,, donde cada
tg conl=1,2,..,L es el instante de tiempo ordenado
en que ocurrié un evento de distinto tipo k.

Sea Y*(t) la cantidad de individuos en riesgo de
experimentar un nuevo evento en cada t,. Si tq) es
censurado, Y*(t) = N — 1, en caso contrario, Y*(t) =
N. En cada ¢ se tiene la cantidad de veces que ocurrio
el evento tipo k, que es equivalente a la cantidad de
individuos que experimentaron el evento tipo k en ¢,
denotado como Y,/ (t) o Y;(t) dependiendo del caso.
Para cada t; se tiene el incremento medio de nuevos
eventos de distinto tipo por individuo, asi

Ye ()

O =y o

(4)

que con base en la ecuacion (3) se tiene que M (t) se
obtiene sumando los incrementos precedentes, my,(t),
esto es

Mg (@) = Z mi(tw) )
{ty <t}

lo que implica que la poblacion de valores tiene una
curva media K-variante, dada por

(M7 (©), M3(2), ..., Mg ()] (6)

En particular, las expresiones (4), (5) y (6) también
se cumplen con base en el evento compuesto g, lo que
implica que a partir de la expresion (3), que

M) = ) M) =)

keG keG {ty <t}

mi(ta)) )

La expresion (7), también se cumplen cuando el evento
compuesto g consta de todos los K eventos que puede
experimentar cada individuo, similar a la construccion
de la funcién MCF indicada en [4].

Ahora bien, en el analisis de supervivencia cléasico
univariante, como se indica en [6], una forma de obtener
la funcion de supervivencia es mediante

Sp(t) = P[T > t] = exp(—A(D)) ®)

donde A(t) es la funcion de riesgo acumulada, cuyo
evento de interés es de naturaleza terminal. Entre las
funciones My (t) y A(t) existe cierta similitud, aunque
conceptualmente son diferentes. EI dominio de ambas
funciones es [0, ), A(t) mide el riesgo acumulado de
experimentar el evento terminal como méaximo en el
instante de tiempo ¢, y M;(t) es la cantidad media
acumulada de eventos de distinto tipo experimentados
en el instante de tiempo t. Por consiguiente, se propone
que la funcion de supervivencia también puede ser
determinada mediante

Sr(t) = exp(=Mi(t)) )

La expresion (9) coincide con el estimador no
paramétrico de [7] cuando los tiempos de fracaso son
independientes. Ademds, es un estimador no
paramétrico debido a que no involucra supuestos acerca
de la poblacién de curvas acumuladas ni parametros a
ser estimados. En consecuencia, se sugieren las
siguientes proposiciones:

Proposicion 1: Sea g el conjunto de eventos de tipo k
gue conforman el evento compuesto, g puede contener
como maximo K eventos de distinto tipo. Si M, (¢) es la
cantidad media acumulada de eventos de distinto tipo k
experimentados por el mismo individuo durante el
instante de tiempo ¢, entonces Mg (t) = A(t) donde
A(t) es el riesgo acumulado obtenido a partir del riesgo
simple A(t) para el andlisis de la ocurrencia de s6lo un
evento de naturaleza terminal.

Proposicion 2: El evento compuesto g es producto de
la combinacion de otros eventos. Si tenemos una
muestra aleatoria de N individuos y en cada uno se
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observé el evento compuesto, entonces las funciones
my(t) y A(t) son equivalentes, esto es, mg(t) = A(t).

Proposicion 3: Sea una muestra aleatoria de N
individuos y se considera que cada uno experiment6 K
eventos de distinto tipo durante el periodo de
seguimiento [0,8;] con i=1,2,..,N, entonces la
funcidn de supervivencia conjunta S;, g (t1,tz, ..., tx)
esta dada por

K
S12.x(t1, 3, o, tg) = €Xp (‘ Z M;(%)) (10)
k=1

de donde se obtiene que

K
Sipltutant) = | S @)
k=1

En relacién con la expresion (9) y la Proposicién 3,
como se indica en [8], la funcién de supervivencia
global es igual al producto de las funciones de
supervivencia marginales, pero bajo el esquema de
riesgos en competencia. Sin embargo, en este caso
también se cumple dicha igualdad. La demostracion de
estas proposiciones se muestran en el Apéndice de este
articulo.

Si los tiempos de supervivencia, Ty, de los
diferentes tipos de eventos son dependientes el modelo
de supervivencia propuesto esta basado en las funciones
copulas. Estas funciones permiten obtener un modelo de
supervivencia multivariante a partir de las funciones de
supervivencia marginales para cada tipo de evento.

Modelo propuesto a partir de las funciones copulas

Sean T,,T,,.., Ty variables aleatorias continuas
definidas como T,:Q — R, k=12,..,K sobre el
espacio de probabilidad (Q,A,P). Las funciones
Fi,F,, ..., Fx son funciones de distribucion inducidas
por las variables aleatorias sobre el espacio de
probabilidad (R,B,Pr), con Fr,:R — [0,1] tal que
Fr, (tx) = P[Ty < t], k = 1,2,...,K donde B son los
conjuntos de Borel [9].

Supongamos que K = 2, entonces a cada par de
ndmeros reales (t;,t,) € R? le corresponde la terna
(Fr, (t1), Fr,(t), F1(t1,t;)) € R® con cada funcion

definida en el intervalo [0,1], esto es, a cada par de
nameros reales (t;,t,) le corresponde un punto de la
forma (Fr, (t1), Fr,(t;)) en el espacio producto [0,1]% y
a partir de este par ordenado se obtiene otro nimero de
la forma F;,(t;,t;) € [0,1]. Asi, podemos definir la
funcion C, dada por

C:[0,1]x[0,1] — [0,1]
(11)
(Fr, (t1), Fr, (t2)) — Fi2(ty, t2)

lo que implica que C(FTl(tl),FTz(tz)) = Fi,(t1, ty)
gue es equivalente a escribir

C(Fy,, Fr,) = F(ty, 1) (12)

Por ser F(t,,t,) funcidn de distribucion conjunta
implica que la funcion C(Fy,, Fr,) también lo sea, con
la diferencia de que ahora sus componentes son
funciones de distribucion marginales univariantes. Por
consiguiente, la funcién C como funcion de distribucién
bivariante recibe el nombre de funcién cépula [10].

Definicion 1: Una funcién copula es una funcion C,
C:[0,1]2 — [0,1] tal que

(a) Paracadau, ven[01], C(w,0)=0=C(0,v)y
Clw,1)=u;C(,v) =v.

(b) Paracadau,,u,, vy, vyenf0,1]conu, <u,yv; <
v,, Se tiene que

C(uy,vy) — C(uy, vy) — C(uy,vy) + C(uy,v1) 20

En relacidén con la propiedad (a) indica que la funcion €
posee una cota inferior y superior, y posee marginales
distribuidas uniformemente en el intervalo [0,1]. Con
respecto a la propiedad (b) dice que la funcién C es 2-
creciente. Por lo tanto, para cada (u,v) € DomC se
tiene que 0 < C(u,v) <1, de ahi su interés en el
estudio de las funciones de probabilidad para el caso de
las variables aleatorias dependientes [10].

La importancia de las funciones cépulas se describe
en el Teorema de Sklar (1959) [11]. Las funciones
copulas tienen la propiedad de conectar las funciones de
distribucion conjuntas a sus marginales. Ademas,
representan una forma de estudiar medidas de
dependencia de escala libre y permiten construir
familias de distribuciones bivariantes a partir de
marginales dadas. [12].
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A través de la forma funcional de la funcién copula,
estas se clasifican en cépulas fundamentales, Elipticas,
Arquimedianas, de valor extremo y Arquimax. La
familia de coépulas fundamentales permite estudiar
estructuras de dependencia casi perfecta positiva
(comonotonicidad), casi perfecta negativa
(contramonotonicidad) e independencia (cépula del
producto), por lo cual sirven de referencia para las
demas estructuras. En este articulo, el modelo de
supervivencia bivariante propuesto estad basado en la
familia de cépulas Arquimedianas, debido a que estas
copulas comparten algunas de sus propiedades con la
funcion de supervivencia y también resuelve el
problema de identificabilidad del modelo tratado en [3],
a partir del modelo de supervivencia no paramétrico (9)
propuesto en la seccién anterior.

Ademas, el modelo propuesto tiene la particularidad
de que la ocurrencia de un evento no censura la
ocurrencia de otro u otros eventos, debido a la
composicién del evento compuesto, esto es, todos los
instantes de tiempo son observados. Sin embargo, aun
estando presente el evento compuesto, este no censura
la ocurrencia del resto de los eventos del conjunto g,
debido a que son eventos de naturaleza no terminal.

Cépulas Arguimedianas

Las copulas Arquimedianas son todas las funciones
C (u, v) expresadas como

Cwv) =9~ (e + d(v) (13)

La funcién ¢ es la funcidn generadora de la copula
Arquimediana, definida como ¢:[0,1] — [0, %] con
¢(1) =0, es continua, decreciente (¢'(t) <0) y
convexa (¢''(t) > 0) paratodo 0 <t < 1,con ¢(0) =
oo, Estas condiciones aseguran la existencia de la
inversa ¢~1. Cualquier funcion ¢ con estas
caracteristicas es capaz de generar una funcién de
distribucion bivariante [13]. Las funciones copulas con
estas propiedades reciben el nombre de cédpulas
Arquimedianas estrictas y son las que tienen mejor
ajuste con las funciones de supervivencia. Dentro de
esta familia se encuentran las copulas de Clayton, Frank,
Gumbel y Joe, asi como otras cOpulas que se generan a
partir de la combinacion de estas como BB1, BB2, BB7
y BB8 [10].

Funcién
propuesta

cépula de supervivencia bivariante

Sean T, y T, los tiempos de fracaso de dos eventos de
distinto tipo que experimenta un mismo individuo. A su
vez, suponemos que la ocurrencia de al menos uno de
los eventos constituye el evento compuesto, lo que
implica que la ocurrencia de uno de los eventos no
censura la ocurrencia del otro evento. Por consiguiente
el i-ésimo individuo sobrevive si no experimenta ambos
eventos. De acuerdo a [14], la funcién de supervivencia
bivariante esta dada por

S12(t1,t2) = P[Ty > t1,T, > t,] (14)

Sea C la funcion cépula definida entre las variables
aleatorias T, y T,, entonces con base en (14) y [10] se
tiene

S12(t1,t3) = S (1) + S2(t2) — 1

+C(1 = 5,(t1), 1= S,(t2)) =

Asi, con base en las funciones copulas se define la
funcion €5 como C3:[0,1]> — [0,1] tal que,

CSuv)=u+v—-1+C(1—-u1-7) (16)
lo que implica que
S12(ty, tp) = 695(51(’51)'52(152)) (7)

La funcion C; es la copula de supervivenciade T; y T,,
C(*) en la expresion (16) es cualquier funcidn copula de
la familia Arquimediana, S, (t;) con k = 1,2 son las
funciones de supervivencia marginales dadas por (9)
para cada T, con k=1,2y 6 es el pardmetro
desconocido de la cépula, que indica el grado de
dependencia entre ambas marginales, respectivamente.

Con base en el Teorema de Sklar [11], la funcion C;
une a través de la funcién de supervivencia conjunta sus
funciones de supervivencia marginales. Ademas, por el
Teorema de la Transformacion Integral [9] se tiene que
St (Ty)~U(0,1), k =1,2; asi, cada componente de
(17) converge a la distribucién uniforme U(0,1).

Al considerar la ocurrencia simulténea de dos
eventos de distinto tipo sobre el mismo individuo, existe
la posibilidad de que los instantes de tiempo en que
ocurrieron estos eventos sean dependientes o
independientes.
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Si los tiempos de fracaso son dependientes, entonces
la funcion de supervivencia bivariante esta dada por

S12(ty, t) = Cg(e “Mity), e_Mé(tZ)) (18)

Si los tiempos de fracaso son independientes, la
funcién de supervivencia bivariante de (18) se
simplifica al producto de las funciones de supervivencia
marginales, que es equivalente a la funcion copula del
producto y coincide con el modelo no paramétrico de
Kaplan y Meier [7], esto es

2
Sia(ts, t5) = €3 (e™Mi), e~ Mi(t)) = 1_[ e~Mi(tw) (19)
k=1

Otra situacion que podemos considerar es que el
evento compuesto consta de todos los K = 2 posibles
eventos que experimenta cada individuo. Esto es,
durante el periodo de seguimiento, [0,8;], cada
individuo experimenta K fracasos. Por consiguiente, el
i-ésimo individuo sobrevive si no experimenta al menos
una de las componentes de K. En este caso, la funcién
de supervivencia bivariante esta dada por

S12(t1,t2) = P[Ty > t, 6 T, > t;] (20)
que en términos de funciones cépulas estd dada por

S12(t1,t) = 1= Co(1 = 51(£1), 1 = 5,(t2))  (21)

La expresion (21) en [10] recibe el nombre de co-
copula, y para tiempos de fracaso independientes la
expresion (21) se simplifica a

2

Setut)=1-] [a-swn @

K=1

La ecuacién (22) no coincide con el estimador no
paramétrico de Kaplan y Meier.

Por lo tanto, a partir de las expresiones (17) y (21) se
estima la probabilidad de supervivencia como funcion
de la estructura del evento compuesto, lo que hace que
la probabilidad de supervivencia estimada sea diferente,
con base en cada caso a ser analizado.

Considerar la ocurrencia de tres 0 mas eventos donde
al menos dos de los tiempos de fracaso de cada tipo de
evento son dependientes, no se trata de una simple

generalizacién, se deben tomar en consideracion
algunas restricciones a partir de las funciones cépulas
Arguimedianas multivariantes, que en este momento no
es tema de interés.

MATERIALES Y METODOS

Con el propésito de probar el modelo de
supervivencia propuesto, se presenta un esquema de
simulacion para comparar las curvas de supervivencia
cuando los tiempos de fracaso son dependientes versus
tiempos de fracaso independientes.

Supongamos que cada individuo esta expuesto a la
ocurrencia de dos eventos, denotados como A y B,
respectivamente. Primero vamos a considerar que el
evento compuesto consta de al menos un evento y luego
suponemos que consta de dos eventos. Asi, para el
primer caso la probabilidad de supervivencia esta dada
por la expresion (14) y para el segundo caso esta dada
por la expresién (20). En relacién con la ocurrencia de
los eventos, no existe un orden particular de ocurrencia
entre ellos (a menos que la variable bajo estudio, tiempo
de ocurrencia o permanencia, lo amerite, como en los
casos donde se analiza el instante de tiempo en que el
paciente padece alguna recaida en relacién con el
tiempo de intervencidn quirlrgica o muerte). Ademas,
setieneque Y, =Yy =1i=12,..,N.

Sean T;, Y Tip los tiempos de fracaso de cada tipo de
evento experimentados por el i-ésimo individuo. Las
distribuciones bivariantes se generan a partir de
marginales Weibull con pardmetros de forma y escala
a,=2,p=1y a, =2.1,B, = 1.1, para los tiempos
de fracaso T;, y T;g, haciendo uso de la copula de Frank
de la familia Arquimediana.

Se simularon muestras de diferentes tamafios, N =
{600,300,100,50,20,10}, observando que la forma
funcional de la copula no varia en funcion del tamafio
de la muestra. Por esta raz6n se muestra un ejemplo para
una muestra de N = 600 individuos. El periodo de
seguimiento de cada individuo es aleatorio, [0, §;], con
6; como el dltimo instante de tiempo en que fue
observado cada individuo, pero en ese momento no se
observa ninguno de los eventos A o B, esto es, §; es un
tiempo de fracaso censurado a la derecha, lo que implica
que T, < &;. Para este caso particular, se considerd que
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la distribucion de probabilidad de §; es exponencial de
parametro 1 (6 = 1), que es independiente del resto de
los instantes de tiempo registrados para cada individuo.

En cada instante de tiempo t;) donde se observa la
ocurrencia de al menos uno de los eventos, se puede
tener una cierta cantidad de individuos cuyos tiempos de
fracaso son censurados. La suma de esta cantidad de
individuos es igual a N, tal como se indica en [4].

En cuanto al grado de asociacion entre los tiempos
de fracaso, se consideraron desde independencia hasta
un alto grado de dependencia para cada tamafio de N,
cuyos valores son 0.00, 0.20, 0.60 y 0.85, obtenidos
mediante el coeficiente de correlacién tau de Kendall
para funciones cépulas [10].

Cuando las variables aleatorias T;4 Y T;p Son
independientes, la funcion de supervivencia bivariante
para estimar la probabilidad de superar ambos eventos,
estd dada por la ecuacion (19) y la probabilidad de
superar al menos uno de los eventos esta dada por la
ecuacion (22). De lo contrario, usamos las ecuaciones
(18) y (21), dependiendo del caso. En la seccién
siguiente se presentan los resultados, mediante la
aplicacion de estos modelos para estimar la probabilidad
de supervivencia bivariante. Se elabord para ello un
algoritmo desarrollado con el software libre R [15] para
funciones cépulas, mediante las librerias Copula y
VineCopula [16], que puede ser solicitado via e-mail.

RESULTADOS Y DISCUSION

La siguiente matriz de graficos muestra las diferentes
estructuras de dependencia que se pueden describir
entre los tiempos de fracaso de los eventos Ay B.
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Fig. 1. Estructuras de Dependencia con tendencia positiva

El diagrama de dispersién ubicado en la parte
superior izquierda, es una estructura con tiempos de
ocurrencia de los eventos A y B independientes. Los
deméas casos son estructuras de dependencia con
tendencia positiva que oscilan entre 0.20, 0.60 y 0.85.
Esto significa que a medida que ocurre un evento, la
ocurrencia del siguiente evento es casi inmediata. Sin
embargo, la estructura de dependencia que se describa
entre los tiempos de fracaso de ambos eventos también
puede mostrar una tendencia negativa (0.00, -0.20, -
0.60, -0.85), como se muestra en la figura 2.
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Fig. 2. Estructuras de Dependencia con tendencia negativa.

En este caso, la ocurrencia de un evento tiene la
propiedad de retardar en cierta forma la ocurrencia del
siguiente evento, dado que el grado de asociacion entre
los tiempos de fracaso sea menor a -0.60,
aproximadamente. Por ejemplo, desde el punto de vista
clinico, el inicio de un tratamiento médico en un instante
de tiempo “temprano” puede retardar la ocurrencia de
otro evento diferente como la reaparicién de alguna
patologia, pero el inicio “tardio” del tratamiento puede
tener como consecuencia la reaparicion “temprana” del
siguiente evento.

En vista de los diferentes grados de dependencia
entre los tiempos de fracaso de los diferentes tipos de
eventos, se tienen las siguientes curvas de supervivencia
generadas a partir de los modelos de supervivencia
propuestos (Figura 3), con base en los grados y
estructuras de dependencia mostradas en la Figura 1. En
particular se comparan dos estimadores, para dos
diferentes composiciones del evento compuesto.
Cuando los tiempos de fracaso son independientes, el
modelo propuesto 1 (curva azll) se simplifica al
producto de las funciones de supervivencia marginales
(copula del producto) que coincide con el modelo de
Kaplan y Meir (curva gris). En caso contrario, a medida
que el grado de dependencia entre los tiempos de fracaso
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de ambos eventos, se incrementa, la separacion entre las
curvas (azul y gris) es proporcional.

—e—modelo_t  —a—Modelo_2 —e—indep_1 Indes_2 —aModsio 1 —e—Modsio2 —s—indep_1 Indop_2

Fig. 3. Funciones de supervivencia estimadas mediante los
modelos propuestos para tiempos de fracaso dependientes con
tendencia positiva versus tiempos de fracaso independientes.

A partir de la Figura 3, las curvas de supervivencia
identificadas de color amarillo (tiempos de fracaso
independientes) y color ladrillo (tiempos de fracaso
dependientes), estiman la probabilidad de supervivencia
bajo la ocurrencia de al menos uno de los eventos A o B
(ecuaciones 20, 21 y 22), respectivamente. La curva de
color amarillo, en todos los casos se muestra por encima
de resto de los modelos de supervivencia, indicando un
mejor prondstico de supervivencia a partir de ella. Sin
embargo, esta probabilidad de supervivencia puede ser
sobreestimada al no tomar en consideracion el
verdadero grado de dependencia que exista entre los
tiempos de fracaso de cada tipo de evento. Si las
estructuras de dependencia entre los tiempos de fracaso
de los diferentes tipos de eventos tienen tendencia
negativa (Figura 2) entonces las curvas de supervivencia
estimadas a partir de los modelos bivariantes
propuestos, estan dados por (Figura 4):

Fig. 4. Funciones de supervivencia estimadas mediante los
modelos propuestos para tiempos de fracaso dependientes
con tendencia negativa versus tiempos de fracaso
independientes.
Si la relacién de dependencia entre los tiempos de

fracaso es negativa, la forma de las curvas de

supervivencia estimada cambia completamente, como
se muestra en la Figura 4.

A menor grado de dependencia la separacion entre
las curvas de supervivencia es proporcional, pero en
sentido contrario a lo mostrado en la Figura 3. La
probabilidad de sobrevivir a la ocurrencia de al menos
un evento (curva color azul) es menor que si los tiempos
de fracaso fueran independientes (curva color gris). A
pesar de que la curva de color gris muestra un mejor
prondstico de supervivencia esta es una probabilidad de
supervivencia sobrestimada.

En relacién con la ocurrencia de ambos eventos, la
probabilidad de supervivencia es mayor (curva color
ladrillo) que la probabilidad de supervivencia en
relacion con la ocurrencia de al menos uno de los
eventos dado que los tiempos de fracaso son
independientes (curva color amarillo). En este caso, la
curva color amarillo es una subestimacion de la
verdadera probabilidad de supervivencia.

En cuanto a la estimacién de los parametros de la
copula Frank para cada uno de los casos considerados,
se usoO el método de méaxima verosimilitud, obteniendo
los siguientes pares de estimaciones: (t,0) =
{(0.0; 0.0), (0.2; 1.7), (0.6; 7.7), (0.85; 24.2)} y

_ ((0.0;0.0),(-0.2; -1.7), (—=0.6; =7.7),
(-z.0) = { (~0.85; —24.2) }

Tratar la ocurrencia simultanea de dos 0 méas eventos
sobre un mismo individuo, en diferentes instantes de
tiempo no es algo novedoso. Sin embargo, se pueden
considerar algunas aristas que marcan la diferencia en
relacion con la metodologia clasica. EI método
estadistico para tratar el problema de la ocurrencia de
dos eventos sobre un mismo individuo es a través del
método de riesgos en competencia mediante T =
min(Ty, T, ..., T;,) 0 aplicando el método de
combinacion de riesgos propuesto por [17], que consiste
en una generalizacion del estimador cépula gréafico [18]
para mas de dos riesgos en competencia. El estimador
copula grafico resuelve el problema de identificabilidad
y estima las distribuciones marginales para cada riesgo
asumiendo una estructura de dependencia conocida
usando una coOpula especifica para la distribucion
conjunta de los modos de fracaso [19]. Sin embargo,
considerar T = min(Ty, Ty, ..., Tx) no siempre es el
método mas eficiente. Existen situaciones como las
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mostradas en este articulo, via simulacién, donde es
necesario conocer los diferentes instantes de tiempo
donde ocurri6 cada evento de distinto tipo debido a que
ellos pueden ser dependientes y ademas, constituir lo
gue hemos denominado evento compuesto.

Si T, y T, son independientes y T = min(Ty, T,) el
método de riesgos en competencia proporciona el mejor
pronéstico de supervivencia en relacion con la
probabilidad de supervivencia global. Sin embargo,
algunos investigadores consideran que el supuesto de
independencia entre los Ty, de distinto tipo de eventos
debe ser cuidadosamente considerado debido a que
podemos estimar probabilidades de supervivencia
sesgadas si la dependencia es ignorada. Al respecto, en
[8] establece que al considerar la ocurrencia de distintos
tipos de eventos durante el periodo de seguimiento de
cada paciente, se observa una historia parcial del evento,
lo que implica que independencia entre tiempos de
fracaso de diferentes tipos de eventos rara vez puede ser
asumida. Ahora bien, si la dependencia es ignorada el
método de riesgos en competencia podria mostrar mejor
prondstico de supervivencia pero puede ser sesgada y
por consiguiente se hace necesario plantear un modelo
de supervivencia bivariante para tratar el problema de la
dependencia entre los tiempos de fracaso de eventos de
distinto tipo.

La probabilidad de supervivencia estimada varia de
acuerdo a las caracteristicas propias de los tiempos de
fracaso de los diferentes tipos de eventos. Si se estudian
distintas causas de muerte por paciente, el método de
riesgos en competencia es el mas apropiado. En cambio,
si no se trata de causas de muerte sino de diferentes tipos
de eventos no terminales que pudieran por ejemplo
causar alguna patologia en particular, el método
propuesto puede ser una buena opcidn, aunque en todos
los casos no proporcione el mejor pronostico de
supervivencia, en relacién a un método clasico, debido
a que lo importante es que el modelo usado capte la
verdadera relacién de dependencia que existe entre los
diferentes tiempos de fracaso.

Por lo tanto, si los tiempos de fracaso realmente son
dependientes pero los tratamos como si no lo fueran, la
probabilidad de supervivencia puede ser subestimada o
sobrestimada, dependiendo del caso. De lo contrario, la
probabilidad de superar la ocurrencia de ambos eventos
sigue estando dada por el estimador no paramétrico de

Kaplan y Meier. Este estimador es pionero en el analisis
de supervivencia y actualmente a(n continta siendo uno
de los de mayor uso en el campo de la bioestadistica y
otras areas de la medicina donde se aplica la estadistica
como herramienta del andlisis de datos clinicos.

Cabe sefialar que a partir del modelo de
supervivencia propuesto se pueden tratar problemas de
interés practico en relacion a la supervivencia de los
pacientes mediante el analisis de eventos de naturaleza
no terminal. Puede ser de interés practico para un
Ginecologo estudiar los instantes de tiempo en que
ocurren las diferentes lesiones cervico-vaginales en una
misma paciente, que pueden traer como consecuencia a
lo largo del tiempo, el desarrollo del cancer de cuello
uterino (visto como evento compuesto). El virus de
inmunodeficiencia humana (VIH) es una patologia que
también podemos considerar como un evento
compuesto, debido a que se requiere hacer un
seguimiento a cada paciente acerca de la evolucién de
los biomarcadores relacionados con esta patologia,
como son, los instantes de tiempo para cada paciente en
gue la carga viral plasmatica sea mayor a 100000 copias
0 que la poblacién linfocitaria sea menor de 200
células/mm?3 [20]. El modelo propuesto permite medir la
probabilidad de supervivencia a partir de la ocurrencia
de a lo sumo ambos eventos de naturaleza no terminal,
lo que constituye la estructura y ocurrencia del evento
compuesto. Asi, estos y otros casos clinicos pueden ser
tratados en un siguiente trabajo de investigacion donde
se muestre la aplicacion del modelo de supervivencia
propuesto.

CONCLUSIONES

En el articulo se mostr6 que la probabilidad de
supervivencia puede ser determinada a partir del conteo
de eventos sobre un mismo individuo, analizados como
variables aleatorias no latentes. De acuerdo al objetivo,
aplicacion e interés por parte del investigador los
eventos pueden ser agrupados de tal manera que se
defina un nuevo evento que hemos denominado evento
compuesto.

El evento compuesto puede ser de interés particular
en el area de la salud, debido a que muchas de las
patologias estudiadas hasta hoy dia son producto de una
combinacion de otras patologias. Esta situacién puede
generar que los distintos tipos de eventos que conforman
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el evento compuesto, que por tener caracteristicas
similares entre si, los instantes de tiempo en que ocurra
cada evento sean dependientes, asi como también, por
el hecho de que comparten un elemento en comun, el
paciente o individuo bajo estudio.

Puede suceder que sobre un mismo individuo acttan
varios eventos de distinto tipo y sin embargo, sus
tiempos de fracaso sean independientes. Si ese es el
caso, la probabilidad de supervivencia se determina
mediante un modelo clasico del analisis de
supervivencia, como el estimador no paramétrico de
Kaplan y Meier, a partir del producto de las funciones
de supervivencia marginales, que es equivalente a la
funcion cépula del producto. Si se determina que los
tiempos de fracaso son dependientes, la probabilidad de
supervivencia se estima a través de una funcion cépula,
cuya eleccion depende en parte de la forma funcional de
la estructura de dependencia entre los tiempos de
fracaso, y de la funcién acumulada media para eventos

de distinto tipo no recurrentes (FAMER). Por
consiguiente, una ventaja del modelo propuesto es que
puede ser usado para cualquier caso (T;;, independientes
o0 dependientes) debido a que, si los T;, realmente son
independientes, el modelo propuesto se simplifica al
estimador no paramétrico de Kaplan y Meier (1958).

Ahora bien, si los tiempos de fracaso de los distintos
tipos de eventos son dependientes y estos son tratados
como independientes, la probabilidad de supervivencia
estimada es sesgada y las decisiones tomadas a partir de
estos resultados serdn erroneas e ineficientes. Por lo
tanto, dependiendo del area de aplicacion de esta
metodologia estadistica propuesta, el hecho de tener un
mejor pronostico de supervivencia podra resultar a favor
0 en contra de cada una de las unidades bajo
observacion.

APENDICE

Demostracion de Proposicién 1

Sea Y (t) la cantidad de eventos de distinto tipo que
conforman el evento compuesto experimentados por el
mismo individuo en el instante de tiempo t y Y*(¢t) el
ntmero total de individuos en el instante t en riesgo de
experimentar un nuevo evento. La variable aleatoria
Y*(t) esta sujeta a que los instantes de tiempo t sean o
no censurados, esto es, si t es censurado, Y*(t) = N —

1, en caso contrario, Y*(t) = N, asi algunos individuos
tienen chance de ser observados varias veces. Para que
cada individuo i,i = 1,2,...,N experimente el evento
compuesto, requiere ser observado en diferentes
instantes de tiempo a lo largo de su periodo de
seguimiento [0, §;], donde &; es el Gltimo instante de
tiempo en que fue observado el i-ésimo individuo, pero
en ese momento no ocurre ninguno de los eventos de
interés. Asi, la proporcion de individuos que completan
el evento compuesto en el instante de tiempo t esta dada
por, my(t) =Y, (t)/Y*(t), lo que implica que la
proporcion de los que no experimentan este evento, esto
es, los que sobreviven al instante de tiempo ¢, est4 dada
por, 1 —mj(t). Si los tiempos de fracaso en que
ocurren los diferentes tipos de eventos son
independientes, entonces la  probabilidad de
supervivencia esta dada por el estimador no paramétrico
de Kaplan y Meier (1958), esto es, Sgu(t) =
Ht(l)q[l — mj(t)]. Porotro lado se tiene que, My (t) =
Zt(l)<t my(t), es el ndmero acumulado medio de

eventos de tipo k en t, lo que implica que
—In[Sky (®)] = M;(t), que a su vez podemos escribir
como —In[S;(t)] = M;(t), de donde se tiene que
Sr(t) = exp(—My(t)). En relacion con el evento
compuesto, podemos concluir que S;(t) =

exp (—Mg(t)) = exp(— th« Mg (t)). Por lo tanto,
calcular S;(t) = exp(—A(t)) con base en la definicién
de funcidén de supervivencia, es equivalente a calcular
Sr(t) =exp (—M;(t)), de donde se tiene que,
Mg (t) = A(t).

Demostracion de Proposicion 2:

A partir de la Proposicion 1, S;(t) = e ™® = ¢ Mg®,
Ademaés, por definicion de funcién de riesgo (con base

en la ocurrencia de s6lo un evento), se tiene que A(t) =

f® _ 9 0 ey s
Lo = —2ins@ = 5 (-M;(©) = mj (0).

Demostracion de Proposicion 3:

Con base en la Proposicion 1, S;, g(ti,ty, ..., tg) =
exp(— Xk=1 M, (1)) =

exp(—M{(t)) exp(—M%‘(t)) exp(—M,’g(t)) =
S1(t1)S;(t5) oo Sic (ti) = TTik=1 Sk (te)
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Esta igualdad siempre se cumple para la funcion de
supervivencia global, que es igual al producto de las
funciones de supervivencia marginales.
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