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Resumen

Sea X un espacio topologicoy 4 C X definimos 4(D) = {xeX: x=lim,x, & (x,)nen en A},
Al = (4@ (D) y 4B) = U,KﬁA(“) para 3 un ordinal limite. Obsérvese que 4(“1) = 4(@1+1) gl
rango secuencial de A en X denotado por p(4, X) se define como el menor « tal que A(*) = g(@+1),
El rango (secuencial) del espacio X se define por

(X) = sup{p(4,X): AcX}.

Notemos que p(4, X), 2(X) < w;. En general AWX)) ¢ para todo A ¢ X'y la igualdad se cum-
ple cuando X es secuencial. Un espacio topoldgico X es secuencial si'y solo si, todo subconjunto
secuencialmente abierto es abierto. Un conjunto U ¢ X es secuencialmente abierto si para cada
sucesion (x,) ey en X tal que (x,)yen — x € U, existe un entero positivo N € N tal que x;, estd en
Uparatodon> N .

El ¢jemplo tipico de un espacio con rango w) es S, el espacio de Arkhangel’skii-Franklin
[2], [15]. Estamos interesados en determinar hasta que punto S, es un espacio “test” para los es-
pacios con rango secuencial wj, es decir, para cuales espacios de rango w; se puede mostrar que
contienen una copia de S ,. Mas especificamente, diremos que un espacio X contiene una copia de
S, si existe Y ¢ X tal que Y es homeomorfo a §,. Se sabe que existe un espacio no numerable
de rango w; que no contiene copias de S, [5, 2]. Sin embargo, no se sabe qué ocurre para los
espacios numerables [6].

En este trabajo presentaremos algunos resultados que dan condiciones suficientes para que
un espacio contenga una copia de S,,. Nos enfocaremos en los espacios C,(X) de las funciones
continuas de X en R con la topologia de la convergencia puntual. Parte de los resultados se basan
en un analisis de la demostracién de un teorema de Fremlin [7] el cual dice £2(C,(X)) < 1 o
Z(C,(X)) = w. La segunda alternativa naturalmente conlleva una construccion de un subespacio
numerable de C,(X) que, aun cuando en general no es homeomorfo a S, tiene rango w; . Por otra
parte, basado en otro enfoque [11], se obtiene que C),( NMY contiene una copia topoldgica de S ,,lo
cual no ocurre con C p(ZN) como lo probd Arkhangel’skii- Bella en [4].



Introduccion

Una parte importante de muchas areas de las matematicas es el estudio de las propiedades de
convergencia y sus aplicaciones. En el Analisis Real, el lenguaje de convergencia sirve, en par-
ticular, para expresar la continuidad de una funcién o el hecho de que un punto esté cerca de un
conjunto. Es sabido que estas nociones son equivalentes, definidas a través de sus conjuntos abier-
tos y cerraduras por medio de la convergencia.

Normalmente, una topologia no se determina por sus sucesiones convergentes pero si por sus
sucesiones generalizadas, también llamadas redes. La convergencia en los espacios topoldgicos ha
sido un tema de interés para los matematicos por largo tiempo. Su estudio ha generado el surgi-
miento de nuevas clases de espacios, para los cuales existen, en la actualidad problemas aun no
resueltos. Fréchet fué de los primeros en proponer el siguiente problema:

Caracterizar la clase de los espacios que puede ser determinada completamente por sus su-
cesiones convergentes.

Los espacios Fréchet y secuenciales pertenecen al folklore casi desde los origenes de la topo-
logia general. Sin embargo, tales espacios fueron estudiados por primera vez como los conoceimos
actualmente a partir de 1965 por Franklin. Los espacios Fréchet y secuenciales son generaliza-
ciones de los espacios primero numerables y han sido objeto de estudio en distintas areas de las
matematicas.

Un espacio topologico (X, 7) se dice que es secuencial si todo subconjunto U de X secuen-
cialmente abierto es abierto. Diremos que U ¢ X es secuencialmente abierto si para cada sucesion
(X )nery en X tal que x,, — x € U, existe ny € N tal que (x,,),,, estd en U. Todo espacio primero
numerable o métrico es secuencial (lo cual probaremos mas adelante).

Un espacio topolégico Hausdorff (X, 1) se dice Fréchet, si dados 4 € X'y x € A, existe una
sucesion (x,)qen en A4 que converge a x. Un hecho importante es que: si (X, 7) es Fréchet, entonces
(X, 1) es secuencial. En la seccion dedicada a espacios Fréchet de esta monografia mostraremos
este hecho.



Otros ejemplos de espacios secuenciales son:

1. El espacio de Arens, denotado por S5, es el espacio formado por las sucesiones finitas de
numeros naturales de longitud menor o igual que 2 (N<?) con la siguiente topologia: cada
sucesion de longitud 2 es aislada, todo entorno basico de la sucesion (n) consiste de todas
las sucesiones de la forma (n,m) para todos, menos para un numero finito de, m’s y final-
mente un conjunto U que contiene a la sucesion & es abierto si existe una funcion /: N - N
y entero positivo # tal que (m), (m, k) € U para todo m > ny todo k > f(m). El siguien-
te hecho bien conocido proporciona una clara indicacién de la importancia del espacio de
Arens. Un espacio secuencial, regular y numerable es Fréchet si y sélo si no contiene copia
homeomorfa del espacio de Arens [12].

2. La version mas general de Arens es el espacio de Arkhangel’skii-Franklin, denotado por §,,
el cual consiste de todas las sucesiones finitas de nimeros naturales N con la siguiente
topologia 7:

Uer<>{neN:t"'n¢U} es finito

para todo ¢ € U. Es evidente que S, es T», cero dimensional y no tiene puntos aislados.
Ademas, una sucesion (x;);n en S, converge a s € S, sy solo si (x;) ey s eventnalmente
de la forma s"n; para alguna sucesion creciente de enteros (n;). De esto se sigue que S, es
secuencial.

3. Elabanico secuencial, denotado por S (w), es el espacio formado por todos los pares ordena-
dos de niimeros naturales junto con un punto mas que llamaremos {oo }, es decir: NxNu{oo}
con la siguiente topologia: los puntos en N x N son aislados y los conjuntos de la forma

Uy = {(nm) eNxN:m> f(n)} u{oo)

donde /€ NV, son abiertos. El abanico secuencial es Fréchet.

4. Sea (X, ) un espacio topologico, consideremos o, la coleccién de todos los conjuntos 7—
secuencialmente abiertos. o es una topologia, ademas a o, la llamaremos la topologia de
la correflexion secuencial y (X, o) lo llamaremos espacio topoldgico de la correflexion se-

cuencial. (X,o;) es un espacio secuencial, mas adelante en el capitulo 2 probaremos todo
esto.

El espacio de las funciones continuas de [0, 1] en R con la topologia de la convergencia pun-
tual, denotado por C,([0,1]) no es secuencial. La demostracion de este hecho se encuentra en
[3]. Este ejemplo de espacio no secuencial permite demostrar que C,(IR) no es secuencial pues
al tomar 4 ¢ C,(R) como extensién de manera continua de las funciones continuas definidas en
[0, 1] a todos los valores reales, haciéndolas constantes fuera del intervalo [0, 1]. Este conjunto es



secuencialmente cerrado y no es cerrado en C,(R).

En la presente monografia introduciremos la nocién de operador secuencial, rango secuencial
de un subconjunto de un espacio topoldgico y rango del espacio, estas nociones encuentran su mo-
tivacion en determinar hasta qué punto S, es un espacio "test"para los espacios numerables con
rango secuencial w y, mas atin, cudles espacios numerables con rango secuencial w; contienen
una copia de S ,. Recordemos que un espacio X tiene una copia de S, si existe ¥ € X homeomor-
foS..

Sea (X, 7) un espacio topolégico y 4 € X definimos A" = {x e X: x = lim, x, & (x,)en  en
AW = (4@ () y 4B < U,,,<ﬁA(”) para 8 un ordinal limite. Obsérvese que 4@ = 4(@+1) E|
rango secuencial de A en X denotado por p(A4, X) se define como el menor « tal que 4(*) = 4{*+1),
El rango (secuencial) del espacio X se define por

Z(X) = sup{p(4,X): 4 <X}

Notemos que p(4,X),2(X) < w. En general AP4X) ¢ 4 para todo 4 € X y la igualdad se
cumple cuando X es secuencial.

El ejemplo tipico de un espacio con rango wj es S, el espacio de Arkhangel’skii-Franklin [2],
[15]. En este trabajo presentaremos algunos resultados que dan condiciones suficientes para que
un espacio tenga rango secuencial w). Nos enfocaremos en los espacios C,(X) de las funciones
continuas de X en R con la topologia de la convergencia puntual. Parte de los resultados se basan
en un analisis de la demostracion del siguiente Teorema:

Teorema 0.0.1 (Fremlin) Sea X un espacio topoldgico no vacio. El rango secuencial de C,(X)
es: 1 o w.

Para demostrar la segunda alternativa del Teorema 0.0.1 construiremos una funcién H : S, —
Cp(X) que satisface:

1. limje H(1°i) = H(t) para cualquier £ € S ,;

2. Si (#)en €5 una sucesion en S, tal que existe ¢, y (m;);eny con " m; < t;, m; < m;y| para todo
i € N, entonces (H(#;);en) no tiene punto limite en C,,(X);

3. H(s)# H(t) paratodo s #1€S,,.

A la funcién H la llamaremos una F-inmersion, por Fremlin. Ademas la imagen de S, bajo
sera llamada una F—copia de S, en C,,(X). Lo que permite construir un subespacio numerable de
Cp(X) que, ain cuando en general no es homeomorfo a S, tiene rango w,. Una pregunta natural

A},



es: (i existe una F-inmersién entre S, y Z, esta H es una inmersion topologica?.

Por otra parte, usaremos el espacio de Baire N para demostrar que C/,(NN) contiene una
copia de S,. En efecto, Stevo Todorcevic y Carlos Uzcategui [11] mostraron que si (X, 7) es un
espacio topolégico T, regular y con topologia analitica, entonces X es homeomorfo a un sub-
espacio numerable de C p(NN). El espacio Arkhangel’skii-Franklin S, satisface dichas hipotesis,
es decir S, es: Ty, regular y posee una topologia I3 [6], por lo tanto C ,,(NN) contiene una copia
de S, Por otro lado, un resultado de Arkhangel’skii- Bella [4] implica que Cp(fzN ) no contiene
copias de S ,. Sin embargo, como veremos mas adelante, el rango de C [,(2N } es wi. Luego, por el
Teorema 0.0.1 C;,(ZN) es un espacio que contiene una /- copia de S, pero no una copia topolo-
gica de S, El siguiente lema implica nuestra anterior afirmacion de que c,,(zN) tiene rango w;.

Lema 0.0.2 /7, pag 378] Sea X es un espacio compacto. £(C,(X)) = 1 si, y sélo si, [0, 1] no es
imagen continua de X.

Puesto que [0, 1] es imagen continua de 2N y 2N es compacto, entonces por el lema anterior
tenemos que £(C,(2V)) # 1. Aplicando el teorema 0.0.1 tenemos que Z(C,)(2N)) = wWy.

Laproblema que motivo este trabajo era originalmente determinar las condiciones topoldgicas
de un espacio numerable X para que contenga copias de S,. Esto origind una segunda pregunta:
es cierto que todo espacio topolégico numerable X con Y (X) = w; contiene copias topologicas
de S,?. Sabemos que cp(zN) es un espacio no numerable que tiene rango secuencial w| y no
posee copias topologicas de S ,. Sin embargo, en este trabajo mostraremos que C ,,(2N) contiene
una copia secuencial de §,. Ademas, en [5] presentan un ejemplo, diferente al espacio CP(ZN),
de un espacio no numerable de rango w; que no contiene copias de S ,.

La monografia se estructura de la siguiente manera: el capitulo 1 se divide en 7 secciones; en
la primera de ellas se define espacios secuenciales y se dan algunas caracterizaciones de espacios
secuenciales. La seccion 1.3 esta dedicada al estudio de los espacios Fréchet. Ademas mostrare-
mos que todo espacio Fréchet es secuencial, el reciproco es falso. En la seccion 1.4 definimos el
rango secuencial de un subconjunto de un espacio topoldgico X denotado con p(A4, X) y el rango
secuencial del espacio denotado con £(X), ademas de mostrar algunas propiedades del rango se-
cuencial probamos que dado un espacio topoldgico X, este es secuencial si y solo si All4X) =4
para todo 4 € X. En la seccidon 1.5 se presentan algunas nociones combinatorias de la teoria de
conjunto, mientras que en las secciones 1.6, 1.7 y 1.8 se definen los espacios: abanico secuencial,
Arens y Arkhangel’skil- Franklin, respectivamente. Mostraremos ciertas propiedades topoldgicas
de los espacios mencionados y determinaremos el rango secuencial de cada uno de ellos.

En el capitulo 2, se define una nueva topologia sobre un espacio topologico dado (X, 7) deno-
minada la topologia de la correflexion secuencial [10], denotada con o.. Mostramos propiedades
importantes entre los espacios topoldgicos (X,7) y (X, o). Ademas, probamos que el espacio



topolégico (X, o) es secuencial. En la seccion 2.2 definimos los espacios peine y damos el con-
cepto de diagonal principal en un espacio peine. Mostramos que si un espacio X es un peine sin
diagonales si y sélo si (X, o) es homeomorfo a §;. Para concluir el capitulo 2, definimos los
espacios abanicos y damos el concepto de diagonal principal de un abanico. Mostramos que si un
espacio X es un abanico sin diagonales si 'y solo si (X, o) es homeomorfo a S (w).

En el capitulo 3, comenzamos definiendo algunos tipos de inmersiones entre dos espacios to-
pologicos y se demuestra que dada una inmersién £ entre los espacios X e Y, para todo 4 € X se
tiene: p(4,X) < p(F(4),Y), y mas atn que £(X) < E(Y). Continuamos el capitulo con una sec-
cidn dedicada al estudio de los espacios de las funciones continuas de X en R con la topologia de
la convergencia puntual, denotado con C,(X). Alli mostramos que si un espacio X es numerable,
entonces C,(.X) es primero numerable. Para finalizar esta seccion, determinamos el rango secuen-
cial de C,(2") y C,([0,1]) empleando un resultado mostrado por Fremlin en [7]. La seccién 3.2
contiene una demostracion mas general del Teorema 0.0.1, es decir, construimos una inmersion
secuencial entre S, y C,(X) en vez de una /- inmersion. Permitiendo obtener el siguiente resul-
tado: Si X(C,(X)) > 2, entonces existe ¥ ¢ C,(X) tal que S, es secuencialmente homeomorfo a
Y el cual denotaremos de la siguiente manera S, 2 Y. Ademas S, es homeomorfo a (¥, o).

Luego de esto, en la seccion 3.3 damos algunas conclusiones de este trabajo y por dltimo, en
la seccion 3.4 dejamos planteadas algunas preguntas que surgieron durante el desarrollo de esta
monografia.

10



Conceptos basicos

CapiTuLo 1

Conceptos basicos |

Este capitulo esta dedicado al estudio de los espacios secuenciales, que son una generalizacion
de los espacios primero numerables y por lo tanto de los metrizables. Comenzaremos definiendo
espacio secuencial y daremos algunas caracterizaciones.

1.2. [Espacios Secuenciales

Definicién 1.2.1 Un espacio topologico X se llama secuencial si dado A ¢ X tenemos que A es
cerrado si y sélo si para toda sucesion (x,),en en A, con (x,)peny — X, implica x € A .

Proposicion 1.2.2 /8] Sea X un espacio topoldgico. Si para cualquier A ¢ X que no sea cerrado,
existe una sucesion (x,)pen en A con (X, )peny = X € AN A, entonces X es secuencial.

Demostracion. Sea 4 ¢ X y supongamos que 4 = 4 . Tomemos una sucesion (x, ),y en A4 tal que
(xX2)nen — x . Luego x € A pues de lo contrario x € X\4 y x no seria punto limite de (x,),ex - De
esta forma queda probada la necesidad en la definicion 1.2.1. Ahora demostremos el reciproco.
Supongamos que toda sucesion en 4 que sea convergente, converge en 4 . Requerimos verificar
que A = A . Procedamos por contradiccion. La hipétesis nos garantiza la existencia de una suce-

sion (x,)uen en 4 , tal que (x;) ey — x € Z\A, lo cual contradice nuestra suposicién. De aqui que
A = 4 y por lo tanto X es secuencial. 0

En base a la proposicidn anterior, obtenemos que los espacios discretos son secuenciales. En
efecto, sea X un espacio discreto. Dado que la afirmacién 4 = 4 es falsa para todo 4 c X se satis-
face la hipotesis en la proposicion 1.2.2, y por lo tanto X es secuencial. Otra clase importante de
espacios secuenciales, son los primero numerable. Recordemos qué significa que un espacio sea

Espacios con Rango secuencial w) 11



Conceptos basicos

primero numerable.

Definicion 1.2.3 Sea X un espacio topolégico. Diremos que X es primero numerable, si para
cualquier punto x de X existe una coleccion numerable {U,},ez+ de entornos que contienen a
x tales que cualquier entorno U que contiene a x, contiene al menos uno de los conjuntos U,

(U, c U).
Proposicion 1.2.4 Todo espacio primero numerable es secuencial.

Demostracion. Sea 4 ¢ X con 4 # A . Tomemos x € 4\4 y una base numerable {U, },n de en-
tornos que contienen a x . Paracada i € N | elijamos un x; e An U n Uz n...n U; . De esta forma,
obtenemos una sucesion (x,)nen €n 4 que por construccién converge a x . Es decir, el espacio X
es secuencial. |

Corolario 1.2.5 Todo espacio métrico es secuencial.

Demostraciéon. Sean (X, d) un espacio métrico y x € X . Como la familia {B(x, 1—17) :ne N} esuna
base numerable en x , de la proposicion 1.2.4 deducimos que (X,d) es secuencial. ]

En la seccién 1.4 definiremos la clausura secuencial de un subconjunto de un espacio topo-
logico. Ademaés en el capitulo 3 trabajaremos con mas detenimiento el espacio de las funciones
conti-nuas de R en R. Por ahora el objetivo del siguiente ejemplo, aunque no haremos todos los
detalles, es mostrar un conjunto secuencialmente cerrado que no es cerrado. En la seccion 3.1
mostraremos otro ejemplo de un espacio no secuencial.

Ejemplo 1.2.6 Consideremos las funciones continuas de R en R, con la topologia producto. Es
decir el espacio (RR, )

Denotaremos con C(IR) a las funciones continuas de R en R. Si aplicamos el operador clausura
secuencial a C(R), hasta estabilizarlo, obtenemos las funciones Bolerianas (B(R)), que forman
un conjunto 7,— secuencialmente cerrado. Por otro lado, m = R® que es un conjunto cerrado.
Claramente R® % B(R). En conclusién, las funciones borelianas de R en R forman un conjunto
7,~ secuencialmente cerrado y no es cerrado en (RE, Tp).

Otra manera de caracterizar los espacios secuenciales es:

Sea X un espacio topologico. Recordemos que una sucesion (x, ),y en X esta finalmente en
A c X, s1 existe un entero positivo N € N tal que x, estad 4 paratodon > N .

Espacios con Rango secuencial w; 12



Conceptos basicos

Definicion 1.2.7 Sean X un espacio topologico y U c X . Se dice que U es secuencialmente
abierto si cualquier sucesion (x,)nen en X tal que (x,)pen — x € U, estd finalmente en U .

Es claro que todo abierto (cerrado) es secuencialmente abierto (secuencialmemte cerrado).El
reciproco no es cierto, es decir si un conjunto U es secuencialmente abierto no necesariamente U
es Abierto, lineas arriba mostramos un conjunto secuencialmente cerrado que no es cerrado. El
correspondiente reciproco nos proporciona otra caracterizacion de los espacios secuenciales.

Teorema 1.2.8 Un espacio topologico X es secuencial, siy solo si todo subconjunto secuencial-
mente abierto es abierto.

Demostracion. Sea U c X secuencialmente abierto. Probemos que X\U es cerrado. Suponga-
mos lo contrario, es decir, el conjunto X\U no es cerrado. Por hipotesis, existe una sucesion
(x7)neny € (X\U) tal que (x,)pen — x € (X\U)\(X\U) . De esta manera obtenemos que () eN
no esta en U, en particular (x,,),en no estd finalmente en U, y ademads x € U . Esto contradice que
U es secuencialmente abierto y por consiguiente X\U es cerrado. Ahora probemos el reciproco
del teorema. Para ello, utilicemos la proposicién 1.2.2. Sea 4 ¢ X con 4 # A . De esta manera,
X\4 no es abierto y, por hipétesis tampoco es secuencialmente abierto. De aqui se desprende que
existe una sucesion (x, ),y en X con (x,)en —~ x € X\4 y que no esta finalmente en X\4 , es
decir, la sucesion (x,)qey estd finalmente en 4 . Asi que, existe un N € N tal que (x,),»n estd en
A . De lo anterior, concluimos que x € 4\4 y por lo tanto el espacio X es secuencial. m

Una pregunta natural es: ;la clase de los espacios secuenciales es diferente a la de los primero
numerables?. Enseguida proporcionamos un espacio secuencial que no es primero numerable.

Ejemplo 1.2.9 Consideremos el siguiente conjunto:

X ={az} J{(n):n e N} J{(n,m) : n,m ¢ N}

Grdficamente

(0,0) {0, 1) {0, m) {1,0) {1, m) {0} (1)

Espacios con Rango secuencial w; 13



Conceptos basicos

Definamos la siguiente topologia 7 sobre el conjunto X: Un conjunto 4 ¢ X es abierto si:
1. & € A, entonces existe n, tal que para todo »n > ny se tiene que (n) € 4.
2. (n) € A4, entonces existe ko, tal que para todo k > k se tiene que {(n, k) € 4.

3. los puntos (n,m) son aislados, para algin n € Ny m ¢ N.

Llamaremos al espacio topologico (X, 7) espacio de Arens y lo denotaremos con S».
Notemos de las expresiones anteriores que el espacio de Arens tiene complejidad I'[g.

Caracterizemos las sucesiones convergentes de Arens: sea (#).n una sucesion en S, tal
que f; - ¢ entonces debe ocurrir lo siguiente:

1. Sit={@} entonces, existe ng € N tal que t; € {(n) : n e N} para todo / > ng
2. Sit = (n) entonces, existe mq € N tal que 4 € {{n,m) : m ¢ N} para todo / > myg

3. Si¢={n,m) entonces, {; es eventualmente constante.

Lema 1.2.10 S, es un espacio secuencial

Demostracion. Sea U € S, secuencialmente abierto, demostraremos que U es abierto. En efecto
consideremos x € U, asi tenemos los siguientes casos:

1. Si x = {@} entonces, como U es secuencialmente abierto se tiene que toda sucesion (X, )yen
en S tal que x, converja a x € U implica que existe ng € N con (x,,) en U para todo n > ny.
Luego, tomemos a x, = (n) para todo #n € N. Puesto que (x,) € Uy U es secuencialmen-
te abierto entonces, para cada punto de {{n):» € w} tenemos que cualquier sucesion en
{{n,m) : m e N} converge a (n), para cada n € N. Por lo tanto U es abierto.

2. Six = (n) con n € N fijo. Puesto que U es secuencialmente abierto en S, entonces toda
sucesion (7, ),en en S tal que 7, converja a x € U implica que existe mg € N tal que #, € U
para todo n > myg. Luego, si consideramos #, = (n,m) para todo m > my, tenemos que #, € U
por tanto U es abierto.

3. Six = (n,m), por hipdtesis U es secuencialmente abierto. Asi tenemos que para cada su-
cesion (z,)ney €n S2 con z, — x, entonces existe ny € N tal que z, € U para todo n > ny.
Luego, por como caracterizamos las sucesiones convergente en Arens se tiene que z, debe
ser eventualmente constante, por ende z, € U. En consecuencia U es abierto. O

El espacio de Arens es secuencial y no es primero numerable.
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Lema 1.2.11 S, no es primero numerable.

Demostracion. Sea {U,},cy una coleccion numerable de abiertos que contienen a la sucesion
{@} € S,. Encontraremos un abierto U que contenga a {@} tal que U, ¢ U para todo n € N,
es decir U no contiene ninguno de los U,. Sin perdida de generalidad podemos suponer que
U) 2 Uy > Uz o --. Como U, es un abierto que contiene a &, entonces existe n; € N tal que
(n) € U, para todo n > n;. Ademés como (r) € U y U es abierto entonces existe mr]n e N tal que
(n,m) € U, para todo m > m,',]. Por otro lado, Como U, es un abierto que contiene a &, entonces
existe np € N, con my > ny, tal que (n) € U, para todo n > n;. Ademas como (n) € U, y U, es

abierto entonces existe m> ¢ N tal que (n,m) € U, para todo m > m?,, con m> > m) 'y asi sucesi-

o m = "y 4
vamente para el resto de los U,. Ahora bien, consideremos el siguiente conjunto 4 = U;(n;, m, ),
entonces U = 5, \ A4 es abierto. Finalmente podemos notar que U no contiene ninguno de los U,

por lo tanto S no es primero numerable. )

Un espacio topoldgico (X, 7) es Hausdorff o 75, si dados x,y € X distintos, existen entornos U
de xy V de y tales que U n V' = @. Probemos que el espacio de Arens es Hausdorff.

Lema 1.2.12 S es Hausdorff.

Demostracion.

1. Sean (n,m) y (/,k) dos puntos en el segundo nivel de S, distintos, por ser puntos aisla-
dos son abiertos. Asi, se tiene que existen U = {{n,m)} y V = {{l,k)} abiertos tales que
unv=g.

2. Sean (n,m) y (n) dos puntos en S,. Consideremos a U = {(n,m)} abiertoy V = {(n)} U{{n, m+
1} : para todo m € N}. V es un abierto que contiene a (r). Ademas, se tiene que UNV = .

3. Sean (n) y (k) dos puntos distintos en el primer nivel de S;. Luego, existen abiertos U =
{n)}U{(n,m) :me N}y V = {{k)} U{(k,m) : m ¢ N} que contienen a (n) y (m) respecti-
vamente, tales que UNV = @.

4. Sean (n) y @ dos puntos distintos de S, existen abiertos disjuntos que contiene a (n) y &,
respectivamente. Los cuales son U = {(n)}U{(n,m) :m e N} y V= {@}U{(n+1):ne
N}U{(n+1,m):meN}.

5. Sean (n,m) y @ dos puntos distintos de S, existen abiertos disjuntos que contiene a {n, m)
y &, respectivamente. Los cuales son U = {{n,m)} y V' = §,\U.
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Los casos anteriores muestran que S, es Hausdorff. |

Un espacio X es compacto por punto limite si: cada subconjunto infinito de X tiene un
punto limite. Esta definicion la introdujo Fréchet y es mas débil que la definicion de compacidad
por cubrimientos, aunque coinciden cuando se trata de espacios métricos.

El espacio de Arens no es compacto, pues simplemente S, tiene infinitos puntos aislados.
Mas adelante mostraremos que el espacio Arens posee un subespacio que no es secuencial. Dicha
demostracion contiene un conjunto U que es secuencialmente abierto y este no es abierto en el
sub-espacio.

Una pregunta importante es: jla imagen continua de un espacio secuencial es secuencial?. En
[8], muestran que existe un espacio (Z,T) que no es secuencial y tal que la secuencialidad no se
preserva bajo funciones continuas. En efecto, cualquier funcion f: (Z,tp;s) = (Z,7) es continua
y por la observacion hecha en la proposicion 1.2.2, el espacio (Z, Tp;s) es secuencial. Las siguien-
tes definiciones y caracterizaciones nos permitiran mostrar cuando la secuencialidad se preserva:

Definicion 1.2.13 Una funcion f: (X,7) — (Y,1") continua y sobreyectiva se llama abierta si la
imagen de fodo conjunto abierto es abierta, y recibe el nombre de cerrada si la imagen de todo
conjunto cerrado es cerrada.

Definicion 1.2.14 Sean X y Y espacios topoldgicos. Una funcion f: X — Y continua y sobreyec-
tiva se llama cociente, si f~'(U) € 1(X) implica que U € t(Y) para todo U c Y .

Proposicion 1.2.15 /8] Toda funcion abierta o cerrada es cociente.

Demostracién. Sea f : X — Y una funcidén continua y sobreyectiva. Consideremos el conjunto
7 (U) e x(X) |

Supongamos que f es abierta. Luego, se cumple que f(f~'(U)) = U e 7(Y) . Ahora bien,
si f es cerrada, entonces f(X\f(U)) = f(X)\f(f~'(U)) = Y\U es un subconjunto cerrado,
es decir, U € 7(Y) . De esta manera hemos probado que si f es una funcién cerrada o abierta,
entonces f es una funcion cociente. O

Como mencionamos lineas arriba, la imagen continua de un secuencial no es necesariamente
secuencial. Pero la secuencialidad si se preserva bajo funciones cocientes, como lo muestra el

siguiente resultado.

Teorema 1.2.16 /8] La imagen cociente de un espacio secuencial es secuencial.
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Demostracion. Sean X'y Y espacios topologicos tales que X es secuencial y /': X — Y es una
funcién cociente. Probemos que Y es secuencial. Tomemos un U ¢ ¥ secuencialmente abierto. En
virtud del teorema 1.2.8, basta mostrar que U € 7(Y) . Afirmamos que £~ (U) es secuencialmente
abierto. En efecto, sea s = (x,) ey una sucesion en X con s — xq € £~ (U) . Por ser f una funcién
continua, obtenemos que f(s) = f(xo) € U . Como U es secuencialmente abierto, la sucesion
f(s) esta finalmente en U . Luego, la sucesion s esta finalmente en f~'(U) y por consiguiente,
la afirmacion es verdadera. Dado que X es secuencial, obtenemos que /= (U) € 7(X) y por ser f
una funcién cociente, el conjunto U es abierto. O

Corolario 1.2.17 [8] La imagen bajo una funcion abierta o cerrada de un espacio secuencial, es
secuencial.

Demostracion. La conclusion se desprende de la proposicion 1.2.15 y del teorema 1.2.16. O

Lema 1.2.18 Sean X e Y espacios secuenciales y [ : X — Y una funcion. f es continua si, y solo
si, para cualquier sucesion (x,)nen € X se cumple (x, - a = f(x,) = f(a)).

Demostracion.

1. Supongamos que f es continua. Dada una sucesién (x,) que converge a a, queremos probar
que f(x,) converge a f(a). Sea U un entorno de f(a). Entonces /~' (U) es un entorno de a,
y por lo tanto existe un entero N tal que x, € /= (U), para todo n > N. Entonces, f(x,) € U
para todo n > N. Esto muestra que f(x,) converge a f(a)

2. Probemos que f es continua.
Sea U ¢ Y abierto, probemos que f~'(U) es abierto en X. En efecto, sea x € f~'(U) enton-
ces f(x) e U. Asi, por hipétesis se tiene que existe ng € N tal que f(x,) estd en U, para todo
n > ng. En consecuencia, se tiene que (x,) ey esta en f"l (U) para todo n > ny. Ademas,
puesto que la sucesién (x,) converge a x € £~ (U) y (x,)qen esta en f~1(U), entonces
/~H(U) es secuencialmente abierto. Por otro lado, /~'(U) € X y X es secuencial, por lo
tanto f~'(U) es abierto en X. O

El siguiente ejemplo muestra que la secuencialidad no se hereda. Es decir, probaremos que el
siguiente subespacio posee un conjunto secuencialmente abierto que no es abierto.

Ejemplo 1.2.19 La secuencialidad no es una propiedad herediaria.
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Demostracion. Consideremos Y = {@} U{(n,m) : n,m € N} subespacio de S, con la topologia
de subespacio. Probemos que Y no es secuencial. En efecto, sea U = {@&} secuencialmente abierto
en Y; puesto que las tinicas sucesiones que convergen a {&J} en Y son las eventualmente constante
@. Ademas U no es abierto en Y ya que sus conjuntos abiertos son todas las intersecciones de
conjuntos abiertos de S, con Y y recordemos que un abierto en S, que contiene a {@} también
contiene (n) € 4 para algun n > ny. ]

Sin embargo, la secuencialidad si se hereda a abiertos y cerrados.

Lema 1.2.20 /8] Todo subespacio abierto o cerrado de un espacio secuencial, es secuencial.

Demostracion. Sea X un espacio secuencial y U c X abierto. Tomemos un subconjunto secuen-
cialmente abierto V' en U . Afirmamos que V es secuencialmente abierto en X . En efecto, sea
(1 )neny una sucesion en X con (x,)eny — x € ¥V < U . Como todo conjunto abierto es secuencial-
mente abierto, tenemos que (x,, )y estd finalmente en U . Por ser V' secuencialmente abierto en U
, deducimos que (x,),en estd finalmente en 7. Por lo tanto, V es abierto en X'y en consecuencia
también lo es en U . De esta manera concluimos que U es secuencial. Sea I ¢ X cerrado. Para
probar que F es secuencial, utilizaremos el hecho que: Un espacio topologico X es secuencial siy
solo si, todo subconjunto secuencialmente cerrado es cerrado. Sea K c F' secuencialmente cerrado
y probemos que X\K es abierto. Basta verificar que X\K es secuencialmente abierto. Considere-
mos una sucesion s = (x, ) ey con s ~ x € X\K . Si x ¢ F, como X\F es secuencialmente abierto,
entonces s esta finalmente en X\F ¢ X\K . Ahora fijémonos en el caso cuando x € /*. Supongamos
que existe una subsucesion s’ de s tal que s’ ¢ Ky s’ — x . Debido a que K es secuencialmente
cerrado, la sucesion s’ converge en K , pero x ¢ K . Por lo tanto, la sucesion s esta finalmente en

X\K. 0

1.3. Espacios Fréchet

Definicion 1.3.1 Un espacio topologico X se llama espacio Fréchet, si para cualquier A ¢ X'y
x € A, entonces existe una sucesion (x,)peN en A tal que (x;)pen — X.

Por ejemplo, los espacios métricos son Fréchet. Asi como para el caso de los secuenciales, los
primero numerables también son espacios Fréchet, como enseguida lo mostramos

Teorema 1.3.2 Todo espacio primero numerable es Fréchet.

Demostracion. Sea X un espacio primero numerable y sea 4 ¢ X. Tomemos x € 4 . Por hipdtesis,
existe una base numerable {U, : n € N} en x . Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que
Upi c Uy paraneN . Como U,n4 #+ @ conneN,escogemos x, € U, n 4 para cada n . Luego
(x,)nen €Sta A y por construccion, esta sucesion converge a x . 0
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El reciproco del Teorema 1.3.2 no se cumple, ya que el espacio Abanico secuencial S (w), que
definiremos mas adelante en la seccion 1.6 , es Fréchet y no posee base numerable para el punto
{oo}. El siguiente resultado nos muestra que la clase de los espacios Fréchet forma parte de la de
los secuenciales

Proposicién 1.3.3 Todo espacio Fréchet es secuencial.

Demostracion. Sea X un espacio Fréchet y sea 4 ¢ X . Supongamos que 4 # A . Tomemos
x € A~ A . Por hipétesis, existe una sucesion (x,,),ey en 4 tal que (x;,),eny = x € A\4 . Por lo tanto,
de acuerdo a la proposicion 1.2.2, el espacio X es secuencial. o

El reciproco de la proposicion anterior no se cumple, es decir, existen espacios topologicos
que son secuenciales y no son Fréchet. El siguiente ejemplo muestra esto:

Lema 1.3.4 S, es secuencial y no es Fréchet.

Demostracion. En el lema 1.2.10 mostramos que S es secuencial. Ahora probaremos que 52 no
es Fréchet. En efecto, consideremos A4 = {{n,m):n,m e N} € §,, podemos notar que 4 = S.
Ahora bien, tomemos {@} € A por como caracterizamos las sucesiones convergentes en S, pode-
mos notar que no existe una sucesion en A tal que ella converja a {@}, ya que las unicas sucesiones
convergentes a {&} estan eventualmente en {(n) : n € N} € S, y claramente el conjunto 4 no con-
tiene una sucesion de estas. Por tanto podemos concluir que S5 no es un espacio Fréchet. O

El siguiente resultado, tomado de [12], muestra la importancia del espacio de Arens.

Lema 1.3.5 Un espacio secuencial, regular y numerable es Fréchet si y solo si no contiene copia
homeomorfa del espacio de Arens S ;.

Los espacios Fréchet si son hereditarios. En lo que sigue, el simbolo Cly(A4) significara la
cerradura de 4 c Xen (X, 7).
Proposicion 1.3.6 /8] Todo subespacio de un espacio Fréchet , también es un espacio Fréchet.
Demostracién. Sea (X, 7) un espacio Fréchet y ¥ c X un subespacio. Tomemos Z ¢ Yy x €

Cly(Z).Como Cly(Z) = Clx(Z)n Y , tenemos que x € Cly(Z) . Por hipdtesis existe una sucesién
s = (x,)nen €n Z tal que s — x . Por lo tanto, el subespacio Y es Fréchet. 0
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1.4. Rango secuencial

A cada espacio (no necesariamente secuencial) se le asocia un ordinal & < w), llamado el ran-
go secuencial del espacio. Este ordinal acota la iteracion mds larga posible del operador secuencial
que definiremos a continuacion. En el capitulo 3 daremos un ejemplo de un espacio no secuencial
que posee rango w.

Definicion 1.4.1 Sea X un espacio topologico y A € X definimos el operador secuencial como.
A = 4
A0 2 {xeX:x=limx, & (x,)pen en A}
nH
Cabe destacar que podemos aplicar, de nuevo, el operador secuencial a A" Asi podemos definir:
A(£y+1) _ (Aa)(])
vy para 8 un ordinal limite

AB) UA(G')
<

Cuando este operador secuencial se estabiliza, es decir el menor ordinal B tal que A#*") = 4#),
diremos que la clausura secuencial de A en X es :

Cl(4) = Ja“
a<f

Notemos que 4 € A ¢ 4@ ¢ < 4@ Ademas, recordemos que la clausura de 4 se puede
obtener como la interseccion de todos los conjuntos cerrados que contienen al conjunto 4, es decir
A={B:4<B & B cerrado}.Porende, también podemos obtener:

Cly(A)y=({B:4<B & B secuencialmente cerrado}.
Por la definicidn 1.4.1 mostraremos el siguiente lema.

Lema 1.4.2 A(@) = gle+]) para todo espacio topologico X y A € X.

Demostracion.

(i) Por definicion 1.4.1 se tiene claramente que PICOR-ICIR
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(i) Ahora veamos que 4(@1+1) ¢ 4(wn),
Consideremos x € 4@ *1)_asi existe N € N tal que la sucesion (x, ) estd en Alen) para to-
do n > Ny ademas x = lim,, x,,. Por otro lado, como (x;) ey esta Al yA(‘“') = Up<w|A(p),
entonces para cada n € N existe p, < w) tal que x,, € Alen), Luego, como union numerable
de numerables es numerable, consideremos « = |, p,; < wi, en consecuencia (X, )uen €sta

en A(®) Entonces x € 4@*) ¢ 4l 4

Definicion 1.4.3 El rango secuencial A en X, denotado por p(4,X), se define como el menor or-
dinal « tal que Al@) = gla+l)

Definicion 1.4.4 El rango del espacio X se define como:
L(X) = sup{p(4,X) : 4 € X}

Notemos que p(4, X),Z(X) < wy, para todo 4 € X.

Lema 1.4.5 Sea X un espacio topolégico, A € X, y o < wy, entonces A®) ¢ 4

Demostracion. La prueba de este lema la haremos por induccion.

1. (Base inductiva).
Consideremos A" = {xeX: 3I(x)pen en A, con x,>x}yxe AN, probemos
que x € A. Puesto que x € A" entonces existe una sucesion (X )nen en A tal que x = lim x,,.
Por otra parte, sea U un conjunto abierto tal que x ¢ UU. Como U es abierto entonces, existe
ng € N tal que x, estd en U, para todo n > ny. En consecuencia se tiene que (X, ).y esta en
UNA, por tanto UM A # &. Esto muestra que x € A.

2. (Caso Sucesor).
Supongamos que Al c 4, probemos que A1) ¢ 4 En efecto; Sea x ¢ 4(®*!) entonces,
existe una sucesion (x, ),en en A ¢ 4 tal que x = lim x,,. Por otro lado, consideremos U
un abierto tal que x € U. Luego, existe nyp € N tal que (x,) esta en U, para todo n > ng. En
consecuencia /(A4 # &, por tanto x € A.

3. (Caso Limite).
Sea «— limite y supongamos que para todo § < « se tiene A¥) ¢ 4. Consideremos x € A(®),
entonces x = limx, con x, € Uge, A%); es decir, (Yn € N)(38, < a)(x, € A¥7) ¢ 4). Por
otro lado, sea x € U con U abierto. Por convergencia sabemos que (Ing € N)(Vn > ng)(x, €
U). Asi tenemos que x,, € Uy x,,, € A®) ¢ 4, en consecuencia UNA # . Por lo tanto,
xeA. o
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Corolario 1.4.6 A ¢4 para todo A € X.

Demostracion.

1. Supongamos que p(4,X) < wy, por el lema 1.4.5 tenemos que ACAX)) ¢ g

2. Sip(4,X) = w; entonces veamos que 4#(4X)) ¢ 4. En efecto, sea x € 4(“). Recordemos
que Al = Ug<w, A asi sabemos que existe @g < w; tal que x ¢ Ale0) ¢ 4. Lo cual
prueba que, x € 4. 0

Antes de demostrar el siguiente teorema es importante mensionar que AW(A4X) s el menor
conjunto secuencialmente cerrado que contiene a A, ya que él posee todos los puntos limites de
cualquier sucesion convergente en A y sus iteradas hasta p(4, X).

Teorema 1.4.7 X es secuencial si, y solo si, AWAX) ~ g para todo A € X .

Demostracion.

1. Probaremos(<)
Consideremos 4 € X secuencialmente cerrado, probemos que 4 es cerrado. En efecto, Como
A es secuencialmente cerrado entonces 4 = AY(4X)) | Luego, por hipétesis, tenemos que
APAX)) Z 74 En consecuencia 4 = 4, por tanto A4 es cerrado. Finalmente se tiene que X es
secuencial.

2. Probemos (=)
Sea 4 ¢ X, como X es un espacio secuencial, entonces para 4 secuencialmente cerrado se
sabe que es cerrado. Asf se tiene que 4 = A. Ahora bien, el hecho que 4 sea secuencialmente
cerrado implica que 4 = APAX)) Por tanto, concluimos que AWAX) 27 O

Lema 1.4.8 Si X es un espacio Fréchet, entonces L(X) = 1

Demostracion. Sea X un espacio Fréchet, por la proposicion 1.3.3 se tiene que X es secuencial y
por el teorema 1.4.7 obtenemos que 4% X)) = 4, para todo 4 € X. Por otro lado, para cualquier
A ¢ X se tiene que A© = 4 y AM = 4u {xeX:x=lim,x, & (x4)pen en A}.En conse-
cuencia A" = 4, por lo tanto £(X) = sup{p(4,X): A S X} = 1. m]

Corolario 1.4.9 Si X es un espacio métrico, entonces AF “4X) =7, para todo A ¢ X. Ademas el
rango secuencial de éste es igual a 1.

Demostracion. Recordemos que todo espacio métrico es Fréchet. El resto de la prueba se des-
prende del lema 1.4.8. O
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1.5. Nociones combinatorias

Esta seccion esta dedicada al estudio de la teoria de arboles, que para la teoria descriptiva de
conjuntos y nuestro trabajo es muy importante, ya que nos dié un enfoque geométrico del espacio
de Arens definido en 1.2.9 y nos dard un enfoque geométrico del espacio S, que definiremos mas
adelante en este capitulo.

Sea A un conjunto no vacio. Si s ¢ 4N (el conjunto de todas las sucesiones finitas de ele-
mentos de 4 incluyendo la sucesiéon vacio {@}), entonces |s| denota la longitud de s. Sea s =
(ag,ay,...,a,-1) € AN, Definiremos

d' = aa.a,ae A,n>0

N——
n-veces

observemos que @’ = &5. Si s = (ag,ay, ...ay-1) € AN y m < n, entonces definimos a
t=slm=(ag,ay,....an-1)

y diremos que ¢ es un segmento inicial de s, 0 s es una extension de 7, y que escribiremos ¢ < s
0 s > t. Ademas escribiremos ¢ < s cuando ¢ < s 0 ¢ = 5. Por otra parte, diremos que s y ¢ son
compatibles si uno es una extension del otro; en caso contrario diremos que son incompatibles, y
escribiremos s L 7. Notemos que, s L 7 si, y s6lo si, existe i < |s], |7] tal que s(i) # #(i).

Sean s = (ag,ay,--.sdn-1) y 1 = (bg,b1,..., bm—1) dos sucesiones finitas. Definiremos la conca-
tenacion de dos sucesiones, la cual denotaremos por s7¢, a la sucesion

(a()’al’ ~"7ai1—19b03b17 ~-«’bm—|)

Sise AN yae AN s @ se define similarmente a lo anterior. Ademas, si @ = (ao.ay,...) € AN,
para k € N se tiene que alk = (. @y, ..., a1 ). Finalmente, si s € AN escribiremos s < « en caso
que « extienda a s; es decir, s = alk para algn k.

Definicion 1.5.1 Un drbol T en A es un subconjunto no vacio de AN, tal que si s e Tyt < s
entonces t € T.

%]

{0,0) nyomy

(1,0)

iy o @ @

{n,0,0)

(0,1,0) (0,1,4)

(1,9,1,0)
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Asi, la sucesion vacio @ pertenece a todos los arboles no vacios. Los elementos de T son
llamados, a menudo, nodos de 7. Un nodo u es llamado terminal si para ningina e A, u"a e T.
Un arbol 7 es llamado a ramificacién finita si para todo nodo s en 7, {a € N : s7a € T} es finito.
Si T es un arbol en 4, entonces el cuerpo de T es el conjunto

[T]={aed: Vk(alkeT)}

Se puede observar que los miembros de [T'] so

arbol T .es bien fundade si su cuerpe es vacio, es

las “ ramas infinitas” de 7. Diremos que un
e

i noy Hieane ramae inbnitac Finalmente ot
CIr X ne ramas mhnuas, Minaimente, st

Qan\Se \,

[T] # @ se dice que T es mal fundado.

O RS AL

Ejemplo 1.5.2 Los siguientes conjuntos son ejemplos de drboles en N,

~
Ve

Q
——
o

CA{slici<|s|}(s e NV,
. {afi:ieN}(aeNY),

AW N

Definiciéon 1.5.3 Sea T" un drbol y u un nodo de T. El conjunto
T,={vedN :wveT)
también es un arbol.

Ty

Ejemplo 1.5.4 Sean Ty, T\, T>,... arboles en N bien fundados. Entonces
T={a}J{{i)"s:seT;ieN}

es un drbol bien fundado.
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(0,0 (0,1) {0, m) (1,0) (1,m) (n,0) (n.m)

En las siguientes secciones definiremos y calcularemos el rango secuencial de tres espacios
muy importantes para la teoria de conjuntos los cual son: El abanico secuencial, Arens (ya de-
finido en la seccién 1.2) y el espacio de las sucesiones finitas de nimeros naturales, este ultimo
denotado con S . Cabe destacar que S, es el centro de nuestro trabajo, ya que este nos permite
caracterizar cuando un espacio tiene rango secuencial w; y mas ain cuando un espacio topdlogico
tiene una copia de S,.

1.6. El espacio abanico secuencial
Consideremos el siguiente conjunto :
NxNu{oo}

es decir, los pares ordenados de niimeros naturales junto con un punto mas que llamaremos oo.
Gréficamente

m :
«(n,m)

1 2 3 4 n
Ahora definiremos una topologia para N x Nu {oo}.
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Definamos la siguiente topologia 7 sobre N x N u {c0}:

1. Los puntos en N x N son aislados.

2. Los conjuntos de la forma:

Ur={(n,m)e NxN:m> f(n)} u{co}

donde f ¢ NN, son abiertos.

Gréficamente un conjunto Uy es de la forma, (son todos los pares ordenados que estan por
encima del grafico):

"

(rn.m)

Al par ordenado (N x Nu {oo},7) lo llamaremos espacio abanice secuencial y lo denota-
remos con S (w).

Lema 1.6.1 S(w) es Hausdorff.

Demostracion.

1. Sean (n,m) y (k,!) dos puntos distintos de S (w). Como ninguno de los puntos considerados
es el punto oo, entonces consideremos U = {(n,m)} y V = {(k,[)} abiertos disjuntos de
(n,m)y (k,1), respectivamente.

2. Sean (k,1) y oo dos puntos distintos de S (w). Consideremos U = {(k,/)} y V = S(w)\U
abiertos disjuntos de (k,/) y oo, respectivamente.
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Los item 1 y 2 prueban que S (w) es Hausdorff. ]

Antes de enunciar el siguiente lema, definamos una seccion en el abanico a una linea vertical,
es decir, para » € N fijo, consideremos los pares (n, m) para todo m € N. Esto nos permitira tener
una idea mas clara de una sucesion convergente en S (w).

Lema 1.6.2 Sea S € N x N. § es una sucesion convergente a {oo} si, y solo si, existe n € N tal
que S € {1,2,..,n} xN.

Demostracion.

1. Probemos (=).
La prueba la haremos por reduccion al absurdo. Consideremos S € N x N una sucesion con-
vergente a oo y supongamos que S intersecta a una cantidad infinita de secciones verticales.
Luego, podemos contruir una subsucesion de S de la siguiente manera; El primer elemento
de la subsucesién se tomara de la primera seccidn vertical que intersecta a S etiquetando-
lo de la siguiente manera (n;,m,). El segundo elemento de la subsucesion se tomara de
la segunda seccion vertical que intersecta a S el cual utilizaremos la etiqueta (n3, ;). De
esta forma podemos extraer de S la subsucesion (#;,m;). Ahora bien, con esta subsucesion
y tomando de las secciones verticales que no intersectan a § un elemento cualquier pode-
mos obtener el grafico de una funcién, como el mostrado en la definicion de un conjunto
abierto en S (w) que contiene al punto oo, que muestra un conjunto abierto que contiene al
punto oo y que la subsucesion considerada no esta en ese abierto. Lo cual obtenemos una
contradiccion pues cualquier abierto U que contiene al punto oo, debe contener una cola de
la sucesion S. Lo cual es falso pues la subsucesion contruida no esta contenida en el abier-

to U. Por lo tanto, se concluye que las sucesiones convergentes en S {w) son de la forma
Sc{1,2,...,n} xN.

2. Probemos (<=).

@) Supongamos que S es un subconjunto de una seccion vertical, digamos S = {(n,m) :
m € N} para n € N fijo. Probemos que S es una sucesion convergente al punto {oco}.
En efecto, consideremos U un abierto que contiene al punto {oo}. Asi existe k € N tal
que para cualquier m > k se tiene que (n,m) c U. Lo cual implica que una cola de la
sucesion esta contenida en U

b) Supongamos que S ¢ {1,2,3} x N. Mediante un proceso de enumeracion podemos
mostrar que S es una sucesion, es decir: el primer punto de la sucesion va ser el primer
punto de la interseccion de S con la primera seccion vertical, que denotaremos con
(m,my). El segundo punto de la sucesion sera el primer punto de la interseccion de S
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con la segunda seccion vertical, que denotaremos con (#2,m;). El tercer punto de la
sucesion sera el primer punto de la interseccion de S con la tercera seccion vertical,
que denotaremos con (n3, m3). Ahora bien, el cuarto punto de la sucesion sera el se-
gundo punto de interseccion de S con la primera seccion vertical. Asi sucesivamente
POUETIOS SEZUIT SNumErando 10s Puittos que mtersecta S con ias tres secciones verti-
cales dadas. La siguiente figura ilustra dicha enumeracion.

m L4

(n,m)

12 3 4 n
Por otro lado recordemos que una sucesion (x,) de puntos de un espacio X converge
a un punto x € X siempre que, para cualquier abierto U de x existe un entero positivo
N tal que (x,) estd en X para todo n > N. Ademas, cabe destacar que en R y R? una
sucesion no puede converger a més de un punto. Por lo tanto, tenemos que S (w) € R?
y S (w) es Hausdorff, asi se cumple que en S (w) cualquier sucesion no puede conver-
ger a mas de un punto.

Finalmente, probaremos que cualquier abierto U que contiene a {co} posee una cola
de la sucesion S. En efecto, sea U un abierto que contiene a {oo}. Asi para cualquier
n €N, existe k£ € N tal que para cualquier m > k se tiene que (n,m) € U. Esto muestra
que el conjunto U contiene una cola de la sucesidn dada. O

Lema 1.6.3 S(w) es Fréchet.

Demostracion. Consideremos 4 € S{w) v x € S(w) debemos probar: x € 4 si, v s6lo, si existe
una sucesion (x,).en € A4 tal que x,, - x. Consideremos los siguientes casos:

1. Para todo n € N se tiene que 4 N {(n,m) : m € N} es finito. El conjunto 4 podria lucir como
(lo que esta marcado con color rojo):
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(o]
m :
<. < (n,nt)
3 B
2 . .
1 . .
2 3 4 n

Como 4 n {(n,m) : m € N} es finito para todo » € N, entonces S (w)\A4 es un conjunto
abierto de S{w) que contiene al punto {oo}, asi se tiene que 4 = A. por ende, para todo
x € A existe la sucesion eventualmente constante x que estd contenida en 4 y que converge

a xX.

2. Existe n € N tal que A n {(n,m) : m € N} es infinito. Las siguientes figuras muestran los
posibles casos del conjunto 4:

o0} o foo}

H
*
|
0 i

(lm)(2 m): 3,m) ‘n,m)

7

Sigural Sigural

a) Si A luce como la figura 1 o la figura 2, entonces por el lema 1.6.2 se tiene la sucesion
formada por la seccion vertical o finitas secciones verticales converge al punto {oo} ¢
S (w). Luego tenemos que: existe una sucesion en 4 convergente a {oo} y claramente
{00} € 4.

b) Si A es como en la figura 3, entonces podemos tomar una sucesion en A convergente
a {oo}, es decir por el lema 1.6.2 existe n € Ntal que S ¢ {1,2,...,n} xNcAyS
converge a {oo}. Por lo tanto tenemos una sucesion S < A4 convergente a {oo} y tal
que {oo} € 4.

Finalmente de los items 1 y 2 podemos concluir que S (w) es Fréchet. 0O
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Lema 1.6.4 S(w) es secuencial.

Demostracion. Lineas arriba se probd que S (w) es un espacio Fréchet. Asi por la proposicion
1.3.3 se tiene que S (w) es secuencial. ]

Lema 1.6.5 E! rango secuencial de S (w) es 1, es decir 2(S (w)) = 1.

Demostracion. Por el lema 1.6.3 se tiene que S (w) es Fréchet y por el lema 1.4.8 concluimos que
(S (w)) =1 ]

1.7. El espacio de Arens

En la seccion 1.2 se definié el espacio de Arens. Ademads se caracterizaron las sucesiones con-
vergentes. Ahora calcularemos el rango secuencial de Arens.

Mostraremos que el rango secuencial de S es 2, es decir £(S,) = 2. En efecto

1. Consideremos 4 € S tal que 4 = {(n,m) : n,m ¢ N}. Claramente 4>} = 4 por definicion
de operador secuencial. Ahora bien, 41) = 4 U {(n) : n e N}, ya que para i € N fijo se tiene
que (i,m) — (i) cuando m — co. Por otra parte, 4® = {z} u 4", ya que (n) - @ cuando
n — oco. Si aplicamos de nuevo el operador secuencial a 4 podemos notar que ABGY = 4@)
Por tanto, p(4,S57) = 2.

2. Si consideramos B ¢ S tal que B = {(n) : n e N}, entonces B(®) = B. Ademas si aplicamos
de nuevo el operador secuencial a B tenemos que B") = {@} U B, pues (n) - @ cuando
n — oo. Nuevamente aplicamos el operador secuencial a B para obtener: B@ = B En
consecuencia p(B,S,) = 1. Cabe destacar que cualquier subsusecion de {n) converge a &
por tanto si consideramos un subconjunto con dicha subsucesion entonces se demuestra que
el rango secuencial de dicho subconjunto en S, también es 1.

3. Si consideramos C ¢ S tal que C estd formado por infinitos elementos de (i, m) e infinitos
elementos de (k,m), con i # k € N, entonces dicha sucesion tiene punto de acumulacién
cuando m — oo, mas no es convergente. por ende p(C,S,) = 0.

4. Si consideramos D ¢ S, tal que D = {&}, entonces claramente se tiene DO =p y D =
DO 3] aplicar dos veces consecutivas el operador secuencial. Por lo tanto p(D, S,) = 0.

Finalmente, de los item (1),(2), (3) v (4) se puede concluir que:

2(82) = sup{c(4.S2):4c Sy} =2
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1.8. El espacio de Arkhangel’ski - Franklin S,

Consideremos el conjunto formado por las sucesiones finitas de numeros naturales:

_ UNH

neN

Graficamente

{0,0) n,m)

(,0) (n,1)

(rn

{0,1,0) {0, 1,k) {1,m,0) o Al mky {n.0.k)

{n,0,0,0)

Definamos la siguiente Topologla 7 para el conjunto N
Sea U un subconjunto de N*, diremos que U es abierto si, y solo si, para todo ¢ € U se tiene que
{neN:1n¢ U} es finito.

Al espacio (N<N,T) lo Hamaremos espacio topolégico de Arkhangel’ski - Franklin y lo
denotaremos con S,

Para cada £ € NN se define:
Ny = {xeNN.r<x}.

Note que N, es un conjunto clopen (abierto-cerrado) en S ,.

Gréficamente un conjunto N, es de la forma:
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J N

Lema 1.8.1 Sean s y 1 elementos de N<N,lueg0 s < tsi, ysolo si, N, € Nq.

Observacion 1.8.2 s Lt N.nN, = O

La forma de una sucesion convergente o divergente en el espacio de Arkhangel’ski - Franklin,
esta dada de la siguiente forma:

Lema 1.8.3 Sea (4, ) ey una sucesion en S .
(i) Si(3teS,)(3(m,))(3no €N) tal gue t,, = "m, con limm,, = co. entonces t, — L.
(ii) Si (t,) tiene rango finito y no es eventualmente constante, entonces (t,) no converge.

(iii) Si (34 < Ninfinito ), (3t € S,)y (3(Mi)iea 1) una sucesion tal que (Vk € A) se tiene que
t"my < ty, entonces (t,,) no converge.
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iv) Si (3o e NV, tal que (vn € N) (3k € N) se tiene que a[n < t,, entonces (t,) no converge.
q

Antes de probar el lema, daremos la idea geométrica de las sucesiones consideradas en los

Hems (7’&&‘} ) ( v), vaywvt'xVaulvutv

& o

®

. kY

E" [
afn) °
7%
Ty

Demostracion.

. Probemos [ (i)].

Sea U un conjunto dblel‘t en S, que contiene a 7. Asi, se tiene que el conjunto {n e N: 1 n¢

51,

( ,;},,2”0 estaen U, Por tanto, ¢, - 1.

2. Probemos [{ii)].
Sin perdlda de generalidad supongamos que ¢, = {fo, 1, ...t} Y t, = t. Consideremos U =
S \ {t;} unabierto en S, que contiene a t. Claramente, tenemos un abierto U que contiene
a ty tal que una cola de la sucesion no estd en U. Por lo tanto, £, no converge a ¢.

3. Probemos [ (iii)].
La prueba la haremos por reduccioén al absurdo. Supongamos que (#,) converge a s € S,,.
El suponer que (#,) converge a s implica que s < ¢, para todo k € 4. Pues de lo contrario
i fy < sparaalgin k € 4 61, L s para todo k € A, entonces el abierto N, no contiene la
subsucesion (7:) ni una cola de ella, lo cual es una contradiceidn con lo supuesto.

Por hipotesis, se sabe que 1" my < f. Asi tenemos que: § < £ my 0 17 my < S.

a) Sit"my < s, entonces 4 € Ny con k fijo pues my, es una sucesion estrictamente creciente
y estamos suponiendo que 1" my < #;. En consecuencia casi toda la sucesion (#; )yes 10
estd en N;. Por lo tanto, (#); no converge a s. Generando una contradiccion con la
suposicion. Por lo tanto (¢, ), no converge.
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b) Si s <t my, entonces s < £.
Si s = t. Consideremos los siguientes conjuntos abiertos que contienen a " m; y no
contienen a t.

V,’imk ={tmpj:j>kyu{rmjuj>k & wueS,}

Luego, U V’imk es un abierto que contiene a " my y no contiene a (#). Como la su-
cesion (my) es estrictamente creciente, pueden existir algunos n € N tal que t"n ¢
(" (my)), asi para estos n's consideremos los abiertos N,,. Ahora consideremos
. . k
U={sn:neN}uN,ulJV5,,
El conjunto U es abierto y ademas contiene a s y no contiene a la subsucesion ().
Por lo tanto, la subsucesion (#) no converge a s. Obteniendo una contradiccién con lo
supuesto.
St s < ¢, entonces basta considerar el conjunto abierto formado por U y todos los

niveles necesarios que separan a s de ¢ para encontrar la misma contradiccion, es decir
la subsucesioén (#;) no converge a s.

4. Probemos [(iv)].
Supongamos que (7, ) ey converge a s € S ,. Como estamos suponiendo que 1, — s, entonces
cualquier conjunto abierto que contenga a s también debe contener una cola de la sucesion,
probaremos que esto es falso. Podemos considerar que s < #;, pues en caso contrario tendria-
mos que o bien 7, < s 0 bien s L #, lo cual implicaria que, al considerar el clopen N, toda
la subsucesion (7, ) no esta en dicho clopen.

Si s < #, para infinitos elementos de la subsucesion, entonces construiremos un abierto
que contiene a s y no contiene ningin elemento de la subsucesion. Como s < #,, entonces
{,(|s]) : n € N} es finito. Asi consideremos el siguiente conjunto abierto que contiene a s
y no contiene a la subsucesion (7, ).

=iz U e & reSy)
Lo cual genera una contradiccion con lo supuesto, por lo tanto si tomamos una sucesion
como la del item iv, entonces (7,) no converge.
El lema anterior nos permite concluir que las tinicas sucesiones convergentes en S, son eventual-

mente de la forma s”n; para alguna sucesién creciente de enteros (r;), es decir:

Lema 1.8.4 Sea (,),en € S, una sucesion. t, -t € S, si, y sélo si, existe ny € N, existe (m, ) una
sucesion tal que ¥n > ng se tiene que t, = "m, y el conjunto {n: my, = k} es finito, para cada n.

Una razén muy importante de caracterizar las sucesiones convergentes en S, es que podemos
construir una inyeccion continua entre S, y los nimeros racionales entre O y 1.
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Lema 1.8.5 Existe H: S, —» Qn[0,1] que satisface:
1. H(t) es inyectiva
2. li]ﬂi-—»oo H(lhl) = H(t)

Demostracion. Definamos:

H(2)=0
() = 375

1 1 1 1
H({n,m)) = e+l + em+2 - 1 (1 * 2m+1 )

1 1 1 1 1 1
H((I’I, I’ﬂ,k)) = 2+l * o+ + Dn+m+k+3 = i+l (1 + omil (l + 2kl ))

1 1 1 1

105 ] 5 oees U }) = + P
H((”O, LAPRPIY 1>) g+ + 2neEm A2 Qg+ +3 2’”2,4:0‘ ;i

H(t) asf definida satisface las dos condiciones del lema. m]

Lema 1.8.6 S, es secuencial.

Demostracion. Sea U ¢ S, secuencialmente abierto, probemos que U es abierto en S,,. Consi-
deremos ¢t € U, como U es secuencialmente abierto sabemos que cualquier sucesion (f,) € S,
que converja a ¢ hay una cola de la sucesion contenida en U. Luego, si consideramos la sucesion
t, = t"n, para todo n € N. Podemos notar que {n ¢ N: t"n ¢ U} es finito. Por lo tanto concluimos
que U es abierto. Finalmente por el Teorema 1.2.8 se tiene que S, es secuencial. a

Otras propiedades del espacio S, son: es un espacio 7, regular, cero dimensional, no tie-
ne puntos aislados, numerable con topologia analitica Hg y no es primerc numerable (en [6]
muestran esto). Ademas, otra razén por la cual es importante tener caracterizadas las sucesio-
nes convergentes en S, es que podemos mostrar que el rango secuencial de S, es wi, es decir
X(Sy) = sup{p(4,S,) : 4 € Su} = wi. Una pregunta muy natural es: ;Como construir 7, € S,
cuyo p(7y,S ) = @ £ w1?. Los signientes lemas nos permitiran construir dichos subconjuntos.

Consideremos los conjuntos abiertos N,y con n € N. Graficamente son de la forma:
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iema 1.8.7 Sean €Ny f:8, - Ny, definida por f(t) = (n)"1, entonces f es un homeomorfis-

mo.

Demostracion.

1.

[\

Probaremos que f es inyectiva. Supongamos que (n)"s = (n)"t, donde s = (s0, 51, ..., Sk)
y t = {to,11,....tr). Puesto que {n)"s = (n)"t entonces (1, s, 1, ..., 5k) = (M Lo, 1, ....,4r). En
consecuencia (8o, Sy, ..., $x) = {¢o, 1, ..., &;). Por lo tanto s = ¢.

. Probaremos que J es sobreyectiva. Consideremos 1 € Ny, enionces exisie s € S, tal que

t={n)"s. Asi se tiene que f(s) = 1.

. Veamos que f es continua. Probaremos que f envia sucesiones convergentes en sucesiones

convergentes. En efecto, sea (#,),ey una sucesion en S, tal que (¢, )qen converge at e S,
Puesto que () nery €5 una sucesién convergente atenS, entonces existe g € N tal que by =
1" my, para todo n > ng. Asi aplicando f a (#,) obtenemos que f(¢,) = f(¢™m,) = (n)"t"m,.
Ahora bien, podemos notar que {n)~t"m,, converge a {(n)"ty f(¢) = (n)"t. En consecuencia

f(t,) converge a f(¢). Por lo tanto f es continua.

Nos hace falta demostrar que f_l es continua. Demostraremos gue sucesiones convergentes

en Ny, proviene de sucesiones convergentes en S ,. Consideremos (y,,,)me C Ny tal que

Ym = ¥ € Niy. Cabe destacar que y = {n)"f~'(y) pues f(/'(»)) =y y (/7)) =
(n)"f~'(y). Puesto que (y,) es una sucesién convergente a y en Nyy € S, entonces
existe r, € N tal que y,, = Y Ty, para todo m € N. Asi para todo m ¢ N se tiene que
)" f () = v = (0)" 1 () rp. Porende £ (v) = £ (v) 7. Lo cual muestra que

) = f£1(). Por lo tanto ! es continua ﬁna]mente / es un homeomorfismo. O
y .

Lema 1.8.8 Paratodo a < wy y todo n € N, existe un subconjunto T en Ny, tal que p(T, Niny) =
v (n) e TENUpe, T,

Demostracion. La prueba la haremos por induccion.
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1. Primero mostraremos el caso o finito que ilusira el (‘nmnnn‘mmen‘m del oper ador secuencial
ensS,,
Caso base (@ = k).

Consideremos Ty = {{ng,n,m, ...om—y ) 1 € N,Vi=0,1, ...,k - 1}. Aplicando el operador
SECURIICIAl UOLEnEmos:
-1,
T,Sl) = {{ng, 1,00, ey mpe2) 1 € N, Vi=0,1,.,k-2} U T,EO)

Tlfz) = {{ng,ny, 12,y e ip3) ;€ NUVi=0,1, .., k-3}u T,E')

72 {ng,n):imeN,Vi=0,1 0 Tigk_”
T,Ek—l) ={{np):mpeN}u _T,fkuz)

T® = {gyuTd"
T,fk”) _ Tlgk)

por lo tanto se tiene que p(7%,S ) = k.

t9
(o]
Sy
n
o
o
&
|

3
'D
)
3
\

- fB+1 \
B
Aphcando la hi potems mductwa para §3, podemos considerar que existe Ty € S, tal que
p{(T4,8,) = B- Luego, por el lema 1.8.7, se tiene que para todo » € N, existe 4, ¢ N<,,) tal
que p(A4n, Nyy) =By (n) € A,(,ﬂ)\ Uy<s A,(,Y). Consideremos
T = A4,

neiN

que geométricamente es de la forma:
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Asi, aplicando el operador secuencial al conjunto 7 se tiene:

T =AY con y<B v (v ¢ JAY

y<B

Luego, tenemos
76D 21 14P) o
T [V}

n

Ademas, {n) ¢ Agf))\umj A es decir ({1) ey € TP

Por lo tanto, se tiene que p(7,S,) =B+1=a.

3. caso a—limite.
Consideremos (e, )xen una sucesion creciente de ordinales convergiendo a . Por hipotesis
inductiva se tiene gue para cada » ¢ N, existe T, ¢ .S,

1.8.7 se tiene que, para todo n € N, existe A4, S N,y tal que p(Ap, Niyy) = @ y (n) €

A"\ Uyea, Ay . Ahora, consideremos

T=4,u{2}

neN

con p(T, S.) = o, Por el lema

que geométricamente es de la forma:

X
P

I

2
/()-._ ()

AVAVANA
— SN\

Por lo tanto, se tiene que p(7,S,) = SUP,,n @ = .

Esto finaliza la induccién v demuestra que para todo @ < w,, existe T ¢ S, tal que p(T,S,,) =
a. Por lo tanto £(S,,) > w;. Por otro lado, por el lema 1.4.2 se tiene que el operador clausura se
estabiliza en w, ~ iteraciones, por lo tanto podemos concluir que £(S,) = w;. O
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CAPiTULO 2

Correflexion secuencial

En el capitulo anterior definimos un espacio secuencial X como aquel espacio tal que cualquier
subconjunto secuencialmente abierto en X es abierto en X. Definiremos una nueva topologia

usando como conjuntos abiertos los conjuntos secuencialmente abiertos de un espacio topolo-
gico (X, 1) dado.

2.1. Correflexion secuencial

Definicion 2.1.1 Sea (X, 1) un espacio topolégico, consideremos o la coleccion de todos los
conjuntos T— secuencialmente abiertos.

Lema 2.1.2 o es una topologia.
Demostracion.

1. @y X estan en o. Pues @ y X son 7— abiertos, entonces & y X son 7— secuencialmente

abiertos, ya que todo abierto es secuencialmente abierto . Por tanto se tiene que & y X estan
en o

2. Sea {U,} una familia indizada de elementos de o, probemos que U U,, pertenece a 0.
Consideremos (x, ),en una sucesion en X tal que x, — x y x € [J U,,. Probemos que hay una
cola de la sucesion (x,)en en U U,. En efecto, puesto que x € |J U,, existe i € N tal que
x € U,. Por hipétesis tenemos que U; es secuencialmente abierto, asi existe np € N tal que
(x,) esta en U, para todo n > ng. En consecuencia (x,) esta en | U,, para todo n > ng. Por
lo tanto, se tiene que |J U, € 0.
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3. Sean U, ...U,, elementos de o, probemos que (N U; esta en o;. Lo cual es equivalente a
mostrar que (M U; es T— secuencialmente abierta. En efecto, sea (x;,) ey una sucesion en X
tal que x, - x y x € NU;. Como x € N U; entonces x estd en cada uno de los U, para
i=1,..,m,ademds cada U; es T— secuencialmente abierto. En consecuencia, existen »; € N
coni = 1,..,m tal que (x,) estd en U, para todo n > n; con i = 1,...,m. Consideremos
no = max{n; i = 1,...m}, luego (x,) estd en U; para todo n > ng e i = 1,...,m. Por ende,
(x,) esth en N U; para todo n > ng y por lo tanto () U; es T— secuencialmente abierta. O

A o, la llamaremos la topologia de la correflexion secuencial y (X, o) lo llamaremos es-
pacio topologico de la correflexion secuencial. Muchas veces al espacio (X, ;) lo denotaremos
con o X, siempre y cuando esto no se preste a confusion. Podemos observar que la topologia o, es
mas fina que la topologia 7, es decir r € o,. El siguiente lema muestra que las dos topologias 7y
o tienen las mismas sucesiones convergentes.

Lema 2.1.3 (X,1) (X,0;) poseen las mismas sucesiones convergentes.

Demostracion.
1. Puesto que 7 € o, entonces toda sucesion o~ convergente es 7— convergente.

2. Ahora probemos que toda sucesion 7- convergente es o~ convergente. En efecto, sea
(x4 ) nen una sucecién 7— convergente a x € X y consideremos U ¢ o7 tal que x € U. Puesto
que U es 7— secuencialmente abierto x € U, entonces cualquier sucesion en X que convetja
a x € U se tiene que existe ng € N tal que la sucesion esta en U a partir de ng, es decir (x,,)
esta en U para todo n > ny. Por lo tanto (x,),en €8 una sucesion o — convergente. |

Si una topologia es mas fina que otra, es decir 7 € p, entonces sus respectivas correflexiones
o7y 0, mantienen la inclusion (o € 0,). Lo cual implica que o, es mas fina que .
Lema 2.1.4 Consideremos vy p dos topologias sobre el conjunto X. Si v € p, entonces o S .

Demostracion. Sea 4 € o, entonces 4 es 7— secuencialmente abierto. Veamos que 4 es p— se-
cuencialmente abierto. Consideremos una sucesion (x,),en p— convergente a x € 4, por el lema
2.1.3 se tiene que (x, ) ey T— convergente a x € A. Asi, existe ng € N tal que (x,, ),y esta en 4 para
todo # 2 ng. Esto muestra que 4 es p— secuencialmente abierto. Por lo tanto 4 € o. i

Teorema 2.1.5 (X, o) es un espacio secuencial.
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Demostracion. Sea U un conjunto o,— secuencialmente abierto, probemos que U € 0. En efec-
to, sea x € U. Como U es un conjunto o.— secuencialmente abierto, entonces para toda sucesion
(xn)nen en X el cual es o~ convergente a x € U se tiene que existe una cola de la sucesion en U.
Por el lema 2.1.3 se tiene que la sucesion (x,),en €s 7— convergente a x, en consecuencia existe
ny € N tal que (x,)2n, esta en U. Luego, acabamos de probar que U es un conjunto 7— secuen-
cialmente abierto. Por otro lado recordemos que los conjuntos 7— secuencialmente abiertos son
los abiertos de o,. Por lo tanto U € 0. ]

Otra manera de probar que un espacio topologico es secuencial es la siguiente:

Corolario 2.1.6 Sea T una topologia sobre X. T es secuencial si, y solo si, T = o.

Demostracion.

1. Supongamos que 7 es secuencial probemos que 7 = 0. Claramente 7 € ¢,. Ahora nos hace
falta probar que -, € 7. En efecto, sea U € o, en consecuencia U es 7— secuencialmente
abierto. Ahora bien, como 7 es secuencial y U es 7— secuencialmente abierto entonces U ¢ 7.
Por lo tanto o € 7.

2. La prueba del reciproco se desprende del teorema 2.0.5. pues o, es secuencial y por hipote-
SIS T = 0. ]

Si consideramos el espacio topologico (X, 1), el siguiente corolario muestra que la topologia
de la correflexion secuencial es la menor topologia secuencial que contiene a 7.

Corolario 2.1.7 Sea 1y p dos topologias sobre el conjunto X. Si T € p y p es secuencial entonces
g Ep.

Demostracion. Consideremos 7y p dos topologias sobre el conjunto X tales que 7 € py p es
secuencial. Como la topologia p es mas fina que la topologia 7, es decir T € p entonces por el
lema 2.1.4 tenemos que o S o7, Por otro lado sabemos que la topologia p es secuencial asi por el
corolario 2.1.6 tenemos que o, = p. Finalmente se tiene que o> € o, = p, por lo tanto o C p. O

El objetivo de este capitulo, aparte de mostrar la nueva topologia de la correflexion secuencial,
es estudiar propiedades muy relevantes del espacio de Arens y del espacio abanico secuencial.
Mas atin veremos cuando un espacio topologico (X, 7) tiene una copia cerrada de los dos espacios
mencionados. En este capitulo consideraremos espacios topolégicos Hausdorft.

2.2. Espacio peine

Definicion 2.2.1 Sea (X, 1) un espacio topoldgico. Consideremos el subespacio de X formado
por:

P = {x}|J{xn - n e N} {pm : n,m € N}
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y ey o7 < \ 4 — -~ ¢
donde (X)) meny Son sucesiones en (X, 1) tales gque Wm,, . x,.. = X, para todo n € N con

Xpm * Xp. Ademds (x,)nen es también una sucesion en (X, 1) que converge a x € X con x, # X,
para todo n € N. Al subespacio P lo llamavemos espacio peine.

Un peine luce graficamente como:

Xim Xam X3m X2m Xim

. ° ° ° e

s o o ® o o
e e & 3 o »
¢ e 8 B 6 =
o e ¢ 8o & ®
« o 2 s o

.-
X Xn X4 X3 Xy Xy

Llamaremos una diagonal en un peine P € X a una sucesion (X, ) que converge a x, con »;
i o ?
estrictamente creciente. Dicha sucesion de puntos puede lucir como los puntos “marcados” con
color azul en la siguiente figura.

Xum Xdm X3m X2m X\m

e a2 o o o

e o © o @
®

e s 2 5 & o

LR P ° ° .

X Xn X4 X3 Xy Xy

Ejempio 2.2.2  El espacio de Arens (S2) es un peine sin diagonaies. En el capituio anterior se
demostro que no existe una sucesion en el segundo nivel de Arens que converja a @, por esta razon
Sy es un peine sin diagonales.

Lema 2.2.3 /10, pag 187] Dado un espacio X, X es homeomorfo a§1 si, y solo si, X es un peine
sin diagonales.

Demostracién. Supongamos que o X es homeomorfo a §5. Como X y X tienen las misma suce-
siones convergentes y S, es un peine sin diagonales, entonces X es un peine sin diagonales.

Ahora supongamos que X = {x} U{x, : n e N} U{xuy : n,m € N} un peine sin diagonales, con
ias misma condiciones presentadas en la definicion 2.2.1. Puesto que X' y o-X poseen las mismas
sucesiones convergentes, entonces o-X también es un peine sin diagonales. Por otro lado, sabemos
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que o X es secuencial y S, es un peine secuencial sin diagonales. Por ende, podemos definir el
siguiente homeomorfismo F : 0 X - S5

F(xpm) = (n,m)
F(x,) = (n)
Fx)=02

Claramente F es inyectiva. Ademds, F' envia sucesiones convergentes en sucesiones conver-
gentes. Por el lema 1.2.18 F es continua. Por ultimo, sucesiones convergentes en S, provienen de
sucesiones convergentes en o-X, por tanto F'~' es continua. ]

Consideremos un espacio topoldgico (X, 7) y 4 € X. La clausura de 4 en (X, o;) la denotare-
mos con Cl,x(A4) o con Cl,(A) siempre y cuando no se preste a confusion. Ademas, denotaremos
con CI5,(A4) ala clausura secuencial del conjunto 4 con la topologia de la correflexion. Por otro
lado, recordemos del capitulo anterior que:

AD = (xeX:x=limx, & (x)pen en A}
1

y un espacio X es Fréchet si, para cualquier x € clx(A) existe una sucesion en 4 convergiendo
a x. El espacio de Arens (S,) no es Fréchet, en consecuencia ninglin espacio regular, numerable,
Fréchet contiene copias de §;. En esta seccién analizaremos este hecho con detenimiento. Un es-
pacio X contiene una copia de Y, si existe Z € X tal que Z es homeomorfo a Y.

Lema 2.2.4 [10, pdg 187] Sea X un espacio topoldgico. Las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

1. X es un espacio Fréchet,
2. Cly(A4) = 4" para cada 4 < X,

3. AW es secuencialmente cerrado en X para cada 4 < X.

Demostracion.

1 =2.

Supongamos que o X es un espacio Fréchet y consideremos 4 € X. Verifiquemos C/,(4) €
AN En efecto, sea x € Cly(A4), puesto que X es Fréchet entonces existe una sucesion
(xn)nen €n A tal que (x,),en €8 0r convergente a x. Por el lema 2.1.3 se tiene que (x,,) ey
es T convergente a x. En consecuencia x € 4("). Ahora verifiquemos que AV ¢ Cl,(4),
sea x € A1) Asi, existe una sucesion (x)nen en A tal que (x,),en €s T convergente a x, en
consecuencia la sucecion (x;, ) ey es o convergente a x. Por lo tanto x € C/,(4).
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2 = 3.

Sea A ¢ X probemos que AW es secuencialmente cerrado en X. En efecto, sea (%n)nen
una sucesion en A() tal que (xn)nen €8 T convergente a x, en consecuencia (X, ),y €S 07
convergente a x. De la hipotesis se tiene que (x;)qen estd en Cl,(A4) por ende x € Cly(A).
Por lo tanto x e A(D.

3= 1.

Afirmamos que A(") = Cll (4), para todo 4 ¢ X ( AWM es secuencialmente cerrado).
La afirmacién permite probar que X es un espacio Fréchet. En efecto, sea 4 € X y
x € Clyx(A). Puesto que o-X es un espacio secuencial, entonces por el teorema 1.4.7 se
tiene que Clyx(A4) = CL. (4). Asi, se tiene que x € Clyx(A4) = CL(4) = AM  Por ende,
existe una sucesion (x,),en en 4 tal que x,, — x. Por lo tanto, oX es un espacio Fréchet.

Probaremos la afirmacion.

Verifiquemos que A" ¢ CI% ,(4), para todo 4 € X. Sea x € A(1). Asi, existe una sucesion
(x)nely €0 A que es T— convergente a x. Por ende, la sucesion (x;, ),y en 4 también es o—
convergente a x. Puesto que x es el limite de una sucesion o,— convergente en 4, entonces
se tiene que x € CI ,(A4).

Ahora, mostraremos que C/.,(4) € A para todo 4 ¢ X. Puesto que, C/°_(4) = N{B :
ACcB & B secuencialmente  cerrado} , A C AW y A0U) es secuencialmente cerrado,
entonces se tiene claramente la inclusion. O

El siguiente Teorema tomado de [10, pag 187], solo presenta la prueba (3 = 1), nosotros
completamos la demostracion

Teorema 2.2.5 [10, pag 187] Sea X un espacio topolégico. Las siguientes afirmaciones son equi-
valentes:

L

2

3

o X es un espacio Fréchet,
. Cualquier peine de X tiene una diagonal,

. X no contiene ningun subespacio que tiene a S, como su correflexion secuencial.

Demostracion.

(1) = (2).
Sea P = {x}U{x, : n € N} U{x,n : n,m € N} € oX un peine, probemos que P tiene una
diagonal. En efecto, tomemos 4 ¢ P tal que 4 = {x,, : n,m € N}. Luego, tenemos que
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x € Cl,(A). Por otro lado, por hipitesis tenemos que X es Fréchet, asi existe una sucesion
(yi)ienw en A4 tal que y; — x. Esto implica que la sucesion (y;) intersecta a cada sucesion
(Xmm)men €n una cantidad finita de puntos, pues de lo contrario la sucesion (y;) estaria para
un # fijo en la sucesion (X, ). Esto no puede ocurrir ya que x,, — x, y acabamos de decir
que y; — x. En consecuencia podemos construir una subsucesion (x,,,) de la sucesion (y;)
con n; estrictamente creciente, tal que x,,, — x. Por lo tanto P tiene una diagonal.

(2) = (3) por reduccién al absurdo.

Sea P un subespacio de X tal que oP es homeomorfo a §,. Puesto que S es un peine sin
diagonales y P es homeomorfo a S, entonces o P es un peine sin diagonales. Asi esta
suposicion trae como consecuencia una contradiccion con la hipotesis, ya que todo peine de
X tiene una diagonal.

(3) = (1) probaremos ~(1) = =(3).

Supongamos que o X no es Fréchet. Por el lema 2.2.4 existe un subconjunto 4 de X tal que
AW no es cerrado en o-X. Puesto que o X es secuencial, existe una sucesién (x;),en €n AM
convergiendo a x ¢ X\A(l). Podemos asumir que los x, son todos distintos y x,, ¢ 4. Por
otro lado, como X es T, entonces podemos considerar {V,} una sucesion de subconjuntos
abiertos dos a dos disjuntos de X tal que x,, € V), para todo » € N. Ahora bien, para cada
n € N existe una sucesion (X, ), en 4 NV, convergiendo a x,,. Sea

C = {x}J{xn : n e N} U {oxsm : n,m e N}

Claramente C es un peine de x en X. Por el item (3) se tiene que ooC no es homeomorfo a
S,. Asipor el lema 2.2.3, C tiene una diagonal. Sea ()4 )y una diagonal en C que converge
aye C.Siy # x, entonces existe i € N tal que y € V;. Asi, existe ky € N tal que y; € V; para
todo k > ko, lo cual es una contradiccion. Luego C tiene una diagonal convergiendo a x, por
ende x ¢ A('), lo cual también es una contradiccion. Por lo tanto o X es Fréchet. a

La siguiente terminologia proviene del aleman. La "G"viene de Gebiet que significa ¢gonjunto
abierto ", y la "¢"de Durchschnitt que significa interseccion”

Definicion 2.2.6 Un punto x de un espacio X es llamado G regular , si existe una sucesion de
vecindades de x en X tal que la interseccion de sus clausuras es {x}.

Teorema 2.2.7 Sea (X, 1) un espacio topoldgico. Si (X,t) es Hausdor{f y numerable, entonces
cada punto del espacio X es G regular.

Demostracion. Sea {x, : n € N} una enumeracion de (X, 7). Consideremos x € X, probemos
que x es Gs— regular. Sin pérdida de generalidad, supongamos que x = xo. Puesto que (X, 1) es
Hausdorft, entonces existen abiertos Uy y Vo de xo y x1, respectivamente, tal que Uy NV, = @.
Asi, separamos xg de x;. Ahora bien, si x, € V. Tenemos que ya existen los abiertos disjuntos
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de x¢ y x» que separan a los puntos mencionados. En caso contrario, si x; ¢ Vp, entonces como
(X, 1) es Hausdorft, existen abiertos U y V) de xo y x», respectivamente, tales que Uy NV = @.
Consideremos, Wy = Uy y W = Uy U, abiertos de x tales que x; y x; no estan en Wy ni en W,.
Ademas, cabe destacar que x| y xp no estan en Wy, nien W, pues sixj € W, entonces Vo Wy + @
esto produce una contradiccion. Por otro lado, si x| € W, entonces V1 N W, # &, lo cual nos lleva
a una contradiccion. Analogamente se demuestra que x» no esta en Wo, ni en 7.

Ahora bien, supongamos que para los primeros (# — 1) puntos del espacio X, segun la enume-
racion antes mencionada, hemos encontrado abiertos tales que xo € W,_, x; € V; y x; ¢ W, para
todoi = 1,2, ..., (n-1). Consideremos xg y x,, sin pérdida de generalidad supondremos que x, ¢ V),
paratodo n=0,1,....n~ 1. Como (X, 7) es Hausdorft, se tiene que existen abiertos disjuntos U, y
V, de x¢ y x,, respectivamente. Luego, consideremos xp € W, = Uy U; N ... N Uy, el cual es un
vecindad de xp. Ademas, ningn x; con i = 1,2,...,n estd en W,. Finalmente, hemos encontrado
una sucesién {,} de vecindades de xo, con W, c W, y tal que {xo} = N{W, : n e N}. Por lo
tanto xg es Gs— regular. ]

El teorema anterior permite demostrar que los siguientes ejemplos son espacios en los cuales
cada punto es G regular.

Ejemplo 2.2.8 Todos los puntos del espacio de Arens S5 son G regular. Pues en el capitulo an-
terior se probo que Sy es Hausdorff y claramente Sy es numerable. Por lo tanto, por el teorema
2.2.7 se concluye lo afirmado.

Ejemplo 2.2.9 Todos los puntos del espacio abanico secuencial S (w) son Gs regular. En efecto,
por el lema 1.6.1 se tiene que S (w) es Hausdorff, ademds S (w) es numerable. Por lo tanto, por
el teorema 2.2.7 se tiene lo afirmado.

Ejemplo 2.2.10 Todos los puntos del espacio Arkhangel’ski - Franklin S, son G regular.

No conocemos un espacio topolégico X Hausdorff en el cual un punto no sea Gs— regular.
Sospechamos que el espacio formado por las funciones continuas de R en R con la topologia de
la convergencia puntual no es Gs-regular. Asi dejamos abierta esa pregunta.

Lema 2.2.11 /10, pag 188] Sea X un espacio en el cual cada punto es G5 regular. Si X no con-
tiene ningun sub-espacio cerrado Y tal que oY es homeomorfo a S», entonces X es un espacio
Fréchet.
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Demostracion. Por el teorema 2.2.5 , solo necesitamos probar: si X contiene un subespacio S tal

que oS es homeomorfo a S5, entonces S contiene un subespacio cerrado 7 de X tal que o7 es
homeomorfo a §;. Sea

S = {x}UJ{xn : n e N} J{xpm : n,m e N}

Consideremos una sucesion {G5} de vecindades abiertas de x en X tal que Gy © Gy y {x} =
N{CI(Gy) : k € N}. Puesto que la sucesion {x,} converge a x, existe una subsucesion {x,, } de
{x,} tal que x,,, € Gx. Ahora bien, la sucesion {x,,,, }» converge a x,,; para todo m € N, asi existe
un my € N tal que x,,,,,, € Gy para m > my. Sea

T = {x}U{xn, : ke N} {3 : k € Nym > my ).

Claramente T es un peine sin diagonales, ademas T es cerrado. En efecto, Si p € X\T entonces
p € X\CI(Gy), para algin k € N. Ahora bien, consideremos

F = {xn,- ti< k} U{xn,-m vi<k,m2 771,'}

el cual es compacto en X. Luego existe una vecindad W que contiene a p tal que WNF = 2, asi
WN(X\CI(Gy))NT = @. En consecuencia, T es cerrado en X. Por el lema 2.2.3 se tiene que o7
es homeomorfo a S, pues T’ es un abanico sin diagonales. a

Cabe destacar que el siguiente corolario no presenta demostracion en {10, pag 189], ya que el
autor dice antes de mencionar el corolario que la demostracion se desprende del hecho que: todo
subespacio cerrado de un espacio secuencial es secuencial. En este trabajo hacemos la siguientes
observacidn, nos parece que en la hipotesis del corolario hace falta pedirle al espacio X que sea
secuencial, pues sino no tiene sentido la observacion que hace S. Lin antes de enunciar el corola-
rio. Presentaremos el enunciado del corolario como pensamos que es correcto.

Corolario 2.2.12 Sea X un espacio topologico secuencial en el cual cada punto es G regular. Si
X contiene una copia de S», entonces X contiene una copia cerrada de S».

Demostracion. Supongamos que X es un espacio topoldgico secuencial en el cual cada punto es
Gy regular y X tiene una copia de S, probemos que la copia de S, es cerrada. puesto que X'y
o X poseen las mismas sucesiones convergentes entonces se tiene que ¢ X tiene una copia de S».
Esto implica a la vez que X no es Fréchet. Por el contrareciproco del lema 2.2.11, existe ¥ € X
cerrado tal que oY = §5. Por otro lado, sabemos que X es secuencial y ¥ ¢ X cerrado, entonces

tenemos que Y es secuencial. Finalmente por el corolario 2.1.6 se tiene que oY = Y. por lo tanto,
la copia de S, es cerrada. o

No conocemos un ejemplo de un espacio que contenga copias de S, pero no contenga copias
cerradas. Presentaremos, sin muchos detalles, dos ejemplos que muestran lo dicho anteriormente.
Un espacio topologico X es completamente metrizable, si este admite una métrica d tal que (X, d)
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es completo. Ademads, un espacio completamente metrizable separable es llamado pelaco. R es un
espacio polaco y @ es un ejemplo de un espacio que no es polaco.

En [1, Pag 13] muestran lo siguiente: Si ¥ € X, X polaco y Y cerrado, entonces Y es polaco.
Asi, el primer ejemplo es:

Ejemplo 2.2.13 Todo espacio polaco no numerable contiene una copia de Q, pero no contiene
una copia cerrada de Q. Consideremos, Q ¢ Ry R polaco. Si suponemos que R posee una copia
cerrada de Q entonces, la copia de Q es un polaco. Esto genera una contradiccion, pues Q no es
polaco.

Para construir el otro ejemplo debemos recordar el Teorema de Hurewicz, presentado en [1,
pag 39]

Teorema 2.2.14 ( Teorema de Hurewicz) Sea X un espacio polaco. X contiene una copia cerrada
de R\Q si, y sélo si, X no es union numerable de compactos.

Puesto que R = U,[-n,n], por el teorema de Hurewiez se tiene que R no contiene una copia
cerrada de R\Q.

2.3. Espacio abanico

Definicion 2.3.1 Sea (X, 1) un espacio topoldgico. Consideremos el subespacio de X formado
por:

S = {x} J{xum :n.m e N}

donde (x,m)men son sucesiones en X que convergen a x € X, para todo n € N. Ademas, xup + Xy
para todo n 1 € N. Al subespacio S lo llamaremos espacio abanico.

Gréaficamente este espacio luce como:

Xim

Xom

Espacios con Rango secuencial w; 48



Correflexion secuencial

Una diagonal en un espacio abanico S es una sucesion (x,,»,) € S que converge a x € S y tal
que n; es escrictamente creciente para todo »; € N.

Ejemplo 2.3.2 S(w) es un abanico sin diagonales. Por el lema 1.6.2 no se puede construir una
sucesion que intersecte infinitas secciones verticales y que converja al punto oo, por lo tanto S (w)
es un abanico sin diaginales.

Lema 2.3.3 /10, pag 190] Sea (X, ) un espacio topoldgico. oX es homeomorfo a S (w) si, y solo
si, X es un abanico sin diagonales.

Demostracién. Primero supongamos que o-X es homeomorfo a S (w). Puesto que X y o X poseen
las mismas sucesiones convergentes y S (w) es un abanico sin diagonales, entonces X es un aba-
nico sin diagonales.

Ahora, supongamos que X = {x} U{xu, : n,m € N} es un abanico sin diagonales como en
la definicion 2.3.1. Puesto que, X y o X poseen las mismas sucesiones convergentes y X es un
abanico sin diagonales, entonces ¢"X es un abanico sin diagonales. Ademas, sabemos que X
es secuencial y S (w) es un abanico secuencial sin diagonales, por ende podemos considerar el
siguiente homeomorfismo G : X — S (w) definido por:

{ G(Xnm) = (n, m)
G(x) =0

Claramente, se tiene que G es inyectiva, ademas es continua por el lema 1.2.18. Falta probar que
G~ es continua, para ello recordemos que sucesiones convergentes en S (w) provienen de suce-
siones convergentes en o X. Por lo tanto, o X es homeomorfo a S (w). o

Lema 2.3.4 [10, pdag 191] Supongamos que X contiene un abanico S en un punto x sin diagona-
les que converjan a x. Si x es G regular en X, entonces S contiene un subespacio cerrado T de X
tal que 0T es homeomorfo a S (w).

Demostracion. Sea S = {x} U{x», : n,m € N} donde las sucesiones {x,, }» convergen a x, para
cada n € N. Como x es Gs regular, entonces existe una sucesion {#,} de vencindades abiertas
de x en X tal que {x} = N{CI(W,) : n € N}. Ahora bien, para cada n € N, existe m(1,n) ¢ N
CON Xp(1,9) €N Wyiy. Consideremos Dy = {x”,,,(]’,,) :n e N}y Vy = X\D), entonces cualquier
subsucesion de D no converge a x. Asi V| es un conjunto secuencialmente abierto que contiene
a x. Por induccién construitemos D; = { X1, : 7 € N}y Vi = X\(DyUDyN...ND;) tal que
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Xum(i1,n) € Wasint NV Viy m(i,n) < m(i+ 1,n); para cada i € N. Asi la sucesion {x,,,;,»y : i ¢ N}
converge a x para cada 71 € Ny Xpp(in) € Wi, sin+i2k. Sea

T= {X} U{xﬂm(i,n) tine N}

T es un abanico sin diagonal, por construccion. Ademas, T es cerrado. En efecto, T\ W es finito
para cada k € N. En consecuencia, p € CI/(W}) con p un punto de acumulacién de 7 en X. Por lo
tanto p = Xx, es decir, x es el tinico punto de acumulacion de 7. Por el lema 2.3.3 o7 es homeo-
morfo a § (w), pues T es un abanico sin diagonales. o

Corolario 2.3.5 [10, pag 191] Sea (X,7) un espacio topoldgico en el cual cada punto es Gs re-
gular. Si (X. 1) contiene una copia de S (w), entonces X contiene una copia cerrada de S (w).

Demostracién. Sea (X,7) un espacio topoldgico en el cual cada punto es Gs— regular. Supon-
gamos que (X, 7) contiene un subespacio S tal que S ~ S(w). Como S » S(w) y S(w) es un
abanico sin diagonales, entonces S es un abanico sin diagonales, ademas por hipotesis cada punto
es Gg— regular. Por el lema 2.3.4, S contiene un subespacio cerrado 7 de X tal que oT ~ S(w).
Por otro lado, ya que S es secuencial y 7’ € § cerrado entonces 7 es secuencial. En consecuencia
por el corolario 2.1.6, tenemos que 0T ~ T. Asi se obtiene que o7 es cerrado. Por lo tanto (X, 1)
contiene una copia cerrada de S (w). ]
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CapiTuLO 3

Espacios con rango secuencial w; __|

El objetivo en este capitulo es determinar el rango secuencial de algunos espacios y si es po-
sible determinar hasta qué punto S, es un espacio ’test’ para los espacios con rango secuencial
wy, es decir, para cuales espacios de rango w; se puede mostrar que contiene una copia de S,.
Diremos que X contiene una copia de Y, si existe Z € X tal que Z es homeomorfo a Y. En el
capitulo 1 se dio una breve introduccién sobre el espacio de las funciones continuas de X en R con
la topologia de la convergencia puntual, denotado por C,(X). En este capitulo profundizaremos
mas sobre C,(X), ademas definiremos y mostraremos algunas relaciones entre inmersiones.

Un homeomorfismo entre dos espacios topologicos X e Y, es una funcién biyectiva y bicon-
tinua entre los espacios dados. Una inmersion topolégica entre los espacios X € ¥ es una funcion

inyectiva, abierta sobre su imagen y continua. Claramente si existe un homeomorfismo entre dos
espacio, este también es una inmersion topoldgica, el reciproco es falso.

Definicion 3.0.1 Una funcion f : (X.tx) — (Y.1y) es secuencialmente continua, si dada una

sucesion (x,)nen en X que converge a un punito a € X, entonces ( f(x,,)) y Comverge a fla)eY
he

Una funcion continua es secuencialmente continua, el reciproco en general no es cierto.

Definicion 3.0.2 Sean X e Y espacios topologicos Hausdorff. Diremos que F : X — Y es una
inmersion secuencial si:

1. F es inyectiva,

2. F es secuencialmente continua,
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3. Sucesiones convergentes en el rango de F provienen de sucesiones convergentes en el do-
minio de F.

Si existe una inmersion topologica entre dos espacios topologicos X e Y, entonces ésta inmer-
sion también es secuencial. Ademads, la imagen de X bajo la inmersion secuencial sera llamada una
copia secuencial de X en Y. Finalmente consideraremos, en este trabajo, otro tipo de inmersion.

Definicion 3.0.3 Una funcion H - S, - Z definida por t — z, es una F— inmersion si satisface :
1. im0 2p~; = 2, para cualquier t € S ,;

2. Si(t;)ien es una sucesion en S, tal que existe t € S, y (m;)ien con t™m; < t;, m; < mj.| para
todo i € N, entonces (z,,)en no tiene punto limite en Z;

3. zy#zparatodo s # te S,

Esta funcion la denominamos una F— inmersion, por Fremlin. A la imagen de S, bajo la -
inmersion sera llamada una F- copia de S, en Z. Claramente de las definiciones 3.0.2 y 3.0.3,
tenemos que si existe una inmersion secuencial entre el espacio de Arkhangel’skii-Franklin (S )
y un espacio topoldgico Z, entonces ésta también es una F-inmersién. Una pregunta natural es
que si los siguientes reciprocos se cumplen: si H : S, — Y es una F-inmersion, entonces H es
una inmersion secuencial y H es una inmersion topologica. Mas adelante, en este capitulo, res-
ponderemos esto. Ahora veremos que si existe una inmersion secuencial F : X — Y, entonces se
cumplen algunas condiciones entre el operador secuencial, el rango secuencial de subconjuntos y
el rango entre espacios.

Teorema 3.0.4 Sean X ¢ Y espacios topologicos Hausdorff. Si F : X — Y es una inmersion
secuencial, entonces para todo A € X se cumple:

1. F(AY) = (F(4))), para todo o < w.
2. p(A.X) = p(F(4),F(X)).
3 2(X) <X(Y).

Demostracion.

1. La prueba del item 1 la haremos por induccion.

a) Caso base (@ = 1).
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b)

1) Sea x € (F(4))). Por definicion de operador secuencial se tiene que, existe
una sucesion (x,)qen en F(4) tal que x,, — x. Puesto que, F es una inmersién
secuencial, entonces existe una sucesion (y,) en 4 tal que F(y,) = (x,) para todo
n e Nyy, - y Luego, se tiene que y € A Por ende, tambien se tiene que
F(y) € F(AM). Pero F(y) = x ¢ F(4"). Por tanto, F(4)) ¢ (F(4))(D.

2) Seaxe F(AM). Como F es una inyeccion entre X e Y, entonces F es una biyec-
cion entre X'y F(X). Asi, existe y € AWM tal que F(y) = x. Por otro lado, tenemos
que siy e AU entonces existe una sucesion {(yn)nen €11 4 tal que y, - y. En con-
secuencia, se tiene que F(y,) esta en F(A). Luego F(y,) - F(y) € (F(4))().
Por lo tanto, F(4(")) ¢ (F(4))(".

Ahora supongamos que el item 1 del teorema es valido para 8 < a.

Caso a~ sucesor (@ =+ 1).

Aplicando la hipétesis inductiva para 8, podemos considerar que F(4®)) = (F(4))¥).
Luego tenemos que F(A()) = F(4PD). Pero F(A¥+1)) = F((4¥))(1)).  Ahora
bien aplicando el caso base y la hipétesis inductiva se tiene:

F((AP) D) = (FAD)O = (RO = (F(a))™!
Ademas, (F(A4))f+! = (F(A4))) . Por tanto, se tiene que F(A4(M) = (F(4))().

Caso a- limite.

Consideremos 4(®) = U[ka.A(ﬁ). Asl, se tiene F(A(“')) = F(Uﬁ<a,A(ﬁ)). Como F es
una inmersion secuencial, tenemos que F (U[ka,A(ﬁ)) = Up<a I (A4¥8)Y. Por hipétesis
inductiva sabemos que para cualquier 8 < o se cumple F(4%)) = (F(4))®), por ende
se tiene Upe, F(AP)) = Ugey F(4)P). Pero Uge, F(A)P) = (F(4))(*). Por lo tanto,
queda probado que F(A4)) = (F(4))() para a~ limite.

2. Probemos el item 2.

Sea p(4,X) = a. luego sabemos por definicion de rango secuencial de un subconjunto de
un espacio que, 4() = 4(®*1)_ Aplicando F a esta ultima igualdad tenemos que, F(4(*")) =
F(A@D). Por el item 1 de este teorema tenemos: (F(4))(®) = (F(4))@*D). Por ende,
p(F(A4),F(X)) < p(A4,X). Por otro lado, puesto que F es una inmersion secuencial y aca-
bamos de probar p(F(4),F(X)) < p(4,X), entonces p(F~'(B),X) < p(B,F(X)) ya que
F~! tambien es una inmersion secuencial. En consecuencia, si consideramos F~'(B) = A,
tendriamos que p(4,X) < p(F(4), F(X)). Por lo tanto, p(F(A4), F(X)) = a.

3. Probemos el item 3.
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Lineas arribas demostramos que p(4, X) = p(F(4), F(X)), por ende se tiene:

T(X) = sup{p(4.X) : A € X} = sup{p(F(4),F(X)) : F(4) € F(X)} < £(Y).

Como consecuencia del teorema 3.0.4 se tiene:

Corolario 3.0.5 Sean X e Y espacios topologicos Hausdorff. Si F : X - Y es un homeomorfismo,
entonces para todo A ¢ X se cumple:

1. F(ADY = (F(4))®), para todo a < w.
2. p(4,X) = p(F(4).Y).
3 X(X) =2(Y).

Demostracion. Puesto que F': X — Y es un homeomorfisimo, entonces F también es una inmersion
secuencial. Asi, por el teorema 3.0.4 se tiene que, para todo 4 € X se cumple:

1. F(A®) = (F(4))), para todo @ < w;.
2. p(4.X) = p(F(4), F(X)).
3. 2(X) < 2(Y).

Ahora bien, como F es un homeomorfismo, entonces F(X) = Y. Por lo tanto, se tiene que:
p(A4,X) = p(F(4),F(X)) = p(F(A4),Y), para todo 4 ¢ X. Ademas, >.(Y) < ¥(X) pues F es
sobreyectiva. Lo cual permite demostrar que £(X) = (V). m]

De forma similar se puede mostrar el siguiente lema.

Lema 3.0.6 Sean X e Y espacios topologicos Hausdorff. Si F : S, — Z es una F-inmersion,
entonces para todo A € S, se cumple:

1. F(A“Y = (F(4)), para todo a < w.
2. f’(A’Sw) :p(F(A)’F(S(u))~
3 E(S,) <Z(Z).
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3.1. Espacio de funciones continuas C,(X)

En esta seccion definiremos y daremos algunas propiedades, de nuestro interés, sobre el espa-
cio de las funciones continuas. Es importante acotar que el espacio de las funciones continuas ha

. e ) L . , g
side muy estudiade por grandes matemdticos, entre elles encontrames Arkhangel’skii quien desa-

rrollo un libro sobre este espacio [3]. De hecho, es un espacio muy ftil tanto en topologia como
en andlisis.

Sean X e ¥ espacios topologicos, sobre el conjunto Y* de todas las funciones de X en Y,
‘podemos considerar la topologia producto. Nuestro principal objeto de estudio seran los conjuntos

4 X. r g )
Ry OMELLd §

raltd N .
LA, £ ) =4/] €1

equipados con la topologia heredada de Y, a la cual se le llama topologia de la convergencia
puntual; en general, denotaremos por C,( X, Y) a los espacios asi obtenidos, pero en el caso en que
Y = R escribiremos simplemente ,(X).

Una vecindad basica para una funciéon f en C,(X) es determinada por una sucesion finita
X1, X3, ..., X, de puntos en X y un € > 0 de la siguiente manera:

Up(xi,x2, X0 €) = {g € Cp(X) s lg(xs) - f(xi)l <€, para i=1,..n}

Asfi, una vecindad basica alrededor de la funcion f consiste en todas las funciones g que estan
cerca de f en una cantidad finita de puntos. Dicha vecindad basicas aparece itustrada en la siguien-
te figura y consiste en todas las funciones g cuyas graficas intersectan los tres intervalos verticales
dibujados.

~
.

La razén por la que llamamos a ésta la topologia de la convergencia puntual proviene del
siguiente Teorema.

Teorema 3.1.1 Una sucesion de funciones (f,) converge a la funcion f en la topologia de la
convergencia puntual si, v sélo si, para cada x € X, la sucesion f,(x) de puntos de Y converge al
punto f(x).
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La demostraciéon de este Teorema se encuentra en [9, pag 321-322]

En gereral no es cierto que si 4 € C,,(X) y g € 4, entonces existe una sucesion () en A4 tal
que lim £, = g. Es decir que C,,(X) no es Fréchet, en general.

Definicion 3.1.2 Un subconjunto A de un espacio topolégico X es secuencialmente denso en su
clausura si, y solo si, para cualquier f € A existe una sucesion (f,;) € A que converge a f.

En este capitulo estamos considerando espacios topolégicos Hausdorff. Por ende es importan-
te tener en cuenta que C,(X) es Hausdorff, pues R* lo es.

El siguiente resultado, muestra que algunas propiedades topologicas se pueden caracterizar en
términos de propiedades conjuntistas de los espacios dominios. La ca-racterizacion de la metriza-
bilidad y de los axiomas de numerabilidad en los espacios C,(X) es la siguiente:

Teorema 3.1.3 /3] Para cualquier espacio X, las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) 1X] <®o
(i) C,(X) es un espacio primero numerable.
(iti) Cp,(X) es un espacio segundo numerable.
(iv) Cp(X) es un espacio metrizable.
Demostracion.
1. iii) = ii)
Si B es una base numerable para la topologia de C,(X), entonces el subconjunto de B for-

mado por aquellos elementos de la base que contienen al punto /(x) es una base numerable
en f(x). Por tanto, C),(X) es primero numerable.

2. i)y =)
Supongamos que |X| > Ro y que C,(X) es primero numerable. Veamos que la funcién
constantemente cero, denotada por 0, no tiene una base numerable. En efecto, Sea {Vohnla
coleccion numerable de abiertos para 0. Para cada n € N existe X;, = (x!)™ y ky € N tal que

1
Ug(Xn, —) € Vi
()(x kn)
Sea d = U,{x!:1<i<m,}. ComoA es numerable y |[X] > Rq, entonces existe y € X\A4.
Por el lema de Urizohn, se tiene que existe f: X — R continua tal que f(x) = 0 para todo
1 <i<myy f(y) = 1. Por lo tanto, f ¢ Us(X;, -,;1-) ¢ Vyparatodon e Ny f ¢ Us(y,1).
Luego, Ua(y, 1) es un entorno de 0 distinto de todos los ¥, lo cual es una contradiccién. o
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3. i) = iii)
Como R es segundo numerable y |X] < Rg, entonces R” es segundo numerable. Por otro
lado, puesto que C,(X) ¢ R, entonces C,(X) es segundo numerable.

4. i) = iv)
Como R es metrizable y [X]| < R, entonces RY es metrizable. Por otro lado, puesto que
C,(X) c R¥, entonces C,(X) es metrizable.

5. iv) = ii)
Es trivial. O

Lo importante del Teorema anterior es que los espacios C,(N) y C,(Q) son primero nu-
merables y separables, por ende también son secuenciales. Mientras que C,(R) no es primero
numerable. El siguiente lema, cuya demostracion se encuentra en [3, pag 54], dice que C,,([0,1])
no es secuencial y por lo tanto C,(R) tampoco, pues podemos extender de manera continua las
funciones continuas definidas en [0, 1] a todos los valores reales, haciéndolas constantes fuera del
intervalo [0, 1].

Lema 3.1.4 /3] El espacio C,([0, 1]) no es secuencial.

Construir espacios topologicos X tales que X(C,(X)) = 1 no es trivial, presentaremos dos
ejemplos tomados de [7, pag 378]) que muestran lo dicho:

Ejemplo 3.1.5 Si X ¢ R es un conjunto que intersectado con cualquier conjunto de medida cero
es numerable (es decir, si X es un conjunto Sierpinski ), entonces £(C,(X)) = 1.

Ejemplo 3.1.6 Sea X un espacio compacto. £(C,(X)) = 1 si, y sélo si, [0, 1] no es imagen conti-
nua de X.

En particular, £(C,(2V)) # 1. Pues [0,1] es la imagen continua de 2Ny 2N es compac-
to, entonces por el ejemplo 3.1.6 se tiene Z(C,,(ZN)) # 1. Mas adelante demostraremos que si
2(C,(2N)) # 1, entonces T(C,(2V)) = w;.

Lineas arriba mostramos que C, ([0, 1]) no es secuencial. Ahora por el ejemplo 3.1.6 podemos
concluir que £(C,([0,1])) # 1 y mas adelante mostraremos que £(C,([0,1])) = w,. Obteniendo
asi un ejemplo de un espacio que no es secuencial pero posee rango secuencial muy grande.

Terminaremos esta seccion mostrando que si una funcién entre S, y C,(X) satisface ciertas
condiciones, entonces la funcion es una inmersion secuencial.
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Teorema 3.1.7 Sea X un espacio topoldgico Hausdorff. Si F : S, - C,(X) satisface:

(i) F es inyectiva,
(ii) F es secuencialmente continua,

(iii) Cualquier sucesion () € S, tal que existe t € S, y existe una sucesion estrictamente
creciente (my) cont my < ty, entonces F (1) no converge,

(iv) Si (3a € NV) tal que (YneN), (3k € N) con a[n < 1y, entonces F (1) no converge,

entonces F es una inmersion secuencial.

Demostracion. Solo hace falta mostrar que sucesiones convergentes en F(S,) provienen de su-
cesiones convergente en S, es decir, si F(#) es una sucesion que converge a F(1) € F(S,),
entonces (#; )ren converge a £ € S,,. La prueba la haremos por contrareciproco. Sea (# )reny una
sucesion que no converge a t € S,,, entonces probemos que la sucesién F(#;) no converge. Por
la caracterizacion de las sucesiones no convergentes en S, se tiene que la sucesion (¢ ) es de la
forma:

1. (3 4 ¢ Ninfinito ), (3t € S,) y (I(my)res 1) una sucesion tal que (Vk € 4) se tiene que
" my < t;. 0 bien

2. (3a e NV), (3k e N) tal que (¥r € N) se tiene que o[ < 1, entonces (#,) no converge

En cualquiera de los dos caso se tiene, por hipotesis item (iii) y (iv)) respectivamente, F(#) no
converge. Esto culmina la prueba que F es una inmersion secuencial. O

3.2. Rango secuencial de C,(X)

Teorema 3.2.1 (Fremlin [7]) Sea X un espacio topologico Hausdorff no vacio. El rango secuen-
cial de Cp(X) es: 1 6 w.

Demostracion. Supongamos que X(C,(X)) # 1. Por la definicién de rango secuencial se tiene
que existe P ¢ C,(X) tal que p(P,C,(X)) > 1. El conjunto P es un peine sin diagonales, es decir
P={fU{fi:ieN}U{fj; i,/ e N} tal que:

(1) fi(x) =lim;.o fij(x), paracadaie Ny x e X,
(il) f(x) =limise0 fi(x).
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En efecto, f(x) no es limite de ninguna sucesion en {f; : i, j € N}, pues si eso ocurriera, oP =
§(w) y por el lema 1.6.5 se tiene que p(oP,C,(X)) = 1 produciendo una contradiccién con lo
supuesto. Lo que demuestra que P es un peine sin diagonales. Por otro lado, consideremos

hij(x) = il£ij(x) = fi(x)]
para todo i, j € Ny x € X. Observemos que:
(i) A;;(x) es continua, pues es composicion de funciones continuas.
(i) limjoo hij(x) =0

Demostracion. 1im o 4;;(x) = 1im o 1| fij(x) = fi(x)] = i|lim o fi;(x)-fi(x)| = i fi(x)-
fi(x)| = 0, para cada i € N.

ni) Si consideramos (4, i) (X))ien, donde (m(i));ny es estrictamente creciente, entonces
m(i),n(i) N

{Pm(iyn(i) (X) }ienv 0O esta acotada en RY.

Demostracion. Supongamos que (4,,(;).q(i))ien €Std acotada en RX. Luego

U (iyn(i) () =S QO = iy n iy () = Foniy )+ iy () =S QO < Uiy iy (6) =Ly (O iy () =S ()]

De la definicion de 4;;(x) tenemos que :

‘f:n(/'),n(i) (x) n .ﬁn(i) (x)‘ = ”721‘]) hm(i),n(i) (X)

Asi, se tiene:

|/(1;1(i),l7(i) (X) - f(x)l < m(}ﬂ%n(i),n(i) ()C) + '/;71(i) (x) - f(x)’

Luego, haciendo tender m(i) a oo, obtenemos: |f,,().»(i)(¥) = f(x)| = 0. En consecuencia
Sm(iyn(i) (x) = f(x) el cual genera una contradiccion pues P es un peine sin diagonales.

En consecuencia el conjunto § = {0} U{/;;(x) :i,j e N & x e X}, es un abanico sin dia-
gonales.

Para demostrar que el rango secuencial de C,,(X) es w;, debemos construir una F-inmersion
entre S, y C,(X). Consideremos 7 € S, y definamos:

Jo=A0i.)): 3u, ui"j=<t}
Por ejemplo, si ¢ = (0,1,2), entonces J; = {(0,1),(1,2)}

&i(x) = max({0} U{hi;(x) : (i.j) € J1})

El siguiente lema muestra algunas propiedades sobre J, y g;
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Lema3.2.2 Para x € X fijo, t,s €S, se cumplen las siguientes relaciones:
1. Sit<s, entonces J, € Js.
2. Sit < s, entonces g,(x) < gs(x).

3. Sit < t"n, entonces o bien gr,(x) = gi(x) o bien gr,(x) = hi,n(x), donde iy es el ultimo
elemento de la sucesion t

4. Si (;)ien es una sucesion en S, tal que si t € S, y (m(i))ien es una sucesion estrictamente
creciente con t"m(i) < t; para todo i € N, entonces gy (y~;, (X) no estd acotada.

In

Demostracion.

Demostracion del item 1.
Sea (i, /) € J,. Por definicion de J;, existe u € N tal que »~i" j < ¢. Por hipotesis se tiene £ < s. Asi
u"i”j <t <s. Porlo tanto, (i, j) € J,. Esto muestra que J; € J;.

Demostracion del item 2.
Consideremos (i, j) € J; tal que g/(x) = h;;(x). Por hipdtesis tenemos que ¢ < s asi por el item 1
tenemos que J; € J;. En consecuencia, (i, /) € J;. Por lo tanto, /;;(x) < gs(x). Esto muestra que
gi(x) <g(x).

Demostracion del item 3.
Si Ji-, = @, entonces J; = @. Esto permite mostrar que g,-,(x) = g,(x) = 0. Por otro lado, si
Jry # @, entonces existe (i, j) € J,-, tal que g,~,(x) = h;;(x). Analizaremos dos casos.

caso 1: Si (i, /) € J,, entonces g, (x) = g,(x).
Sabemos que g/(x) < gr,(x), ademas tenemos que g-,(x) = hj;(x) y hi;j(x) < g/(x). Por lo
tanto, se tiene que g-,(x) = g/(x).

caso 2: Si(i,j) ¢ J,,entonces i=iry j=n.
Como (i, j) ¢ J;, entonces g, (x) = hjj(x) = hjyp(x).

Demostracion del item 4.
Supongamos que g;-(;y~;,(x) esta acotado, es decir existe M > 0, tal que |g;~p(jy-;,(x)] < M.

in

Esto implica, en particular, que A,;, (x) = m;|fini, (x) = fu,(x)| estd acotada. Por ende, |/, (x) —

S ()] < % siempre que m; # 0. Si hacemos m; muy grande, entonces f,,;, (x) estd muy cerca de
f(x). Lo cual es una contradiccion, ya que P es una peine sin diagonales. ]

Continuando con la demostracion del teorema de Fremlin. Consideremos

F:8,—-Cy(X)
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definida por F(1)(x) = g,(x), con x € X. Mostraremos que F cumple con las condiciones (i) y (i)
de la definicion de F-inmersidn, pero F no es inyectiva.

Probemos que: si ()N = 1 €S, entonces F (1) — F(t) € Cp(X).

Sea (1) € S, una sucesion tal que # — . Por el lema ?? se tiene que existe una sucesion
estrictamente creciente () y existe ng € N tal que #, = r"ny con limny = oo. Luego aplicando F a
la sucesion tenemos que: F(x)(t) = F(x)(" ) = grn, (x).

Ahora, consideremos:
{kl} = {k : gl"n/((x) = g,(X)}
{Si} = {k C 8y (x) = hikm((x)}

Asi, la sucesion g, (x) la dividimos en dos subsucesiones :

caso 1: grp, (x) = g/(x) o,
En tal caso, ]iln’7/ci—>oo &rny, (x) = g(x). Por lo tanto, F(x)(#"ny, ) ~ F(x)(2).

caso 2: grm, = R (x)
En tal caso, si {s;} es infinito se tiene que 4, (x) = 0y g(x) = 0. En efecto, como
2 (X) = Py, (), entonces 1im,, o g, (X) = 1My, oo hign,, (%) = 1My, — o0 ik] fign, (X) =
fir(x)[ = 0. Ademas, 0 < g/(x) < gry, (x). Por lo tanto, g;(x) = 0. a

Probemos que: Si (#);y es una sucesién en S, tal que siz € S,y (m,);eny cOn " m; < t;,
m; < m;y) para todo i € N, entonces F'((#;);ry) no tiene punto limite en C,(X)

Sea (#;)ien una sucesién en S, como en la hipdtesis. Puesto que £"m; < f;, entonces exis-
te i, € N tal que "'m}i, < t. Luego, (m;,i,) € J,, en consecuencia h,; (x) < g,(x). Ahora
bien, por hipotesis sabemos que la sucesidén (m;) es estrictamente creciente por ende Ay, (x)
no esta acotada. Asi, g,(x) no estd acotada. Por lo tanto, g,(x) no puede converger, ya que
@) = M (%) > g, () = 4l (¥) = S (O ¥ 11l o, () = f ()] 0 conVerge cuando

mj —> 00. O

Probemos que: F no es inyectiva.
Sean ¢ = (i) y s = (j} dos elementos en el primer nivel de S, tales que ¢ # s, entonces J, = J; = @.
Por ende se tiene que, g;(x) = gs(x) = 0, para x € X fijo. Por lo tanto F no es inyectiva. m]

Como F no es inyectiva, entonces debemos modificar un poco a la funcién F para obtener
una F- inmersion entre S, y C,(X), sin que F pierda la condicion 1 y 2 de la definicién de
F—inmersion. Para ello consideremos la familia de combinaciones racionales lineales de los g,(x),
es decir

A={Zg(x):4eQ & g(x)eCy(X)}
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Esta familia sélo puede contener una cantidad numerable de funciones constantes, entonces
existe § € R* tal que la funcién contantemente § no es una combinacion racional lineal de los g;.
Asi, definamos la siguiente funcion:

G:S,— Cp(X)

definida por:
G(t)(x) = F(t)(x) + 6H(1).

Donde H(7) es la inyeccion continua construida en 1.8.5. G es secuencialmente continua, pues
F y H son secuencialmente continuas. Ademas G satisface la condicion (ii) de la definicion de
F-inmersion, ya que g, (x) no converge si la sucesion (#;) satisface las hipétesis. Por ultimo G es
inyectiva. En efecto

Supongamos que G(z)(x) = G(s)(x). Por definicion de G se tiene que , g/(x) + 6H(t) =
gs(x) + 6H(s). Lo cual implica, g,(x) — gs(x) = 6H(s) — 6H(t). Por ende, como H es inyectiva
entonces § = m(g,(x) - gs(x)) generando una contradiccién, pues § no esta en A. Por lo
tanto, (& es inyectiva.

Puesto que X(S,,) = w; y G es una F-inmersién entre S, y C,(X), entonces se tiene que
wy = 2(Sy) <Z(Cp(X)). Ademis, por el lema 1.4.2 tenemos que %(C), (X)) < w,. Por lo tanto,
2(C,(X)) = ) o

La inmersion que construye Fremlin para demostrar el Teorema 3.2.1 no es una inmersidn
secuencial. Consideremos « = 0%, una rama infinita de ceros y definamos la sucesién #; = Ol‘ﬁ(k).
Por el lema 1.8.3 se tiene que la sucesion {f )ren no converge. Sin embargo, aplicando la inmer-
sidn que construye Fremlin a esta sucesion obtenemos que G(f) converge. En efecto, puesto que
Ji, = {(0,0),(0,k)}, entonces g, = max({0} U {he0)(x), o x)(x)}) = 0. Ademéas, H(#) con-
verge a % cuando k — oo por el lema 1.8.5. Por lo tanto, G(#) converge a 6.

Nuestro aporte al gran universo matematico es presentar una demostracion un poco mas ge-
neral del Teorema de Fremlin 3.2.1. Construiremos una inmersion secuencial entre S, y C,(X),
para el caso en que £(C,(X)) # 1.

Supongamos que L(C,(X)) # 1. Por la definicion de rango secuencial se tiene que existe
P ¢ C,(X) tal que p(P,Cp(X)) > 1. El conjunto P es un peine sin diagonales, es decir P =
{/YU{/i:1e N}U{/; i, j € N} tal que:

(i) fi(x) =lim;,o fij(x), paracadaic Ny x e X,
(i) f(x) =lim;joe0 fi(x).

En efecto, f(x) no es limite de ninguna sucesién en {f;; : i,/ € N}, pues si eso ocurriera, P
S(w) y por el lema 1.6.5 se tiene que p(cP,Cp(X)) = 1 produciendo una contradiccion con lo
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supuesto. Lo que demuestra que P es un peine sin diagonales. Por otro lado, consideremos
hij(x) = il/i;(x) = fi(x)]
para todo i, j € Ny x € X. Observemos que:
(1) hij(x) es continua, pues es composicién de funciones continuas.
(11) limj_,oo h;j(x) =0

Demostracion. 1im o A (x) = lim ;o0 il fi;(x) = fi(x)] = i|1im o0 fi(x) = fi(x)| = il fi(x) -
fi(x)| = 0, para cada i € N.

(iii) Si consideramos (/,(;) (i) (x))ien, donde (m(i))in es estrictamente creciente, entonces
{Mn(iy (i) (X))ien 0O esta acotada en RY.

Demostracion. Supongamos que (hm(,-)’,,( 0 )i estd acotada en R¥X. Luego
sn(iyn(ty ) =S G = Uiy nty () =Foniy () iy GOV =S GO < Uiy ntiy () =Frniy QN imiy ()= £ ()]
De la definicion de #;;{x) tenemos que :
oniynty %) = Sy ()] = MGy iy iy ()
Asi, se tiene:
iy () = SO < 3 Bty niy () + Uiy (%) = /()]

Luego, haciendo tender m(i) a oo, obtenemos: |f(j)»(iy(¥) = f(x)| = 0. En consecuencia
Ty (x) = f(x) el cual genera una contradiccion pues P es un peine sin diagonales.

En consecuencia el conjunto S = {0} U{A;;(x):i,je N & xe X}, esun abanico sin diago-
nales.

Ahora, consideremos para ¢ € S, lo siguiente:

Jo={Gij)y: I, uij=<t}
K= Jru{(d. el - 1))}

gi(x) = max({0} U{hi;(x) = (i.)) € Ki})

Definamos la siguiente funcion:

F:§,— Cy(X)
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definida por F(#)(x) = g/(x), con x € X. Lineas arriba probamos que F' cumple con las condicio-
nes (i) y (ii) de la definicién de F-inmersion, pero F no es inyectiva.

Por otra parte definamos la siguiente funcion:

1:8, —~ Cy(X)

definida por:

1(2)(x) = F(2)(x)
16" n) = mix(1(2). F (€ n) )

Observemos que, F(f) < I(t) < I(¢+"n). Ademas I es una funcién secuencialmente continua y
satisface las condiciones (iii) y (iv) del Teorema 3.1.7. En efecto

1.

(%)

I es secuencialmente continua.
Sea ("n) una sucesion convergente a ¢ € S ,,. Consideremos /(1" 1), probemos que la suce-
sién formada por las imagenes de #"n converge a I(¢).

lim 7(°n) = max (_ 1im £(z), lim F(t"n), im hge)
00 H—00 1—>00

H—>00
lim I(¢"n) = max (I(t),F(t),O)
n—>00

Como 0 < F(z) < I(1), entonces 1im,_.o [(#"n) = I(¢). Por lo tanto, I es secuencialmente
continua.

. Si (#;)ien €s una sucesion en S, tal que sif € S,y (m;)ien con £ m; < t;, m; < mjy| para

todo i € N, entonces I((#)n) no tiene punto limite en C,(X).

En efecto, si aplicamos 7 a la sucesion (#;) podemos notar que /(#;) > F(¢£"m n;), pues por
el lema 3.2.2 se tiene que si t"m;n; < t; , entonces (m;,n;) € Jrmen, © Jy;- Esto permite
concluir que /(#;) no est acotada, pues F (¢ m; n;) con (m;) estrictamente creciente no esta
acotada. Por lo tanto /(#;) no converge.

. Si (4)gen es una sucesion en S, tal que si (3o € NV) tal que (Vn € N), (3k € N) con

afn < t,, entonces I(#) no tiene punto limite en C,(X).

En efecto, considerando una sucesién como en la hipdtesis del item 3 y aplicando 7 a dicha
sucesion podemos notar que I(#,) > I(a[n) > kg, o(n-1)). Luego para n € N estrictamente
crecientes se tiene que /1, q(,-1)) NO esta acotada, por lo tanto /(#,) no esta acotada. En
consecuencia, I(#, ) no converge.
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La funcién I no es inyectiva si I(¢"n) = F(¢"n) pues recordemos que esta condiciéon no se
cumplen para F, si se considera ¢ = (n). Por ende tomaremos la funcién

I1:S,—Cu(X)
definida por:
1(2)(x) = F(2)(x)
(" n) = max(1(), F(Cn), hqger ) + SH(2)
I es una inmersion secuencial entre S, y Cpx) ¥ %(Sw) = wi, entonces por el teorema 3.0.4

tenemos que w; = £(S,,) < Z(C,(X)). Ademas, por el lema 1.4.2 tenemos que Z(C, (X)) < w).
Por lo tanto, se tiene que £(C, (X)) = w. ]

Mas atn, S, se puede sumergir secuencialmente en un subespacio de C,(X), obteniendo asi
una copia secuencial de S, en Cp(X).

Proposicion 3.2.3 Si /: (X,7) = (Y, p) es una inmersion secuencial, entonces f(X) & X. Mds
aiin, (X,0¢) = (f(X)’(Tﬂ[./'(X))‘

Corolario 3.2.4 Sea (X, 1) espacio topologico. Si £(C,(X)) > 2, entonces existe Y ¢ C,(X) tal
que S, 3 Y. Mas aun S, & oY,

3.3. Conclusiones

Nuestro principal objetivo en este trabajo fue presentar algunas condiciones topologicas su-
ficientes para que un espacio topologico (X, ) contenga una ¢opia"de S,,. Como ya vimos nos
enfocamos en el Teorema de Fremlin para cumplir el objetivo. Mostramos que si 2(C,(X)) > 2,
entonces existe ¥ ¢ C,(X) tal que S, #°* ¥ y mas atin S, # o¥. En la introduccién al capitulo 3
hicimos una observacién importante entre las inmersiones, €l siguiente diagrama nos recuerda tal
observacion

F:8,-Cy(X) es wuna inmersion topologica

l

F:84,-Cy(X) es una inmersion secuencial

I

F:S,-Cy(X) es una inmersion tipo Fremlin
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Lo que nos dice es que: si S, se puede sumergir topolégicamente en C,(X), entonces S,
también se puede sumergir secuencialmente en C,(X) y mas aun, si S,, se puede sumergir se-
cuencialmente en C,(X), entonces S, también se puede F-sumergir en C,(X).

Bajo un enfoque diferente al desarrollado en esta monografia, mostraremos lo dicho anterior-
mente. Consideremos el espacio de Baire NN, Stevo Todorcevic y Carlos Uzcategui [11] mostraron
que si (X, 1) esun espacio topologico HausdorfF, T, regular y con topologia analitica, entonces X
es homeo-morfo a un subespacio numerable de C,,(NN). El espacio Arkhangel’skii-Franklin S,
satisface dichas hipétesis, es decir S, es: T, regular y posee topologia I'Ig [6], entonces S, es
homeomorfo a un subespacio numerable de C,(N"). Obteniendo asi que C,(N") contiene una
copia topolégica de S,,. Ademas ¥(C,(NV)) = w,

Lineas arribas probamos que la F'—inmersion que construye Fremlin para demostrar el Teore-
ma 3.2.1 no es una inmersion secuencial. Ahora mostraremos un espacio que contiene una copia
secuencial de S, por ende también una - copia de S, y no contiene una copia topologica de
S . Consideremos el espacio de Cantor 2. Puesto que [0, 1] es imagen continua de 2, enton-
ces por el ejemplo 3.1.6 tenemos que Z(CP(ZN)) # 1. Aplicando el Teorema 3.2.1 tenemos que
¥(C p(2N)) = wy, por ende C,(2V) contiene una copia secuencial de S, y también una F—copia
de S,,. Por otro lado C,)(zN) no contiene una copia topologica de S,,. Pues, por los resultados
de Arkhangel’skii-Bella [4] se tiene que S, no se puede sumergir topologicamente en C,,(2N).

Asi, S, no se puede sumergir topologicamente en C ‘,(ZN) ya que S es un subespacio de S,
(SZ = Sw)~

En conclusion C,,(NN) de S, pero esto no ocurre con CP(2N)

3.4. Preguntas

A continuacion mostraremos una lista de preguntas que no se abordaron en esta monografia:

1. Determinar las condiciones topoldgicas para que un espacio topoldgico numerable (X, 1)
contenga una copia topologica de S,

2. ¢ Todo espacio topoldgico numerable X con £(X) = w; contienes copias topologicas de S ,?
3. ¢ Para cuales espacios métricos X se tiene que C,(X) contiene una copia de S ,,?
4. ;, Cada punto de C,,(X) es Gs— regular?

5. ¢ El cuadrado de S (w) es secuencial?
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