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Resumen
Sea X un espacio topológico y A ~ X definimos A (1) = {x E X: X = lím l1 X I1 & (xn )I1EN en A},

A(rr+l) = (A(a:))(I) y A(f3) = Ua<,BA(a) para,Bun ordinal límite. Obsérvese que A(Ü)¡) =A(ü)¡+I). El

rango secuencial de A enX denotado por p(A,X) se define como el menor (Y tal que A (a:) = A(a:+I).

El rango ~~ecuencial) del e,<,pacio X se define por

L(X) = sup{p(A,X) : A <; X}.

Notemos que p(A,X), L(X) ~ WI. En general A(p(A.X)) ~ A, para todo A <; Xy la igualdad se cum
ple cuando X es secuencial. Un espacio topológico X es secuencial si y sólo si, todo subconjunto
secuencialmente abierto es abierto. Un conjunto U <; X es secuencialmente abierto si para cada
sucesión (xl1 ) I1EN en X tal que (xl1 )I1EN -+ X E U , existe un entero positivo N E N tal que X I1 está en
U para todo n ¿ N .

El ejemplo típico de un espacio con rango WI es S w, el espacio de Arkhangel'skil-Franklin
[2], [15]. Estamos interesados en detenninar hasta que punto S(U es un espacio "test" para los es
pacios con rango secuencial WI, es decir, para cuáles espacios de rango WI se puede mostrar que
contienen una copia de S(u' Mas especificamente, diremos que un espacio X contiene una copia de
S w, si existe Y <; X tal que Y es homeomorfo a S w' Se sabe que existe un espacio no numerable
de rango WI que no contiene copias de S w [5, 2]. Sin embargo, no se sabe qué ocurre para los
espacios numerables [6].

En este trabajo presentaremos algunos resultados que dan condiciones suficientes para que
un espacio contenga una copia de Sw. Nos enfocaremos en los espacios Cp(X) de las funciones
continuas de X en 1R con la topología de la convergencia puntual. Parte de los resultados se basan
en un análisis de la demostración de un teorema de Fremlin [7] el cual dice L(Cp (X)) ~ I o
L(Cp ( X)) = (VI. La segunda altemativa naturalmente conlleva una construcción de un subespacio
numerable de Cp(X) que, aún cuando en general no es homeomorfo a S w, tiene rango (VI. Por otra
parte, basado en otro enfoque [11], se obtiene que Cp(NN) contiene una copia topológica de 5(u,lo
cual no ocurre con Cp (2 N ) como lo probó Arkhangel'skil- Bella en [4].
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Introducción

Una parte importante de muchas áreas de las matemáticas es el eshldio de las propiedades de
convergencia y sus aplicaciones. En el Análisis Real, el lenguaje de convergencia sirve, en par
ticular, para expresar la continuidad de una función o el hecho de que un punto esté cerca de un
conjunto. Es sabido que estas nociones son equivalentes, definidas a través de sus conjuntos abier
tos y cerraduras por medio de la convergencia.

Nonnalmente, una topología no se detennina por sus sucesiones convergentes pero sí por sus
sucesiones generalizadas, también llamadas redes. La convergencia en los espacios topológicos ha
sido un tema de interés para los matemáticos por largo tiempo. Su estudio ha generado el surgi
miento de nuevas clases de espacios, para los cuales existen, en la actualidad problemas aún no
resueltos. Fréchet fué de los primeros en proponer el siguiente problema:

Caracterizar la clase de los espacios que puede ser determinada completamente por sus su
cesiones convergentes.

Los espacios Fréchet y secuenciales pertenecen al folklore casi desde los origenes de la topo
logía general. Sin embargo, tales espacios fueron estudiados por primera vez como los conocemos
actualmente a partir de 1965 por Franklin. Los espacios Fréchet y secuenciales son generaliza
ciones de los espacios primero numerables y han sido objeto de estudio en distintas áreas de las
matemáticas.

Un espacio topológico (X, T) se dice que es secuencial si todo subconjunto U de X secuen
cialmente abierto es abierto. Diremos que U e; X es secuencialmente abierto si para cada sucesión
(x17 )I7EN en X tal que X 17 -7 x E U, existe no E N tal que (x17 )172110 está en U. Todo espacio primero
numerable o métrico es secuencial (lo cual probaremos más adelante).

Un espacio topológico Hausdorff (X, T) se dice Fréchet, si dados A e; X Y x E A, existe una
sucesión (x17 )I7EN en A que converge a x. Un hecho importante es que: si (X, T) es Fréchet, entonces
(X, T) es secuencial. En la sección dedicada a espacios Fréchet de esta monografía mostraremos
este hecho.
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Otros ejemplos de espacios secuenciales son:

l. El espacio de Arens, denotado por S 2, es el espacio formado por las sucesiones finitas de
números naturales de longitud menor o igual que 2 (J:~:I<2) con la siguiente topología: cada
sucesión de longitud 2 es aislada, todo entorno básico de la sucesión (n) consiste de todas
las sucesiones de la fonua (n, /11) para todos, menos para un número finito de, m's y final
mente un conjunto U que contiene a la sucesión 0 es abierto si existe una función f :N ---+ N
y entero positivo n tal que (/11), (/11, k) E U para todo /11 2 n y todo k 2 f( /11 ). El siguien
te hecho bien conocido proporciona una clara indicación de la importancia del espacio de
Arens. Un espacio secuencial, regular y numerable es Fréchet si y sólo si no contiene copia
homeomorfa del espacio de Arens [12].

2. La versión más general de Arens es el espacio de Arkhangel 'skiT-Frankl in, denotado por S w,

el cual consiste de todas las sucesiones finitas de números naturales N<N con la siguiente
topología T:

U E T <=> {n E N : e n ~ U} es finito

para todo t E U. Es evidente que S w es T2, cero dimensional y no tiene puntos aislados.
Además, una sucesión (Xi) iEN en S w converge a s E S w si y sólo si (Xi) iEN es eventualmente
de la fonna s~ni para alguna sucesión creciente de enteros (ni). De esto se sigue que S ()) es
secuencial.

3. El abanico secuencial, denotado por S (w ), es el espacio fonuado por todos los pares ordena
dos de números naturales junto con un punto más que llamaremos {00 }, es decir: NxNu{ 00 }

con la siguiente topología: los puntos en N x N son aislados y los conjuntos de la forma

Uf ={(n, /11) E N x N : /11 2 f( n)} u { 00 }

donde f E NN, son abiertos. El abanico secuencial es Fréchet.

4. Sea (X, T) un espacio topológico, consideremos elT la colección de todos los conjuntos T
secuencialmente abiertos. (lT es una topología, además a ITT la llamaremos la topología de
la correflexión secuencial y (X, ()T) lo llamaremos espacio topológico de la correflexión se
cuencial. (X, (TT) es un espacio secuencial, más adelante en el capítulo 2 probaremos todo
esto.

El espacio de las funciones continuas de [0,1] en IR con la topología de la convergencia pun
tual, denotado por Cp (lO, 1]) no es secuencial. La demostración de este hecho se encuentra en
[3]. Este ejemplo de espacio no secuencial pemüte demostrar que Cp(IR) no es secuencial pues
al tomar A C;; Cp(IR) como extensión de manera continua de las funciones continuas definidas en
[0,1] a todos los valores reales, haciéndolas constantes fuera del intervalo [0,1]. Este conjunto es
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secuencialmente cerrado y no es cerrado en Cl' (IR).

En la presente monografía introduciremos la noción de operador secuencial, rango secuencial
de un subconjunto de un espacio topológico y rango del espacio, estas nociones encuentran su mo
tivación en detenninar hasta qué punto S w es un espacio "test"para los espacios numerables con
rango secuencial W\ y, más aún, cuáles espacios numerables con rango secuencial W¡ contienen
una copia de S w. Recordemos que un espacio X tiene una copia de S w, si existe Y <; X homeomor

fa S'v'

Sea (X, T) un espacio topológico y A <; X definimos A(j) = {x E X: X = límn X n & (xn )nEN en A},
A(IY+I) = (A(<r»)(l) y A !Ji) = Uo<pA(<r) paraJ) un ordinal límite. Obsérvese que A(W¡) = A(w¡+I). El

rango secuencial de A en X denotado por p(A, X) se define como el menor Q' tal que A(a) = A(iY+ ¡).

El rango (secuencial) del espacio X se define por

L(X) = sup{p(A,X) : A <; X}.

Notemos que p(A,X), L(X) ~ Wj. En general A(p(A.X» <; A, para todo A <; X Y la igualdad se
cumple cuando X es secuencial.

El ejemplo típico de un espacio con rango W \ es S Iv, el espacio de Arkhangel 'skiT-Franklin [2],
[15]. En este trabajo presentaremos algunos resultados que dan condiciones suficientes para que
un espacio tenga rango secuencial W\. Nos enfocaremos en los espacios Cl'(X) de las funciones
continuas de X en IR con la topología de la convergencia puntual. Parte de los resultados se basan
en un análisis de la demostración del siguiente Teorema:

Teorema 0.0.1 (Fremlin) Sea X un espacio topológico no vacío. El rango secuencial de Cp(X)
es: J Ó W\.

Para demostrar la segunda alternativa del Teorema 0.0.1 construiremos una función H : S (v -'>

Cp(X) que satisface:

1. lím¡~oo H(n) = H(t) para cualquier t E Sw;

2. Si (t¡)¡EN es una sucesión en Sw tal que existe t, y (111¡)iEN con rl11¡ < ti, m¡ < 111¡+\ para todo
i E N, entonces (H(t¡hN) no tiene punto límite en Cl'(X);

3. H(s) *- H(t) para todo s *- t E Sw.

A la función H la llamaremos una F-inmersión, por Fremlin. Además la imagen de S w bajo H
será llamada una F -copia de S w en Cl'(X). Lo que pennite construir un subespacio numerable de
Cl'(X) que, aún cuando en general no es homeomorfo a S w, tiene rango WI. Una pregunta natural
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es: ¿si existe una F-inmersión entre Sw y Z, esta H es una inmersión topológica?

Por otra parte, usaremos el espacio de Baire NN para demostrar que Cp(NN) contiene una
copia de S w. En efecto, Stevo Todorcevic y Carlos Uzcátegui [11] mostraron que si (X, T) es un
espacio topológico T2, regular y con topología analítica, entonces X es homeomorfo a un sub
espacio numerable de Cp(NN). El espacio Arkhangel'skiT-Franklin Sw satisface dichas hipótesis,
es decir Sw es: T2 , regular yposee una topología n~ [6], por lo tanto Cp(NN) contiene una copia
de Sw. Por otro lado, un resultado de Arkhangel'skiT- Bella [4] implica que Cp (2 N ) no contiene
copias de S w. Sin embargo, como veremos más adelante, el rango de Cp (2N

) es W¡. Luego, por el
Teorema 0.0.1 Cp (2N ) es un espacio que contiene una F - copia de S w pero no una copia topoló
gica de S w. El siguiente lema implica nuestra anterior afirmación de que Cp (2N ) tiene rango W¡.

Lema 0.0.2 [7, pág 378] Sea X es un espacio compacto. 2:(Cp(X)) = 1 si, y sólo si, [0, lJ no es
imagen continua de X,

Puesto que [0,1 J es imagen continua de 2N y 2N es compacto, entonces por el lema anterior
tenemos que 2:(Cp (2N)) *- 1. Aplicando el teorema 0.0.1 tenemos que 2:(Cp (2N)) = WI.

La problema que motivó este trabajo era originalmente determinar las condiciones topológicas
de un espacio numerable X para que contenga copias de S w. Esto originó una segunda pregunta:
¿es cierto que todo espacio topológico numerable X con ¿(X) = WI contiene copias topológicas
de S,,)? Sabemos que Cp (2 N ) es un espacio no numerable que tiene rango secuencial WI Y no
posee copias topológicas de Sw. Sin embargo, en este trabajo mostraremos que Cp (2N

) contiene
una copia secuencial de S w. Además, en [5] presentan un ejemplo, diferente al espacio Cp(i':J),
de un espacio no numerable de rango WI que no contiene copias de S w.

La monografía se estructura de la siguiente manera: el capítulo 1 se divide en 7 secciones; en
la primera de ellas se define espacios secuenciales y se dan algunas caracterizaciones de espacios
secuenciales. La sección 1.3 esta dedicada al estudio de los espacios Fréchet. Además mostrare
mos que todo espacio Fréchet es secuencial, el reciproco es falso. En la sección 1.4 definimos el
rango secuencial de un subconjunto de un espacio topológico X denotado con p(A,X) y el rango
secuencial del espacio denotado con 2:(X), además de mostrar algunas propiedades del rango se
cuencial probamos que dado un espacio topológico X, este es secuencial si y sólo si A(p(A.X)) = A
para todo A <; X, En la sección 1.5 se presentan algunas nociones combinatorias de la teoria de
conjunto, mientras que en las secciones 1.6, 1.7 Y 1.8 se definen los espacios: abanico secuencial,
Arens y Arkhangel'skiT- Franklin, respectivamente. Mostraremos ciertas propiedades topológicas
de los espacios mencionados y detenninaremos el rango secuencial de cada uno de ellos.

En el capítulo 2, se define una nueva topología sobre un espacio topológico dado (X, T) deno
minada la topología de la correflexión secuencial [10], denotada con (FT' Mostramos propiedades
importantes entre los espacios topológicos (X, T) Y (X,(TT)' Además, probamos que el espacio
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topológico (X, ifT) es secuencial. En la sección 2.2 definimos los espacios peine y damos el con
cepto de diagonal principal en un espacio peine. Mostramos que si un espacio X es un peine sin
diagonales si y sólo si (X,ifT ) es homeomorfo a S2. Para concluir el capítulo 2, definimos los
espacios abanicos y damos el concepto de diagonal principal de un abanico. Mostramos que si un
espacio X es un abanico sin diagonales si y sólo si (X, (TT) es homeomorfo a S (w).

En el capítulo 3, comenzamos definiendo algunos tipos de inmersiones entre dos espacios to
pológicos y se demuestra que dada una inmersión F entre los espacios X e Y, para todo A c:; X se
tiene: p(A,X) S; p(F(A), Y), Ymás aún que I(X) S; I(Y). Continuamos el capítulo con una sec
ción dedicada al estudio de los espacios de las funciones continuas de X en IR? con la topología de
la convergencia puntual, denotado con Cp(X). Allí mostramos que si un espacio X es numerable,
entonces Cp(X) es primero numerable. Para finalizar esta sección, determinamos el rango secuen
cial de Cp(2N ) y Cp([O, 1]) empleando un resultado mostrado por Fremlin en [7]. La sección 3.2
contiene una demostración más general del Teorema 0.0.1, es decir, construimos una inmersión
secuencial entre S w y Cp(X) en vez de una F - inmersión. Permitiendo obtener el siguiente resul
tado: Si I(Cp(X)) ~ 2, entonces existe Y c:; Cp(X) tal que Sw es secuencialmente homeomorfo a
y el cual denotaremos de la siguiente manera S w ",see Y. Además S w es homeomorfo a (Y, (T T ).

Luego de esto, en la sección 3.3 damos algunas conclusiones de este trabajo y por último, en
la sección 3.4 dejamos planteadas algunas preguntas que surgieron durante el desarrollo de esta
monografía.
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Conceptos básicos

CAPÍTULO 1----------------

1 Conceptos básicos ]

Este capítulo está dedicado al estudio de los espacios secuenciales, que son una generalización
de los espacios primero numerables y por lo tanto de los metrizables. Comenzaremos definiendo
espacio secuencial y daremos algunas caracterizaciones.

1.2. Espacios Secuenciales

Definición 1.2.1 Un espacio topológico X se llama secuencial si dado A e X tenemos que A es
cerrado si y sólo si para toda sucesión (Xn)nEN en A, con (Xn)nEN ---7 x, implica x E A .

Proposición 1.2.2 [8] Sea X un espacio topológico. Si para cualquier A e X que no sea cerrado,
existe una sucesión (XJ1 )I1EN en A con (Xn )J1EN ---7 X E A"A, entonces X es secuencial.

Demostración. Sea A e X y supongamos que A = A .Tomemos una sucesión (x l1 ) I1EN en A tal que
(xl1 ) nEN ---7 X • Luego x E A pues de lo contrario x E X\A y x no sería punto límite de (xn ) I1EN . De
esta forma queda probada la necesidad en la definición 1.2.1. Ahora demostremos el recíproco.
Supongamos que toda sucesión en A que sea convergente, converge en A . Requerimos verificar
que A = A . Procedamos por contradicción. La hipótesis nos garantiza la existencia de una suce
sión (X I1 ) I1EN en A , tal que (xJ1 ) I1EN ---7 x E A\A, lo cual contradice nuestra suposición. De aquí que
A = Ji y por lo tanto X es secuencial. O

En base a la proposición anterior, obtenemos que los espacios discretos son secuenciales. En
efecto, sea X un espacio discreto. Dado que la afirmación A *' A es falsa para todo A e X se satis
face la hipótesis en la proposición 1.2.2, y por lo tanto X es secuencial. Otra clase importante de
espacios secuenciales, son los primero numerable. Recordemos qué significa que un espacio sea

Espacios con Rango secuencial WI 11
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Conceptos básicos

primero numerable.

Definición 1.2.3 Sea X un espacio topológico. Diremos que X es primero numerable, si para
cualquier punto x de X existe una colección numerable {U,,} "EZ+ de entornos que contienen a
x tales que cualquier entorno U que contiene a x, contiene al menos uno de los conjuntos U"

(U" <; U).

Proposición 1.2.4 Todo espacio primero numerable es secuencial.

Demostración. Sea A e X con A t- A . Tomemos x E A\A y lIna base numerable {U,,} "EN de en
tornos que contienen a x . Para cada i E N , elijamos un Xi E A n U I n U2 n ... n Ui . De esta fonna,
obtenemos lIna sucesión (x,,) "EN en A que por constmcción converge a x . Es decir, el espacio X
es secuencial. o

Corolario 1.2.5 Todo espacio métrico es secuencial.

Demostración. Sean (X, d) un espacio métrico y x E X . Como la familia {B(x, ~) : n E N} es una
base numerable en x, de la proposición 1.2.4 deducimos que (X, d) es secuencial. o

En la sección 1.4 definiremos la clausura secuencial de un subconjunto de un espacio topo
lógico. Además en el capítulo 3 trabajaremos con mas detenimiento el espacio de las funciones
conti-nuas de IR en IR. Por ahora el objetivo del siguiente ejemplo, aunque no haremos todos los
detalles, es mostrar un conjunto secuencialmente cerrado que no es cerrado. En la sección 3.1
mostraremos otro ejemplo de un espacio no secuencial.

Ejemplo 1.2.6 Consideremos lasfúnciones continuas de IR en IR, con la topología producto. Es
decir el espacio (IRlR , Tp )

Denotaremos con C(IR) a las funciones continuas de IR en IR. Si aplicamos el operador clausura
secuencial a C(IR), hasta estabilizarlo, obtenemos las funciones Bolerianas (B(IR)), que fonnan
un conjunto T p - secuencialmente cerrado. Por otro lado, C(IR) = IR1fl( que es un conjunto cerrado.
Claramente IRlR t- B(IR). En conclusión, las funciones borelianas de IR en IR forman un conjunto
T p - secuencialmente cerrado y no es cerrado en (lRlR , T p ).

Otra manera de caracterizar los espacios secuenciales es:

Sea X un espacio topológico. Recordemos que una sucesión (x" )"EN en X está finalmente en
A e X, si existe un entero positivo N E N tal que x" está A para todo n ~ N .

Espacios con Rango secuencial WI 12
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Conceptos básicos

Definición 1.2.7 Sean X un e!Jpacio topológico y U e X. Se dice que U es secuencialmente

abierto si cualquier sucesión (xn )nEN en X tal que (xn )nEN -4 X E U, está finalmente en U,

Es claro que todo abierto (cerrado) es secuencialmente abierto (secuencialmemte cerrado).El
reciproco no es cierto, es decir si un conjunto U es secuencialmente abierto no necesariamente U
es Abierto, lineas arriba mostramos un conjunto secuencialmente cerrado que no es cerrado. El
correspondiente recíproco nos proporciona otra caracterización de los espacios secuenciales,

Teorema 1.2.8 Un espacio topológico X es secuencial, si y sólo si todo subconjunto secuencial

mente abierto es abierto.

Demostración. Sea U e X secuencialmente abierto. Probemos que X\ U es cerrado. Suponga
mos lo contrario, es decir, el conjunto X\ U no es cerrado. Por hipótesis, existe una sucesión
(Xn)nEN E (X\U) tal que (Xn)nEN -4 X E (X\U)\(X\U) . De esta manera obtenemos que (Xn)nEN

no está en U, en particular (xn )nEN no está finalmente en U, Yademás x E U . Esto contradice que
U es secuencialmente abierto y por consiguiente X\ U es cerrado. Ahora probemos el recíproco
del teorema. Para ello, utilicemos la proposición 1.2.2. Sea A e X con A *- A . De esta manera,
X\A no es abierto y, por hipótesis tampoco es secuencialmente abierto. De aquí se desprende que
existe una sucesión (Xn)nEN en X con (XnLEN --+ X E X\A Y que no está finalmente en X\A , es
decir, la sucesión (Xn)nEN está finalmente en A . Así que, existe un N E N tal que (Xnh'2N está en
A . De lo anterior, concluimos que x E A\A y por lo tanto el espacio X es secuencial. O

Una pregunta natural es: ¿la clase de los espacios secuenciales es diferente a la de los primero
numerables? Enseguida proporcionamos un espacio secuencial que no es primero numerable.

Ejemplo 1.2.9 Consideremos el siguiente conjunto:

X= {0}U{(n}: n E N}U{(n,m}: n,m E N}

Gráficamente
o

(01 (ni

(0,0) (O, 1) (0,111) ( 1,0) (1,111) (n,O) (11,111)
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Definamos la siguiente topología T sobre el conjunto X: Un conjunto A <; X es abierto si:

1. 0 E A, entonces existe no, tal que para todo n ¿ no se tiene que (n) EA.

2. (n) E A, entonces existe ko, tal que para todo k ¿ ko se tiene que (n,k) EA.

3. los puntos (n,m) son aislados, para algún n E N Ym E N.

Llamaremos al espacio topológico (X, T) espacio de Arens y lo denotaremos con S 2.

Notemos de las expresiones anteriores que el espacio de Arens tiene complejidad n~.

Caracterizemos las sucesiones convergentes de Arens: sea (tl)!E"N una sucesión en S 2 tal
que ti ---> t entonces debe ocurrir lo siguiente:

1. Si t = {0} entonces, existe no E N tal que ti E {(n) : n E N} para todo I ¿ no

2. Si t = (n) entonces, existe mo E N tal que ti E {(n, m) : m E N} para todo I ¿ mo

3. Si t = (n,m) entonces, ti es eventualmente constante.

Lema 1.2.10 S2 es un espacio secuencial

Demostración. Sea U <; S 2 secuencialmente abierto, demostraremos que U es abierto. En efecto
consideremos x E U, así tenemos los siguientes casos:

1. Si x = {0} entonces, como U es secuencialmente abierto se tiene que toda sucesión (X")"EN
en S 2 tal que x" converja a x E U implica que existe no E N con (x,,) en U para todo n ¿ no.
Luego, tomemos a x" = (n) para todo n E N. Puesto que (x,,) E U Y U es secuencialmen
te abierto entonces, para cada punto de {(n) : n E W} tenemos que cualquier sucesión en
{(n, m) : m E N} converge a (n), para cada n E N. Por lo tanto U es abierto.

2. Si x = (n) con n E N fijo. Puesto que U es secuencialmente abierto en S2, entonces toda
sucesión (t")"EN en S2 tal que t" converja a x E U implica que existe mo E N tal que t" E U
para todo n ¿ mo. Luego, si consideramos t" = (n, m) para todo m ¿ mo, tenemos que t" E U
por tanto U es abierto.

3. Si x = (n, m), por hipótesis U es secuencialmente abierto. Así tenemos que para cada su
cesión (2" )"EN en S 2 con 2" ---> x, entonces existe no E N tal que 2" E U para todo n ¿ no.
Luego, por como caracterizamos las sucesiones convergente en Arens se tiene que 2/7 debe
ser eventualmente constante, por ende 2/7 E U. En consecuencia U es abierto. O

El espacio de Arens es secuencial y no es primero numerable.

Espacios con Rango secuencial W¡ 14

Atribución - No Comercial - Compartir Igual 3.0 Venezuela (CC BY - NC - SA 3.0 VE )

www.bdigital.ula.ve



Conceptos básicos

Lema 1.2.11 S 2 no es primero numerable.

Demostración. Sea {Un} nEN una colección numerable de abiertos que contienen a la sucesión
{0} E S2. Encontraremos un abierto U que contenga a {0} tal que Un ~ U para todo n E N,
es decir U no contiene ninguno de los Un' Sin perdida de generalidad podemos suponer que
U I :J U2 :J U3 :J .... Como U I es un abierto que contiene a 0, entonces existe ni E N tal que
(n) E U I para todo n ¿ ni. Además como (n) E VI Y VI es abierto entonces existe m~l] EN tal que
(n, m) E UI para todo m ¿ m,~] . Por otro lado, Como U2 es un abierto que contiene a 0, entonces
existe n2 E N, con n2 ¿ n¡, tal que (n) E U2 para todo n ¿ n2. Además como (n) E U2 y U2 es
abierto entonces existe m~2 EN tal que (n, m) E V2 para todo m ¿ m~2' con m~2 ¿ m,;] y así sucesi
vamente para el resto de los Un. Ahora bien, consideremos el siguiente conjunto A = U¡(n¡, m;,,),
entonces U = S 2 " A es abierto. Finalmente podemos notar que U no contiene ninguno de los Un,

por lo tanto S 2 no es primero numerable. O

Un espacio topológico (X, T) es Hausdorfr o T2, si dados x,y EX distintos, existen entornos V
de x y V de y tales que U n V = 0. Probemos que el espacio de Arens es Hausdortr.

Lema 1.2.12 S 2 es Hausdorff

Demostración.

1. Sean (n, m) y (1, k) dos puntos en el segundo nivel de S 2 distintos, por ser puntos aisla
dos son abiertos. Asi, se tiene que existen V = {(n,m)} y V = {(I,k)} abiertos tales que
Un V = 0.

2. Sean (n, m) y (n) dos puntos en S 2. Consideremos a U = {(n, m)} abierto y V = {(n)} U{ (n, m+
1) : para todo m EN}. Ves un abierto que contiene a (n). Además, se tiene que V n V = 0.

3. Sean (n) y (k) dos puntos distintos en el primer nivel de S2. Luego, existen abiertos U =

{(n)} U{ (n, m) : m EN} Y V = {(k)} U{ (k, m) : m EN} que contienen a (n) y (m) respecti
vamente, tales que U n V = 0.

4. Sean (n) y 0 dos puntos distintos de S 2, existen abiertos disjuntos que contiene a (n) y 0,
respectivamente. Los cuales son U = {(n)} U{ (n, m) : m E N} Y V = {0} U{ (n + 1) : n E
N}U{(n+l,m):mEN}.

5. Sean (n,m) y 0 dos puntos distintos de S2, existen abiertos disjuntos que contiene a (n,m)
y 0, respectivamente. Los cuales son U = {(n, m)} y V =S 2\ u.
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Los casos anteriores muestran que S 2 es Hausdorff. D

Un espacio X es compacto por punto límite si: cada subconjunto infinito de X tiene un
punto límite. Esta definición la introdujó Fréchet y es más débil que la definición de compacidad
por cubrimientos, aunque coinciden cuando se trata de espacios métricos.

El espacio de Arens no es compacto, pues simplemente S 2 tiene infinitos puntos aislados.
Más adelante mostraremos que el espacio Arens posee un subespacio que no es secuencial. Dicha
demostración contiene un conjunto U que es secuencialmente abierto y este no es abierto en el
sub-espacio.

Una pregunta importante es: ¿la imagen continua de un espacio secuencial es secuencial? En
[8], muestran que existe un espacio (Z, T) que no es secuencial y tal que la secuencialidad no se
preserva bajo funciones continuas. En efecto, cualquier función f: (Z, TDis) -+ (Z, T) es continua
y por la observación hecha en la proposicion 1.2.2, el espacio (Z, TDi,) es secuencial. Las siguien
tes definiciones y caracterizaciones nos permitiran mostrar cuando la secuencialidad se preserva:

Definición 1.2.13 Unafúnción f: (X, T) -+ (Y, T') continua y sobreyectiva se llama abierta si la
imagen de todo conjunto abierto es abierta, y recibe el nombre de cerrada si la imagen de todo
conjunto cerrado es cerrada.

Definición 1.2.14 Sean X y Y espacios topológicos. Unafimción f: X -+ y continua y sobreyec
tiva se llama cociente, si r i (U) E T( X) implica que U E T( Y) para todo U e Y.

Proposición 1.2.15 [8] Todafunción abierta o cerrada es cociente.

Demostración. Sea f : X -+ Y una función continua y sobreyectiva. Consideremos el conjunto
r l (U) E T(X) .

Supongamos que f es abierta. Luego, se cumple que fCr I (U)) = U E T( Y) . Ahora bien,
si f es cerrada, entonces f(XV- 1 (U)) = f(X)VU- i (U)) = Y\U es un subconjunto cerrado,
es decir, U E T( Y) . De esta manera hemos probado que si f es una función cerrada o abierta,
entonces f es una función cociente. D

Como mencionamos líneas arriba, la imagen continua de un secuencial no es necesariamente
secuencial. Pero la secuencialidad sí se preserva bajo funciones cocientes, como lo muestra el
siguiente resultado.

Teorema 1.2.16 [8] La imagen cociente de un espacio secuencial es secuencial.
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Demostración. Sean X y Y espacios topológicos tales que X es secuencial y f : X --+ y es una
función cociente. Probemos que Y es secuencial. Tomemos un U e Y secuencialmente abierto. En
virtud del teorema 1.2.8, basta mostrar que U E T( Y) . Afinnamos que f- I (U) es secuencialmente
abierto. En efecto, sea s = (x17 )I7EN una sucesión en X con s --+ Xo E.r l (U) . Por ser f una función
continua, obtenemos que f( s) --+ f( xo) E U . Como U es secuencialmente abierto, la sucesión
f( s) está finalmente en U . Luego, la sucesión s está finalmente en r 1(U) Y por consiguiente,
la afirmación es verdadera. Dado que X es secuencial, obtenemos que f- ' (U) E T(X) y por ser f
una función cociente, el conjunto U es abierto. O

Corolario 1.2.17 [8] La imagen bajo una júnción abierta o cerrada de un espacio secuencial, es

secuencial.

Demostración. La conclusión se desprende de la proposición ].2. ]5 Ydel teorema] .2.16. o

Lema 1.2.18 Sean X e Y espacios secuenciales y f :X --+ Y una júnción. f es continua sí, y sólo
si, para cualquier sucesión (x17 )I7EN E X se cumple (x17 --+ a => f( x17 ) --+ f( a)).

Demostración.

l. Supongamos que f es continua. Dada una sucesión (x17 ) que converge a a, queremos probar
que f( x,,) converge a f( a). Sea U un entorno de f( a). Entonces r 1 (U) es un entorno de a,
y por lo tanto existe un entero N tal que x" E .r1( U), para todo n ¿ N. Entonces, f( x17 ) E U
para todo n ¿ N. Esto muestra que f( x,,) converge a f( a )

2. Probemos que f es continua.
Sea U ~ Y abierto, probemos que r 1(U) es abierto en X. En efecto, sea x E r 1(U) enton
ces f( x) E U. Asi, por hipótesis se tiene que existe no E N tal que f( x,,) está en U, para todo
n ¿ no. En consecuencia, se tiene que (x17 ) I7EN está en f-1 (U) para todo n ¿ no. Además,
puesto que la sucesión (x17 ) converge a x E f-1 (U) Y (x,,) "EN está en f- I ( U), entonces
r 1(U) es secuencialmente abierto. Por otro lado, r 1(U) ~ X Y X es secuencial, por lo
tanto r 1 (U) es abierto en X. o

El siguiente ejemplo muestra que la secuencialidad no se hereda. Es decir, probaremos que el
siguiente subespacio posee un conjunto secuencialmente abierto que no es abierto.

Ejemplo 1.2.19 La secuencialidad no es una propiedad herediaria.
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Demostración. Consideremos Y = {0} U{(n,m) : n,m E N} subespacio de S2, con la topología
de subespacio. Probemos que Yno es secuencial. En efecto, sea U = {0} secuencialmente abierto
en Y; puesto que las únicas sucesiones que convergen a {0} en Y son las eventualmente constante
0. Además U no es abierto en Y ya que sus conjuntos abiertos son todas las intersecciones de
conjuntos abiertos de S2 con Y y recordemos que un abierto en S2 que contiene a {0} también
contiene (n) E A para algún n ¿ no. O

Sin embargo, la secuencialidad sí se hereda a abiertos y cerrados.

Lema 1.2.20 [8] Todo subespacio abierto o cerrado de un espacio secuencial, es secuencial.

Demostración. Sea X un espacio secuencial y U e X abierto. Tomemos un subconjunto secuen
cialmente abierto V en U . Afirmamos que Ves secuencialmente abierto en X . En efecto, sea
(X/1)/1EN una sucesión en X con (X/1)/1EN -> X E Ve U. Como todo conjunto abierto es secuencial
mente abierto, tenemos que (X/1)/1EN está finalmente en U. Por ser V secuencialmente abierto en U
, deducimos que (X/1 )/1EN está finalmente en V . Por lo tanto, Ves abierto en X y en consecuencia
también lo es en U . De esta manera concluimos que U es secuencial. Sea F e X cerrado. Para
probar que F es secuencial, utilizaremos el hecho que: Un espacio topológico X es secuencial si y
sólo si, todo subconjunto secuencialmente cerrado es cerrado. Sea K e F secuencialmente cerrado
y probemos que X\K es abierto. Basta verificar que X\K es secuencialmente abierto. Considere
mos una sucesión s = (X/1 )/1EN con s -> X E X\K . Si x ~ F , como X\F es secuencialmente abierto,
entonces s está finalmente en X\F e X\K . Ahora fijémonos en el caso cuando x E F . Supongamos
que existe una subsucesión s' de s tal que s' e K y s' -> X . Debido a que K es secuencialmente
cerrado, la sucesión s' converge en K , pero x ~ K . Por lo tanto, la sucesión s está finalmente en
X\K. o

1.3. Espacios Fréchet

Definición 1.3.1 Un espacio topológico X se llama espacio Fréchet, si para cualquier A e X y

x E], entonces existe una sucesión (X/1)/1EN en A tal que (X/1)/1EN -> x.

Por ejemplo, los espacios métricos son Fréchet. Así como para el caso de los secuenciales, los
primero numerables también son espacios Fréchet, como enseguida lo mostramos

Teorema 1.3.2 Todo espacio primero numerable es Fréchet.

Demostración. Sea X un espacio primero numerable y sea A e X. Tomemos x E A . Por hipótesis,
existe una base numerable {U/1 : n E N} en x . Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que
U/1+ 1 e U/1 para n E N . Como U/1 nA*- 0 con n E N , escogemos X/1 E U/1 n A para cada n . Luego
(X/1 )/1EN está A y por construcción, esta sucesión converge a x . o
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El reciproco del Teorema 1.3.2 no se cumple, ya que el espacio Abanico secuencial S (w), que
definiremos más adelante en la sección 1.6 , es Fréchet y no posee base numerable para el punto
{ 00 }. El siguiente resultado nos muestra que la clase de los espacios Fréchet forma parte de la de
los secuenciales

Proposición 1.3.3 Todo espacio Fréchet es secuencial.

Demostración. Sea X un espacio Fréchet y sea A e X . Supongamos que A t- A . Tomemos
x E A" A . Por hipótesis, existe una sucesión (xll ) IlEf'1 en A tal que (xll )IlEN -+ X E A\A .Por lo tanto,
de acuerdo a la proposición 1.2.2, el espacio X es secuencial. O

El reciproco de la proposición anterior no se cumple, es decir, existen espacios topológicos
que son secuenciales y no son Fréchet. El siguiente ejemplo muestra esto:

Lema 1.3.4 S 2 es secuencial y no es Fréchet.

Demostración. En el lema 1.2.10 mostramos que S 2 es secuencial. Ahora probaremos que 82 no
es Fréchet. En efecto, consideremos A = {(n,m!: n,m E N} ¡; 8 2, podemos notar que A = S2.

Ahora bien, tomemos {0} E A por como caracterizamos las sucesiones convergentes en S 2 pode
mos notar que no existe una sucesión en A tal que ella converja a {0}, ya que las unicas sucesiones
convergentes a {0} estan eventualmente en {(n! : n E N} ES2 Yclaramente el conjunto A no con
tiene una sucesión de estas. Por tanto podemos concluir que 82 no es un espacio Fréchet. O

El siguiente resultado, tomado de [12], muestra la importancia del espacio de Arens.

Lema 1.3.5 Un espacio secuencial, regular y numerable es Fréchet si y sólo si no contiene copia
homeomorfa del espacio de Arens 8 2.

Los espacios Fréchet sí son hereditarios. En lo que sigue, el símbolo Clx(A) significará la
cerradura de A e X en (X, T) .

Proposición 1.3.6 [8] Todo sube.\pacio de un espacio Fréchet , también es un espacio Fréchet.

Demostración. Sea (X, T) un espacio Fréchet y Y e X un subespacio. Tomemos Z e Y y x E

Cly(Z). Como Cly(Z) = Clx(Z) n Y, tenemos que x E Clx(Z) . Por hipótesis existe una sucesión
s = (x ll )I1EN en Z tal que s -+ X . Por lo tanto, el subespacio Y es Fréchet. o
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1.4. Rango secuencial

A cada espacio (no necesariamente secuencial) se le asocia un ordinal Q; ~ W¡, llamado el ran
go secuencial del espacio. Este ordinal acota la iteración más larga posible del operador secuencial
que definiremos a continuación. En el capítulo 3 daremos un ejemplo de un espacio no secuencial
que posee rango W 1 •

Definición 1.4.1 Sea X un espacio topológico y A e; X definimos el operador secuencial como:

Cabe destacar que podemos aplicar, de nuevo, el operador secuencial a A (¡). Asípodemos definir:

y para f3 un ordinal límite
A(j3) = U A(a)

IY<{3

Cuando este operador secuencial se estabiliza. es decir el menor ordinal f3 tal que A({3+1) = A({3),

diremos que la clausura secuencial de A en X es :

Cls(A) = U A(IY)
a<{3

Notemos que A e; A (1) e; A (2) e; ... e; A (a). Además, recordemos que la clausura de A se puede
obtener como la intersección de todos los conjuntos cerrados que contienen al conjunto A, es decir
A =n{B : A e; B & B cerrado}. Por ende, también podemos obtener:

CIsCA) =n{B: A e; B & B secuencialmente cerrado}.

Por la definición 1.4.1 mostraremos el siguiente lema.

Lema 1.4.2 A(wl) = A(w 1 +l), para todo espacio topológico Xy A e; X.

Demostración.

(i) Por definición 1.4.1 se tiene claramente que A(WI) e; A (WI +1)
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(H) Ahora veamos que A (W¡ +1) <; A «(LI¡ ) •

Consideremos x EA (WI +¡) , asi existe N EN tal que la sucesión (xn ) IIEN está en A (WI ) , para to
do n ¿ N Yademás x = límn X¡¡. Por otro lado, como (x¡¡ )¡¡EN está A «LlI ) y A«"I) = Up<wIA(p),

entonces para cada n E N existe p¡¡ < W¡ tal que Xn EA(p,,). Luego, como unión numerable

de numerables es numerable, consideremos a = U¡¡ Pn < WI, en consecuencia (x¡¡ )¡¡EN está
en A(a). Entonces x EA(a+l) <; A(WI). o

Definición 1.4.3 El rango secuencial A en X, denotado por p(A,X), se define como el menor or
dinal a tal que A (a) = A (a+ 1).

Definición 1.4.4 El rango del espacio X se define como:

L(X) =sup{p(A,X) : A <; X}

Notemos que p(A,X), L(X) s WI, para todo A <; X.

Lema 1.4.5 Sea X un espacio topológico, A <; X, y iY < W¡, entonces A(a) <; A

Demostración. La prueba de este lema la haremos por inducción.

l. (Base inductiva).
ConsideremosA(I)={xEX: 3(X¡¡)¡¡EN en A, con x¡¡---+x}yxEA(I),probemos

que x EA. Puesto que x EA (1\ entonces existe una sucesión (X¡¡) ¡¡EN en A tal que x = Iím X¡¡.

Por otra parte, sea U un conjunto abierto tal que x E U. Como U es abierto entonces, existe
no EN tal que X¡¡ está en U, para todo n ¿ no. En consecuencia se tiene que (x¡¡ )"EN está en
UnA, por tanto UnA *- 0. Esto muestra que x EA.

2. (Caso Sucesor).
Supongamos que A(a) e; A, probemos que A(a+l) e; A. En efecto; Sea x EA(a+l) entonces,

existe una sucesión (X,I)¡¡EN en A(,r) <; A tal que x = límxn . Por otro lado, consideremos U

un abierto tal que x E U. Luego, existe no E N tal que (x¡¡) está en U, para todo n ¿ no. En
consecuencia UnA *- 0, por tanto x EA.

3. (Caso Límite).
Sea iY- limite y supongamos que para todo f3 < iY se tiene A(3) e; A. Consideremos x EA(a),

entonces x = límx¡¡ con X I1 E U,B<<rA(fi); es decir, ('í/n E N)(3,B11 < a)(x¡¡ E A(,BI1) <; A). Por
otro lado, sea x E U con U abierto. Por convergencia sabemos que (3no EN) ('Vn ¿ no) (XI1 E
U). Así tenemos que x170 E U Y x170 E A(,B,,) <; A, en consecuencia UnA *- 0. Por lo tanto,
xEA. o
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Corolario 1.4.6 A(p(A,X)) ~ A, para todo A ~ X.

Demostración.

1. Supongamos que p(A,X) < WI, por el lema 1.4.5 tenemos que A(I'(A,X)) ~ A.

2. Si p(A,X) = W¡ entonces veamos que A(p(A,X)) ~ A. En efecto, sea x E A((UI). Recordemos
que A((UI) = UIY«UI A(IY), así sabemos que existe (Yo < Wj tal que x E A((YO) ~ A. Lo cual
pmeba que, x E A. o

Antes de demostrar el siguiente teorema es importante mensionar que A(I'(A,X)) es el menor
conjunto secuencialmente cerrado que contiene a A, ya que él posee todos los puntos límites de
cualquier sucesión convergente en A y sus iteradas hastap(A,X).

Teorema 1.4.7 X es secuencial sí, y sólo si, A(p(A,x)) = A, para todo A ~ X.

Demostración.

1. Probaremos(<=)
Consideremos A ~ X secuencialmente cerrado, probemos que A es cerrado, En efecto, Como
A es secuencialmente cerrado entonces A = A(I'(A,X)). Luego, por hipótesis, tenemos que
A(p(A,X)) = A. En consecuencia A = A, por tanto A es cerrado. Finalmente se tiene que X es
secuencial.

2. Probemos (=> )
Sea A ~ X, como X es un espacio secuencial, entonces para A secuencialmente cerrado se
sabe que es cerrado. Así se tiene que A = A. Ahora bien, el hecho que A sea secuencialmente
cerrado implica que A = A (p(A,x)). Por tanto, concluimos que A (p(A,X)) = A. o

Lema 1.4.8 Si X es un espacio Fréchet, entonces I(X) = l

Demostración. Sea X un espacio Fréchet, por la proposición 1.3.3 se tiene que X es secuencial y
por el teorema 1.4,7 obtenemos que A (p(A,x)) = A, para todo A ~ X. Por otro lado, para cualquier
A r;; X se tiene que A(O) = A YA(I) = A u {x EX: X = Iíml1 X I1 & (XI1 )I1EN en A}. En conse
cuencia A(I) = A, por lo tanto I(X) = sup{p(A,X) : A r;; X} = 1. O

Corolario 1.4.9 Si X es un espacio métrico, entonces AP(A,X) = A, para todo A r;; X. Además el

rango secuencial de éste es igual a 1.

Demostración. Recordemos que todo espacio métrico es Fréchet. El resto de la pmeba se des
prende del lema 1.4.8. o
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1.5. Nociones combinatorias

Esta sección esta dedicada al estudio de la teoría de árboles, que para la teoría descriptiva de
conjuntos y nuestro trabajo es muy importante, ya que nos dió un enfoque geométrico del espacio
de Arens definido en 1.2.9 y nos dará un enfoque geométrico del espacio S w que definiremos más
adelante en este capítulo.

Sea A un conjunto no vacío. Si s E A<N (el conjunto de todas las sucesiones finitas de ele
mentos de A incluyendo la sucesión vacío {0}), entonces Isl denota la longitud de s. Sea s =

(ao,a¡, ... ,an-l) EA<N. Definiremos

d' = aa...a,a E A,n ~ O
'-v---'
n-veces

observemos que aO = 0. Si s = (ao, a¡, ...an-¡) E A<N y m < n, entonces definimos a

t = slm = (ao, a¡, ... , al11 -¡ )

y diremos que t es un segmento inicial de s , o s es una extensión de t, y que escribiremos t < S

o S >- t. Además escribiremos t s s cuando t < S o t = s. Por otra parte, diremos que s y t son
compatibles si uno es una extensión del otro; en caso contrario diremos que son incompatibles, y
escribiremos s 1. t. Notemos que, s 1. t si, y sólo si, existe i < Isl, Itl tal que s(i) *- t(i).

Sean s = (ao, a¡, ... , an-¡ ) y t = (bo, b l , ... , bl11 - l ) dos sucesiones finitas. Definiremos la conca
tenación de dos sucesiones, la cual denotaremos por s~ t , a la sucesión

(ao,al, ... ,an-l, bo, b¡, ... , bl11-l)

Si s E A<N ya E A N, s~a se define similarmente a lo anterior. Además, si o: = (ao,a" ... ) E A N,

para k E N se tiene que alk = ((yo, al, ... , ak-I ). Finalmente, si s E A<N, escribiremos s < ¡yen caso
que a extienda a s; es decir, s = alk para algún k.

Definición 1.5.1 Un árbol T en A es un subconjunto no vacío de A<N, tal que si s E T Y t < S

entonces t E T. o

(O, O)

(0.1.0) (O, I,k)

(n,O, 1, O)
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Así, la sucesión vacío 0 pert.enece a todos los árboles no vacíos. Los elementos de T son
llamados, a menudo, nodos de T. Un nodo u es llamado terminal si para ningún a EA, u~a ET.
Un árbol T es llamado a ramificación finita si para todo nodo s en T, {a E N : s~a E T} es finito.
Si T es un árbol en A, entonces el cuerpo de T es el conjunto

[T] = {a E Al'! : Vk(alk E T)}

Se puede observar que los miembros de [T) son las" ramas infinitas" de T. Diremos que un

[T) *- 0 se dice que T es mal fundado.

Ejemplo 1.5.2 Los siguientes conjuntos son ejemplos de árboles en N,

1. {0},

3. {sii: i < Isl}(s E N<N),

4. {ali:iEN}(aENN).

Definición 1.5.3 Sea T un árbol y u un nodo de T. El conjunto

Tu = {v E A<!'l : u-v E T}

también es un árbol.

Ejemplo 1.5.4 Sean To, T¡, T2, ... árboles en N bienfimdados. Entonces

T = {0} U{(Ws: S E T¡, i E N}

es un árbol bien jimdado.
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o

(O) (1)

(0,11) (11,1) (11,111) ( 1,(1) (1,111) (/1,11) (/1,111)

En las siguientes secciones definiremos y calcularemos el rango secuencial de tres espacios
muy importantes para la tearia de conjuntos los cual son: El abanico secuencial, Arens (ya de
finido en la sección 1.2) y el espacio de las sucesiones finitas de números naturales, este último
denotado con S w. Cabe destacar que S ú) es el centro de nuestro trabajo, ya que este nos pennite
caracterizar cuando un espacio tiene rango secuencial Wl Ymás aún cuándo un espacio topólogico
tiene una copia de S w'

1.6. El espacio abanico secuencial

Consideremos el siguiente conjunto:

NxNu{oo}

es decir, los pares ordenados de números naturales junto con un punto más que llamaremos 00,

Gráficamente

111

• (11,111)

2

I 2 3 4 11

Ahora definiremos una topología para N x N u {oo}.
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Definamos la siguiente topología T sobre N x N u {oo}:

l. Los puntos en N x N son aislados.

2. Los conjuntos de la fonna:

Uf = {(n, m) E N x N : m 2. f( n)} u { 00 }

donde f E Nf:J, son abiertos.

Gráficamente un conjunto Uf es de la fonna, (son todos los pares ordenados que estan por
encima del grafico):

00

111

k

(11.111 )

2 4 11

Al par ordenado (N x N u { 00 }, T) lo llamaremos espacio abanico secuencial y lo denota
remos con S (w ).

Lema 1.6.1 S (w) es Hausdorff

Demostración.

l. Sean (n, m) y (k, 1) dos puntos distintos de S (w). Como ninguno de los puntos considerados
es el punto 00, entonces consideremos U = {(n, m)} y V = {(k, I)} abiertos disjuntos de
(n, m) y (k, 1), respectivamente.

2. Sean (k, 1) Y 00 dos puntos distintos de S (w ). Consideremos U = {(k, I)} Y V = S (w )\ U
abiertos disjuntos de (k, 1) Y00, respectivamente.
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Los item 1 y 2 prueban que S (w) es Hausdorff. o

Antes de enunciar el siguiente lema, definamos una sección en el abanico a una línea vertical,
es decir, para n E N fijo, consideremos los pares (n, m) para todo m E N. Esto nos pennitira tener
una idea más clara de una sucesión convergente en S (w ).

Lema 1.6.2 Sea S e; N x N. S es una sucesión convergente a {00 } si, y sólo si, existe n E N tal
que S e; {1, 2, ... ,n} x N.

Demostración.

1. Probemos (=> ).
La prueba la haremos por reducción al absurdo. Consideremos S e; N x N una sucesión con
vergente a 00 y supongamos que S intersecta a una cantidad infinita de secciones verticales.
Luego, podemos contruir una subsucesión de S de la siguiente manera: El primer elemento
de la subsucesión se tomará de la primera sección vertical que intersecta a S etiquetando
lo de la siguiente manera (n ¡ , mI). El segundo elemento de la subsucesión se tomará de
la segunda sección vertical que intersecta a S el cual utilizaremos la etiqueta (n2, m2). De
esta fonna podemos extraer de S la subsucesión (n;, mi). Ahora bien, con esta subsucesión
y tomando de las secciones verticales que no intersectan a S un elemento cualquier pode
mos obtener el grafico de una función, como el mostrado en la definición de un conjunto
abierto en S (w) que contiene al punto 00, que muestra un conjunto abierto que contiene al
punto 00 y que la subsucesión considerada no está en ese abierto. Lo cual obtenemos una
contradicción pues cualquier abierto U que contiene al punto 00, debe contener una cola de
la sucesión S. Lo cual es falso pues la subsucesión contruida no está contenida en el abier
to U. Por lo tanto, se concluye que las sucesiones convergentes en S (w) son de la fonna
S e; {1,2, ... ,n} x N.

2. Probemos (<=).

a) Supongamos que S es un subconjunto de una sección vertical, digamos S = {(n, m) :
m E N} para n E N fijo. Probemos que S es una sucesión convergente al punto {oo}.
En efecto, consideremos U un abierto que contiene al punto {00 }. Así existe k E N tal
que para cualquier m :?: k se tiene que (n, m) e U. Lo cual implica que una cola de la
sucesión está contenida en U

b) Supongamos que S e; {l, 2, 3} x N. Mediante un proceso de enumeración podemos
mostrar que S es una sucesión, es decir: el primer punto de la sucesión va ser el primer
punto de la intersección de S con la primera sección vertical, que denotaremos con
(n ¡ ,m I ). El segundo punto de la sucesión sera el primer punto de la intersección de S
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con la segunda sección vertical, que denotaremos con (n2, m2)' El tercer punto de la
sucesión sera el primer punto de la intersección de S con la tercera sección vertical,
que denotaremos con (n3, m3). Ahora bien, el cuarto punto de la sucesión sera el se
gundo punto de intersección de S con la primera sección vertical. Asi sucesivamente
"jJodeuxos seguir ermrnerarrdolos lTl1nttis ([ue 'lntersecta S"(;Of! las tres secciones verti
cales dadas. La siguiente figura ilustra dicha enumeración.

00

(n,m)

J 2 3 4 n

Por otro lado recordemos que una sucesión (x,,) de puntos de un espacio X converge
a un punto x E X siempre que, para cualquier abierto U de x existe un entero positivo
N tal que (xn ) está en X para todo n 2': N. Además, cabe destacar que en lit y lit2 una
sucesión no puede converger a más de un punto. Por 10 tanto, tenemos que S (u) ¡:; JR2
YS (w ) es Hausdorff, así se cumple que en S (w) cualquier sucesión no puede conver
ger a más de un punto.

Finalmente, probaremos que cualquier abierto U que contiene a {oo } posee una cola
de la sucesión S. En efecto, sea U un abierto que contiene a {00 }. Así para cualquier
n EN, existe k E N tal que para cualquier m 2': k se tiene que (n, m) E U. Esto muestra
que el conjunto U contiene una cola de la sucesión dada. o

Lema 1.6.3 S (w) es rréchet.

Demostración. Consideremos A.s; S(w) y X E S(w) debemos probar: x E A sí, y sólo, si existe
una sucesión (Xn)nEN E A tal que Xn -4 x. Consideremos los siguientes casos:

1. Para todo n E N se tiene que A n {(n, m) : m E N} es finito. El conjunto A pochia lucir como
(lo que esta marcado con color rojo):
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• (n,m)
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00

mi

1

J
;1
1 __1 __

234 n

Como A n {(n, m) : m E N} es finito para todo n E N, entonces S (w) \A es un conjunto
abierto de S (w) que contiene al punto {oo}, así se tiene que A = A. por ende, para todo
x E A existe la sucesión eventualmente constante x que está contenida en A y que converge
a x.

2. Existe n E N tal que A n {(n, m) : m E N} es infinito. Las siguientes figuras muestran los
posibles casos del conjunto A:

figural

I I
l· ··1
I I

1I
I I

I 1 1 1
(l,m)(2,m)(3,m) (n,m)

T! I I I I
I 11 I I~···I
I11II 1I 1
1I I i I I 1 1

fi&'1tra2

T!..•.I

I : i

111
1

1
I

- ,~
¡ ~

I
I iIr·.
1 1

figura3

a) Si A luce como la figura 1 o la figura 2, entonces por el lema 1.6.2 se tiene la sucesión
fonnada por la sección vertical o finitas secciones verticales converge al punto { 00 } E

S (w ). Luego tenemos que: existe una sucesión en A convergente a {00 } y claramente
{oo} EA.

b) Si A es como en la figura 3, entonces podemos tomar una sucesión en A convergente
a {oo}, es decir por el lema 1.6.2 existe n E N tal que S ~ {1,2, ... ,n} x N e A y S
converge a {oo}. Por 10 tanto tenemos una sucesión S e A convergente a {oo} y tal
que {oo} EA.

Finalmente de los ¡tems 1 y 2 podemos concluir que S (w) es Fréchet. o
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Lema 1.6.4 5 (w) es secuencial.

Demostración. Lineas arriba se probó que 5 (w) es un espacio Fréchet. Así por la proposición
1.3.3 se tiene que 5 (w) es secuencial. o

Lema 1.6.5 El rango secuencial de 5 (w) es 1, es decir 'L.(5 (w)) = 1.

Demostración. Por el lema 1.6.3 se tiene que 5 (w) es Fréchet y por el lema 1.4.8 concluimos que
'L.(5(w)) = 1. O

1.7. El espacio de Arens

En la sección 1.2 se definió el espacio de Arens. Además se caracterizaron las sucesiones con
vergentes. Ahora calcularemos el rango secuencial de Arens.

Mostraremos que el rango secuencial de 52 es 2, es decir 'L.(5 2) = 2. En efecto

1. Consideremos A <; 52 tal que A = {(n,m) : n,m E N}. Claramente A(O) =A por definición
de operador secuencial. Ahora bien, A(1) =A u {(n) : n E N}, ya que para i E N fijo se tiene
que (i, m) ---+ (i) cuando m ---+ oo. Por otra parte, A(2) = {0} U A(l), ya que (n) ---+ 0 cuando
n ---+ oo. Si aplicamos de nuevo el operador secuencial a A(2) podemos notar que A(3) = A(2)
Por tanto, p(A, 52) = 2.

2. Si consideramos B <; 52 tal que B = {(n): n E N}, entonces B(O) = B. Además si aplicamos
de nuevo el operador secuencial a B(O) tenemos que B(I) = {0} u B, pues (n) ---+ 0 cuando
n ---+ oo. Nuevamente aplicamos el operador secuencial aB(I) para obtener: B(2) = B(1). En
consecuencia p(B,52) = 1. Cabe destacar que cualquier subsuseción de (n) converge a 0
por tanto si consideramos un subconjunto con dicha subsucesión entonces se demuestra que
el rango secuencial de dicho subconjunto en 52 también es l.

3. Si consideramos C <; 52 tal que C está formado por infinitos elementos de (i,m) e infinitos
elementos de (k, m), con i *- k E N, entonces dicha sucesión tiene punto de acumulación
cuando m ---+ 00, mas no es convergente. por ende p(C,5 2 ) = O.

4. Si consideramos D <; 52 tal que D = {0}, entonces claramente se tiene D(O) = D YD(l) =
D(O) al aplicar dos veces consecutivas el operador secuencial. Por lo tanto p(D,52) = O.

Finalmente, de los ítem (1),(2), (3) Y(4) se puede concluir que:

'L.(5 2) = sup{cT(A,52): A <; 52} = 2

o
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1.8. El espacio de Arkhangel'ski - Franklin S w

Consideremos el conjunto formado por las sucesiones finitas de números naturales:

<N U 11N = N
I7El\i

Gráficamente
o

(O,O)

(I1,O,O,O)

Definamos la siguiente Topología T para el conjunto N<N:
Sea U un subconjunto de N<N, diremos que U es abierto sí, y sólo si, para todo t E U se tiene que
{n E N: en ~ U} es finito.

Al espacio (N<N, T) lo llamaremos espacio topológico de Arkhangel'ski - Franklin y lo
denotaremos con S w •

Para cada t E N<l\i se define:
NI = {x E N<l\i : t :S x},

Note que NI es un conjunto clopen (abierto-cerrado) en S'<1'

Gráficamente un conjunto NI es de la forma:
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o

..

..

/

Lema 1.8.1 Sean s y I elementos de N<N,lutgo s ::; t si, y sólo si, N¡ ~ N" .

..

Observación 1.8.2 s.l t <=> N" n N¡ = 0

La forma de una sucesión convergente o divergente en el espacio de Arkhangel'ski - Franklin,
esta dada de la siguiente forma:

Lema 1.8.3 Sea (t1l)IlEN una sucesión en Sú)'

(O Si (31 E S(,J(3(m!J)J(3no E N) tal que (,? = rmn con límmn = CXJ, entonces tn --'> t.

(ii) Si (/n) tiene rango finito y no es eventualmente constante, entonces (tn ) no converge.

(iii) Si (3 A ~ N i1!finito ), (3t E S ILI) Y (:1 (mk )kEA t) una sucesión tal que (\;jk E A) se tiene que
rmk -< tb entonces (tll) no converge.
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(iv) Si (3a E NN), tal que ('t/n E N) (3k E N) se tiene que afn::::; tk, entonces (tn) no converge.

Antes de probar el lema, daremos la idea geométrica de las sucesiones consideradas en los

..

Demostración.

•

t-.m~ .

..

o

'.1'. .
. .

\
(\.
.r~.,
<'/~:/ \'k"

•

1. Probemos [(i)].
Sea U un conjunto abierto en S ú) que contiene a t. Así, se tiene que el conjunto {n E N : r n f
U} es ·fmitiJ. EstiJ 1Yúphcaque,existe líO E N 'talque {in )n?:noestáen U. Pvrtanto, In -">- t.

2. Probemos [( ii)].
Sin perdida de generalidad supongamos que tn = {to, tI, ... ,td y tn -+ t. Consideremos U =
S w " {tn } un abierto en Sw que contiene a t. Claramente, tenemos un abierto U que contiene
a t y tal que una cola de la sucesión no está en U. Por lo tanto, tn no converge a t.

3. Probemos [(üi)).
La prueba la haremos por reducción al absurdo. Supongamos que (tn) converge a s E S (ú'

El suponer que (in) converge a s implica que s -< tb para todo k E A. Pues de lo contrario
si tk :S S para algún k E A Ó tk 1 s para todo k E A, entonces el abierto H\· no contiene la
SUh51lCesiúv (ti; ).nj JJJJ3 rDla .de ella., lQcuales JJn)JcQlJ1radic..ciúnCQ1J]0 SJlpuesJQ"

Por hipótesis, se sabe que rmk -< ik. Así tenemos que: s -< rmk o rmk -< S.

a) Si r mk -< s, entonces !k E N.\ con k fijo pues mk es una sucesión estrictamente creciente
y estamos suponiendo que rmk -< tk. En consecuencia casi toda la sucesión (tdkEiJ no
está en Ns . Por lo tanto, (tdk no converge a s. Generando una contradicción con la
suposicióh. Por lo tanto (tn )nEN no converge.
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b) Si s <. t~mk, entonces s =" t.

Si s = t. Consideremos los siguientes conjuntos abiertos que contienen a r mlr Y no
contienen a tk.

Luego, U V~mk es un abierto que contiene a r mlr Y no contiene a (tk). Como la su
cesión (mk) es estrictamente creciente, pueden existir algunos n E N tal que r n ~

(r (mlr) ), así para estos n's consideremos los abiertos Nn . Ahora consideremos

El conjunto U es abierto y además contiene a s y no contiene a la subsucesión (tlr).
Por lo tanto, la subsucesión (tk) no converge a s. Obteniendo una contradicción con lo
supuesto.

Si s <. t, entonces basta considerar el conjunto abierto fonnado por U y todos los
niveles necesarios que separan a s de t para encontrar la misma contradicción, es decir
la subsucesión (tlr) no converge a s.

4. Probemos [( iv)].
Supongamos que (tn )nEf'J converge a s E S (V' Como estamos suponiendo que tn ---+ s, entonces
cualquier conjunto abierto que contenga a s también debe contener una cola de la sucesión,
probaremos que esto es falso. Podemos considerar que s =" tk" pues en caso contrario tendria
mos que o bien tk" <. S o bien s ..L tk" lo cual implicaria que, al considerar el clopen Ns toda
la subsucesión (tlr,,) no está en dicho clopen.

Si s =" tk" para infinitos elementos de la subsucesión, entonces construiremos un abierto
que contiene a s y no contiene ningún elemento de la subsucesión. Como s =" tk", entonces
{tk" (Isl) : n E N} es finito. Así consideremos el siguiente conjunto abierto que contiene a s
y no contiene a la subsucesión (tlr,,).

Lo cual genera una contradicción con lo supuesto, por lo tanto si tomamos una sucesión
como la del item iv, entonces (tn ) no converge.

El lema anterior nos permite concluir que las únicas sucesiones convergentes en S (V son eventual
mente de la forma s~ni para alguna sucesión creciente de enteros (ni), es decir:

Lema 1.8.4 Sea (t" )"Ef'J E Sw una sucesión. tn ---+ t E Sw sÍ, y sólo si, existe no E N, existe (m,,) una
sucesión tal que I;;j n :2: no se tiene que t" = r m" y el conjunto {n : mn = k} es finito, para cada n.

Una razón muy importante de caracterizar las sucesiones convergentes en S w es que podemos
construir una inyección continua entre S w y los números racionales entre Oy 1.
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Lema 1.8.5 Existe H : Sw -+ Qn [0, 1] que satisface:

l. H(t) es inyectiva

2. Iími-7oo H(ri) = H(t)

Demostración. Definamos:

H(0) =°
1

H((n)) = 2
11

+ 1

H((n mI) = _1_ + _1_ = _1_(1 + _1_)
,1 2 11+1 211+111+2 211+ ¡ 2111+ ¡

H((n m k)) = _1_ + _1_ + 1 __1_. (1 + _1_(1 + _1_))
" 211+ ¡ 211+111+2 211+I11+k+3 - 211+ ¡ 2111+ ¡ 2k+ I

H( 1) así definida satisface las dos condiciones del lema.

Lema 1.8.6 S w es secuencial.

o

Demostración. Sea U <; S w secuencialmente abierto, probemos que U es abierto en S w. Consi
deremos I E U, como U es secuencialmente abierto sabemos que cualquier sucesión (111 ) E S ú)

que converja a I hay una cola de la sucesión contenida en U. Luego, si consideramos la sucesión
111 = rn, para todo n E N. Podemos notar que {n E N : rn ~ U} es finito. Por lo tanto concluimos
que U es abierto. Finalmente por el Teorema 1.2.8 se tiene que S w es secuencial. o

Otras propiedades del espacio S w son: es un espacio T2, regular, cero dimensional, no tie
ne puntos aislados, numerable con topología analítica f1~ y no es primero numerable (en [6]
muestran esto). Además, otra razón por la cual es importante tener caracterizadas las sucesio
nes convergentes en S w es que podemos mostrar que el rango secuencial de S ú) es WI, es decir
L(S ú)) = sup{p(A, S ú)) : A <; S w} = W¡. Una pregunta muy natural es: ¿Cómo construir Ta: <; S w
cuyo p(To" S w) = Q' ::; W¡? Los siguientes lemas nos pennitirán constmir dichos subconjuntos.

Consideremos los conjuntos abiertos N(I1) con n E N. Gráficamente son de la forma:
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o

~
(2) ... ~,,!..

Lema 1.8.7 Sea n E N Y f: Sú) ~ N(n) definida por fU) = {nrt, entonces f es un homeomoifis

mo.

Demostración.

1. Probaremos que f es inyectiva. Supongamos que {nt s = {ntl, donde s = {so, SI, ... , Sk)

y I = (to,t¡, ... ,lr ). Puesto que {n(s:= (n}r' t entonces (n,so,sl, ... ,Sk) = (n,tO,tl, ... ,tr). En
consecuencia (so, SI, ... , Sk) := (lo, tI, ... , tr ). Por lo tanto s = l.

2. '{'[(jbaremos que f es sobreyectiva.Consideremos t E N(n), entonces existe s E S ú) tal que
t= (n)~s.Asísetienequef(s):=t.

3. Veamos que f es continua. Probaremos que f envia sucesiones convergentes en sucesiones
convergentes. En efecto, sea (tn) nEN una sucesión en Sw tal que (tn hEN converge a t E Sú)'

Puesto que (tn )nEN es una sucesión convergente a t en S w entonces existe no E N tal que In :=

t~,?1n, para todo n 2 no. i\.SÍ aplicando ./" a (In) óbtenemos que ,¡'(tn) -= .f'(t"'mn) = (n)"'("rnno
Ahora bien, podemos notar que {ntrmn converge a (ntt y f(t) = (ntt. En consecuencia
f(tn) converge a f(t). Por lo tanto f es continua.

4. Nos hace mIta ,demostrar que /-1 es continua. Demostrarernosque sucesiones convergentes
en N(n) proviene de sucesiones convergentes en Sw. Consideremos (Ym)mEN e N(n) tal que
Ym ~ y E N(n)' Cabe destacar que y = {nfji (y) pues f(jl (y» = y y f(j~j (y» :=

(nff- I (y). Puesto que (Ym) es una sucesión convergente a y en N(n) ~ Sú) entonces
existe rm E N tal que Ym = y~rm, para todo m E N. Así para todo m E N se tiene que
(n)~f~l (Ym) =}'m = (n)~J1 (v) ~ rm.Por ende ,r1Ú'¡n) = /-1 (y)~r.m.Lo cual muestra que
JI (Ym) ~ JI (y). Por 10 tanto .r- I es continua y finalmente f es un homeomorfismo. o

Lema 1.8.8 Para todo a < W¡ y todo n E N, existe un subconjunto Ten N(n) tal que p( T, N(n) = a

y (n) E T(a)\ U/3<a r(fJ).

Demostración. La prueba la haremos por inducción.
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Primero mostraremos el caso (Y finito que ilustra el compOltamiento del operador secuencial
en Sú)
Caso base (a = k).
Consideremos Tk = {(no, ni, n2, ... , nk-¡) : ni E N, 'Vi = 0, 1, ... , k - l}. Aplicando el operador
secnenda:lübtene'fi:1ús:

T(O) - T
k - k

T'( 1) - {( ) . RT W' - °1 k' 2'} T(O)k - nO,nJ,n2,· .. ,nk-2 .ni E1'1,vl- , , ... , - U k

(2)_ .'_'. (1)
Tk - {(no,nj,n2, ... ,nk-3)· ni E N, 'Vl- 0, 1, ... ,k-3} U Tk

r(k-2) = .[ In" n. \ : n.. r= N 'di = () 1\ I I r(k-3)
-k l\"'.)'·~lJ·"í-~·'·· V,~) __ ~/(

T?-J) = {(no) : no E N} u T¡k-2)

T?) ={0} u T¡"-I)

T
(k+l) _ T(k)
k - k

por lo tanto se tiene que p(Tk, S w) = k.

2. caso (.t;-sucesor (a - f3 + 1).
Aplicando la hipótesis inductiva para (J, podemos considerar que existe TfJ ~ S ú) tal que
p(Tp,S())) = [3. Luego, por el lema 1.8.7, se tiene que para todo n E N, existe An ~ N(n) tal

quep(An,N(n)) =[3y (n) EA;(3\UY<fJA~Y). Consideremos

T= UAn
nE.iv~

que geométricamente es de la forma:

o

(,~ ..

/'\/\/'\I \ I \ / \: ..
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Asi, aplicando el operador secuencial al conjunto T se tiene:

T(Y)=UA~Y) con Y~f3 y ((n))I1EN~UASY)
11 y<¡J

Luego, tenemos
r(/3+I) = I 14YJ) 1J f. 0~

""-'" ·'tí l'~)

n

Ad ' () (13) \ (v) d' (( )) (/:1)emas, n E A (n) Uy<¡J An' ,es eClr n nE!~ E T

Por lo tanto, se tiene que p(T, S (,») = f3 + 1 = a .

3. caso a-límite.
Consideremos (al1 )nEN una sucesión creciente de ordinales convergiendo a a. Por hipótesis
indtu::Jivase tiene que para cada n f N,existe T;¡ r;SiúCQn p(T¡¡".S'iú) = {Yit , Por .el lem.a
1.8.7 se tiene que, para todo n E N, existe A n r; N(I1) tal que p(An,N(n)) = (1'n Y (n) E

A (anJ\ U A(Y) Ah 'd
. 11 1'«1'/1' 11' ora, conSl eremos

T= UA n U{0}
I1EN

que geométricamente es de la forma:

~

.'0' .. ~..:./ (..,,1.. ~ ...YX A" (~ ..
~A",\ IA"l \ 1,\

1 Y- \ 1- ""n~ ••

Por 10 tanto, se tiene que p(T, SúJ) = SUPnEf':J a n = (1'.

Esto finaliza la inducción y demuestra que para todo (}' < (¡J 1, existe T r; S ,,) tal que p( T, S,,») =

a. Por lo tanto l:(SÚi) 2:: (¡JI. Por otro lado, por el lema 1.4.2 se tiene que el operador clausura se
estabiliza en (¡J]- iteraciones, por lo tanto podemos concluir que 1:(S(,)) = (¡JI. o
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Correflexión secuencial

CAPÍTULO 2---------------

1--------------Correflexión secuencial ]

En el capítulo anterior definimos un espacio secuencial X como aquel espacio tal que cualquier
subconjunto secuencialmente abierto en X es abierto en X. Definiremos una nueva topología
usando como conjuntos abiertos los conjuntos secuencialmente abiertos de un espacio topoló
gico (X, T) dado.

2.1. Correftexión secuencial

Definición 2.1.1 Sea (X, T) un espacio topológico, consideremos (;T la colección de todos los
conjuntos T- secuencialmente abiertos.

Lema 2.1.2 (JT es una topología.

Demostración.

1. 0 y X están en (JT' Pues 0 y X son T- abiertos, entonces 0 y X son T- secuencialmente
abiertos, ya que todo abierto es secuencialmente abierto. Por tanto se tiene que 0 y X están
en (;T'

2. Sea {U()'} una familia indizada de elementos de (JT' probemos que U U(} pertenece a (JT'

Consideremos (xn ) nEN una sucesión en X tal que Xn -+ X y X E U U(y' Probemos que hay una
cola de la sucesión (xn)nEN en U U()'. En efecto, puesto que x E U U(r, existe i E N tal que
x E Ui. Por hipótesis tenemos que Ui es secuencialmente abierto, así existe no E N tal que
(xn) está en Ui, para todo n ¿ no. En consecuencia (xn) está en U Uer, para todo n ¿ no. Por
lo tanto, se tiene que U U(r E (;T'
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3. Sean U1 , ",U111 elementos de (J""y, probemos que nUi está en (J""y. Lo cual es equivalente a
mostrar que nUi es T- secuencialmente abierta. En efecto, sea (xl1 )I1EN una sucesión en X
tal que X I1 -> X y X E nUi. Como x E nUi entonces x está en cada uno de los Ui, para
i = 1, ... , m, además cada Ui es T- secuencialmente abierto. En consecuencia, existen ni E N
con i = 1, ... , m tal que (x l1 ) está en Vi para todo n :::: ni con i = 1, ... , m. Consideremos
no = max{ni : i = 1, ... ,m}, luego (x l1 ) está en Ui para todo n :::: no e i = 1, ... ,m. Por ende,
(x l1 ) está en nVi para todo n :::: no ypor lo tanto nVi es T- secuencialmente abierta. o

A (J""y la llamaremos la topología de la correflexión secuencial y (X. eTy) lo llamaremos es
pacio topológico de la correflexión secuencial. Muchas veces al espacio (X, c;y) lo denotaremos
con (J""X, siempre y cuando esto no se preste a confusión. Podemos observar que la topología (J""y es
más fina que la topología T, es decir T ¡:;; CTy • El siguiente lema muestra que las dos topologías T y

eTy tienen las mismas sucesiones convergentes.

Lema 2.1.3 (X, T) (X, eTy) poseen las mismas sucesiones convergentes.

Demostración.

1. Puesto que T <; (J""n entonces toda sucesión (J""y- convergente es T- convergente.

2. Ahora probemos que toda sucesión T- convergente es eTy- convergente. En efecto, sea
(x l1 ) I1EN una suceción T- convergente a x E X Yconsideremos V E ify tal que x E V. Puesto
que U es T- secuencialmente abierto x E V, entonces cualquier sucesión en X que converja
a x E V se tiene que existe no E N tal que la sucesión está en V a partir de no, es decir (x l1 )

está en U para todo n ¿ no. Por lo tanto (x l1 )I1EN es una sucesión (TT- convergente. o

Si una topología es más fina que otra, es decir T ¡:;; p, entonces sus respectivas correflexiones
(J""y y ifp mantienen la inclusión (eTy <; ifp ). Lo cual implica que CTp es más fina que eTy .

Lema 2.1.4 Consideremos T y P dos topologías sobre el conjunto X. Si T ¡:;; p, entonces (Ty ¡:;; (J""p'

Demostración. Sea A E (J""y, entonces A es T- secuencialmente abierto. Veamos que A es p- se
cuencialmente abierto. Consideremos una sucesión (xl1 )I1EN p- convergente a x E A, por el lema
2.1.3 se tiene que (xl1 )I1EN T- convergente a x E A. Así, existe no E N tal que (xl1 LEN está en A para
todo n :::: no. Esto muestra que A es p- secuencialmente abierto. Por lo tanto A E (Tp ' o

Teorema 2.1.5 (X, (]"y) es un e.~pacio secuencial.
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Demostración. Sea U un conjunto CTT - secuencialmente abierto, probemos que U E (FT • En efec
to, sea x E U. Como U es un conjunto CTT- secuencialmente abierto, entonces para toda sucesión
(xn)nEN en X el cual es CTT- convergente a x E U se tiene que existe una cola de la sucesión en U.

Por el lema 2.1.3 se tiene que la sucesión (xn )nEN es T- convergente a x, en consecuencia existe
no E N tal que (xn)n::>.no está en U. Luego, acabamos de probar que U es un conjunto T- secuen
cialmente abierto. Por otro lado recordemos que los conjuntos T- secuencialmente abiertos son
los abiertos de CTT • Por 10 tanto U E (FT • o

Otra manera de probar que un espacio topológico es secuencial es la siguiente:

Corolario 2.1.6 Sea T una topología sobre X. T es secuencial si, y sólo si, T = (TT'

Demostración.

1. Supongamos que T es secuencial probemos que T = (TT' Claramente T <; (TT' Ahora nos hace
falta probar que (TT <; T. En efecto, sea U E (Tn en consecuencia U es T- secuencialmente
abierto. Ahora bien, como T es secuencial y U es T- secuencialmente abierto entonces U E T.

Por lo tanto (TT <; T.

2. La prueba del recíproco se desprende del teorema 2.0.5. pues CTT es secuencial y por hipóte-
sisT=(TT' O

Si consideramos el espacio topológico (X, T), el siguiente corolario muestra que la topologia
de la correflexión secuencial es la menor topología secuencial que contiene a T.

Corolario 2.1.7 Sea T y P dos topologías sobre el conjunto X. Si T <; P y P es secuencial entonces
CTT <; p.

Demostración. Consideremos T y P dos topologías sobre el conjunto X tales que T <; P y P es
secuencial. Como la topología p es más fina que la topología T, es decir T <; P entonces por el
lema 2.1.4 tenemos que (F T <; CTp . Por otro lado sabemos que la topología p es secuencial así por el
corolario 2.1.6 tenemos que (Tp = p. Finalmente se tiene que (FT <; CTP = p, por lo tanto CTT <; p. o

El objetivo de este capítulo, aparte de mostrar la nueva topología de la correflexión secuencial,
es estudiar propiedades muy relevantes del espacio de Arens y del espacio abanico secuencial.
Más aún veremos cuándo un espacio topológico (X, T) tiene una copia cerrada de los dos espacios
mencionados. En este capítulo consideraremos espacios topológicos Hausdorff.

2.2. Espacio peine

Definición 2.2.1 Sea (X, T) un espacio topológico. Consideremos el subespacio de Xformado
por:

P = {x} U{xn : n E N} U{Xnl11 : n,m E N}
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donde (x;;;¡¡);;,mét'l son sucesiones en (X, r) tales que límm~-'oo X¡¡;¡¡ = X;¡, para todo n E N con
X l1ln * xn . Además (XI1)I1EI~ es también una sucesión en (X, r) que converge a x E X con X I1 *- x,
para todo n E N. Al sube,spacio P lo llamaremos espacio peine.

Un peine luce gráficamente como:

Xmn

X Xn
. . . .
X4 X.l X2 Xl

Llamaremos una diagonal en un peine P ~ X a una sucesión (Xn¡m) que converge a x, con ni
estrictamente creciente. Dicha sucesión de puntos puede lucir como los puntos "marcados" con
color azul en la siguiente figma.

X nm

X XII

X4m X3m X2m Xlm

.
X4 X.l X2 XI

Ejemplo 2.2.2 El espacio de A.rens (S 2) es un peine sin diagonales. En el capitulo anterior ,-,Te

demostró que no existe una sucesión en el segundo nivel de Arens que converja a 0, por esta razón
S 2 es un peine sin diagonales.

Lema 2.2.3 [10, pag l87} Dado un espacio X, a-X es homeomorjo a S 2 si, J' solo si, X es un peine
sin diagonales.

Demostración. Supongamos que a-X es homeomorfo a S 2. Como a-X y X tienen las misma suce
siones convergentes y S 2 es un peine sin diagonales, entonces X es un peine sin diagonales.

Ahora supongamos que X = {x} U{xl1 : n E N} U{X/ll11 : n,m E N} un peine sin diagonales, con
¡as misma condiciones presentadas en la definición 2.2.1. Puesto que X y a-X poseen ¡as mismas
sucesiones convergentes, entonces a-X también es un peine sin diagonales. Por otro lado, sabemos
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que o-X es secuencial y S 2 es un peine secuencial sin diagonales. Por ende, podemos definir el
siguiente homeomorfismo F : o-X --+ S 2

¡F(xl1l11) = (n,m)
F(xl1 ) = (n)
F(x) = 0

Claramente F es inyectiva. Además, F envia sucesiones convergentes en sucesiones conver
gentes. Por el lema 1.2.18 F es continua. Por ultimo, sucesiones convergentes en S 2 provienen de
sucesiones convergentes en o-X, por tanto F- 1 es continua. o

Consideremos un espacio topológico (X, T) YA <; X. La clausura de A en (X, (TT) la denotare
mos con Clrrx(A) o con Clrr(A) siempre y cuando no se preste a confusión. Además, denotaremos
con CI~x(A) a la clausura secuencial del conjunto A con la topología de la correflexión. Por otro
lado, recordemos del capítulo anterior que:

y un espacio X es Fréchet si, para cualquier x E elx (A) existe una sucesión en A convergiendo
a x. El espacio de Arens (S2) no es Fréchet, en consecuencia ningún espacio regular, numerable,
Fréchet contiene copias de S 2. En esta sección analizaremos este hecho con detenimiento. Un es
pacio X contiene una copia de Y, si existe Z <; X tal que Z es homeomorfo a Y.

Lema 2.2.4 [10, pág 187] Sea X un espacio topológico. Las siguientes afirmaciones son equiva
lentes:

1. (J"X es un espacio Fréchet,

2. Clrr(A) = AC!) para cada A <; X.

3. A (1) es secuencialmente cerrado en X para cada A <; X.

Demostración.

1 => 2.
Supongamos que (J"X es un espacio Fréchet y consideremos A <; X. Verifiquemos Clrr(A) <;

A(I). En efecto, sea x E Clrr(A) , puesto que (TX es Fréchet entonces existe una sucesión
(XI1 )I1EN en A tal que (XI1 )I1EN es (TT convergente a x. Por el lema 2.1.3 se tiene que (XI1 )I1EN

es T convergente a x. En consecuencia x E A(I). Ahora verifiquemos que A(l) <; Clrr(A),
sea x E AC!). Así, existe una sucesión (XI1 )I1EN en A tal que (XI1 )I1EN es T convergente a x, en
consecuencia la suceción (XI1 )I1EN es (TT convergente a x. Por lo tanto x E Clcr(A).
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2 => 3.

Sea A <; X probemos que A (1) es secuencialmente cerrado en X. En efecto, sea (xn ) nEl"!

una sucesión en A (1) tal que (Xn )nEN es T convergente a x, en consecuencia (xn LEN es CFT

convergente a x. De la hipótesis se tiene que (Xn)nEN está en Clrr(A) por ende x E Clcr(A).
Por lo tanto x E A(l).

3 => 1.
Afirmamos que A(I) = CI~rX(A), para todo A <; X ( A(I) es secuencialmente cerrado).
La afirmación permite probar que CFX es un espacio Fréchet. En efecto, sea A ¡; X Y
x E C1(J"x(A). Puesto que CFX es un espacio secuencial, entonces por el teorema 1.4.7 se
tiene que Clcrx(A) = CI~x(A). Así, se tiene que x E CIlJ"x(A) = CI~x(A) = A(I). Por ende,
existe una sucesión (xn )nEN en A tal que Xn ---+ x. Por lo tanto, (TX es un espacio Fréchet.

Probaremos la afirmación.

Verifiquemos que A(l) <; CI~x(A), para todo A ¡; X. Sea x E A(1). Así, existe una sucesión
(Xn ) nEN en A que es T- convergente a x. Por ende, la sucesión (Xn ) nEN en A también es (TT

convergente a x. Puesto que x es el límite de una sucesión CFT- convergente en A, entonces
se tiene que x E CI:~x(A).

Ahora, mostraremos que CI~rX(A) <; A(I), para todo A C;; X. Puesto que, CI~rX(A) = n{B :
A ¡; B & B secuencialmente cerrado}, A <; A (1) YA (1) es secuencialmente cerrado,
entonces se tiene claramente la inclusión. O

El siguiente Teorema tomado de [10, pag 187], solo presenta la prueba (3 => 1), nosotros
completamos la demostración

Teorema 2.2.5 [10, pág 187] Sea X un espacio topológico. Las siguientes afirmaciones son equi
valentes:

l. CFX es un espacio Fréchet,

2. Cualquier peine de X tiene una diagonal,

3. X no contiene ningun subespacio que tiene a S 2 como su correflexión secuencial.

Demostración.

(1) => (2).
Sea P = {x} U{xn : n E N} U{xl1l11 : n,m E N} C;; CFX un peine, probemos que P tiene lIna
diagonal. En efecto, tomemos A <; P tal que A = {x l1Il1 : n, m E N}. Luego, tenemos que
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X E Clcr(A). Por otro lado, por hipótesis tenemos que (TX es Fréchet, así existe una sucesión

(Yi )iEN en A tal que Yi --+ X. Esto implica que la sucesión (Yi) intersecta a cada sucesión
(X/1/11 )I11EN en una cantidad finita de puntos, pues de lo contrario la sucesión (Yi) estaría para
un n fijo en la sucesión (xnl11 )l11' Esto no puede ocurrir ya que Xnl11 --+ Xn y acabamos de decir
que Yi --+ x. En consecuencia podemos construir una subsucesión (xn;l11) de la sucesión (Yi)
con ni estrictamente creciente, tal que x n ;111 --+ x. Por lo tanto P tiene una diagonal.

(2) ==> (3) por reducción al absurdo.
Sea P un subespacio de X tal que (TP es homeomorfo a S 2. Puesto que S 2 es un peine sin
diagonales y o-Pes homeomorfo a S 2, entonces (Tp es un peine sin diagonales. Así esta
suposición trae como consecuencia una contradicción con la hipótesis, ya que todo peine de
X tiene una diagonal.

(3) ==> (1) probaremos --,(1) ==> --,(3).
Supongamos que (TX no es Fréchet. Por el lema 2.2.4 existe un subconjunto A de X tal que
A (1) no es cerrado en (TX. Puesto que (TX es secuencial, existe una sucesión (Xn )nEN en A (1)

convergiendo a x E X\A(1). Podemos asumir que los XI1 son todos distintos y x" ~ A. Por
otro lado, como X es T2 entonces podemos considerar {Vn } una sucesión de subconjuntos
abiertos dos a dos disjuntos de X tal que x" E V"' para todo n E N. Ahora bien, para cada
n E N existe una sucesión (X/1/n)111 en A n v" convergiendo a xn. Sea

C = {x} U{xl1 : n E N} U{xl1111 : n,m E N}

Claramente C es un peine de x en X. Por el item (3) se tiene que (TC no es homeomorfo a

S 2. Así por el lema 2.2.3, e tiene una diagonal. Sea (Yk hEN una diagonal en C que converge
a y E C. Si y *- x, entonces existe i E N tal que y E Vi. Así, existe ko E N tal que Yk E Vi para
todo k ~ ko, lo cual es una contradicción. Luego C tiene una diagonal convergiendo a x, por
ende x E A (1) , lo cual también es una contradicción. Por lo tanto (yX es Fréchet. o

La siguiente terminología proviene del alemán. La "G"viene de Gebiet que significa «onjunto
abierto ", y la "r5"de Durchschnitt que significa Intersección"

Definición 2.2.6 Un punto x de un espacio X es llamado G,5 regular, si existe una sucesión de
vecindades de x en X tal que la intersección de sus clausuras es {x}.

Teorema 2.2.7 Sea (X. T) un e.'Jpacio topológico. Si (X, T) es Hausdorffy numerable. entonces
cada punto del espacio X es Gr5 regular.

Demostración. Sea {x" : n E N} una enumeración de (X, T). Consideremos x E X, probemos
que x es Gr5 - regular. Sin pérdida de generalidad, supongamos que x = xo. Puesto que (X, T) es
Hausdorff, entonces existen abiertos Uo y Vo de Xo y Xl, respectivamente, tal que Uon Vo = 0.
Así, separamos Xo de XI. Ahora bien, si X2 E Vo. Tenemos que ya existen los abiertos disjuntos
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de Xo y X2 que separan a los puntos mencionados. En caso contrario, si X2 ~ Vo, entonces como
(X, T) es Hausdorfl', existen abiertos U¡ y VI de Xo y X2, respectivamente, tales que U¡ n VI = 0.

Consideremos, Wo = Uo y W¡ = Uon U¡ abiertos de Xo tales que X¡ y X2 no están en Wo ni en W¡.
Además, cabe destacar que XI y X2 no están en Wo, ni en WI, pues si x¡ E Wo entonces Vo n Wo *- 0

esto produce una contradicción. Por otro lado, si XI E W¡ entonces V¡ n W¡ *- 0, lo cual nos lleva
a una contradicción. Análogamente se demuestra que X2 no está en Wo, ni en W¡ .

Ahora bien, supongamos que para los primeros (n - 1) puntos del espacio X, segun la enume
ración antes mencionada, hemos encontrado abiertos tales que Xo E Wn- i , Xi E Vi YXi ~ Wn-¡ para
todo i = 1,2, ... , (n-l). Consideremos Xo y Xn , sin pérdida de generalidad supondremos que X'I ~ Vn

para todo n = 0, 1, ... ,n-l. Como (X, T) es Hausdorff, se tiene que existen abiertos disjuntos Un Y
Vn de Xo y Xn, respectivamente. Luego, consideremos Xo E Wn = Uon U¡ n ... n Un, el cual es un
vecindad de xo. Además, ningún Xi con i = 1,2, ... , n está en Wn . Finalmente, hemos encontrado
una sucesión {Wn} de vecindades de xo, con Wn+¡ e Wn y tal que {xo} = n{Wn : n E N}. Por lo
tanto Xo es G¡)- regular. o

El teorema anterior permite demostrar que los siguientes ejemplos son espacios en los cuales
cada punto es G,s regular.

Ejemplo 2.2.8 Todos los puntos del espacio de Arens S 2 son G,s regular. Pues en el capítulo an
terior se probó que S2 es Hausdorffy claramente S2 es numerable. Por lo tanto, por el teorema
2.2.7 se concluye lo afirmado.

Ejemplo 2.2.9 Todos los puntos del espacio abanico secuencial S (w) son G,s regular. En efecto,
por el lema 1.6.1 se tiene que S (w) es Hausdorf¡; además S (w) es numerable. Por lo tanto, por
el teorema 2.2. 7 se tiene lo afirmado.

Ejemplo 2.2.10 Todos los puntos del e:,pacio Arkhangel 'ski - Franklin SúJ son Gó regular.

No conocemos un espacio topológico X Hausdorff en el cual un punto no sea Gi5 - regular.
Sospechamos que el espacio fonnado por las funciones continuas de IR en IR con la topología de
la convergencia puntual no es Gó-regular. Así dejamos abierta esa pregunta.

Lema 2.2.11 {10, pág 188] Sea X un espacio en el cual cada punto es Gó regulm: Si X no con
tiene ningún sub-espacio cerrado Y tal que ifY es homeomorjo a S 2, entonces ifX es un espacio
Fréchet.
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Demostración. Por el teorema 2.2.5 , solo necesitamos probar: si X contiene un subespacio S tal
que CFS es homeomorfo a S 2, entonces S contiene un subespacio cerrado T de X tal que (TT es
homeomorfo a S 2. Sea

S ={x}U{x,,: n E N} U{xl7IJ1 : n,m E N}

Consideremos una sucesión {Gil} de vecindades abiertas de x en X tal que Gk+ 1 e Gk Y {X} =

n{C1(Gk) : k E N}. Puesto que la sucesión {X/1} converge a x, existe una subsucesión {X/1,J de
{X/1} tal que Xnk E Gk. Ahora bien, la sucesión {X/1kl11 hn converge a X"k; para todo m E N, así existe
un mk E N tal que X"k l11k E Gk para m 2 mk. Sea

Claramente T es un peine sin diagonales, además T es cerrado. En efecto, Si pE X\.T entonces
p E X\.el(Gk ), para algún k EN. Ahora bien, consideremos

F = {X"i: i < k} U{xnil11 : i < k,m 2 mi}

el cual es compacto en X. Luego existe una vecindad W que contiene a p tal que W nF = 0, así
W n(X\.CI(Gk)) n T = 0. En consecuencia, T es cerrado en X. Por el lema 2.2.3 se tiene que fTT
es homeomorfo a S 2, pues T es un abanico sin diagonales. o

Cabe destacar que el siguiente corolario no presenta demostración en [la, pág 189], ya que el
autor dice antes de mencionar el corolario que la demostración se desprende del hecho que: todo
subespacio cerrado de un espacio secuencial es secuencial. En este trabajo hacemos la siguientes
observación, nos parece que en la hipótesis del corolario hace falta pedirle al espacio X que sea
secuencial, pues sino no tiene sentido la observación que hace S. Lin antes de enunciar el corola
rio. Presentaremos el enunciado del corolario como pensamos que es correcto.

Corolario 2.2.12 Sea X un espacio topológico secuencial en el cual cada punto es GtS regular. Si
X contiene una copia de S 2, entonces X contiene una copia cerrada de S 2.

Demostración. Supongamos que X es un espacio topológico secuencial en el cual cada punto es
GtS regular y X tiene una copia de S 2, probemos que la copia de S 2 es cerrada. puesto que X y
(TX poseen las mismas sucesiones convergentes entonces se tiene que (TX tiene una copia de S 2.

Esto implica a la vez que (TX no es Fréchet. Por el contrarecíproco del lema 2.2.11, existe Y ~ X
cerrado tal que (TY "" S 2. Por otro lado, sabemos que X es secuencial y Y ~ X cerrado, entonces
tenemos que Y es secuencial. Finalmente por el corolario 2.1.6 se tiene que (TY = Y. por lo tanto,
la copia de S 2 es cerrada. O

No conocemos un ejemplo de un espacio que contenga copias de S 2, pero no contenga copias
cerradas. Presentaremos, sin muchos detalles, dos ejemplos que muestran lo dicho anteriormente.
Un espacio topológico X es completamente metrizable, si este admite una métrica d tal que (X, d)
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es completo. Además, un espacio completamente metrizable separable es llamado polaco. JR es un
espacio polaco y Q es un ejemplo de un espacio que no es polaco.

En [1, Pág 13] muestran lo siguiente: Si Y e; X, X polaco y Y cerrado, entonces Yes polaco.
ASÍ, el primer ejemplo es:

Ejemplo 2.2.13 Todo espacio polaco no numerable contiene una copia de Q, pero no contiene
una copia cerrada de Q. Consideremos, Q e; JR Y JR polaco. Si suponemos que JR posee una copia
cerrada de Q entonces. la copia de Q es un polaco. Esto genera una contradicción, pues Q no es

polaco.

Para construir el otro ejemplo debemos recordar el Teorema de Hurewicz, presentado en [1,
pág 39]

Teorema 2.2.14 (Teorema de Hurewicz) Sea X un espacio polaco. X contiene una copia cerrada
de JR\Q si. y sólo si, X no es unión numerable de compactos.

Puesto que JR = Un [ -n, n], por el teorema de Hurewiez se tiene que JR no contiene una copia
cerrada de JR\Q.

2.3. Espacio abanico

Definición 2.3.1 Sea (X, T) un espacio topológico. Consideremos el subespacio de X formado
por:

S = {x} U{xnl11 : n,m E N}

donde (X/1ln)I11EN son sucesiones en X que convergen a x E X, para todo n E N. Además, Xnl11 * X/k

para todo n *1E N. Al subespacio S lo llamaremos espacio abanico.

Gráficamente este espacio luce como:

x
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Una diagonal en un espacio abanico S es una sucesión (xl1jl11j ) E S que converge a x E S Ytal
que ni es escrictamente creciente para todo ni E N.

Ejemplo 2.3.2 S(w) es un abanico sin diagonales. Por el lema l. 6.2 no se puede construir una
sucesión que intersecte infinitas secciones verticales y que converja al punto 00, por lo tanto S (w)
es un abanico sin diaginales.

Lema 2.3.3 [JO, pág 190} Sea (X, T) un espacio topológico. aX es homeomorfo a S (w) sí, y solo
si, X es un abanico sin diagonales.

Demostración. Primero supongamos que (TX es homeomorfo a S (w ). Puesto que X y aX poseen
las mismas sucesiones convergentes y S (w) es un abanico sin diagonales, entonces X es un aba
nico sin diagonales.

Ahora, supongamos que X = {x} U{xl1l11 : n, m E N} es un abanico sin diagonales como en
la definición 2.3.1. Puesto que, X y irX poseen las mismas sucesiones convergentes y X es un
abanico sin diagonales, entonces o-X es un abanico sin diagonales. Además, sabemos que crX
es secuencial y S (w) es un abanico secuencial sin diagonales, por ende podemos considerar el
siguiente homeomorfismo G : (TX -> S (w) definido por:

{
G(xmn) = (n,m)
G(x) = 00

Claramente, se tiene que G es inyectiva, además es continua por el lema 1.2.18. Falta probar que
G- 1 es continua, para ello recordemos que sucesiones convergentes en S (w) provienen de suce
siones convergentes en (TX. Por lo tanto, (TX es homeomorfo a S (w ). O

Lema 2.3.4 [lO, pág 191} Supongamos que X contiene un abanico S en un punto x sin diagona
les que converjan a x. Si x es Gi5 regular en X, entonces S contiene un subespacio cerrado T de X
tal que CJ"T es homeomorfo a S (w).

Demostración. Sea S = {x} U{Xnl11 : n, m E N} donde las sucesiones {xmn }111 convergen a x, para
cada n EN. Como x es Gi5 regular, entonces existe una sucesión {W,,} de vencindades abiertas
de x en X tal que {x} = n{Cl(Wn ) : n E N}. Ahora bien, para cada n E N, existe m(l,n) E N
con Xmn(I,n) en W,1+I. Consideremos DI = {Xnm(l,n) : n E N} Y VI = X\DI, entonces cualquier
subsucesión de DI no converge a x. Así VI es un conjunto secuencialmente abierto que contiene
a x. Por inducción construiremos Di = {X I1I11 (I,I1) : n E N} Y Vi = X\(D¡ UD2 n ... nDi) tal que
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Xl1ln (i+!,n) E Wn+i+! n Vi y m(i,n) < m(i + l,n); para cada i E N, Así la sucesión {Xnl11(i,n) : i E N}
converge a x para cada n E N YXnl11(i,n) E Wk, si n + i ¿ k. Sea

T = {x} U{xl1l11 (i,n) : i,n E N}

T es un abanico sin diagonal, por construcción. Además, T es cerrado. En efecto, T\ Wk es finito
para cada k E N. En consecuencia, p E CI( Wk) con P un punto de acumulación de T en X. Por lo
tanto p = x, es decir, x es el único punto de acumulación de T. Por el lema 2.3.3 (TT es homeo
morfa a S (w ), pues T es un abanico sin diagonales. O

Corolario 2.3.5 {10, pág 191] Sea (X, T) un espacio topológico en el cual cada punto es G,s re
gular. Si (X. T) contiene una copia de S (w), entonces X contiene una copia cerrada de S (w).

Demostración. Sea (X, T) un espacio topológico en el cual cada punto es G¿;- regular. Supon
gamos que (X,T) contiene un subespacio S tal que S '" S(w). Como S '" S(w) y S(w) es un
abanico sin diagonales, entonces S es un abanico sin diagonales, además por hipótesis cada punto
es G,s- regular. Por el lema 2.3.4, S contiene un subespacio cerrado T de X tal que (JT '" S (w).
Por otro lado, ya que S es secuencial y T ¡; S cerrado entonces T es secuencial. En consecuencia
por el corolario 2.1.6, tenemos que (JT '" T. Así se obtiene que crT es cerrado. Por lo tanto (X. T)
contiene una copia cerrada de S ((Ú ). o
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CAPÍTULO 3----------------

1 Espacios con rango secuencial WI ]

El objetivo en este capítulo es detenninar el rango secuencial de algunos espacios y si es po
sible detenninar hasta qué punto S w es un espacio 'test' para los espacios con rango secuencial
WI, es decir, para cuáles espacios de rango W¡ se puede mostrar que contiene una copia de S w.

Diremos que X contiene una copia de Y, si existe Z ~ X tal que Z es homeomorfo a Y. En el
capítulo l se dio una breve introducción sobre el espacio de las funciones continuas de X en IR con
la topología de la convergencia puntual, denotado por Cp(X). En este capítulo profundizaremos
más sobre Cp(X), además definiremos y mostraremos algunas relaciones entre inmersiones.

Un homeomorfismo entre dos espacios topologícos X e Y, es una función biyectiva y bicon
tinua entre los espacios dados. Una inmersión topológica entre los espacios X e Y es una función
inyectiva, abierta sobre su imagen y continua. Claramente si existe un homeomorfismo entre dos
espacio, este también es una inmersión topológica, el recíproco es falso.

Definición 3.0. tUna fúnción f : (X, Tx) ---7 (Y, TY) es secuencialmente continua, si dada una

sucesión (x,,) "EN en X que converge a un punto a E X, entonces (f(x,,)) converge a f( a) E Y
"EN

Una función continua es secuencialmente continua, el recíproco en general no es cierto.

Definición 3.0.2 Sean X e Y espacios topológicos Hausdorff Diremos que F : X -+ Y es una
inmersión secuencial si:

l. F es inyectiva,

2. F es secuencialmente continua,

Espacios con Rango secuencial úJ¡ 51

Atribución - No Comercial - Compartir Igual 3.0 Venezuela (CC BY - NC - SA 3.0 VE )

www.bdigital.ula.ve



Espacios con rango secuencial W¡

3. Sucesiones convergentes en el rango de F provienen de sucesiones convergentes en el do
minio de F.

Si existe una inmersión topológica entre dos espacios topológicos X e Y, entonces ésta inmer
sión también es secuencial. Además, la imagen de Xbajo la inmersión secuencial será llamada una
copia secuencial de X en Y. Finalmente consideraremos, en este trabajo, otro tipo de inmersión.

Definición 3.0.3 Una función H : Sw ---+ Z definida por t ---+ Zt es una F - inmersión si satisface:

l. lími->oo Zr-¡ = Zt para cualquier t E S w;

2. Si (ti )iEN es una sucesión en S w tal que existe t E S w. y (mi )iEN con rmi < ti. mi < mi+ 1 para
todo i E N, entonces (ZtJ iEN no tiene punto límite en Z;

3. Z.\. *- Zt para todo s *- t E S w.

Esta función la denominamos una F - inmersión, por Fremlin. A la imagen de S w bajo la F
inmersión sera llamada una F- copia de Sw en Z. Claramente de las definiciones 3.0.2 y 3.0.3,
tenemos que si existe una inmersión secuencial entre el espacio de Arkhangel'skiT-Franklin (S w)
y un espacio topológico Z, entonces ésta también es una F-inmersión. Una pregunta natural es
que si los siguientes recíprocos se cumplen: si H : S w ---+ Y es una F-inmersión, entonces H es
una inmersión secuencial y H es una inmersión topológica. Más adelante, en este capítulo, res
ponderemos esto. Ahora veremos que si existe una inmersión secuencial F : X ---+ Y, entonces se
cumplen algunas condiciones entre el operador secuencial, el rango secuencial de subconjuntos y
el rango entre espacios.

Teorema 3.0.4 Sean X e Y espacios topológicos Hausdorff. Si F X ---+ Y es una inmersión
secuencial, entonces para todo A <::: X se cumple:

2. p(A,X) = p(F(A),F(X)).

3. L(X):S; L( Y).

Demostración.

l. La prueba del item 1 la haremos por inducción.

a) Caso base (a = 1).

Espacios con Rango secuencial W¡ 52

Atribución - No Comercial - Compartir Igual 3.0 Venezuela (CC BY - NC - SA 3.0 VE )

www.bdigital.ula.ve



Espacios con rango secuencial Wl

1) Sea x E (F(A))(I). Por definición de operador secuencial se tiene que, existe
una sucesión (Xn)nEN en F(A) tal que Xn ---+ x. Puesto que, F es una inmersión
secuencial, entonces existe una sucesión (Yn) en A tal que F(Yn) = (xn) para todo
n E N YYn ---+ y. Luego, se tiene que y E AC1). Por ende, tambien se tiene que
F(y) E F(A(I)). Pero F(y) = x E F(A(I)). Por tanto, F(ACI)) ~ (F(A))CI).

2) Sea x E F(A C1) ). Como F es una inyección entre X e Y, entonces F es una biyec
ción entre Xy F(X). Así, existe y E ACI) tal que F(y) = x. Por otro lado, tenemos
que si y E A C1) entonces existe una sucesión (Yn )nEN en A tal que YlI ---+ y. En con
secuencia, se tiene que F(Yn) está en F(A). Luego F(Yn) ---+ F(y) E (F(A))CI).
Por lo tanto, F(A C1)) ~ (F(A))(I).

Ahora supongamos que el ítem 1 del teorema es valido para j3 < 0'.

b) Caso 0'- sucesor (a = j3 + 1).
Aplicando la hipótesis inductiva paraj3, podemos considerar que F(ACfi)) = (F(A) )(fi).
Luego tenemos que F(ACiY)) = F(A (fi+ 1)). Pero F(A Cfi+ 1)) = F( (A (ti)) (1)). Ahora

bien aplicando el caso base y la hipótesis inductiva se tiene:

F((A(fi))(I)) = (F(ACfi)))(I) = ((F(A)(f3)))(I) = (F(A))f3+ 1

Además,(F(A) )fi+ 1 = (F(A) )Cn). Por tanto, se tiene que F(ACI1')) = (F(A) )CI1').

e) Caso a- límite.
Consideremos ACa) = Ufi<I1'ACf3). Así, se tiene F(ACa)) = F(Ufi<aACf3)). Como F es

una inmersión secuencial, tenemos que F(Ufi<aACfi)) = Ufi<I1'F(ACfi)). Por hipótesis

inductiva sabemos que para cualquier j3 < a se cumple F(ACf3)) = (F(A) )CfJ) , por ende
se tiene UfJ<{yF(ACfi)) = Ufi<nF(A)Cfi). Pero Ufi<¡yF(A)Cfi) = (F(A))CII). Por lo tanto,

queda probado queF(ACa)) = (F(A))CiY) para a-límite.

2. Probemos el item 2.

Sea p(A,X) = 0'. luego sabemos por definición de rango secuencial de un subconjunto de
un espacio que, ACa) = A(a+I). Aplicando F a esta ultima igualdad tenemos que, F(AC!Y)) =

F(ACiY+I)). Por el item 1 de este teorema tenemos: (F(A))CiY) = (F(A))Ca+I). Por ende,

p(F(A),F(X)) ~ p(A,X). Por otro lado, puesto que F es una inmersión secuencial yaca
bamos de probar p(F(A),F(X)) ~ p(A,X), entonces p(F- 1(B),X) :::; p(B,F(X)) ya que
F- 1 tambíen es una imnersión secuencial. En consecuencia, si consideramos F- 1 (B) = A,
tendriamos que p(A,X) :::; p(F(A),F(X)). Por lo tanto, p(F(A),F(X)) = 0'.

3. Probemos el item 3.
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Lineas arribas demostramos que p(A,X) = p(F(A), F(X)), por ende se tiene:

:E(X) = sup{p(A,X) : A <; X} = sup{p(F(A),F(X)) : F(A) <; F(X)} :<; :E(Y).

o

Como consecuencia del teorema 3.0.4 se tiene:

Corolario 3.0.5 Sean X e Y espacios topológicos Hausdorf{ Si F : X ->- Yes un homeomorfismo,
entonces para todo A <; X se cumple:

l. F(A(a:») = (F(A))(a:), para todo a:<; WI.

2. p(A,X) = p(F(A), Y).

3. :E(X) = :E( Y).

Demostración. Puesto que F : X -+ Yes un homeomorfismo, entonces F también es una inmersión
secuencial. Así, por el teorema 3.0.4 se tiene que, para todo A <; X se cumple:

1. F(A(a:») = (F(A))(a:), para todo a:<; Wt.

2. p(A,X) = p(F(A),F(X)).

3. :E(X) :<; :E(Y).

Ahora bien, como F es un homeomorfismo, entonces F(X) = Y. Por lo tanto, se tiene que:
p(A,X) = p(F(A),F(X)) = p(F(A), Y), para todo A <; X. Además, I(Y) :<; I(X) pues F es
sobreyectiva. Lo cual permite demostrar que :E(X) = :E(Y). o

De fonna similar se puede mostrar el siguiente lema.

Lema 3.0.6 Sean X e Y espacios topológicos Hausdorff Si F : Sw -+ Z es una F-inmersión,
entonces para todo A <; S w se cumple:

l. F(A(CY») = (F(A))(CY), para todo a:<; WI.

2. p(A,Sw) = p(F(A),F(Scu))'

3. :E(Sw) :<; :E(Z).
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3.1. Espado de fundones continuas Cp(X)

En esta sección definiremos y daremos algunas propiedades, de nuestro interés, sobre el espa
cio de las funciones continuas. Es importante acotar que el espacio de las funciones continuas ha

rrollo un libro sobre este espacio [3]. De hecho, es un espacio muy útil tanto en topología como
en análisis.

Sean X e Y espacios topológicos, sobre el conjunto yX de todas las umciones de X en Y,
podemos considerar la topología producto. Nuestro principal objeto de estudio serán los conjuntos

C(X, Y) '" {f E yX :.r coníinua}

equipados con la topología heredada de yX, a la cual se le llama topología de la convergencia
puntual; en general, denotaremos por Cp(X, Y) alas espacios así obtenidos, pero en el caso en que
y = lRescúhiremQssimplemenf1? el/(X},

Una vecindad básica para una función f en Cp(X) es determinada por una sucesión finita
Xl, X2, ... , XIl de puntos en X y un E> Ode la siguiente manera:

Ur(X¡,X2, ... ,XIl ; E) = {g E Cp(X) : \g(x¡) - f(xJI < E, para i = l, ... ,n}

Así, una vecindad básica alrededor de la función f consiste en todas las funciones g que estan
cerca de f en una cantidad finita de puntos. Dicha vecindad básicas aparece ilustrada en la siguien
te figura y consiste en todas las funciones g cuyas gráficas intersectan los tres intervalos verticales
dibujados.

La razón por la que llamamos a ésta la topología de la convergencia puntual proviene del
siguiente Teorema.

Teorema 3.1.1 Una sucesión de funciones (fn) converge a la función f en la topología de la
convergencia puntual si, y sólo si, para cada X E X, la sucesión fn(x) de puntos de Y converge al
punto f(x).
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La demostración de este Teorema se encuentra en [9, pag 321-322]

En gereralno es cierto que si A <;; Cp(X) y g E A, entonces existe una sucesión U;,) en A tal
que lím /;, = g. Es decir que Cp(X) no es Fréchet, en general.

Definición 3.1.2 Un subconjunto A de un espacio topológico X es secuencialmente denso en su
clausura si, y solo si, para cualquier f E A existe una sucesión (/;,) E A que converge a f.

En este capítulo estamos considerando espacios topológicos Hausdorff. Por ende es importan
te tener en cuenta que Cp(X) es Hausdorff, pues IRx lo es.

El siguiente resultado, muestra que algunas propiedades topológicas se pueden caracterizar en
ténninos de propiedades conjuntistas de los espacios dominios. La ca-racterización de la metriza
bilidad y de los axiomas de numerabilidad en los espacios Cp (X) es la siguiente:

Teorema 3.1.3 [3] Para cualquier espacio X las siguientes condiciones son equivalentes:

(O IXI s ~o

(i0 Cp(X) es un espacio primero numerable.

(iiO Cp(X) es un espacio segundo numerable.

(iv) Cp(X) es un espacio metrizable.

Demostración.

1. iii) => ii)
Si B es una base numerable para la topología de Cp(X), entonces el subconjunto de B for
mado por aquellos elementos de la base que contienen al punto f( x) es una base numerable
en f( x). Por tanto, Cp (X) es primero numerable.

2. ii) => i)
Supongamos que IXI > ~o y que Cp(X) es primero numerable. Veamos que la función
constantemente cero, denotada por O, no tiene una base numerable. En efecto, Sea {Vn } n la
colección numerable de abiertos para O. Para cada n E N existe Xn = (xn~~'¡ y kn E N tal que

I
Uü(Xn ' -) <;; Vn ·

kn

Sea A = Un {x;' : 1 s i s mn }. Como A es numerable y IXI > ~o, entonces existe y E X\A.
Por el lema de Urizohn, se tiene que existe f: X -;. IR continua tal que f(x;') = Opara todo
I s i s mn y f(y) = 1. Por lo tanto, f E Uü(Xn' t;) <;; Vn para todo n E N Y f ~ Uü(y, 1).

Luego, Uü(y, 1) es un entorno de Odistinto de todos los Vn lo cual es una contradicción. O
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3. i) => iii)
Como IR es segundo numerable y IXI ~ ~o, entonces IRx es segundo numerable. Por otro
lado, puesto que Cp(X) c::: IRx , entonces Cp(X) es segundo numerable.

4. i) => iv)
Como IR es metrizable y IXI ::; ~o, entonces IRx es metrizable. Por otro lado, puesto que
Cp(X) c::: IRx , entonces Cp(X) es metrizable.

5. iv) => ii)
Es trivial. o

Lo importante del Teorema anterior es que los espacios Cp(N) y Cp(Q) son primero nu
merables y separables, por ende también son secuenciales. Mientras que Cp(IR) no es primero
numerable. El siguiente lema, cuya demostración se encuentra en [3, pág 54], dice que Cp ( [0, 1])
no es secuencial y por lo tanto Cp(IR) tampoco, pues podemos extender de manera continua las
funciones continuas definidas en [0,1] a todos los valores reales, haciéndolas constantes fuera del
intervalo [0, 1].

Lema 3.1.4 [3] El espacio Cp([O, 1]) no es secuencial.

Construir espacios topológicos X tales que ~(Cp(X))

ejemplos tomados de [7, pág 378]) que muestran lo dicho:
I no es trivial, presentaremos dos

Ejemplo 3.1.5 Si X c::: IR es un conjunto que intersectado con cualquier conjunto de medida cero
es numerable (es decir, si X es un conjunto Sierpinski j, entonces ~(Cp(X)) = 1.

Ejemplo 3.1.6 Sea X un espacio compacto. ~(Cp(X)) = 1 sí, y sólo si, [0, 1] no es imagen conti
nua de X.

En particu lar, ~(Cp (2N )) *- 1. Pues [0, 1] es la imagen continua de 2N y 2N es compac
to, entonces por el ejemplo 3.1.6 se tiene ~(Cp(2N)) *- 1. Más adelante demostraremos que si
~(Cp(2N)) *- 1, entonces ~(Cp(2N)) =W¡.

Lineas arriba mostramos que Cp(lO, 11) no es secuencial. Ahora por el ejemplo 3.1.6 podemos
concluir que ~(Cp([O, 1])) *- I y más adelante mostraremos que ~(Cp([O, 1])) = W¡. Obteniendo
así un ejemplo de un espacio que no es secuencial pero posee rango secuencia! muy grande.

Terminaremos esta sección mostrando que si una función entre S (V Y Cp (X) satisface ciertas
condiciones, entonces la función es una inmersión secuencial.
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Teorema 3.1.7 Sea X un espacio topológico Hausdorff. Si F: S w -+ Cp(X) sati.sface:

(i) F es inyectiva,

(ii) F es secuencialmente continua,

(iii) Cualquier sucesión (tk) E S w, tal que existe t E S w y existe una sucesión estrictamente

creciente (mk) con {mk -< tk, entonces F(tk) no converge,

(iv) Si (::la E Nl'l) tal que (Vn E N), (::Ik E N) con arn :S tk, entonces F(tk) no converge,

entonces F es una inmersión secuencial.

Demostración. Solo hace falta mostrar que sucesiones convergentes en F(S,,») provienen de su
cesiones convergente en S,,), es decir, si F(tk) es una sucesión que converge a F(t) E F(Sw),

entonces (tk hEP:l converge a t E S w. La prueba la haremos por contrareciproco. Sea (tdkEP:l una
sucesión que no converge a t E S w, entonces probemos que la sucesión F(tk) no converge. Por
la caracterización de las sucesiones no convergentes en S w se tiene que la sucesión (tk) es de la
fonna:

1. (::1 A <; N infinito ), (::It E Sw) y (::J(mk)kEA t) una sucesión tal que (Vk E A) se tiene que
rmk -< tk. o bien

2. (::la E NP:l), (::Ik E N) tal que (V n E N) se tiene que a rn :S tk, entonces (t,,) no converge

En cualquiera de los dos caso se tiene, por hipótesis item (iii) y (iv)) respectivamente, F(tk) no
converge. Esto culmina la prueba que F es una inmersión secuencial. o

3.2. Rango secuencial de Cp(X)

Teorema 3.2.1 (Fremlin [7J) Sea X un espacio topológico HausdorlT no vacío. El rango secuen

cial de Cp(X) es: 1 ó W¡.

Demostración. Supongamos que L(Cp (X)) *- 1. Por la definición de rango secuencial se tiene
que existe P <; Cp(X) tal que p(P, Cp(X)) > l. El conjunto P es un peine sin diagonales, es decir
P = {f} U{f; : i E N} U{f;j : i,j E N} tal que:

(i) i;(x) = lím¡-.oo ii¡(x), para cada i E N Yx E X,

(ii) f(x) = límhooj;(x).
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En efecto, f( x) no es límite de ninguna sucesión en Uij : ¡, j E N}, pues si eso ocurriera, (Fp ""

S(w) y por el lema 1.6.5 se tiene que p(frP,Cp(X)) = 1 produciendo una contradicción con lo
supuesto. Lo que demuestra que P es un peine sin diagonales. Por otro lado, consideremos

hij(x) = ¡Ifj(x) - f(x)1

para todo i,j E N Yx E X. Observemos que:

(i) h¡¡ (x) es continua, pues es composición de funciones continuas.

(ii) Iímj-->oo hij(x) =°
Demostración. Iímj--> 00 hi¡(x) =Iím¡-->oo ilf¡j(x)-f(x)1 =illímj-->oo ,fi.¡(x)-f(x)1 = il/i(x)
¡¡(x)1 = 0, para cada i E N.

(iii) Si consideramos (hm(i),I1(i) (x)) i{N, donde (m(i)) iEN es estrictamente creciente, entonces

(hm (i),I1(i) (x») iEN no esta acotada en JRx.

Demostración. Supongamos que (h l71 (i),I1(i)) iEJ'i está acotada en JRx. Luego

l./;lI(i),I1(i) (x )-f(x) 1= 1'/;11(i),11(i) (x )-,hl1(i) (x) + ¡;l1(i) (x) -fex) I ~ 1f;1I(i),11(i) (x) -¡;l1(i) (x) 1+1,/;lI(i) (x )-f(x) 1

De la definición de hij(x) tenemos que:

lf;l1(i),I1(i) (x) - fl11(i) (x)1 = mCi)hl11 (i),I1(i) (x)

Así, se tiene:

l'/;l1(i),I1(i) (x) - f(x)1 ~ mei)hm(i),I1(i) (x) + 1f;71(i) (x) - f(x)1

Luego, haciendo tender m(i) a 00, obtenemos: l,h;,(i),I1(i) (x) - f(x)1 ---+ O. En consecuencia
,/;l1(i),I1(i) (x) ---+ f( x) el cual genera una contradicción pues P es un peine sin diagonales.

En consecuencia el conjunto S = {O} U{h¡¡ (x) : i, j E N & x E X}, es un abanico sin dia
gonales.

Para demostrar que el rango secuencial de Cp(X) es WI, debemos constmir una F-inmersión
entre S úJ YCp(X). Consideremos t E S w y definamos:

.!¡ = {(i,j): 3u, u~r)-::;. t}

Por ejemplo, si t = (O, 1,2), entonces JI = {(O, 1), (1,2)}

gl(x) = max({O} U{hij(x) : (i,j) E JI})

El siguiente lema muestra algunas propiedades sobre JI y gl
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Lema 3.2.2 Para x E Xfijo, t,s E Sw se cumplen las siguientes relaciones:

l. Si t ::; s, entonces JI ~ Js'

2. Si t::: s, entonces gl(x) ~ gs(x).

3. Si t ::; rn, entonces o bien grn(X) = g/ex) o bien grn(x) = hhn(x). donde ik es el ultimo
elemento de la sucesión t

4. Si (t¡ )¡EN es una sucesión en S w tal que si t E S wy (m(i)) ¡EN es una sucesión estrictamente
creciente con rm(i) < t¡para todo i E N, entonces gnn(¡)~¡,,(x) no está acotada.

Demostración.

Demostración del item 1.
Sea (i,j) E JI' Por definición de JI, existe u E N tal que u~rj ::: t. Por hipótesis se tiene t::; s. Así
lri~j::; t::; s. Por lo tanto, (l,)) E Js ' Esto muestra que JI ~ Js '

Demostración del item 2.
Consideremos (i,)) E JI tal que gl(x) = h¡j(x). Por hipótesis tenemos que t::; s así por el item I
tenemos que JI ~ J.,.. En consecuencia, (i,)) E J s . Por lo tanto, hij(x) ~ gs(x). Esto muestra que
gl(x) ~ g,(x).

Demostración del item 3.
Si Jrn = 0, entonces JI = 0. Esto permite mostrar que grn(x) = gl(x) = O. Por otro lado, si
Jnl *' 0, entonces existe (l,)) E Jrn tal que grl1 (x) = hij(x). Analizaremos dos casos.

caso 1: Si (i,)) E JI, entonces grn(x) =gl(x).
Sabemos que gl(x) ~ grl1(x), además tenemos que gn¡(x) = h¡j(x) y h¡j(x) ~ gl(x). Por lo
tanto, se tiene que grn(x) = g/ex).

caso 2: Si (i,)) ~ JI, entonces i = ik y) =n.

Como (i,j) ~ JI, entonces grn(x) = hiJCx) =hikn(X).

Demostración del item 4.
Supongamos que grm(i)~¡,,(x) está acotado, es decir existe M> 0, tal que igrm(i)-i,,(x)1 ~ M.
Esto implica, en particular, que hmi¡" (x) = mil.f';'i¡" (x) - fn; (x) I está acotada. Por ende, Ifn;¡,J x) 
/;11; (x) I ~ f;f; siempre que m¡ '* O. Si hacemos mi muy grande, entonces fm;i" (x) está muy cerca de
f(x). Lo cual es una contradicción, ya que P es una peine sin diagonales. O

Continuando con la demostración del teorema de Fremlin. Consideremos
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definida por F( t) (x) = g, (x), con x E X. Mostraremos que F cumple con las condiciones (i) Y (ii)
de la definición de F-inmersión, pero F no es inyectiva.

Probemos que: si (tk)kEN -> tE Sw, entonces F(tk) -> F(t) E Cp(X).

Sea (tic) E S w una sucesión tal que tk -> t. Por el lema ?? se tiene que existe una sucesión
estrictamente creciente (nk) Yexiste no E N tal que tn = rnk con Iímnk = oo. Luego aplicando F a
la sucesión tenemos que: F(x)(td =F(x)(rnk) =g'~nk(x).

Ahora, consideremos:
{k¡} = {k:grnk(x) =g,(x)}

{Si} = {k: grnk(x) = hi¡J1k(X)}

Así, la sucesión grnk (x) la dividimos en dos subsucesiones :

caso 1: gn1k¡ (x) = g,(x) ó,
En tal caso, Iímllk¡-->oog'~nk¡ (x) = g,(x). Por lo tanto, F(x)(rnk;) -> F(x)(t).

caso 2: grllk. = hikn¡JX)
En tal'caso, si {Si} es infinito se tiene que h¡knk(X) = O Y g,(x) = O. En efecto, como

gn1k(X) =h¡kllk(X), entonces Iím nS¡-->oogrn.
'j

(x) =Iímll.,¡--+oo h¡¡J1S¡(x) =límns¡-->oo hlfikllS¡ (x) 
A (x)1 =O. Además, O :::; g, (x) :::; grn,¡ (x). Por lo tanto, g,(x) =O. O

Probemos que: Si (t¡)¡EN es una sucesión en Sw tal que si t E Sw, y (m¡)iEN con rmi < ti,
m¡ < m¡+1 para todo i E N, entonces F((t¡hN) no tiene punto límite en Cp(X)

Sea (ti)¡EN una sucesión en Sw como en la hipótesis. Puesto que rm¡ < ti, entonces exis
te in E N tal que rmiin ::> ti' Luego, (mi,ill ) E J,¡ en consecuencia hl11¡¡,Jx) :::; &(x). Ahora
bien, por hipótesis sabemos que la sucesión (m¡) es estrictamente creciente por ende hl11¡¡1I (x)
no está acotada. Así, gil (x) no está acotada. Por lo tanto, gil (x) no puede converger, ya que
g,¡(x) = hhik(X) 2 hl11¡i,,(X) = mdf~l¡ill(X) - fill¡(x) 1 y mdfin¡ill(X) - jil1¡(X) 1 no converge cuando
mi -> oo. O

Probemos que: F no es inyectiva.
Sean t = (i) Y S = (j) dos elementos en el primer nivel de Sw tales que t t- s, entonces J, =Js =0.

Por ende se tiene que, g,(x) = gs(x) = O, para x E X fijo. Por lo tanto F no es inyectiva. o

Como F no es inyectiva, entonces debemos modificar un poco a la función F para obtener
una F- inmersión entre SÚJ y Cp(X), sin que F pierda la condición l y 2 de la definición de
F -inmersión. Para ello consideremos la familia de combinaciones racionales lineales de los g,(x),
es decir
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Esta familia sólo puede contener una cantidad numerable de funciones constantes, entonces
existe oE JR+ tal que la función contantemente ono es una combinación racional lineal de los g/.
ASÍ, definamos la siguiente función:

definida por:
G(t)(x) = F(t)(x) + oH(t).

Donde H(t) es la inyección continua construida en 1.8.5. G es secuencialmente continua, pues
F y H son secuencialmente continuas. Además G satisface la condición (ii) de la definición de
F - inmersión, ya que g/¡ (x) no converge si la sucesión (t¡) satisface las hipótesis. Por ultimo G es

inyectiva. En efecto

Supongamos que G(t)(x) = G(s)(x). Por definición de G se tiene que, g/ex) + oH(t) =

g,(x) + c5H(s). Lo cual implica, g/(x) - gs(x) =c5H(s) - c5H(t). Por ende, como H es inyectiva
entonces c5 = H(S)~H(/) (g/(x) - g,(x)) generando una contradicción, pues o no está en /\. Por lo
tanto, G es inyectiva.

Puesto que ~ (S w) = W ¡ y G es una F - inmersión entre S w y Cp (X), entonces se tiene que
W¡ = ~(Sw) .,; ~(Cp(X)). Además, por el lema 1.4.2 tenemos que ~(Cp(X)) .,; W¡. Por lo tanto,
~(Cp(X)) =W¡ o

La inmersión que construye Fremlin para demostrar el Teorema 3.2.1 no es una inmersión
secuencial. Consideremos a =OW, una rama infinita de ceros y definamos la sucesión tk =Ok~ (k).
Por el lema 1.8.3 se tiene que la sucesión (tk )kEN no converge. Sin embargo, aplicando la inmer
sión que construye Fremlin a esta sucesión obtenemos que G( tk) converge. En efecto, puesto que
J/k = {(O, O), (O, k)}, entonces g/k = max({O} u {h(o,o)(x),h(o,k) (x)}) = O. Además, H(tk) con

verge a ~ cuando le ---+ CXl por el lema 1.8.5, Por lo tanto, G(tk) converge a ~o.

Nuestro aporte al gran universo matemático es presentar una demostración un poco más ge
neral del Teorema de Fremlin 3.2.1. Construiremos una inmersión secuencial entre S w y Cp (X),
para el caso en que ~(Cp(X)) * 1.

Supongamos que ~(Cp(X)) * 1. Por la definición de rango secuencial se tiene que existe
P ~ Cp(X) tal que p(P,Cp(X)) > 1. El conjunto P es un peine sin diagonales, es decir P =

{f} U{f¡ : i E N} U{f¡j : i,j E N} tal que:

(i) .f;(x) = lím¡-+oo .ff¡(x), para cada i E N y X E X,

(ii) f(x) = lím¡-+oo.f¡(x).

En efecto, f( x) no es límite de ninguna sucesión en Uf¡ : i, j E N}, pues si eso ocurriera, a-P ""
S (w) y por el lema 1.6.5 se tiene que p(a-P, Cp(X)) = 1 produciendo una contradicción con lo
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supuesto. Lo que demuestra que P es un peine sin diagonales. Por otro lado, consideremos

hij(x) = iliij(x) - fi(x)1

para todo i, j E N Yx E X. Observemos que:

(i) hij (x) es continua, pues es composición de funciones continuas.

(ii) Iímj_,oo hij(x) = O

Demostración. Iímj-> 00 hij(x) =límj->oo iliij(x)-fi(x)1 =illímj->oo jj¡(x)-fi(x)1 = ilfi(x)
ii(x)1 = O, para cada i E N.

(iii) Si consideramos (hm(i),n(i) (x) kN, donde (m(i) )iEN es estrictamente creciente, entonces

(hm(i),n(i) (x)) iEN no esta acotada en IRx .

Demostración. Supongamos que (hm(i),n(i) )iEN está acotada en IRx . Luego

I/;n(i),n(i) (x) -f(x) I = If~l(i),n(i) (x )-/~'(i) (x )+/;n(i) (x )-f(x)1~ If;n(i),n(i) (x )-/;,,(i) (x) 1+lf;,,(i) (x )-f(x) I

De la definición de hij(x) tenemos que:

If;,,(i),n(i) (x) - fm(i) (x) 1 = m(i)hm(i),n(i) (x)

Así, se tiene:

I/;,,(i),n(i) (x) - f(x)1 :,; m(i)hm(i),n(i) (x) + lfi"(i) (x) - f(x)1

Luego, haciendo tender m(i) a 00, obtenemos: I/;,,(i),n(i) (x) - f( x) I -+ O. En consecuencia
/;,,(i),n(i) (x) -+ f( x) el cual genera una contradicción pues P es un peine sin diagonales.

En consecuencia el conjunto S = {O} U{h i¡(x) : i, j E N & x E X}, es un abanico sin diago
nales.

Ahora, consideremos para t E S w lo siguiente:

JI = {(i.j) : 3u, u~Cj:5 t}

K I = J¡ u {(ltl,t(ltl- l))}

gl(x) = max( {O} U{hij(x): (i,j) E K¡})

Definamos la siguiente función:
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definida por F(t)(x) = gl(X), con x E X. Líneas arriba probamos que F cumple con las condicio
nes (i) y (ii) de la definición de F-inmersión, pero F no es inyectiva.

Por otra parte definamos la siguiente función:

definida por:
I(0)(X) =F(0)(X)

I(rn) = máx(I(t),FVn), h(!tl+l,n))

Observemos que, F(t) :s; I(t) :s; I(rn). Además 1 es una función secuencialmente continua y
satisface las condiciones (iii) Y (iv) del Teorema 3.1.7. En efecto

l. 1 es secuencialmente continua.
Sea (rn) una sucesión convergente a t E S(;). Consideremos I(rn), probemos que la suce
sión fonnada por las imagenes de rn converge a I(t).

lím I(rn) = máx ( Iím I(t), Iím FVn), Iím h(II\+I'I1))
11-+00 11-+00 11-+00 n-H'X:>

,}~;;, I(t~n) =máx (I(t),F(t),O)

Como °:s; F(t) :s; I(t), entonces límn-->oo I(rn) = I(t). Por lo tanto, 1 es secuencialmente
continua.

2. Si (t¡)¡EN es una sucesión en Sw tal que si tE Sw, y (m¡)¡EN con rm¡ -< ti, m¡ < m¡+1 para
todo i EN, entonces 1( (t¡ )¡EN) no tiene punto límite en Cp (X).
En efecto, si aplicamos 1 a la sucesión (t¡) podemos notar que I(t¡) ¿ F(r min¡), pues por
el lema 3.2.2 se tiene que si rmin¡ :S t¡ , entonces (m¡,n¡) E Jrmjn; <; JI;' Esto pennite
concluir que I( t¡) no está acotada, pues F( r mj'n¡) con (m¡) estrictamente creciente no está
acotada. Por lo tanto I(t¡) no converge.

3. Si (tkhEN es una sucesión en Sw tal que si (3a E NN) tal que (Vn E N), (3k E N) con
ü'ln:s tlr", entonces I(tlr) no tiene punto límite en Cp(X).

En efecto, considerando una sucesión como en la hipótesis del item 3 y aplicando 1 a dicha
sucesión podemos notar que I(tlr,,) ¿ I(aln) ¿ h(n.rr(n-I))' Luego para n E N estrictamente
crecientes se tiene que h(I1.a:(n-I)) no esta acotada, por lo tanto 1(tlr,,) no esta acotada. En
consecuencia, I(tlr,,) no converge.
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La función 1 no es inyectiva si I(rn) = F(rn) pues recordemos que esta condición no se
cumplen para F, si se considera t = (n). Por ende tomaremos la función

definida por:
I(0)(x) =F(0)(X)

I(rn) =máx(I(t),F(rn),h(lrl+!,I1») + 5H(t)

1 es una inmersión secuencial entre S w y Cp(X) Y2: (S w) = W ¡, entonces por el teorema 3.0.4
tenemos que W¡ = 2:(Sw) ::; 2:(Cp(X)). Además, por el lema 1.4.2 tenemos que 2:(Cp(X)) ::; W!.
Por lo tanto, se tiene que 2:(Cp(X)) = W¡. D

Más aún, Sw se puede sumergir secuencialmente en un subespacio de Cp(X), obteniendo así
una copia secuencial de SÚJ en Cp(X).

Proposición 3.2.3 Si f: (X, T) ---> (Y, p) es una inmersión secuencial, entonces f(X) ~sec X. Más
aún, (X,(Tr) ~ (f(X),cTdf(X»)'

Corolario 3.2.4 Sea (X, T) espacio topológico. Si 2:( Cp(X)) 2 2, entonces existe Y ~ Cp(X) tal
que S (J ~sec y. Más aún S w ~ CT Y.

3.3. Conclusiones

Nuestro principal objetivo en este trabajo fue presentar algunas condiciones topológicas su
ficientes para que un espacio topológico (X, T) contenga una yopia"de S w. Como ya vimos nos
enfocamos en el Teorema de Fremlin para cumplir el objetivo. Mostramos que si 2:(Cp(X)) 2 2,
entonces existe Y ~ Cp (X) tal que S w ~sec y y más aún S w ~ CTY. En la introducción al capítulo 3
hicimos una observación importante entre las inmersiones, el siguiente diagrama nos recuerda tal
observación

F: Sw ---> Cp(X) es una inmersion topologica

~

F:Sw--->Cp(X) es una inmersion secuencial

~

F: Sw ---> Cp(X) es una inmersion tipo Fremlin

Espacios con Rango secuencial W¡ 65

Atribución - No Comercial - Compartir Igual 3.0 Venezuela (CC BY - NC - SA 3.0 VE )

www.bdigital.ula.ve



Espacios con rango secuencial W¡

Lo que nos dice es que: si S,,; se puede sumergir topológicamente en Cp(X), entonces S,,;
también se puede sumergir secuencialmente en Cp (X) y más aún, si S w se puede sumergir se
cuencialmente en Cp (X), entonces S w también se puede F-sumergir en Cp (X).

Bajo un enfoque diferente al desarrollado en esta monografía, mostraremos lo dicho anterior
mente. Consideremos el espacio de Baire NN. Stevo Todorcevic y Carlos Uzcátegui [11] mostraron
que si (X, T) es un espacio topológico Hausdorff, T2, regular y con topología analítica, entonces X
es homeo-morfo a un subespacio numerable de Cp(NN). El espacio Arkhangel'skiT-Franklin S,,;
satisface dichas hipótesis, es decir S w es: T2, regular y posee topología n~ [6], entonces S w es
homeomorfo a un subespacio numerable de Cp(NN). Obteniendo así que Cp(NN) contiene una
copia topológica de S w. Además L(Cp(NN)) = W¡

Lineas arribas probamos que la F -imnersión que construye Fremlin para demostrar el Teore
ma 3.2.1 no es una inmersión secuencial. Ahora mostraremos un espacio que contiene una copia
secuencial de S w, por ende también una F - copia de S w, y no contiene una copia topológica de
Sw. Consideremos el espacio de Cantor 2N. Puesto que [0, 1J es imagen continua de 2N, enton
ces por el ejemplo 3.1.6 tenemos que L(Cp (2N )) :j: 1. Aplicando el Teorema 3.2.1 tenemos que
L(Cp (2 N

)) = W¡, por ende Cp (2N
) contiene una copia secuencial de Sw y también una F-copia

de S,,;, Por otro lado Cp (2 N ) no contiene una copia topológica de S,,;, Pues, por los resultados
de Arkhangel'skil-Bella [4] se tiene que S2 no se puede sumergir topológicamente en Cp (2 N ).

Así, S ,,; no se puede sumergir topológicamente en Cp (2N) ya que S 2 es un subespacio de S,,;
(S2 '-,'> S,,;).

3.4. Preguntas

A continuación mostraremos una lista de preguntas que no se abordaron en esta monografía:

1. Detenninar las condiciones topológicas para que un espacio topológico numerable (X, T)
contenga una copia topológica de S w

2. ¿ Todo espacio topológico numerable X con L(X) = W¡ contienes copias topológicas de S w?

3. ¿ Para cuales espacios métricos X se tiene que Cp(X) contiene una copia de S w?

4. ¿ Cada punto de Cp(X) es Gij- regular?

5. ¿ El cuadrado de S (w) es secuencial?
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