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INTRODUCCION

Antecedentes del problema: Cada vez que estudiamos la dindmica de las solu-
ciones de una ecuacidn diferencial en derivadas parciales de tipo parabdlico, es de vital
importancia conocer o determinar sus equilibrios (soluciones del sistema eliptico) y el
tipo de estabilidad que estos presentan, entonces surge la necesidad de establecer condi-
ciones suficientes, para saber, por ejemplo, cuando aparecen soluciones estacionarias del
sistema.

Este trabajo esta motivado por el articulo de Marcos Lizana y Julio Marin [11]
publicado en el 2005. En su investigacion, al estudiar los efectos de la difusién sobre
la estabilidad de un equilibrio homogéneo en un modelo bidimensional depredador-
presa cociente-dependiente de reaccién-difusion, establecieron condiciones sobre los coe-
ficientes difusivos para que ocurriera la Inestabilidad de Turing y obtener la aparicion
de patrones, es decir, la aparicién de una familia de soluciones estacionarias de dicho sis-
tema parabdlico. En su estudio se observa claramente que el concepto de Inestabilidad
de Turing estd ligado al concepto de excitabilidad de cierta matriz. Entre las referen-
cias que podemos encontrar sobre matrices excitables, destaca el articulo de Cross [4]
en 1978. Actualmente establecer condiciones necesarias y suficientes para que matrices
de dimensiones mayores o iguales a 4 X 4 sean excitables, es un problema abierto y se
puede observar un ejemplo bastante ilustrativo en el articulo de Van Den Driessche y
R. A. Satnoianu [17] publicado en 2005.

Planteamiento del problema: Consideremos el siguiente sistema parabdlico de
reaccion-difusion con condiciones de frontera de tipo Neumann homogéneo

%’tﬂ(t, x) = DAw(t,z) + f(w(t,z)), z€Q, t>0
(0.1)
%(t,w) =0, z€99, t>0.

Donde D = diagldy, da, ..., di] es una matriz diagonal definida positiva de tamafio k X k,
2 C R™ es abierto, conexo y acotado con frontera suave, w(t,z) € R y f: RE — R*
es un campo vectorial suave.
Vamos a suponer que w = wyg, es un equilibrio no trivial y estable para el sistema
cinético asociado a (0.1), es decir, f(wp) = 0 y la matriz Jacobiana de f evaluada en
wy es estable.

Entonces surgen las siguientes interrogantes:

i) ;Serd que la solucién wy seguirs siendo estable para el sistema (0.1)?

ii) De no ser asi, ;Cuales son las propiedades que debe tener el campo vectorial f para
poder desestabilizarlo?. ;Entrard en juego la difusién (D).?

iii) ;Aparecerdn soluciones estacionarias no homogéneas del sistema (0.1)?. ;Podrian
estas soluciones bifurcar localmente de wy cuando variamos la difusién?.



Es claro que éste es un problema de gran interés y riqueza matemética, pero por
razones obvias nos vamos a restringir a trabajar con sistemas bidimensionales y tridi-
mensionales de reaccién-difusién. Asf tendremos que los objetivos de nuestro trabajo
son los siguientes:

Objetivo General:

Encontrar en el espacio de los pardametros de difusion las condiciones suficientes para
que surjan soluciones homogéneas estables o inestables para un sistema bidimensional
de reaccién y difusién como en (0.1) y aplicar estos resultados a un sistema depredador-
presa de reaccion-difusion con respuesta funcional del tipo Holling I7.

Objetives Especificos:

Demostrar de forma detallada la caracterizacién para las matrices de tamano 2 x 2
y 3 x 3 que son excitables, es decir, matrices que son estables pero existe una matriz
diagonal D con coeficientes positivos tal que su diferencia no es estable. Este objetivo
se alcanza siguiendo el articulo de Cross [4] en 1978.

Aplicar la caracterizacién de matrices excitables para determinar las regiones en el
plano de los coeficientes difusivos donde puede ocurrir la inestabilidad de Turing para
un sistema bidimensional de Reaccién-Difusién sujeto a condiciones de frontera del tipo
Neumann homogéneo.

Determinar condiciones necesarias para que ocurra una bifurcacién de Turing para
un sistema bidimensional de Reaccién-Difusién sujeto a condiciones de frontera del
tipo Neumann homogéneo, es decir, condiciones necesarias para que surjan soluciones
no homogéneas estables o inestables del sistema eliptico asociado al sistema de reaccién
y difusion.

Aplicar los resultados obtenidos a algunos modelos particulares depredador-presa
de reaccién difusién.
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Capitulo 1

Marco Teodrico

En este capitulo daremos las herramientas bésicas para garantizar la existencia y uni-
cidad de las soluciones de una ecuacién diferencial en derivadas parciales del tipo
parabdlico con condiciones de frontera tipo Neumann homogéneas en Lo y en el es-
pacio de las funciones continuas. Y probaremos un teorema abstracto de la teoria
de bifurcacion. Concretamente, demostraremos el Teorema 13.5, p.173 del libro de J.
Smoller [18]. Allf este teorema esta probado para aplicaciones sobre espacios finitos di-
mensionales. Utilizando el esquema de esa prueba daremos la demostracién en espacios
infinito dimensionales. De hecho es la forma como lo utilizaremos para la obtencién de
patrones.

§1.1 Formulacion Abstracta de la Ecuacién del Calor

En esta seccién mostraremos como plantear la ecuacién del calor como una Ecuacién
Diferencial Ordinaria (E.D.O.) en un espacio abstracto. Dedicaremos también esta
seccién al estudio de las propiedades espectrales mas relevantes del operador Laplaciano,
las cuales usaremos para probar que él genera un semigrupo analitico. Para este fin,
introduciremos algunas definiciones y resultados preliminares.

§1.1.1 Definiciones y Resultados Preliminares

Denotemos por E un espacio de Banach cualquiera y por L[E] al espacio de todos los
operadores lineales y continuos de E en si mismo.

Definicién 1.1 Una familia uniparamétrica {T'(t)};>0 de operadores en L[E] es un
semigrupo fuertemente continuo, si se verifican las siguientes condiciones:

i) T(0) = idg,
ii) T(t+s)=T()T(s) paracada t,s >0, y
5 T _ ‘
iii) }g% ()r =2, paracada z€E
A los semigrupos fuertemente continuos también se les suele llamar semigrupos de tipo
Co, o simplemente semigrupos Cg. Cuando para cada z € E, un semigrupo Cg es

una funcién analitica real en ¢ sobre el intervalo (0, 00), se dice que el semigrupo es
analitico.
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1
Definicién 1.2 Denotemos por D(A) = {z € E : li1(1)1+ ?(T(t)x — ) existe}. Al
t—0+ &
operador A : D(A) C E — E definido como sigue

1

Az = lim —(T(t)xr —z), =€ D(A),
t—0+ t

se le denomina el generador infinitesimal del semigrupo {T'(¢)}+>0 -

El siguiente resultado se encuentra probado en Pazy [15] p.p. 4-5 .

Proposicion 1.1 Sea {T'(t)}:>0 un semigrupo Co y sea A su generador infinitesi-
mal. Entonces se verifican las siquientes afirmaciones

i) Para cada x € E,
lim % [ T(s)zds = T(t)z.
i) Para cadaz € E, [, T(s)ads € D(A) y
A(fy T(s)zds) = T(t)z — .
iii) Para cada x € D(A), T(t)z € D(A) y

d
=T(He = AT(t)z = T(t) Az

iv) Para cada x € D(A) ,
T(t)z —T(s)x = [ T(r)Azdr = [' AT(7)z dr.
v) D(A)=E y A es un operador lineal cerrado y no acotado.

§1.1.2 La Ecuaciéon del Calor y el Problema de Cauchy

Denotemos por L? = L?(Q,IR), donde £ C IR" es un conjunto acotado con frontera
suave. Consideremos el operador lineal no acotado

Au = —Au,
. 2 2
A:D(A) C L — L7, (L.1)

D(A) = {apeHz(Q,lR) : gi;i_—.o en BQ},
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donde 7 es el vector unitario normal a 952 y H?(2,IR) es el espacio de Sobolev de
todas las funciones ¢ € L2(©2,R), tales que D% € L*(Q,IR), o = 1,2; las derivadas
se entienden en un sentido débil.

Consideremos ahora el siguiente problema de valor inicial (P.V.1.)

du _ —Au(t), t>0
dt (1.2)

u(0) = up, wug € D(A).

Supongamos probado que el operador —A genera un semigrupo analitico {T'(¢) }+>0 -
Entonces el problema de Cauchy (1.2) tiene una udnica solucién, definida para todo
t > 0 . En efecto, definamos u(t) := T'(t)ug. Por la proposicién 1.1 se sigue que T'(t)z =
u(t) € D(A) y v/ (t) = T'(t)up = —AT(t)up = —Au(t) parat > 0; y u(0) = T(0)ug =
ug. Por lo tanto u(t) := T'(t)ug es solucién del P.V.I. (1.2).

Probemos ahora que dicha solucién es tnica. Sabemos que u(t) = T'(t)ug es solucién
de (1.2). Sea v(t) otra solucién de (1.2) y definamos F(s) = T'(t — s)v(s), con s € [0, 1],
y t> 0. Como v(s) € D(A), entonces por la proposicién 1.1 F(s) resulta diferenciable
en sy

%F(s) = AT(t — s)v(s) + T(t — s)v'(s) = AT(t — s)v(s) — T(t — s5)Auv(s) = 0,
para todo s € [0,t]. Por lo tanto F(s) = const para todo s € [0,¢] . En particular
F(0) = F(t). Como F(0) = T(t)v(0) = T(t)up = u(t) y F(t) = TO)v(t) = v(t),
entonces u(t) = v(t) para todo t > 0. Lo cual concluye la prueba de la unicidad.

Una consecuencia inmediata del razonamiento anterior es que la resolucién de la
ecuacién con difusién sujeta a condiciones del tipo Neumann siguiente

4

—dat—uzAu(t,a:), t>0.

< @ =0, en Of). (1.3)
on

L u(0,z) = uyg, up € D(A).

es equivalente a la resolucién de la ED.O. (1.2) en D(A) .
La siguiente proposicion muestra que las soluciones de la ecuacién del calor son
bastante regulares en un sentido débil. Por ésta razén realizamos su demostracion.

Proposicién 1.2 Sea T(t) un semigrupo analitico en E, espacio de Banach, y sea
A su generador infinitesimal, entonces para todo x € E, T(t)x € D(A) parat >0 y

d
—T(t)z = ).
p” (t)x = AT(t)z
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Demostracion.-

Como T(t) es un semigrupo analitico, entonces la aplicacién t — T'(t)x es analitica
real en 0 < t < oo para cada x € E. Por lo tanto, dicha aplicacién es diferenciable en
0 <t < oo para cada x € E . Luego, para cada z € E y t > 0 se verifica que :

T+h)-T@) _ . T(h)-Id
h h—0t h

d
— =1 t)x
7O T

d
De donde se sigue que T'(t)z € D(A) para t >0y a;T(t)a: = AT(t)z . §

§1.1.3 El Operador Laplaciano: Caso Unidimensional.

En esta subseccion consideraremos la siguiente ecuacién parabélica sujeta a condiciones
de frontera del tipo Neumann homogénea
du &u

= K

Ou _ Ou gy (1.4)
8z(t’0) = Bx(t’l) =0 parat>0

w(0,z) = f(z), 0<z<1, y feL?0,1),

donde K es una constante positiva. El objetivo es formarnos una idea clara de las
propiedades del espectro del operador de Laplace en el caso unidimensional, sujeto a.
condiciones de frontera del tipo Neumann homogénea. El caso del operador de Laplace
sujeto a condiciones de frontera del tipo Dirichlet se analiza de manera similar.

La principal diferencia entre considerar el operador laplaciano sujeto a condiciones
de borde del tipo Neumann y del tipo Dirichlet es que en el primer caso el cero es
un autovalor del operador y los demds autovalores son positivos, mientras que en el
segundo caso todos los autovalores son positivos.

Aplicando el método de separacion de variables a la ecuacién (1.4); es decir, bus-
cando las soluciones de (1.4) de la forma u(t, ) = T(t)y(z), obtenemos que

) (@)
T(t) v()

donde X es una constante a determinar, de modo que la ecuacién (1.4) admita soluciones
no triviales. Es claro que el problema de frontera que debemos resolver es

= —JX

v'(z) = —-I’-\(-v(w), con v'(0) =+/(1) =0

y T(t) = T(0)e .
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No es dificil mostrar que el problema de frontera no admite soluciones no triviales
cuando A es negativo. Cuando A > 0, la solucién general de la ecuacion diferencial de
segundo orden viene dada por

[ A oA
= (C} cos R—x—l—C’gsm i

Teniendo en cuenta las condiciones de frontera, obtenemos que «y(z) serd una solucién

no trivial si, y sélo si,
[ A
e =nm, n=0,1,2,....

Asi, yn(z) = cos(nmz) es solucién de v’ = (=X, /K)y n=0,1,2,...,y A\, = Kn2z?
Ahora definamos el operador lineal A, como sigue

Ap(z) = ~K¢"(x), 0<z <1,
donde ¢ es una funcién de clase C? sobre [0, 1], con ¢/(0) = ¢/(1) = 0.

Si ¢ y 9 pertenecen al dominio de A, entonces usando integraciéon por partes obte-
nemos que

(Ag,¢) = —K / ¢"(2)p(z)dx = K / (z))2dz > 0,

S 1
(Ad,) = —K /0 ' (@ylz)de = —K /0 pa)y(x)dz = (b, Ay

Usando el Teorema de Friedrichs (teorema 2 en [20] pdgina 317) el operador A puede ser
extendido a un operador lineal auto-adjunto densamente definido en L?(0,1) y preserva
el espectro de A. Notemos que el dominio del operador A viene dado por

D(A) = {qs € L2(0,1) : A¢ € L2(0,1), con ¢/(0) = ¢'(1) = 0}.

Por los célculos realizadas anteriormente, obtenemos que el espectro del operador A,
al cual denotaremos por g(A), estd formado por los autovalores A\, = K n%72, con

n=0,1,2,..., y sus correspondientes autofunciones vienen dadas por
V2cos(nmz) si n#£0,
bn(T) = .
1 si n=0.

Es facil mostrar que las autofunciones forman un sistema ortonormal; es decir

1 1, si n=1m,
(bn, m) = /0 On(2)pm(z)dr = { 0 (1.5)

si n#m.
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Por otro lado, si f € L2(0,1), entonces f puede ser desarrollada en serie de Fourier de
cosenos; es decir

flz) = AO + Z Ay, cos(nmz),

n=1

1
donde A,, = 2/ f(z)cos(nrx)dz, n = 0,1,2,.... Para n # 0 se tiene que
0

(f, dn) / f(x)V2 cos(nnz)dz,

(fsbn) b = 2 coe(nm;)da:) V2 cos(nrz),

1

(f o
( cos(mm:)da:) cos(nmx) = A, cos(nnz).
%Q

Para n = 0, tenemos que £ = jol f(x)dx. Asi, obtenemos que

(f, o) & /f(x S )

Por lo tanto,
[e¢]

f=> {f tn)on

n=0
y por el teorema 9.12 en [2] pdgina 155, podemos concluir que el conjunto de las auto-
funciones del operador Laplaciano sujeto a condiciones de tipo Neumann homogéneo;
es decir el conjunto

{1, V2 cos(mz), V2 cos(2nz), . .., V2 cos(nnz), . .. }

es un conjunto ortonormal completo en L?(0,1).
Por lo tanto la solucién la podemos representar de la siguiente manera

u(t, 7) = (f d0) + 3 € UF, bu(2)) bu(2).
n=1

En el caso del operador Laplaciano sujeto a condiciones de frontera tipo Dirichlet
homogeneo tenemos que el espectro del operador estd conformado por los autovalores
= Kn?n?, con n=1,2,... y sus correspondientes autofunciones vienen dadas por

= V2sin (n7zx).
De esta manera el conjunto

{\/53111(#3:) V2sin(2nz), ..., V2sin(nnz), . . }

también es un conjunto ortonormal completo en L?(0,1).
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§1.1.4 Propiedades Espectrales del Operador Laplaciano Sujeto a
Condiciones de Frontera del Tipo Neumann: Caso General.

Estudiemos en esta subsecciéon las propiedades espectrales més relevantes del operador
Laplaciano. Antes de restringir nuestra atencién a dicho operador, vamos a recordar
algunas definiciones y resultados de la teoria de operadores en espacios de Hilbert.

Definicién 1.3 Sea H un espacio de Hilbert y A : D(A) C H — H un operador
lineal no acotado. Se dice que A es mondtono, si

(Av,v) >0, VYwve D(A).
Si ademds R(I + A) = H, se dice que A es maximal monétono; es decir,
VfeH, Jue D(A) tal que u+ Au= f.

Definicién 1.4 Sea H un espacio de Hilbert y A : D(A) C H — H un operador
lineal no acotado. Se dice que el operador A es simétrico si (Au,v) = (u, Av), Vu,v €
D(A). A es autoadjunto, si A* = A, donde A* denota el operador adjunto de A.

Definiciéon 1.5 Sea X un espacio vectorial normadoy A : Y € X — X un ope-
rador lineal. El conjunto resolvente de A, denotado como p(A), es el conjunto de
todos los escalares A € C tal que:

i) RAI—A) = X.
ii) El operador (Al — A)™! existe y es continuo.
El espectro de A, denotado como o(A), es el complemento del conjunto resolvente.

Se prueba que p(A) es un conjunto abierto de C, ver por ejemplo Backman [2],
capitulo 19, p.318.
Consideremos los siguientes conjuntos

i) Co(A)={re€o(A) : RAI - A) =X y (A - A~ 3 yno es continuo},
ii) Ro(A)={Aeo(A) : RO —A)C X y (A - A)~! 3},
ili) Po(A) ={xe€a(4) : (A - A)" '},

los cuales Hamaremos el espectro continuo, el espectro residual y el espectro puntual
de A, respectivamente.
Utilizando la notacién anterior es facil ver que

0(A) = Co(A) URo(A) U Po(A).
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Lema 1.3 Sean X y Y dos espacios normados y A: X — Y un operador lineal.
Entonces, el operador A™! exziste y es acotado sobre el rango de A si, y sélo si, existe
algin k>0 tal que k|z| < ||Az|,V z € X.

La prueba se puede ver en Bachman [2], teorema 14.9, p. 241.

Proposicién 1.4 (Brézis [3], prop. VIL.6, p.113.) Sea A un operador maxi-
mal mondtono. Entonces, A es simétrico si, y solo, si A es autoadjunto.

Proposicion 1.5 Sea A un operador no acotado densamente definido sobre un
espacio de Hilbert. Si A es autoadjunto, entonces o(A) el espectro de A es real; y
el espectro residual Ro(A) = 0. Ademds, para todo A = a+ 18 € C, con B # 0, se
verifica que

1

-t
(A —AI) yllsml

lyll . VyeR(A-AI). (1.6)

Demostracion.-

Veamos que si A = a + 18, con S # 0, entonces A € p(A); es decir pertenece al

conjunto resolvente de A. Lo cual evidentemente probaria que o(A4) C R.
Supongamos en primer lugar que A € Po(A). Entonces 3 z # 0, tal que Ax = Az;

y por lo tanto,

Mz, z) = (Az,z) = (Az,z) = (x, Az) = (z, A\z) = Az, z).

Esto implica que X = X. Lo cual es una contradiccién, pues 8 # 0. Asi, A ¢ Pa(A).
Del razonamiento anterior también se desprende que el operador

(A=X)"':RA-X)— H
existe. Veamos entonces que A € p(A) mostrando que:
i) (A— AI)"! es continua; y ,
ii) R(A— XI) = H.
Denotemos por y = (A — AI)z. Un célculo simple nos da

Iyl = ((A—a)z - ifr, A az — i)
= [(4— a)e]® — iBlz, (A — a)z) +iB((A - a)z,x) + 8]z
= (A - a)a|? + B8Pl

1
Lo cual implica que |B)%||z]|2 < ||y||?; es decir, ||z| < m”yl[ De donde finalmente

obtenemos (1.6) y por el lema 1.3, (A — AI)™! es un operador continuo.
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Probemos ahora que R(A —~ AI) = H.
Sea N(A — AI) el espacio nulo de A — AI. Entonces (ver Brézis [3] pag.28),

R(A=X)=N({A -t = NA* =X = N(A - XD)*E.

Como ImX = —8 # 0, se demuestra facilmente como al comienzo de la prueba que
(A~ XD existe, lo que implica que

N(A-XI)=0.

Por lo tanto, se sigue que R(A — AI) = H; y por ende que ) € p(A).

Mostremos finalmente que Ro(A) = ).
Supongamos que Ro(A)# @ ,ysea A€ Ro(A) Co(A) CIR.Como X=Xy A es
autoadjunto, se cumple que

{0} = N(A - \XI) = N(A* = \I) = N((A — AD)Y).
Por lo tanto, por el Corolario I11.17, p.28 del Brézis [3],
H={0}"=N{(A-X)*)* = R(A- ),

lo cual es una contradiccién, pues A € Ro(A). Asi, Ro(A) el espectro residual de A
es vacio. B

Lema 1.6 Sea H un espacio de Hilbert y A: D(A) C H — H un operador lineal
no acotado. Si A es mazimal mondtono, entonces: (I + A) : D(A) — H es biyectivo,
con inversa (I + A)~! acotada y ||(I +A)7Y| < 1.

Demostracién.-
Obviamente I + A es sobreyectivo, pues A es maximal monétono. Veamos que I + A
es inyectivo. Supongamos que existe un u # 0 tal que que u + Au = 0. De donde
obtenemos que (u,u) = —(Au,u). Como (Au,u) > 0, se sigue que u = 0. Lo cual
prueba la inyectividad del operador I+ A.

Por lo tanto, si f € H, existe un tinico u € D(A) tal que

(u,u) + (Au,u) = (f,u)
0 bien
ful? = (v, u) < (fu) <|flllll vy Jull <[]
De esta manera el operador

(1+4)~1
_— U

f
es un operador lineal acotado de H en D(A) y |1+ A< 1. &
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Lema 1.7 Sea E un espacio de Banach y A: D(A) CE — E un operador lineal.
Entonces se cumple que:

i) A€ Po(A) si, ysdlosi, A\+1¢€ Po(A+1I).
i) A€ Ro(A) si, ysolosi, A+1€ Ro(A+1I).
iii) A € Co(A) si, ysolosi, \+1€ Ca(A+1).
Este Lema es una consecuencia inmediatamente de la siguiente identidad
A=A =[O0+ DI-(A+ D)L

Todos los resultados antes expuestos son validos para cualquier operador que cumpla
las condiciones requeridas en los enunciados. Ahora procederemos a estudiar el operador
Laplaciano.

Proposicién 1.8 El operador A = —A : D(A) € L? — L? es un operador

autoadjunto. Donde D(A) = {yp € H?(Q,R) : %—‘2 =0 en 0Q}. Por lo tanto, el

espectro del operador A = —A es real.

Demostracion.-
Sea u € D(A). Usando la identidad de Green en espacios de Sobolev, obtenemos que

(A-u,u)———/(—Au)uda: = /VuVud.r—/ —iu—udS:/ |Vul*dz > 0.
Q Q aa On Q

Por lo tanto, A es un operador mondétono.

Veamos ahora que A es maximal monétono; es decir, que : R(I + A) = L?. Pero
esto es una consecuencia del Teorema IX.26, Brézis [3], el cual afirma que para toda
f € L?, la ecuacién u— Au = f, con condicién de Neumann, posee una tinica solucién
u € H2

Asi para demostrar que A es autoadjunto sélo basta demostrar que A es simétrico.
En efecto, si u,v € D(A) se tiene que:

(Au,v) = /(—Au)vda: = /Vqudx—— ?—y—vdS’: / VuVudz
Q Q aq O Q
Y 0
(u, Av) :/u(—Av)da: = /Vqudm— —ﬂudS:/Vqudm
Q 0 aq On Q

Lo cual implica que (Au,v) = (u, Av). B

Hasta ahora lo que sabemos del espectro del operador —A sujeto a condiciones de
borde del tipo Neumann es que es real. Ahora mostraremos que el espectro de —A es
puntual y no-negativo.
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Proposicién 1.9 A = 0 es un autovalor simple del operador Laplaciano definido

0
sobre D(A) ={pe L) (4, R) : ¢ € H*(Q,R) vy :9% =0 en 0N}
Demostracion.-
Es evidente que las funciones constantes son soluciones de :

Au=10 en £,

Su (1.7)
— =0 en OfL.
o
Veamos ahora que el autoespacio generado por el autovalor A = 0 es de dimensién uno.
Si existiese una solucién v distinta de una constante del sistema (1.7), haciendo uso
de la identidad de Green, obtenemos que:

v
0= /(—Av)vdx = / Vo.Vudr — —udS = / |Vol?dz = 0.
Q 0 aq On 0
Como v es una funcién armdnica, entonces es analitica y por lo tanto Vv =0 en .
Lo cual implica que que v es una funcién constante. Contradiccién. B

Proposicién 1.10 El espectro del operador A = —A : D(A) ¢ L? — L? es
puntual, discreto y su Unico punto de acumulacion es +0o. Ademds se verifica que
0(A) = Po(A) > 0, donde o(A) >0 significa que A >0, V X € o(A).

Demostracién.-
Sabemos por el Lema 1.6 que el operador (A4 + I) es biyectivo y que el operador T =
(A+1)"! es acotado.

Como la inclusién i de H?(Q) G L*(f)) es compacta, tenemos que el operador
T=ioT : L? — L? es también un operador compacto. Por lo tanto, por teorema
VL8, p.95, Brézis [3] sabemos que el espectro de T esta formado por el elemento 0 y
que todo elemento de €l distinto del cero es un autovalor; ademads se verifica una de las
siguientes situaciones :

i) o(T) = {0},
i) o(T)\0 es finito,
iii) o(T)\0 es una sucesién que tiende a 0.

Descartemos las situaciones 7) y ii).

Sabemos por la proposicion 1.9 que A = 0 es un autovalor del operador A y esto implica
de manera inmediata que p = 1 es un autovalor del operador T y la primera situacién
queda descartada.
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Supongamos ahora que o(T')\0 es finito. Es facil verificar que 0 no es un autovalor
de T, por lo tanto o(T)\0 = Po(T) = {u,}¥_, es finito. Observemos también que
por ser A un operador autoadjunto, esto implica que el operador T' también lo es. Por
lo tanto, por el teorema VI.11 del Brézis [3], p.97, y por las Alternativas de Fredholm
tenemos que:

L*(Q,R) =af_E,

donde E, es el autoespacio generado por el autovalor p, de T 'y E, = N(T — pyp[)
es de dimensién finita para 1 < n < k. Por lo tanto L%(Q,IR) es de dimensién finita.
Contradiccién.

De esta manera, o(T)\0 es una sucesién que tiende a 0.

Asi, por lo dicho anteriormente, por el lema 1.7 y por el hecho que:

c(A+D={\: A leaT}={): X eo(T)} (1.8)

tenemos que 0(A) = Po(A) = {\,}22,donde g =0, A, >0paran>1y A\, > o0
cuando n — co.

Veamos ahora que efectivamente o(A) = Po(A) > 0. Como A es maximal monétono,
entonces si u es la autofuncién asociada al autovalor A, tenemos que:

(Au,u) = (u,u) = Ajul|? > 0.

Por lo tanto A > 0. §

Como consecuencia inmediata del lema 1.7 y la igualdad (1.8), que ponen de mani-
fiesto la correspondencia entre los autovalores del operador T' descrito en la proposicién
anterior y el operador A = —A sujeto a condiciones de Neumann, se tiene el siguiente
corolario.

Corolario 1.11 Eziste una base Hilbertiana (fn)n>0 de L*(Q,IR) formada por
autofunciones asociadas a los autovalores del operador Laplaciano sujeto a condiciones
de frontera del tipo Neumann homogéneas.

§1.2 Semigrupo Analitico Generado por el Operador Laplaciano
Sujeto a Condiciones de Frontera del Tipo Neumann
Homogénea

En esta secciéon demostraremos que el operador Laplaciano sujeto a condiciones de
frontera. del tipo Neumann genera un semigrupo analitico. Se considerard también el
caso vectorial, en el cual se definird un nuevo operador que describa un sistema de
ecuaciones de difusién sujeto a condiciones de frontera del tipo Neumann y se dardn
condiciones suficientes para que dicho operador genere un semigrupo analitico. En la
subseccién § 1.2.2 estudiaremos un sistema de ecuaciones de reaccién-difusién y veremos
c6mo expresar la solucién en funcién de un semigrupo analitico.
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§1.2.1 Semigrupo Analitico Generado por el Operador Laplaciano.
Caso escalar

En esta subseccién demostraremos que el operador A = —A donde
D(A) = {p € H*(Q,R) : —g—g =0 en 08}

induce un semigrupo analitico. Para demostrar esto usaremos esencialmente el siguiente
teorema que se encuentra probado en Henry [9], pag.20.

Teorema 1.12 Sea | un espacio de Banach y A un operador lineal cerrado, A: D(A) — E,

con D(A) = E. Si A es un operador sectorial, es decir, si para algin ® € (0,%),
algin M > 1 y algin a € IR se cumple que:

1) El sector Sqp = {\; ® <|Arg(A—a)| < 7w, A#a} Cp(A) vy

M
|A =

entonces -A es el generador infinitesimal del semigrupo analitico {e™*4};>0.

i) [(A—A4)" Y < Vi€ S.a,

Usaremos también el Teorema de Hille-Yosida, cuya prueba se encuentra en Pazy
[15], pag. 8, y cuyo enunciado es el siguiente :

Teorema 1.13 (Hille-Yosida) Sea E un espacio de Banach. Un operador lineal no
acotado -A es el generador infinitesimal de un Cg semigrupo de contracciones {T(t)}i>0
s, y solo si,:

i) —A es cerrado y D(—A) = E,
i) p(—A) DRy

ili) para cada X > 0 se cumple que ||[(M + A))7 Y| < %

Usemos este teorema para probar la siguiente proposicién.

Proposicién 1.14 Sea A =—A: D(A) C L? — L?, donde

D(A) = {p € H*(Q,R) : g—;’j =0 en 00},

entonces —A = A es el generador infinitesimal de un Cqo semigrupo de contracciones.

Demostracién.-

Veamos que se cumplen las condiciones del Teorema de Hille-Yosida. En efecto, de
la seccién anterior sabemos que o(A) > 0, es decir, o(—A4) < 0 y p(—A) DR*.
También por la proposicién 1.8 el operador A es maximal mondtono, por lo tanto,
por la proposicién VIL1, Brézis [3] pag. 101, el operador —A cumple las siguientes
afirmaciones :
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a) el operador —A es cerrado y D(—A) es denso en L2, y
b) para todo A > 0 se cumple que ||(I + AA)7!|| < 1, es decir:

I+ =[x T+ 47 <L

Asi,
1
IGT+A™ <A va>o.
1
Poniendo 1 = N 0, para todo p > 0 tenemos que :
T + A7 < o
Lz

De esta manera, por el teorema 1.13 (Hille-Yosida), —A = A es el generador in-
finitesimal de un Cg semigrupo. §

Nos interesa ahora ver que —A = A no es sélo el generador infinitesimal de un
Cp semigrupo sino ademds de un semigrupo analitico. Por lo tanto, veamos que el
operador A = —A es un operador sectorial.

Proposicién 1.15 El operador A = —A : D(A) C L? — L? donde

0
D(A) = {p € HX(Q,R) : 5f =0 en 90}
m
es un operador sectorial. Por lo tanto, —A = A es el generador infinitesimal del

semigrupo analitico {e™*4};>¢.

Demostracién.-
Veamos primero que el sector

Il

S3=1{X: T <[Arg(N)| < m, A#0} C p(A).

s
4

En efecto, como o(A) > 0, entonces p(A) D C\ [0,00). Ademas, el sector

9]
Bl

4

= {3+ < Argl < m, A#£ 0} € €\ [0,00).
Por lo tanto Sz C p(A).

Verifiquemos ahora que existe M > 1 tal que

IBT-A <35 Ve 5.
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Im
C
N C C
AN
AN
D ==
B=(~0,0) N ! _ Re

D Y ="

4 C C

/
/

Figura 1.1: Sz = BUCUD

Denotemos por :
B = (—00,0)
C={A=a+BieC: [Bl>]a] y B£0} y
D={A=a+pieC: |af>8, B#0 y a<0}.
De aqui se sigue, como se muestra claramente en la figura 1.1 que Sz=BUCUD.

Caso 1: Sea A = a + fi € (—00,0).
Vimos en la proposicién 1.14 que para todo u > 0 se cumple que ||(1 + pA) 7! < 1,
es decir,

1+ A = e T+ ) = (T = 4))7 =
= - T A < L

1
Sea pu > 0 tal que u = -3 entonces tenemos que:

= AT - A7 < 1.

Por lo tanto,

_ 1
AT = A)7H < B VAE (00,

Caso 2: Sea A =a+ fi € C, es decir, 0] >[a] y B#D0.
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En la proposicién 1.5 vimos que si A = a + i con 8 # 0 entonces se cumple que

I — 471 < 1—1—‘

Ahora, como |8| > ||, entonces
AP = laf® + 1817 < 218,

lo que implica que,

2, 1
RACNTEIE
es decir,
V2 1
W=B
Por lo tanto,
A< Lo V2
I =)0 < g < 35

Caso 3: Sea A= a+ fi € D, es decir, |a| >8], 8#0 y a<O0.
Como — A es el generador infinitesimal de un Cg semigrupo de contracciones, en-
tonces haciendo uso del corolario 3.6, Pazy [15] pdg. 11, tenemos que :

p(—4) 2 {z: Re(2) >0},

y para esos z se cumple

1
< i
IGT+ )7 < gy

Escojamos ahora z € C tal que A = —z, es decir

1 1

A+ A7 < =

Como |A\? = |a|> + |82 < 2|a? vy V2 > —, entonces

AL T e
-2 < X

De esta manera, basta escoger M = /2 para que se cumpla que :

IGT-A) i< 5 Vaess.
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Por lo tanto el operador A = —A es un operador sectorial y —A = A es el generador
infinitesimal del semigrupo analitico {e ™ *1};>¢. i

. ~ : z 7-r
Es importante senalar que en la prueba anterior se tomo el sector S con ® = 1

por comodidad; la prueba seria anéloga tomando cualquier ® € (0, §

Observemos que a pesar de saber que el operador A = —A sujeto condiciones de
frontera del tipo Neumann genera un semigrupo analitico, aiin no se tiene una expresion
explicita de éste, razén por la cual se demuestra el siguiente resultado.

Proposicién 1.16 Consideremos el operador A = —A : D(A) C X — X donde

D(A) = {p € HXQ,R) : g% —0 en 99).

El semigrupo analitico {T(t) = e *4};>0 admite la siguiente representacion :

T(t)f = e (f, fu)fnr

n=0

donde {f,}3°, es la base ortonormal de L?(Q,IR) formada por autofunciones del ope-
rador A= —A .

Demostracion.-
Sea {f.}°, la base ortonormal de L?(2,R) formada por autofunciones del operador
A = —A (ver coroloario 1.11), es decir, para n > 0, f, satisface :

Afn = —Anfn, en 2.

fu

= Q.
n , en O

donde A, es el autovalor asociado a f,.
Sea f € L? y {T(t)}i>0 el semigrupo analitico generador por —A, entonces se
tiene que :

D) =Y (fi f)fa

n=0

i) u(t) =T =Y ealt) far
n=40
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donde u(t) es solucién del P.V.1. :

U = —Au(t), t>0
(1.10)
u(0) = f

y ¢n(t) : [0,00) — C para n > 0 son funciones diferenciables a determinar.
Por el sistema 1.9 y por el P.V.I. 1.10 tenemos que :

S W fn=u=0ult) =) ca(t)Afn =Y —Ancn(t) fr-
n=0 n=0 n=0
Ademds, por i) y ii) obtenemos que :
TO)f =f=> (Fifadfn="2_ cn(0)fa-
n=0 n=0

Por lo tanto, por ser {f,}%, base ortonormal de L?(2,IR) obtenemos que para cada
n >0 ,c, satisface la siguiente E.D.O. :

c/n(t) = ~"Anc'n(t)a t>0

(1.11)
cn(0) = (f, fn).
Por lo tanto,
en(t) = (f, fn)e ™,
asi,
oo
TW)f =e =Y e (f fa)fn -B
n=0
§1.2.2 Ecuacion de Reaccion-Difusion
En esta seccién consideraremos la siguiente ecuacién semilineal :
u + Au= f(u), t>0
(1.12)

u(0) = ug, wup € L2

donde el operador A = —DA : D(A) C L2 — L2 es tal que

D(A) = {goeHz(Q,IR)” : %% =0 en 89}
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Ecuacidén de Reaccion-Difusion

Llamemos a X == L2 y veamos cémo estd definida la funcién f. Sabemos por la
seccién anterior que el operador A es sectorial, por lo tanto las potencias fraccionales del
operador Ay = A+ al, con a > 0 estan bien definidas, y los espacios X< = D(A{)
dotados con la norma del grafico ||z}, = ||AY«| estdn bien definidos para 0 < a <1,
para detalles ver Henry [9]. La funcién f estd definida de la siguiente manera:

f:U c X* — X, donde U es un subconjunto abierto de X% para algin
a € [0,1) y f es una funcién localmente Lipschitz.

Se define una solucién del P.V.I. (1.12) en (0,7) como una funcién continua
uw:{0,T) — X tal que: u(0) = ug; para todo t € (0,T) u(t) € D(A), u; exista,
la aplicacién ¢+ f(u(t)) sea localmente Holder continua, [ ||f(u(t))||dt < oo para
algin p > 0 y la ecuacién diferencial (1.12) se satisface en (0,7).

Relacionemos ahora la solucién del P.V.I. (1.12) con la solucién de una ecuacién
integral que involucra el semigrupo analitico generado por el operador —A = DA.
Del lema 3.3.2, Henry [9], pdg. 53, se tiene que para todo T' > 0 se cumple que si
u:{0,T) — X es una solucién del P.V.I. (1.12) entonces se cumple

t
w(t) = T(t)uy + / T(t - s)f(u(s))ds, € (0,T), (1.13)

0
donde T'(t) es el semigrupo analitico generado por el operador —A = DA ; y reciprocamente,
siu:(0,T] — X* es una funcién continua, [ || f(u(s))]lds < oo para algin p >0,y
la ecuacién integral (1.13) se satisface para todo t € (0,T], entonces u : (0,7] — X©
es solucién del P.V.1. (1.12) en (0,7).

Es este resultado el que permite obtener el siguiente teorema de existencia y unicidad
local para el P.V.I. (1.12) cuya prueba se encuentra en Henry [9], pdg. 54.

Teorema 1.17 Consideremos el P. V.1 (1.12), entonces para cada u, € U existe
T = T(uo) > 0 tal que el P.V.I. (1.12) posee inica solucion u : (0,T] — X con
U(O) =up.

Consideremos ahora el siguiente sistema de ecuaciones de reacciéon-difusion sujeto
a condiciones de Neumann :

4 ug=DAu+ f(u) , t>0
ou_, (1.14)
on

donde D es una matriz real de dimensiones n x n cuyos autovalores tienen parte real
positiva y f : IR™ — IR" es una funcién C?. Gran cantidad de problemas en areas
aplicadas son modelados por el sistema (1.14), por lo tanto el objetivo que se persigue
es plantear dicho sistema en forma abstracta como en (1.12). Para ello definamos el
siguiente operador de evolucién:
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f¢: X% — X donde fé(u)(zo) = f(u(zo)) y 3 <a<1.

Veamos que f¢ estd bien definida. En efecto, por el teorema 4.3, Pazy [15], p.243, se
sabe que si % < a <1 se cumple que:

x* c (),

por lo tanto fé(u) = fou(-) € C(Q) y fé(u) € X.

Veamos ahora que f¢ es localmente Lipstchitz, es decir, que para r > 0 existe
k=k(a) >0 tal que [[f*(ur) — f(us)llpz < kllur —uzlla st ), uzll < 7.

En efecto, como f € C?, entonces dado p > 0 existe L(p) > 0 tal que |f(z)—
fWl < Lip)llz —yll si |lz|, ly]] € p. Por el lema 1.6.1, Henry [9] se sabe que
para % < a <1 las siguientes inclusiones son continuas:

i) X*c C(Q,RY),
i) X*C X =L*(Q,R)",
por lo tanto, usando i) existe > 1 tal que:

sup [lu(zo)llgr < Uulla, ue€ X
o€

Ahora, dado r > 0 sea p = Ir, entonces:

1 (1 (o)) — flua(zo))|| < Lr)|jua(zo) —ua(zo)ll st Nurlla, luzlla <7y 20 € Q.

Por lo tanto,

17¢(us) = Fullpz < LIr)ur —uallz st Juilla, luglla <.

Como la inclusidn ii) es continua, existe k > 0 tal que:

17 (ua) = f(u2)ll L2 < Kllur — uzfla

es decir, f¢ es localmente Lipschitz, hecho que permite plantear la ecuacién (1.14) de
manera abstracta como el P.V 1. siguiente:

w4 Au= fe(u), >0
(1.15)
u(0) = ug, wup€ X?

donde el operador A= —DA : D(A) C X — X es tal que

D(A) = {(pEH2(Q,IR)" : %% =0 en asz}
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Ecuacién de Reaccion-Difusion

Por lo tanto, por la ecuacién (1.13) se cumple que si u : [0,7) — X es una solucién
del P.V.I. (1.15) entonces se cumple que:

t
u(t) = T(t)ug + A T(t—s)f(u(s))ds, te(0,T] (1.16)

donde T'(t) es el semigrupo analitico generado por el operador —A = DA.
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§1.3 Existencia y Unicidad de las Soluciones de Sistemas de
Reaccién-Difusion en el Espacio de las Funciones Continuas

Xavier Mora en 1983 (ver [14]) logré aclarar el problema de la existencia y unicidad de
las soluciones de un sistema de reaccién y difusién en el espacio de las funciones con-
tinuas. El cudl dependia de la prolongabilidad del operador de Laplace a un operador
cerrado y no acotado que fuera el generador infinitesimal de un semigrupo analitico en
el espacio de las funciones continuas y preservara el espectro del operador de Laplace,
ver Thm. 2.4, p.41 en [14]. Esta seccion estd basada en el capitulo 7, p.p 119-132 del
libro de Hal L. Smith [8].

Sea 2 C R™ un conjunto abierto, conexo y acotado con frontera suave, es decir,
90 puede ser localmente descrita por una funcién de clase C* con gradiente no nulo.
0
— =17V

on
denota la derivada direccional en la direcciéon de 1. Consideremos el siguiente sistema
de reaccién-difusion.

1 = n(z) denota la normal exterior unitaria a 9 en el punto z € 9N y

' %%(t,a:) = DAu(t,z) + F(z,u(t,z)), t>0, z€Q

3 5%%(75,1:) +a(z)ult,z) =0, t>0, zedf (1.17)

L u(0,2) = ¢(x),z € Q

Donde

u = (u]7 UZ; .oy u’ﬂ)T> F = (F17 F27 "'7F71)T7 o= (¢11 b2, -y ¢n)T D= diag[d]_,dg, "*7dn]a

di >0,Vi=1...n,§=diagld1,d2,...,0n] y o) = diag[a;(x), aa(x), ..., an(x)]-
Notemos que la condiciones de frontera antes planteadas no cubren todas las posibles

situaciones que puedan presentarse, pero para nuestros fines esto serd suficiente. Si

§ = Iy a(r) = 0, estamos en presencia de condiciones de frontera de tipo Neumann

homogéneo. Las condiciones de frontera de tipo Robin homogéneo se obtienen poniendo

6 =1y ai(z) > 0 para todo i = 1,2, ...,n. En ambos casos, el dato inicial ¢ pertenece
a C(Q2), donde

C() = (CEOULR™), |l llw) ¥ lIlloo = sugllcb(iv)ll-
ze

Cuando 6 = 0 y o = I, son condiciones de frontera de tipo Dirichlet. En este caso el

dato inicial ¢ pertenece a Cy(Q2), donde Co(f2) es el subespacio de C(Q) definido de la
siguiente forma

Co(Q) := Co(Q,R™) = {¢ € C(Q) : $(z) =0, V€ .
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Probaremos que (1.17) genera un sistema semidindmico sobre un espacio adecuado.
Comenzaremos expresando el sistema (1.17) como una ecuacién diferencial ordinaria

n
en el espacio de Banach X = H X; donde, X; = C(R2), en el caso de que las condiciones

i=1
de frontera sean del tipo Robin o Neumann, 6 X; = Cy(£2), en el caso Dirichlet. En
n

cualquier caso, la norma de X esta definida por ||¢||x = Z lill x, -
i=1

Para cada i = 1,...,n, sea A) el operador diferencial
AY: D(AY) — X; definido por AV (u;) = d;Au,.

Donde D(A?) = {u; € C*(Q) N Co(D) : A%u; € Co(f?)} en el caso Dirichlet, y
D(AY) = {u; € C?(Q) N CYQ) : Alu; € C(Q), i (x)us(x) + Ou; (z) = 0,Yz € 90},

on
en el caso Neumann o Robin.

La clausura A; de A en X; genera un semigrupo analitico ! de operadores acotados
T;(t), para t > 0, tal que u;(t) = T;(t)¢; es solucién de la ecuacién diferencial abstracta
en X; dada por

wi(t) = Asu;(t)
(1.18)
u,;(O) = gﬁz (S D(Az)

Una propiedad importante de este semigrupo es que Vt > 0, T;(t) : X; = X; es un
operador compacto 2. Ademas, u;(t, z) = u;(t)(x) = [T3(t)$;)(z) es una solucién clisica
del problema de valor inicial

r a—aut—i(t,m) = d;Au;(t,z), t>0, z€Q
\ 5,-%‘7‘7—"@, z)+ ai(@)ui(t,z) =0, t>0, x€dN (1.19)
\ ’U,i(.’E, O) = d’i(‘r)ax €

es decir, u;(t,z) satisface la ecuacién, las condiciones de frontera, tiene derivadas
— e continuas Y(t,z) € Q x (0, +00 — son continuas sobre
ot ’ 5.73]" d.’L'jd.’L‘k ( ) ( ,+ )7 Y 8:13]‘ o '

Q% (0,+00). Més atin, u;(t,z) es continua sobre Q x [0, +00) y u;(x,0) = ¢;(x)Vz € Q.

'Ver Xavier Mora Thm. 2.4, pag. 41 en [14]
%Esto se deduce del estimado (4.3), Capitulo 7 pag. 134 de Hal L. Smith en [8]
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Definamos un operador T'(t) : X — X como sigue

T®)() = ([T () @), [BO)E2), - [Ta(B)](20))-
Es claro que {T(t)};>0 es un semigrupo de operadores sobre X, cuyo generador in-

finitesimal A : D(A) = HD(Ai) — X viene dado por

g==1

Az) = (Al(xl),Ag(:ng), ‘.‘,An(mn)),

y u(t,z) = [T(t)¢](x) es solucion del sistema (1.17) sin el término de reaccidn.

En cuanto al término de reaccién del sistema (1.17), asumamos que
F € C?2(QxR™,R") y que, bajo condiciones de frontera del tipo Dirichlet, F;(z,u) = 0
stempre que x € 9 y wu; = 0. Definamos la funcién f : X — X como sigue
[f(@)(z) = F(x, ¢(x)). Es claro que f es el operador de evaluacion.
Asi; la Ecuacién (1.17) es equivalente a la siguiente ecuacién diferencial ordinaria
en X
u'(t) = Au(t) + f(u(t)), t>0
(1.20)
uw(0)=¢, t>0
Es obvio que la equivalencia es valida solamente si ¢ € D(A). Es facil probar que la
ecuacion diferencial (1.20) es equivalente a la ecuacién integral

u(t) =T(t)p + /0 T(t — s)f(u(s))ds (1.21)

para todo ¢ € D(A). Como es de suponer, la ecuacién integral (1.21), en general, ad-
mite més soluciones que la ecuacién (1.20), es por esta razén que a las soluciones de
(1.21) se les denomina solucién moderada. Con maés precisién u : [0,7) — X es una

solucién moderada de la ecuacién integral (1.21) si es continua y satisface (1.21) sobre
[0, 7).

Mas adelante el Teorema 1.21, bajo las condiciones de suavidad establecidas ante-
riormente, dara condiciones suficientes para la existencia y unicidad de una solucién
moderada no prolongable de la ecuacion integral (1.21). Asi podremos definir un semi-
flujo sobre el espacio X de la siguiente manera

®; : X — X, definida por ®.(¢) = u(t, ¢),

donde u(t, ¢) es la inica solucién moderada no prolongable de (1.21), con u(0, ¢) = ¢.
Mis atin dicha solucién moderada de (1.21) es también una solucién de la ecuacién
diferencial (1.20) y por tanto una solucién cldsica del sistema (1.17).

Como es de esperarse, los puntos de equilibrios juegan un papel fundamental en la
dindmica de las soluciones del sistema (1.17). Mas precisamente,
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Definicién 1.6 Diremos que una solucién ug de (1.17), es un equilibrio, si ug es una
solucién clésica independiente del tiempo, es decir, ug es solucién del sistema eliptico
asociado a (1.17), por lo tanto, ug € C%(02) N C1(Q) y satisface

0 = DAug(z) + F(z,up(x)), t>0, z€}
Oug (1.22)
a—n(x) + a(x)up(x) =0, t>0, z€ .

§1.3.1 Principios del Maximo

Los principios del maximo juegan un papel muy importante en la teorfa de ecuaciones
diferenciales parciales parabdlicas. Estos son una herramienta fundamental para es-
tablecer la existencia de conjuntos positivamente invariantes y comparar soluciones de
diferentes ecuaciones parabdlicas. Aplicaremos dichos principios para mostrar que el
semigrupo T;(t) generado por (1.19) es positivamente invariante.

Consideremos el siguiente operador parabdlico general de segundo orden:

N N -
Au = Z ai]-(t, :L‘)Dz'Dj’lL + Z ai(t, I)Dlu — —08—1:

ij=1 i=1
Para la funcién u(t, z) con (¢t,z) € (0,T) x 2 para algin T > 0. Donde el simbolo
D; =

o3, y los coeficientes a;;(t, ) = a;ji(t,z) y ai(t, ) son continuos sobre [0, T] x Q.
Definicién 1.7 A es uniformemente parabélico sobre (0,7") x 2 si existe una cons-
tante positiva u tal que para cualquier £ € R
N
> aij(t,2)&& = pllél?,  V(t2) € (0,T) x Q
ij=1
En lo que sigue A serd un operador uniformemente parabélico sobre (0,7) x Q, para
algin T >0y Q = (0,T) x 99.
El siguiente principio establece que una solucién no constante de una desigualdad
diferencial en derivadas parciales eliptica sobre (0, T') x €, si alcanza su maximo entonces
lo debe alcanzar en un punto que pertenece a la frontera de la region (0,7") x Q.

Proposicién 1.18 ( Robert C. Mcowen, [16] pdg. 327-332 ) (Principio del Mdzimo
Pu  Ou

Fuerte) Sea u(t,x) una funcién continua sobre [0,T] x 82, tal que F m, Fris

isten y son continuas sobre [0,T] x Q@ y

Au(t,z) > 0, V(t,z) € (0,T] x Q (1.23)
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Si u alcanza su mdrimo en [0,T] x Q en un punto p = (1,7) € (0,T] x Q, entonces
u(t, ) = u(p), para todo (t,z) € [0,T) x , tal que t <. Si Au(t,x) <0 y u alcanza
su minimo en [0,T] x  en un punto p = (§,7) € (0,T) x Q, entonces se cumplen las
mismas conclusiones.

El siguiente principio establece que, la derivada direccional en direccién a la normal
exterior unitaria a 0} de las soluciones no constantes de (1.23), debe ser positiva en el
punto de la frontera donde dicha solucion alcanza su maximo.

Proposicién 1.19 ( Robert C. Mcowen, [16] pag. 327-332 ) Sea u(t,z) una

funcion que satisface las hipdtesis de la proposicion anterior y ademds existen y

or;
son continuas sobre ((0,T] x Q) U Q. Si u alcanza su mdzimo en [0,T] x Q en un

- o
punto p = ({,%) € Q y u(t,z) <u(p), V(t,z)e€ (0,T) x Q, entonces 5%(])) > 0. De
manera andloga si Au(t,z) < 0 y u alcanza su minimo sobre [0,T] x § en un punto

p=(,Z) € Q y u(t,z) >u(p), Y(tz)e (0,T)xQ, entonces %Z(p) < 0.
Sea
Xt ={¢; € C(Q) : ¢s(x) >0, paratodoz € Q}

el cono de las funciones no negativas en X; con su correspondiente relacion de orden
parcial sobre Xi+ ; es decir, ¢; < 4 siy sélo si ¢i(x) < ¢;(x) para todo x € Q. El
siguiente resultado muestra que T;(t) es positivamente invariante en este cono.

Corolario 1.20 El semigrupo T;(t) es positivamente invariante. Es decir,
(X c X, vt>o.

Mads ain, si ¢; > 0 y u;(t,z) = [Ti(t)p|(x), entonces u;(t,x) > 0 para todo t > 0 y
z € §) en el caso de condiciones de frontera tipo Neumann o Robin y para t > 0 y

z € Q en el caso de condiciones de frontera tipo Dirichlet, ademas para este iltimo
du

caso F(t,x) < 0 para todo (t,x) € (0,00) x IN.
n
Demostracién.- Notemos que el operador A? = d; A es uniformemente parabélico.
Sea ¢; > 0y u(t, z) = [T;(t)¢](2).

Condiciones de frontera de tipo Dirichlet Razonemos por reduccién al absurdo,
y supongamos que existe ¢ = (t*,z*) € (0,00) x Q tal que u(q) < 0. Elijamos
T > t* y sea p = (£,Z) el punto donde v alcanza su minimo sobre [0,T] x €,
claramente p € (0,7] x Q y u(p) < 0, de donde por el principio del maximo
fuerte se tiene que u(t,x) = u(p) para todo (t,z) € [0,T] x , en particular,
u(0,Z) = u(p), pero u(0,T) = ¢;, lo cual es una una contradiccién.
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Condiciones de frontera de tipo Robin Nuevamente si suponemos por el absurdo
que u(g) < 0 para algin g = (t*,z*) € (0,00) x Q, se tiene imitando el razona-
miento anterior que T € 9Q y u(t, z) > u(p), para todo (t,z) € (0,T) x Q, donde
p = (1,Z) es el punto donde u alcanza su minimo sobre [0, T] x 2. Consideremos
ahora los siguientes casos: (i) ¢ < T. Entonces p € (0,T) x 95, de donde por la

du

on

(ii) t = T. Entonces 8—u(p) < 0, lo cual nuevamente contradice las condiciones de
7

Proposicién 1.19 —(p) < 0, lo cual contradice las condiciones de frontera.

frontera.

Condiciones de frontera de tipo Neumann Supongamos que ¢;(Z) > 0 para algin
T € ). Sea v solucién de la ecuacién con condiciones de frontera tipo Robin y
w = v — u. Entonces w satisface el siguiente sistema:

)
Qy)— =d;Aw(t,z), t>0, €N
ot
ow (1.24)
E;(t,x) +o(t,z) =0, t>0, €N

| w(z,0) =0,z €Q

Veamos que w(t,z) < 0 para (¢, z) € {0,4+00) x Q. Supongamos por el absurdo
que w(g) > 0 para algin ¢ € (0,+00) x . Sea T > 0 tal que g € [0,T] x
y p = (t,7) el punto donde w alcanza el méximo sobre [0,T] x €. Claramente
w(p) >0y t>0. Ademés T € I, en efecto; si T € , entonces p € (0, T] x Q, asi
por el principio del maximo fuerte w(t,z) = w(p) para todo (t,z) € [0,7] x 2, en
particular w(z,0) = w(p) > 0, lo cual es una contradiccién. Asi, p € (0,7] x 95,
ya que v(p) >0,

) ow . .
se tiene que ~d—-(p) < 0, lo cual contradice las condiciones de frontera, asi
y

w(t, ) <0, es decir, v(t, z)—u(t, z) < 0, de donde por ser v solucién del problema
con condiciones de frontera tipo Robin se sigue que u(¢,z) > 0, tal y como se
queria mostrar. Asi, en este caso u(t,z) > 0, para todo (t,z) € [0,+00) x Q#

§1.3.2 Existencia y Unicidad

En esta subseccién retornaremos al sistema de reaccién-difusion (1.17) con la finalidad
de establecer condiciones suficientes para que las soluciones de dicho sistema existan y
permanezcan en cierto subconjunto cerrado y convexo X de X.
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Sea A un subconjunto no vacio, convexo y cerrado de R" y
Xra={peX: ¢(z) €A, Vz € Q}.

En el caso de condiciones de frontera del tipo Dirichlet X # @ si y sélo si 0 € A.

Condiciones suficientes para que X, sea positivamente invariante con respecto al
semiflujo generado por (1.17) son dadas a continuacion:

1) La condicién de Nagumo para que A sea positivamente invariante respecto de la
ecuacién diferencial ordinaria

u’(t) = F(I,u(t))
(1.25)
u(O) =1z, con xp € A

€s:

lim dist(A,v + hF(z,v))
h—0 h

=0, V{(z,v)€xA.

2) Que X, sea positivamente invariante respecto al semigrupo lineal T'(t), es decir:

T(t) Xy € Xp, Vi20.
El siguiente teorema es demostrado en el libro de Hal L. Smith. [8] p.p. 127.

Teorema 1.21 Supongamos que se cumplen 1) y 2). Entonces V ¢ € Xy, el
sistema (1.17) admite una dnica solucion “mild” no prolongable

u:[0,0) = X
u(t) = u(t, @) € Xa.

donde 0 = o(¢) < +00. Ademds:

a) u(t) es continuamente diferenciable sobre (0,0), u(t) € D(A) y satisface (1.20)
sobre (0, 0).

b) u(t) = [u(t)|(z) es una solucion cldsica de (1.17)

c) sio(¢p) < 400, entonces

lu(t)ll — +oo, cuandot — o donde ||u(t)|| = sup [lu(t)|x
t€[0,0)
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d) sio(¢) = +o00, Vo € Xa, entonces () = u(t, ) es un semiflujo sobre Xx.

e) si B es un subconjunto cerrado y acotado de X, t >0 y

U ®,(B)u(t) = u(t,¢) € Xa es acotado en X, entonces ®.,(B) tiene clausura
0<t<tp
compacta en X,.

n
Observe que el cono X = H X" en X es justamente X, con A = R%, el conjunto
i=1
de vectores de tamaino n con todas sus componentes no negativas. Esto nos permite
enunciar el siguiente corolario.

Corolario 1.22 Sea A = R’} y supongamos que F : Q x R% — R"™ satisface que
Fi(z,u) > 0, siempre que (z,u) € A xR} y u; =0,
entonces las condiciones 1) y 2) pasan para Xy = X, y se obtiene el Teorema 1.21.

Demostracién.- Por el Corolario 1.20 obtenemos que 2) se cumple.

Sea (z,v) € O x R%. Si v; > 0 entonces v; + hFi(z,v) >0, Yh >0, con
0 < h << 1. Si v; = 0, entonces por hipédtesis v; + hF;(z,v) = hF;(z,v) > 0, Yh > 0.
Asi v+ hF(z,v) € R} V0 < h << 1y 1) se cumplell
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§1.4 Teoria de Bifurcacion

En esta seccién resumiremos los resultados bésicos que nos permitan demostrar el
Teorema 13.5, p.173 del libro de J. Smoller [18]. Allf este teorema estd demostrado
para aplicaciones sobre espacios finitos dimensionales. Utilizando el esquema de esa
prueba daremos la demostracién en espacios infinito dimensionales. De hecho es la
forma como lo utilizaremos para la obtencién de patrones.

Muchos problemas conllevan a resolver un problema de la forma

f\x)=0; (1.26)

donde f es un operador definido de R x By en By, con By y By espacios de Banach.
En nuestro caso, dicho operador proviene de un sistema de ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales de tipo eliptico que depende de un pardmetro escalar.

Estamos interesados en la estructura del conjunto solucién, es decir del conjunto

FH0) ={(\z) €R x By : f()\ z)=0}. (1.27)

Mas precisamente buscaremos condiciones sobre f que nos permitan determinar cuando
una solucion (Ao, zg) de (1.26) pertenece a una curva de soluciones (A, z())) al menos
localmente, es decir, para |A — Ag| << 1 (esto se lee A suficientemente cercano a Xp) .
También vamos a indagar sobre cuando (g, zo) pertenece a varias curvas de soluciones
(A, z1(A)), (A, z2(A)), ... Esta dltima pregunta nos lleva naturalmente al concepto de un
punto de bifurcacion.

Definicion 1.8 Sea (g, zo) una solucién de (1.26) y T'(A) := (X, (X)) una curva
de soluciones de (1.26) definida en un entorno de Ag con I'(\g) = (Ao, (X)) = (Mo, Zo).
Diremos que (Ag, zo) es un punto de bifurcacién con respecto a I' si toda vecindad del
punto (Ag,z¢) en R x By contiene soluciones de (1.26) las cuales no estdn sobre I'.

A las soluciones de (1.26) cercanas a (Ao, o) que no estan sobre I' se les llaman solu-
ciones de Bifurcacién.

Observe que la definicién no nos garantiza la existencia de una rama continua de
soluciones de bifurcaciéon que provengan de (Ao, zo). Entonces nos podemos realizar
varias preguntas de interés:

i) Dada una curva I de soluciones de (1.26), ; Qué condiciones garantizan que ésta con-
tenga un punto de bifurcaciéon?. Obviamente si el teorema de la funcién implicita
es aplicable en un punto, la bifurcacién no puede ocurrir alli.

ii) (C6mo es la estructura de f~1(0) cerca de un punto de bifurcacién?.

iii) Si el conjunto de bifurcacién es, digamos, una curva I’ ; podria ésta ser continuada
en el infinito?. jI” contendra puntos de bifurcacién?
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iv) Para problemas en los cuales las soluciones de (1.26) son equilibrios de una ecuacién
dada, {Se podré inferir informacién concerniente a las propiedades de estabilidad
de la solucién de bifurcacion?.

Para nuestro propdésito, en esta seccion, atacaremos sélo el problema de encontrar
puntos de bifurcacién. Todos los problemas mencionados anteriormente estan muy bien
discutidos en el libro de Joel Smoller, [18], Capitulo 13.

§1.4.1 Teorema de la Funcién Implicita.

Sean X y Y espacios de Banach, B(X,Y) denota el conjunto de los operadores lineales
y acotados de X en Y, y sea f € C(Q2,Y), donde 2 es un abierto en X.

Definicién 1.9 Diremos que f es Fréchet diferenciable en el punto a € (1, si existe
un operador T € B(X,Y) tal que

| fla+&) = fla) =T -&|=o(l £ ) cuando | £ [|— 0.

El operador T es lamado la derivada de Fréchet de f en a.

Ahora vamos a introducir la notacidén necesaria para la derivada de funciones
definidas sobre espacios productos. Sean By, Bs y Bj espacios de Banach y sea U un
conjunto abierto en el espacio producto By x By. Sea f: U — Bs, y u = (u3,u3) € U,
definimos la seccién transversal, Uy = {z1 € By : (z1,u3) € U}.

Diremos que f es diferenciable con respecto a la variable zy en el punto (u;,us), si
la. funcion

9:U1 = Bs, g(21) = f(z1,u2)

es diferenciable en el punto u;. Cuando esto ocurra, escribiremos dg,,, = Dy f(us,u2),
donde dg,, es un operador lineal del espacio Uy en el espacio Bs. Diremos que f es
diferenciable con respecto a xy sobre U, si esta es diferenciable con respecto a z; en cada
punto u € U. De manera similar se define la derivada de f con respecto a la segunda
variable.

Por supuesto, las propiedades usuales para derivadas parciales ocurren en este con-
texto general. En particular, si f es diferenciable en el punto u = (uy,us) € U, entonces
[ es diferenciable con respecto a las variables z; y z2 en u, y para todo ({1, £2) € By X Ba,
se tiene que

dfu(é1,€2) = D1 f(u) - & + Do f(u) - &2.

Mais aun, el operador

D:U— Bs
(z1,22) = (D1 f(x1,72), Daf(21,722))
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pertenece al espacio C(U, B(Uy, Bs) x B(Us, B3)). Finalmente, si f € C(U,Bs) y f
es continuamente diferenciable con respecto a ambas variables, es decir, Dif : U —
B(Uy,B3) y Daf : U — B(Us, B3) son continuas, entonces f € C*(U, Bs). ver el libro
de Joel Smoller, [18], pag. 170.

Teorema 1.23 (Robert C. Mcowen, [16] pag. 240) (Teorema de la Funcidn
Implicita en espacios de Banach)
Sea f € C(U, B) donde U es un conjunto abierto en A x By, y A, By son espacios de
Banach. Asuma que f(Xg,up) = 0 para algin (Xo,up) € U y que f es continuamente
diferenciable en la sequnda variable en una vecindad de (A, ug).

Si el operador Ds f( Ao, ug) es un isomorfismo, entonces existe una funcion continua
u = u(A) definida en una vecindad Ny, de Mo, tal que u(Xg) = ug, y f(A\,u(r)) =0 en
Ny, - Esas son las unicas soluciones de f(\,u) = 0 en Ny,. Finalmente, si f € C*(U, B),
entonces u € C¥(Ny,, B).

§1.4.2 Bifurcacién de un Autovalor Simple para Operadores en Es-
pacios de Banach

De acuerdo al teorema anterior, podemos esperar que ocurra una bifurcacién en (Ag, up)
si Ds f(Xg, up) es singular. Sin embargo, si Dy f(Ag, up) es singular, no necesariamente
(Ao, ug) es un punto de bifurcacién. Para aclarar mejor estas ideas consideremos los
siguientes ejemplos.

Ejemplo 1.1 Sea F : R x R — R definida por F(\ z) = A — 2. Es obvio que
F(0,0) =0y %g((), 0) = 0. Sin embargo,
FA\z) =0 A—2=0& 2=V

Es decir, la ecuacién F (A, z) = 0 determina de manera \nica a z como funcién de A.

Observe que . O cambia de signo en el punto (0,0). Por lo tanto el punto (0,0) no
%
es un punto de bifurcacién.

Ejemplo 1.2 Consideremos

G:RxR—=>R
G\, x) = ) — 22

Entonces, G(0,0) =0 y %g-(o, 0) = 0 € B(R,R) no es invertible y

Ghz)=0oA-a? =0 ==\

=
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Es decir, el (0,0) es un punto de bifurcacién. Notemos que
punto (0, 0).

cambia de signo en el

El siguiente resultado no es mas que un Teorema de Bifurcacién en Espacios de
Banach y es de vital importancia para demostrar la aparicién de patrones en sistemas
bidimensionales de reaccién-difusién. Antes de probar este teorema, vamos a demostrar
un Lema auxiliar el cual es muy 1itil cuando estamos trabajando en espacios de Banach.

Definicién 1.10 Sea G C X un subespacio cerrado de un espacio de Banach X.
Se dice que un subespacio Z de X es un suplementario topolégico de G si:

i) Z es cerrado
i) GNZ={0}yG+Z=X

En este caso todo z € X se escribe de forma tnicax =y+z2conye Gy z € Z.

Lema 1.24 (ver Brézis [3], pdg. 21-22) Todo subespacio G C X de dimensién
finita admite un suplementario topoldgico.

Demostracién.- Sea eq, eq, ..., €, una base de G. Entonces todo y € G se representa,
de la siguiente forma y = Y " , y;e;. Definamos un funcional lineal y continuo de la
siguiente manera,

wi:G=>R, iy =w i=1,...,n.
Es claro que ¢; € G’ (el espacio dual de G) y ademds

leilecr = sup  |wily) |= sup  |wi(y) | .
y€eG, lyli<1 yeG, Jlyll=1

Definamos ahora
p: X =R, p(z)=|willa -zl

Es facil verificar que

i) p() >0, Vz e X.

il) Vz, y € X se tiene que p(z + v) < p(z) + p(v).
iii) para a > 0y z € X se tiene que p(ax) = ap(x).
iv) @i(z) < p(z), Vz € G.

Entonces por el teorema de Hahn-Banach, existe un funcional lineal ¢; : X — R que
extiende a (;, es decir

vi(y) =0i(y), YyeG y @i(z) <plz), YVzeX
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Ademas
lgilxr= sup | @) > sup | @(y) = sup | @i(y) 1= leiller
yeX, [lylf=1 y€G, llyll=1 yeG, jlyll=1
y
l@ilxr = sap  |@i(y) < sup  ply)= sup |lpille - llzlf = llwiller
yeX, |lyli=1 y€X, llyll=1 yeX, llyll=1

Por lo tanto @; es acotado y ||@;llx: = lleillar-
Mostremos ahora que Z = M?_,(%;)~*(0) es un suplementario topolégico de G.

Como (@;)7H0) = {z € X : @;(x) = 0} = N(g;), entonces Z es cerrado. Si
x € GN Z, entonces 0 = ¢;(x) = pi(z) = x;, Vi=1,..,n y por tanto z = 0. Por
dltimo si z € X, entonces z =y + 2z cony € Gy z € Z, donde

n n
y:Z(p\i(z)ei y z:x—Z@(w)eiEZJ
i=1 i=1

Teorema 1.25 ( Bifurcacion de un Autovalor Simple para Operadores en Espacios
de Banach. J. Smoller [18], pdg. 173.)
Sea f € C?*(R x X,Y), donde X yY son espacios de Banach. Y sean Ly = Daf()o,0)
y Ly = D1 Dy f(Xo,0). Supongamos que

i) F(A\0)=0,¥A€R.

ii) El nicleo de Lo (N(Lg))es uni-dimensional, generado por ug.

iii) El rango de Ly (R(Lg)) tiene co-dimension 1, es decir, dim[Y/R(Lg)] =1
iv) Lyug & R(Lg).

Sea Z cualquier subespacio cerrado de X tal que X = Span{ug}® Z, es decir, cualquier
x € X se puede escribir de manera inica como r = aug + z, donde a € R, y z € Z.
Entonces existe un 6 > 0 y una funcién continuamente diferenciable (X, @) : (=9,8) —
R x Z tal que

1) A0) = Ao
2) $(0)=0
3) f(A(s),s- (up+ ¢(s))) =0, para |s| < 4.

Mads ain, existe una vecindad de (Xo,0) tal que cualquier solucion de f(A,xz) = 0
pertenece al graf{(\, ¢)] o es de la forma (X,0.).

Demostracion.- Definamos la siguiente aplicacién
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r: R x X —Y, dada por
r(Au) = f(Au) — Lou — (A — Ao)Lqu.

Es claro que r € C?(R x X,Y) y satisface

a) r(X,0) = 0. Esto se deduce inmediatamente a partir de la definicién de r y el hecho
de que f(A,0) =0,VA e R.

b) Dar(Ag,0) = 0. Basta recordar que por hipétesis Ly = D2 f(Ag,0), por lo tanto
(X0, &) = (X0, 0)[| = 1 (X0, &) — f(0,0) — Lo&]l = o(||¢]]) cuando ||€]| — 0.
c) Di1Dyr(Xg,0) = 0. Basta recordar que por hipétesis Ly = DDy f(Xo,0). Y como
Dor(Mu) = Daf(Mu)—Lo—(A~X)L1 vy D1Dar(M\u) = D1Dgf(A u)— Ly,

entonces Dy Dor(Ag,0) = D1 Daf(Ag,0) — L1 = 0.

d) Sea M > 0si |A — Xo| < M, entonces, ||r(A,u)|| = of|lu||). Basta observar que
lr (A, w) — r(X,0) — Dar (X, 0)ul = o(l|u}]) cuando |jul| — 0. (1.28)

lim | Dar (Ao + (A — Xo),0) = Dar(Xo,0)|]
[A—Xo|—=0 IA— Aol

= DngT‘()\(), O) = 0. (129)

Asi, dado e > 0, de (1.28) existe §; > 0 tal que si |ju]| < d; entonces

———-—”"'(“Al:ﬁ‘)” < 5 + D2 (3, 0). (1.30)

Luego de (1.29), existe da > 0 tal que si |A — Xg| < d2, entonces

[ Dar (A, 0)]} < 5771 = Aol (1.31)

QJW
Asf de (1.30) y (1.31) existe & > 0 tal que si [Ju]| + |\ — Ag| < § entonces

e wlf
el

Lo cual concluye la prueba.

=

= + ”DQT()\ 0)“ < = + — )\0’ < €.

2]\[

Entonces podemos reescribir f de la siguiente forma
f(Aa u) = LOU + ()\ - )‘O)Llu + T()‘v u)'

Ademas
D2 f(A,0) = Lo+ (A — Xo)L1 + Dar(A,0) (1.32)
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Como N(Lg) es un subespacio cerrado de X y la dim(N(Lp)) = 1 entonces por el

Lema 1.24, N(Ly) admite un suplementario topoldgico Z, es decir, existe un subespacio
cerrado Z de X tal que X = N(Ly) & Z.

La idea ahora es introducir una funcién auxiliar y un nuevo parametro s de modo
que podamos aplicar inmediatamente el teorema de la funcién implicita en un espacio
adecuado. Definamos una funcién auxiliar F: R xR x Z — Y como sigue

fAs-(u+2))
F(s, A\ z) = 8
DQf(/\, 0)('11,0 + Z), si s=0

, 81 840

Mostremos que F' es continua. Sea (s, ), z) € R x R x X. Si s # 0, entonces

f(/\,é('ll,()—!—Z))
S

F(s,\2) =

y es claro que F es continua en (s, A, z). Si s = 0, de la parte a) se sigue que

lim (A, 8- (ug + 2)) — lim r(A, s (uo + 2))(up + 2) — r(A,0)(uo + 2)
50 S s—0 S - (UO + z)

= Dor(X,0)(up + z). (1.33)
Asi, de (1.32) y (1.33) se obtiene

lim F(s,\z) = lim f(A, s - (uo+ 2))
(S,/\,Z)—}(O,,\,z) 50 8

Ase
= Lo(ug+z)+()\—,\O)L1(uO+Z)+1i§(l)r( )8 (Suo+z))

LU(UO + Z) + ()\ — Ao)lq (uo + Z) + D2T()\7O)('U:0, Z)
Dy f(X,0)(up + 2).

Lo cual concluye la demostracion de la continuidad.

Ademéas F(0, Ao,0) = Daf(Xg,0)(ug + z) = Loup = 0. Sea r > 0, entonces F es
diferenciable con respecto a A, V(s, A, z) € B,(0, Ao, 0) C RxRx Z, es decir, probaremos
que Y(s, X, z) € B-(0, Ag,0) existe D2 F(, 5 ;) € B(R,Y) tal que

”F(S, A+ X: Z) - F(s’ A Z) - DQF(sA,z)X” = 0(“/):”) cuando “/)‘\” — 0.
En efecto, definamos Dy F(; ;) : R — Y como sigue

~  Dir(\s- b\
) L (o + )3 + 1r(A, s« (uo + 2))A
D2F(S,/\,Z))\ — S

Ly(ug + 2)A+ DaDy7r(A, 0)(ug + 2)A, si s =0

, st s5#0
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Del hecho que

. Dir(\, s (ug+ 2)) . Dir(\ s (ug + 2))(ug + 2) — D1r(X,0)(ug + 2)
lim = lim
s—0 s s—0 s (up + 2)

= DDy 'I"(/\, 0)(UQ + Z)

se desprende que Dy F{, » ) es acotado. Ademés dado (s, ), z) € B,(0,X9,0) con s # 0
se tiene que

”F(Su A+ /):7 2:) - F(37 )‘7 Z) - DZF(S,A,Z)/A\” =

PO+ A5 (ot 2) (s (ug+2))
s s

r(A+ A, s - (ug + 2)) (A s (uwt2))  Dir(\s-(uo+ 2)A

S L)

|[L1(u0 + Z)//i + - DQF(s,/\,z)/)\‘” =

I Il = o(IAl),

cuandolAl| — 0. Si s = 0, entonces

”F(O7 A+ /)‘\7 Z) - F(07 A’ Z) - DQF(O,/\,Z)X” =
1D2f (A + X,0)(ug + 2) — Daf (A, 0)(ug + 2) = L1 (ug + 2) + D2 Dyr (X, 0)(uo + 2| =
[1Dar (A + A, 0)(up + 2) = Dar (X, 0)(ug + 2) — DaDyr(A,0)(uo + 2)A]| = o(j[A]),
cuando ||,)\\|| — 0. Lo cual concluye la demostracién de la diferenciabilidad con
respecto a A.
Probemos ahora que F' es diferenciable con respecto a z, ¥(s, A, z) € B,.(0, Ag,0), es
decir, probaremos que V(s, A, z) € B,.(0, Ao, 0) existe D3F{, » ) € B(Z,Y) tal que
[F(s,A, 2+ &) = F(s, A z) = DsFis 5 5|l = o(J|¢]l)  cuando |[£]] — 0.

Definamos D3F(, » ;) : Z — Y como sigue
D3 Fs 5 € = Lo& + (A — M) L1€ + Dar(A, s - (uo + 2))¢€.

Es claro que D3F(; ) .y es acotado. Ademds dado (s, )\, z) € B,(0,A0,0) con s # 0 se
tiene que

”F(Sv )\’ z +§) - F(S’ /\72) - D3F(s,/\,z)“ =

(A, 8- (u.(;+ z+&) (s (Suo +z) Dar(A, s - (up + z))f“ = o(]|¢])
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cuando ||&]| — 0. Si s = 0, entonces

“F(37 )\,Z + é) - F(81 )‘7 z) - D3F(s,)\,z)” =
[[Dar (X, 0)(uo + 2 +§) — Dar (A, 0)(uo + 2) — Dar(A, 0))E]| = o[€])),

cuando [|&]| — 0.
Asi F es diferenciable con respecto a la variable (X, z) V(s, A, 2) € B,(0,X,0) C
R x R x Z. Ademis, se verifica

D2y Fispn (X, &) = DaF(s oy A + D3Fig 5 €

y es acotado en una vecindad de (0, Ag, 0).
Consideremos ahora el operador T : R x Z — Y definido como sigue

T(X, &) = Dx ) F0,00,0) = D2Fio 50,02 + D3F g 70006

Es claro que T' es una transformacion lineal y acotada. Como R x Z es un espa-
cio cerrado entonces T es cerrado. Por otra parte se tiene que T(X, £ =0siy
solo si Lo = ALjug. Pero Lyug ¢ R(Lg), entonces necesariamente debe ocurrir que
T € =0 (X&) = (0,0). Asi N(T) =0y por tanto T es un operador inyectivo.

Dado y € Y, si y € R(Lyp), entonces existe (0,£) € R x Z, tal que T(0,§) = y. Si
y & R(Lgp), entonces consideramos el elemento y+ R(Lg) del espacio cociente Y/R(Ly).
Como dim[Y/R(Lg)] = 1 entonces 3yp & R(Lg) tal que

Mo+ R(Lo) = y + R(Lo) & y — Awo € R(Lo) & y = Lo€ + Ayo.

Como dim[Y/R(Lo)] = 1, entonces Span{yo + R(Lo)} = Span{Liuo + R(Lo)}. Por lo
tanto existe (X, €) € R x Z, tal que y = Lo& + ALqjup. Lo cual a su vez implica que T'
es un operador sobreyectivo.

Asi hemos probado que el operador T es invertible y como consecuencia del teorema
de la inversa acotada obtenemos que T~ ! es una transformacién lineal acotada; es decir, 4
existe una constante k > 0 tal que

KOOI < ITLON YL €) e Rx Z. (1.34)

Luego aplicando el Teorema de la Funcién Implicita, obtenemos que existe 6 > 0 y una
funcién continuamente diferenciable (XA, ¢)(s) = (A(s), 9(s)) : (—0,8) — R x Z tal que

1) (A(0),¢(0)) = (X0,0)
2) F(0,A(s),¢(s)) =0, para|s| < & f(A(s),s: (ug+¢(s))) =0 para |s| < 0.
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Mostremos ahora que existe una vecindad del punto (Mg, 0) de modo que si la ecuacién
f(A, z) = 0 tiene solucién, entonces dicha solucién es de la forma (A, ¢) o (A,0).

Observemos en primer lugar que para todo € € (0, 1) existe una vecindad N de (X, 0)
con la propiedad que toda solucién (A, u) = (A, sug+w) de la ecuacién f(A, z) = 0, con
w € Z, en la vecindad N satisface el siguiente estimado

lw]] < 2|sle, si |s|+ A — Ao| << 1.

En efecto, sea 0 <e <1y (Au) = (A sup+w) € RXxX,con we Z. De (1.34) se
tiene que existe k > 0 tal que si

Low + (A — Xo)L1up = v, entonces [|w|| + |A — Ao| < k||v]. (1.35)
Del item d), Ve >0, 34> 0 tal que
si flw|| + |s| + |X — Xo| < 9, entonces ||r(X, sug + w)|| < € - (JJw]|| + |s])- (1.36)
Del hecho que f(A, sug + w) = 0 se obtiene que
Low + s(A — Xg)Lyup = —(A — Ao) Lyw + (A, sug + w).
Luego por (1.35) y (1.36), concluimos que
llwll +Isl|A = Aol < K[IA = Aol Laflllwll] + € - (Is| + [lwl])-

Entonces dado 0 < ¢ < 1,
1 .
glwll <@ = KA =20l Lill = e)llwll < elsl, st A=A << L.

De la estimacién anterior se sigue que: si s = 0, entonces w = 0. Por lo tanto,
u = sup + w = 0, lo cual implica que u es una solucién de la ecuacién f(\ u) = 0 de la
forma (), 0).

Siu # 0, entonces s # 0y u=s- (up + s~ 'w), luego F(s, A, s 'w) = 0. Asi por la
unicidad del Teorema de la Funcién Implicita, si e << 1, entonces

(5, A, 87 w) = (s, A\(s), p(5)).

Por lo tanto A = A(s) y w = s¢(s); y por ende u = sup + w = sug + s¢(s). 0
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Capitulo 2

Formacion de Patrones para Sistemas de
Reaccién-Difusién

En este capitulo introduciremos las definiciones de Inestabilidad y Bifurcacién de Tu-
ring para sistemas de reaccién-difusién. Obtendremos condiciones suficientes para que
en sistemas bidimensionales y tridimensionales de reaccién-difusién ocurra la Inestabi-
lidad de Turing, es importante notar que este concepto esta ligado a la Excitabilidad
de la matriz jacobiana del término de reaccion del sistema.

Haciendo uso del teorema 1.25, daremos condiciones suficientes, para que, en sis-
temas bidimensionales de reaccién-difusion, ocurra una Bifurcacién de Turing, la cual
dard origen a la aparicién de patrones, es decir, aparecerd una familia uniparamétrica
de soluciones del sistema eliptico. Finalmente analizaremos la posibilidad de que
ocurra una inestabilidad de Turing en algunos sistemas particulares bidimensionales
de reaccién-difusion.

La siguiente seccién esta basada en los articulos de G. W. Cross [4] y Karl P. Hadeler
[7] pag. 96. En ella introduciremos algunas definiciones y resultados preliminares.

§ 2.1 Matrices Excitables
§2.1.1 Definiciones
Sea A una matriz real n x n'y D := diag|dy,ds, ..., d,,] una matriz diagonal real.
Definicién 2.1 .
i) Diremos que H > 0, si H es una matriz real simétrica definida positiva.
ii) Diremos que H > 0, si H es una matriz real simétrica semidefinida positiva.
Definicién 2.2 .

i) Diremos que A es una matriz estable si todos sus autovalores tienen parte real neg-
ativa.

ii) Diremos que A es una matriz semiestable si todos sus autovalores tienen parte real
no positiva.

47
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Definicién 2.3 .

i) Diremos que A es una matriz fuertemente estable si VD > 0, se tiene que A — D es
estable.

ii) Diremos que A es una matriz excitable (con respecto a la difusion), si A es estable
pero no es fuertemente estable.

Observacion 2.1 Es claro que una matriz fuertemente estable, es también una
matriz estable. Ademads, dada una matriz A excitable, podemos escoger D de tal forma
que A — D es inestable.

§2.1.2 Condiciones Necesarias para Matrices Fuertemente Estables.

En esta subseccién concluiremos que si A es fuertemente estable, entonces A € P(;“ ,
donde PO+ ;= {A € Muxn(R) : todos los menores principales signados de A
son no negativos, con al menos uno de cada orden positivo}.

Para cualquier subconjunto 1 <4y < iy < ... <i; < n deN, la submatriz principal de
orden j, A; ... ; de A se obtiene al omitir todas las filas y columnas excepto aquellas
con indices iy, 42, ..., 1;. El correspondiente menor principal es:

Mil{ii’wu,ij = det(Alx ,'iz,...,'ij)-

Los menores M; son simplemente a;;.

Definicién 2.4 Los menores principales signados de A son las cantidades
(_1)] 'Alilyi%---,?:"

7
El polinomio caracteristico de A es
Pa(\) =det(\l — A) = A\ + ) V" 4 4 e d + o

donde

¢ = Z (=1 - M, 4y, 4

1<y <’I:2<...<‘ij57l

es decir, ¢; es la suma de todos los menores principales signados de orden j.

Ejemplo 2.1 Sea

a a
A= 11 12
azy a2
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Asi, Ay = a11; Az = agg, son las submatrices de orden 1y Aj2 = A, es la submatriz
de orden 2.
Los correspondientes menores principales de orden 1 son: My =a;; y Ma = ax. El
correspondiente menor principal de orden 2 es:

Mys = det(A) = a1y - aze — ai2 - az.
Los correspondientes menores principales signados de orden 1 y 2 son respectivamente:
—M; = —an; —My=—ayp y My =det(A) = ay;-az — a1z - a2.
El polinomio caracteristico de A viene dado por:
Pa()\) =det(\I — A) = A2 + ¢; A + 2, donde
c1=—(M;+ M) = —(a11 +ag) = —tr(A) y  c2= M = det(A).
Asi concluimos que:

Pa(X) = det(M — A) = X2 — tr(A) X + det(A)

Ejemplo 2.2 Sea
ail  ai2  a13
A=| az ax ax

aszy a3z ass

Asi, Ay = a11; Az = age; Az = ags, son las submatrices de A de orden 1.
Ay — ( air a2 ); Ay = ( a1 ag ) ¥ Agy = ( ag ans )
az1 a2 a3 ass a3z 433
son las submatrices de A de orden 2 y Ajg3 = A es la submatriz de A de orden 3.
Los correspondientes menores principales de orden 1 son:
My =ap;; Mp=axp y M;3=ass.
Los correspondientes menores principales de orden 2 son:
My = det(A12) = a1 - a2 — a2 -axn

Mz = det(A13) = aq1-asz — a3 - asy
My = det(A23) = a2 - 433 — a23 - a32-
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El correspondiente menor principal de orden 3 es:

Moz = det(A)
= a1 -022- 033+ ai2 - a3y - a23 + a3 - a1 - 432
—aj1 - a3z - a3 — Q32 - A21 - A33 — 413 - A3] © A22

= ay - Moz +aiz-a3r-as+agz-asn -az — a1z - a - 433 — a13 - a31 - 622

Los menores principales signados de orden 1 son: —Mj = —ayy, —Mo = —axgg,
- M3 = —a33.
Los de orden 2 son: Mj2, Mys, Mbss; y el de orden 3 es —Mjas = —det(A).

El polinomio caracteristico de A viene dado por
Pa(A) = det(\I — A) = X3 + 1A% + cgA + ¢ donde,

a = —(M+ M+ M)
—(a11 + ag2 + a33)
= —Tr(A)

I

co = Mg + Myg + Moas y 3= —Mis3 = —det(A).

Teorema 2.1 Si A es fuertemente estable, entonces todas las submatrices de A son
fuertemente semiestables. B

Demostracion.- Por reduccién al absurdo. Supongamos que existe una submatriz
principal A;, fig,i; €O Y < 7 tal que A,-l,izy___,ij no es fuertemente semiestable. Entonces
existe una matriz diagonal Dy = diag|dy, ds, ...,d,] > 0 tal que (A — Dyp)i, 4,,...5;, DO €5

J
Semiestable, es decir, (A — Dy);; i,....i , tiene un autovalor A\g con Rea(Xo) > 0.

Sea D la matriz diagonal formada por ceros en las posiciones de la diagonal iy, 42, ..., ;
y d en el resto. Es decir,
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1 0 0
0 0
i 0 00

ut+l | g 0d 0 0
0 0 0 0

2 : 0 00 |1=D
2+l 19 0d 0 0
: : 0 0 - :
ij 0 0 0 0 - 0
1+ 1 0 0d 0 0
: : 0 . 0
: no \0 0 d

Observe que
det(ANl — A+ Dy+ D) = det(Al—(A— Dy — D))
n—j
= ) P
k=0
donde, P¢(}) son polinomios en A\ y B, ;(A) = det[(A\l = A + Dy);, iy,
Sea C un circulo en el semiplano positivo, con centro en A9 y que no hayan maés
ceros de F,_;(A\) en C. Como se muestra en la siguiente figura.
Y
C
X

Tomando My = max{|P;(\)|: A€ C}, parak=0,..,n—j—1 y
Mp—j = min{|P,_;(A)| : X € C},
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tenemos que
i My + Myd + Mad? + ...+ My_j_qd* 71 _0

d—00 mnﬁd“ J

Asi para d suficientemente grande obtenemos que

1

n—j3 n—j—
1> PN = P (N = | Y P(M)d
k=0 k=0

n—j-

Z | Pe(M)|d*

n—j—1
Z M,.d*

mn,jd" J

|P—;d"™|  sobre C.

IA

IA

IA A

En consecuencia por el Teorema de Rouché's obtenemos que

n-~7j
det(\l — A + Do + D) = Y Pe(Nd*
k=0

tiene una raiz dentro de C, lo cual contradice el hecho de que A es una matriz fuerte-
mente estable §

Definicion 2.5
P :={A € Muxn(R) : todos los menores principales signados de A son positivos} y

Py :={A € Muxn(R) : todos los menores principales signados de A son no negativos,
con al menos uno de cada orden positivo}

Corolario 2.2 Si A es una matriz fuertemente estable, entonces A € P[;r

Demostracion.-
Como la matriz A es fuertemente estable, entonces por el Teorema 2.1 cualquier sub-
matriz principal A;, ;, ;. es semiestable. Como el

det(Ail,'iz,...,ij) = H A

£22
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donde, A; i = 1,...,7 son los autovalores de la matriz A;, ;, i, y los autovalores com-
plejos ocurren en pares conjugados, entonces

(1) "My iy,..5;, 20, Vi=1,..,n

Ademads, por hipétesis y la Observacion 2.1 tenemos que la matriz A es estable, Asi
todas las raices del polinomio caracteristico de A

Py(A) =det(AL— A) = X"+ N L Lt cnadt e,

donde
cj = > (=1)7 - Miy ...

1< <2 <. <i5;<n

tienen parte real negativa y por tanto, P,(\) es un polinomio de Hurwitz,
luego ¢; > 0, Vj =1,...,n, lo cual implica que, al menos un menor principal de cada
orden es positivo.B

Proposicién 2.3 Si A€ P o A€ Py, entonces lo mismo ocurre para
A—D,VD > 0.

Demostraciéon.-
Sea D>0,s1 A€ P0+ , entonces para cualquier subconjunto de indices
1 <41 <ip < ... <t < n, se tiene que

(——1)j : det[(A - D)’i],ig, ceey ij]

es una combinacién lineal no negativa de los menores principales signados
(—1)7 - M;, iy,...i; de Aqy iy, i;, los cuales tienen como coeficiente 1. Por lo tanto,

(—1)7 - det[(A — D)in, ia, ..., ij] = (1) - My, 45,5, > 0.

Asi (A—-D)e Py i

Observacién 2.2 De la proposicién anterior obtenemos que VD > 0si A € P(T entonces
det(A — D) # 0, lo cual implica que A — D es una matriz invertible. Como los auto-
valores de A — D son funciones continuas de D y se presentan en pares conjugados,
entonces una matriz estable A € P(T es fuertemente estable si y sélo si, VD > 0, la
matriz A — D no tiene un autovalor puro imaginario.
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§ 2.1.3 Condiciones Necesarias y Suficientes Para Matrices Fuerte-
mente Estables de Tamano 2 x 2y 3 x 3.

En esta subseccién estableceremos condiciones necesarias y suficientes para que maitri-
ces de orden 2 y 3 sean excitables, este resultado es de vital importancia para lo que
sigue de este capitulo, mas especificamente, nos dotara de una herramienta fundamental
para decidir cuando en un sistema bidimensional o tridimensional de reaccién-difusién
ocurre la inestabilidad de Turing.

Sea A € Myy2(R) entonces
A= ( ann a2 )
azr a2

Lema 2.4 A es fuertemente estable si, y sélo si, A € P0+ , esto es equivalente ¢ que
se cumplan las siquientes condiciones:

Tr(A)=a;1+ax < 0 (2.1)
det(A) = a1 -az2 —a1z-azn > 0 (2.2)
a11 <0 ¥y ax < 0. (2.3)

Demostracion.- Supongamos que la matriz A € PO+ , es decir, se cumplen las
condiciones (2.1), (2.2) y (2.3), y consideremos una matriz D = diag[d;,ds] > 0. As{

A—D:(anﬁdl a2 )
a agy — da

El polinomio caracteristico asociado a A — D es de la forma

Pa_p(N) = det(\] — (A — D))
= M4+dA+¢, donde

G = —(Tr(A) - Tr(D))
= -Tr(A)+Tr(D)
= a+Tr(D)>0 vy

63 = det(A) +ajpa=cp+ a2 >0, con oy =—ay-das—as-di+dy-dy >0.
Ver Ejemplo 2.1.
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Asi, los coeficientes del polinomio cuadratico P4a_p(A) son positivos y por tanto
Ps_p(A) es un polinomio de Hurwitz, concluimos entonces que A — D es estable. Ver
las notas de Marcos Lizana en [10], cap. 5, pig. 88.

La otra implicacién de la demostracién se obtiene directamente del Corolario 2.2.8

Corolario 2.5 A es excitable si, y solo si, se cumplen las condiciones:
1. Tr(A) = a11 +azxn <0,

2. det(A) =aj;-aze —ajz-az1 >0y

3.a11>0 0 axn>0

Demostracién.- Es inmediata a partir del lema 2.4.8

Observacion 2.3 Del Corolario 2.5 concluimos que sélo hay cuatro posibles arre-
glos de signos para que matrices de tamaiio 2 x 2 sean Excitables:

e O S P E RPN Ey

Porque si a1; > 0, entonces del item 1. obtenemos que 0 < a1 < —agz y por tanto
age < 0. Lo cual implica que a1y - azs < 0, entonces del item 2. concluimos que a2 y
as; deben tener signos opuestos.

Anélogamente si aggp > 0 entonces aj; < 0y, tanto a;o como asi, deben tener signos
opuestos.

Mis adelante, en la subseccion § 2.2.1 la observacién anterior nos permitira obtener
una caracterizacién para conocer todos los posibles casos en los que, puede ocurrir la
inestabilidad de Turing, para un sistema bidimensional de reaccién-difusién.

Vamos a probar ahora un resultado andlogo para matrices de tamafo 3 x 3.
Sea A € M3, 3(R) entonces

aiy a2 Q13
A=1 axn ax a3

azy as2 ass
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Lema 2.6 A es fuertemenle estable si, y solo si, A € PO+ y A es estable, esto es
equivalente, observando el Ejemplo 2.2 y el criterio de Routh-Hurwitz, a que se cumplan

las siguientes condiciones:

Tr(A) =ay +ax+azs < 0
det(4) < 0

ct-cg—cg > 0

a11 <0 y axn<0yas < 0
Mi2>0y Miz>20 y Mag > 0

(2.4)
(2.5)
(2.6)
(2.7)
(2.8)

Demostracién.- Asumamos que A € Pyt y A es estable, es decir, se cumplen las
condiciones (2.4),...,(2.8), y consideremos una matriz D = diag|di,dz,d3] > 0. Asi

apy — dy a2 a13
A-D= a1 agy — da as3
asi a3z azz — d3

Observe que las condiciones (2.4),(2.5) y (2.6) implican que ¢; = ~Tr(A) > 0,

c3 = —det(A) >0y g = Mo + My3 + Mag > 0. Ver Ejemplo 2.2.
El polinomio caracteristico asociado a A — D es de la forma

Ps_p(X) = det(A] — (A — D)) = A\ + ;A + &\ + ¢ donde,

g = —(Tr(A)—-Tr(D))
~Tr(A)+ Tr(D)
= ¢ +Tr(D)>0.

Il

CZ = A4f2+Mf3+M§3, donde Af;j = Mi]‘+a¢j, con oy = —aii-dj—ajj-di—{-di'dj >0,

Asi
¢ = Mg+ M3+ Moz + agz + a1z + a3
= ¢+ a1o+ a1z + oy > 0.
Y como c¢3 = —ay1- Mgz —ai2 - as1 - a3 — a13 - ag1 - agz + a1z - ag1 - a33 + @13 - 31 - 22,
entonces
cz3 = —(a11 —di) M3;—aj2-a31-ags—ai3-ag1 -azz +ai12-a2 -(ags —ds) +aiz-asz - (aze —dz).
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Y podemos expresar c; como sigue,
3 =c3—ayy -dg-d3+dy - (Mag + ag3) + Mg - ds + Mz - dy > 0.

Construyendo la matriz de Hurwitz,

g 1 0
H3=1 ¢ ¢
0 0
R |
observamos que Ay =c¢] >0, y A =det ci o )= cj - ¢ —c5. Asi
3 G

Ag = (C1 -+ TT(D)) - (Cz + a9 + a3 + 0423) — [(13 — a1y -de-dg+dy - (]\423 + a23)
+ Mg - dg + Mg - dg}, de donde

Ag = (c1-c2 —c3)+an -ag-dz+an -asz-do +dy - (Mig + Mi3) + do - (Myg + Mas)
+ds - (M13 + Mas) + dy - (012 + aas) + (de + d3) - (12 + a3 + a3) — anr - (@12 + aq3)
—(ag2 +as3) (2 + g +ag3) >0  y

A3z = ¢§-Ay > 0. Entonces concluimos, por el criterio de Routh-Hurwitz, que A—D
es estable.

La otra implicacién de la demostracion se obtiene directamente del Corolario 2.2 y
la Observacién 2.1.8

Corolario 2.7 A es excitable si, y sélo si, se cumplen las condiciones:
1. Tr(A) = a1 +a + a3 <0

2. det(A) <0

3.c-cg—c3>09

4. a11 >0 0 a2w>0 0 a3z3>0 0o Mioa<0 o Mz <0 o My <0

Demostracién.- Es inmediata a partir del Lema 2.6.0

Observaciéon 2.4 En este caso, ain conociendo los signos de la matriz A, debemos
pedir condiciones extras sobre sus coeficientes para que A sea excitable. Por ejemplo si

o+
A= - 0 —
__!,___
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Entonces deben ocurrir las siguientes desigualdades para que la matriz A sea ex-
citable:

i) a12 - ag1 - a3 — ai1 - 432 - 23 < aj2 - a1 - 433 — 413 - A21 - A32

.e 2 2
il) —af; -as3+ass-azx - a3 +asz-as; a3+ a2 - G3p - A3 > A3z - A1l — G11 - G12 - G91
—aii - 431 - a3 —a13 - a1 -as2

Por esta razén hemos desarrollado el siguiente algoritmo, el cual nos permitird de-
cidir si una matriz de orden 3 es excitable o no. La escritura del algoritmo la hemos
realizado en el lenguaje de Matlab.

Programa para Determinar la Excitabilidad de una Matriz de Orden 3

clear all
cle Eﬁ
A = zeros(3, 3); 2

input(’Introdusca la matriz termino a termino’);
A(1,1) = input("Término a(1,1)=");
A(1,2) = input("Término a(1,2)=");
A(1,3) = input(’Término a(1,3)=");
A(2,1) = input("Término a(2,1)=");
A(2,2) = input(’Término a(2,2)=");
A(2,3) = input(’Término a(2,3)=");
A(3,1) = input("Término a(3,1)=");
A(3,2) = input("Término a(3,2)=");
A(3,3) = input("Término a(3,3)=");
disp(A);

Comienzo de las condiciones
Bl = A(2,2) - A(3,3) — A(3,2) - A(2,3);
B2 = A(1,1) - A(3,3) — A(3,1) - A(1,3);
B3 = A(1,1) - A(2,2) — A(2,1) - A(1,2);
Cl=—(A(1,1) + A(2,2) + A(3,3));
C2 = Bl + B2+ B3;
C3 = —det(A);
C4=(C1-C2)—
if(C1 <= 0]|C3 <= 0||C4 <= 0);
disp(’La matriz A no es excitable, por que no es estable’);
break ;
else
disp(’la matriz A es estable’);
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if(A(1,1) > 0]|A(2,2) > 0]|A(3,3) > 0);
disp("La matriz A es excitable, por que al menos uno
de los elementos de la diagonal es mayor a cero’);
break;

end

if(B1 < 0]|B2 < 0]|B3 < 0);
disp("La matriz A es excitable, por que alguno de los
menores principales de orden dos es menor que cero’);
break;

end

disp(’la matriz A no es excitable’);

end

Al igual que en la observacién 2.3, el corolario 2.7 nos permitira obtener una carac-
terizacién para conocer todos los posibles casos en los que, puede ocurrir la inestabilidad
de Turing, para un sistema tridimensional de reaccién-difusion.

§ 2.2 Sistemas de Reaccién-Difusiéon, Inestabilidad de Turing y
Bifurcacion Local

Esta seccién estd motivada por el articulo, Pattern Formation in a Reaction-Diffusion
Ratio-Dependent Predator-Prey Model, publicado en el afio 2004 por Marcos Lizana y
Julio Marin, [11]. Aqui introduciremos las definiciones de inestabilidad y bifurcacién
de Turing, ademas notaremos que, en sistemas bidimensionales de reaccién-difusion, la
inestabilidad de Turing es una condicién que se requiere para la aparicién de patrones
que bifurquen de un equilibrio homogéneo del sistema.

Consideremos el siguiente sistema Parabélico con condiciones de frontera de tipo
Neumann homogéneo

4 ( %%(t,a:) = DAw(t,7) + f(w(t,z)), z€Q, t>0
4 Qg(t z)=0, €I, t>0. (2.9)
(977 ’ ’ 1]

( w(0,2) = ¢(z) € Lo(Q).

Donde D = diag[dy, ds, ..., dk] es una matriz diagonal definida positiva de tamaiio k x k,
Q2 C R™ es abierto, conexo y acotado con frontera suave, w(t,z) € RF y f: RF — R*
es un campo vectorial suave.
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Vamos a suponer que w = wy, es un equilibrio no trivial y estable para el sistema
cinético asociado a (2.9), es decir, f(wp) =0y

[ Ofi(wo) Ofr(wo)  3fi(wo)

ouwn Ows Jwy,
Ofa(wo) Ofa(wo)  Of2(wo)
df (wp) = O Ows Ow, es una matriz estable.

| 2l Dfelws)  Ofilwn)

oun Ows Owy,

Claramente wg es un equilibrio, més ain, wg es una solucién estacionaria homogénea,
para el sistema (2.9). Entonces nos preguntamos:

i) ;Sera que la solucién wy seguird siendo estable para el sistema (2.9)?

ii) De no ser asi, jCuales son las propiedades que debe tener el campo vectorial f para
poder desestabilizarlo?. ;Entrara en juego la difusién (D).?

iii) jAparecerdn soluciones estacionarias no homogéneas del sistema (2.9)7. ;Podrian
estas soluciones bifurcar localmente de wg cuando variamos la difusion?.

Habiendo planteado el problema, nuestra tarea ahora es dar respuesta a cada una
de estas interrogantes. Para ello vamos a introducir la siguiente subseccién.

§2.2.1 Inestabilidad de Turing y Bifurcacién Local

Las interrogantes planteadas anteriormente, generan una motivacién para introducir la
definicién de Inestabilidad y Bifurcacion de Turing para sistemas de reaccién-difusion.

Comenzaremos entonces, linealizando el sistema (2.9) alrededor de w = wyp, para
ello, establecemos w(t, z) = wy + z(¢,z) y sustituimos en (2.9) para obtener

4

15)
5 (t.2) = DAz(t, ) + f(wo+2(t,2)), zER, t>0,

< g%(t, 2)=0, z€d0 t>0, (2.10)

L 2(0,2) = ¢(z) = ¢(z) — wp € L2(Q),
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luego, desarrollamos el polinomio de Taylor de f(z) alrededor del cero y nos quedamos
s6lo con los términos lineales, obteniendo

( 0z
a(t,z) = DAz(t,z) + df (wo)z(t,z), z€Q, t>0,

] g%(t,x) =0, z€dN, t>0, (2.11)

| 2(0,9) = 3(a) = 6(x) — wo € Lo@).
La ecuacién (2.11) aproxima el comportamiento del sistema (2.9) mientras
z(t,z) = w(t, z) — woy sea pequeno, es decir, si

”5“@(5) = [|2(0, ')”Lz(ﬁ) = [lw(0,) - w0||L2(ﬁ) = |l¢ — w0|lL2(§) << L

Proposicién 2.8 la solucion wy del sistema (2.9) es asintdticamente estable, si, y
sélo si, la solucion trivial z = 0 del sisterna (2.11) es asintdticamente estable.

Demostraciéon.-Es inmediata a partir de la definicién de Estabilidad Asintética.

Proposicién 2.9 La solucion trivial z = 0 del sistema (2.11) es asintdticamente
estable si, y sdlo si, toda solucion de (2.11) tiende a cero cuando t — +oo.

Demostracién.- Es inmediata a partir de la definiciéon de estabilidad asintdtica y
el hecho que ||¢|;, g << 1.

Motivado por la resolucién de la ecuacion de Laplace caso unidimensional, ver
Capitulo 1, pag. 10 de este trabajo, queremos expresar las soluciones en Ly(Q2) del
sistema (2.11) de la siguiente manera:

oo

2(t,x) = Zsj(t)rbj(a:), donde s;(t) € R”.
=0

Para ello, denotemos por ¢;(z) la j-ésima autofuncién del operador —A sobre § sin
flujo en la frontera. Es decir,
A¢J(1') +Xjpi(x) =0, z€Q
o6, (2.12)

o

(2) = (Ve (2)) = 0, = € 0.

para escalares A; que satisfacen 0 = A\g < A < Ay < ...
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Sabemos que el operador diferencial —A, con condiciones de frontera de tipo Neu-

mann homogéneo es autoadjunto en Lo(2), asi dadas ¢, ¥y € Dom(—A) C Ly(Q)
tenemos que

/_-—Aw.apdz:/“—-A(p.wdx donde dr = dxidxs...dx,
Q 9)

en particular para cada j,

fﬁ —A¢j .¢j dr
—A¢i.pidr = / —A¢ipide & A=
jﬁ 777 Ja AR i fﬁqﬁgdl
y por identidades de Green obtenemos
\ o JalAd P de
! Jadjde
Asi, los A; son no negativos. También podemos suponer sin perdida de generalidad
que

Mis atin, sabemos que €l conjunto formado por las autofunciones (¢;) del operador —A
forman una base ortonormal de Ly(2). Asi, cualquier funcién u(z) € L2(§2) se puede
expresar como una serie de Fourier

u(x) = Z u;jp;(x).
§=0

Y la solucién del sistema (2.11) viene dada de la siguiente manera: ver Grindrod [6]
pag. 26-27.
z(t,x) = 3720 s;(1)¢s(z), donde s;(t) € RF (2.13)
Sustituyendo (2.13) en (2.11) y igualando los coeficientes de cada ¢;, obtenemos:

[
ds,(®)

e [df (wg) — A;jD] - s;(t) = Bjs;(t), donde B; =df(wo) — A;D. (2.14)

Proposicién 2.10 la solucion trivial z = 0 del sistema (2.11) es asintdticamente
estable si, y sdlo si, cada s;(t) — 0 cuando t — +oo.

Demostracién.- Asumamos que z = 0 es asintéticamente estable v sea j € N.
Entonces existe p > 0 tal que,

Jim (2, @)l = 0 sis ¥ € By(0) (215)
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Consideremos el siguiente sistema

( %(1.a) = DAX(t.2) + df(wn)=(t,2), 5 €D, 150
{ 9 (2.16)
5—(t,a:) =0, z€I, t>0.
1

L 2(0,2) = adj(x) € La(Q).

Donde a > 0 tal que o < p. Entonces la solucién del sistema (2.16) viene dada por
z(t,z) = asj(t)p;(x), asf de (2.15)

Jim [|2(t, 7, ;)@ = 0 & Jim ls;(Dad; (@)@ =0  a lim |50z = 0.

Asumamos ahora que cada s;(t) — 0 cuando ¢ — +oo. Razonemos por reduccién
al absurdo. Si z = 0 no es asintéticamente estable, entonces debe existir un j € N tal
que s;(t) # 0 cuando ¢ — +oo 1o cual es una contradiccién i

Observacion 2.5 De la teoria de ecuaciones diferenciales Ordinarias sabemos que
cada
s5j(t) — 0 cuando t — 400, si, y s6lo si, cada B; es una matriz estable.

Por lo tanto, si cualquiera de las matrices B; tiene un autovalor A; con parte real
positiva, entonces ||s;|| puede aumentar exponencialmente y en consecuencia también
lo haria z. Claramente en este caso z = 0 es inestable, para perturbaciones arbitrarias
que no son ortogonales a ¢;. Esto nos permite obtener la siguiente definicién.

Definicién 2.6 (Inestabilidad de Turing) Diremos que el equilibrio wy del sis-
tema (2.9) es Turing Inestable, si este es un equilibrio asintéticamente estable del
sistema cinético asociado a (2.9) pero es inestable con respecto al sistema (2.9).

Como lo mencionamos anteriormente, la Observacién 2.3 y el Corolario 2.7 nos
provee un método para saber cuando un sistema bidimensional o tridimensional de
reaccién-difusion, como en (2.9), presenta la inestabilidad de Turing, en funcién de la
excitabilidad de la matriz df (wp). Méas atin, para que pueda ocurrir la inestabilidad de
Turing en sistemas bidimensionales, hay sélo cuatro posibles arreglos de signos para la

GOCEYED G
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Consideremos ahora una matriz

A = df (wp) = ( air a2 )

a1 a2
y asumamos que A es una matriz excitable, es decir,
(1) Tr(A) = ann + a2 <0
(2) det(A) = a1 -az —aiz-an >0
(3) a11 >0 0 ax>0

Asi, el polinomio caracteristico de la matriz B; dada en (2.14) es de la forma

Pp,(p) = p°—Tr(B;)p+ det(B;)
= p? = [Tr(A) — \;Tr(D)]p+ det(B;).

Y por el criterio de Routh-Hurwitz Pp;(p) tiene un autovalor con parte real no
negativa si

det(Bj) = det(A) — a1y )\de — azg)\jdl + A?dldg S 0.

Entonces realizamos un grafico de la region R, donde podemos tomar los términos
difusivos (d;, d2) de tal manera que, el equilibrio wp sea inestable con respecto al sistema

(2.9).
do
d !
2 H)‘j |
' |
I | a2
Aj
l f———r————— —
i s
d t(A) | # ail
(34 padi B
/\ja]l ; | ’\.7
I
" d |
/ T an 1
det(A) | 2
Ajaze | b) si azy >0
az2 |
[ W L e —

Donde H/\j = {(dl,dz) S R2 : det(A) — au/\jdz — agg)\jdl + )\?dldg = 0} y
R, = {(d1,dp) € R? : det(A) — a1 Ajds — age)jdy + Ndidy <0, dy >0, dz >0}
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Proposicion 2.11 En este caso los autovalores Ay; y Xoj de la matriz B; pueden
ser:

i) )\lj >0y /\Qj <0, st (dl,dz) € R,
if) \; =0y Agj <0, st (d1,d2) € H)\j
iii) A1j <0y Agj <0, si (dy,dz) no pertenece a Ry ni a H),

Demostracién.-
Las raices de Pp,(p) vienen dadas por:

TT‘(B]') + \/[T'I‘(Bj)]z —4- det(Bj)
5 .
Luego si (dy,d2) € Ry, entonces det(B;) < 0 y por tanto

)\ij =

TT'(B]') + \/[TT(B])P —4- det(Bj)

Tr(B;) — /[Tr(B;)]? — 4 - det(B;)

)‘1.7: 9 >0y)‘2j:

Si (di1,d2) € Hy,, entonces det(B;) = 0, asi

2

/\1j =0y /\2j = T'I‘(Bj) < 0.

Por 1ltimo si (dy,d2) no pertenece a R, ni a H,,, entonces det(B;) > 0.

De los dos casos anteriores se deduce que dichas raices deben ser reales, es decir,
[Tr(B;)]? —4-det(B;) > 0. Ademas,

_ Tr(By) + VIT7(B))]” — 4- det(B;)

Tr(B;j) — \/[Tr(B;)]* — 4 - det(B;)

)\1j
i

<Oy)\2j:

2 2

§2.2.2 Formacién de Patrones

Antes de hablar acerca de Patrones, vamos a introducir las definiciones necesarias para
esta subseccion. Comenzaremos con la definicién de un punto de bifurcacién para un
sistema. de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales de tipo parabdlico.

Consideremos el siguiente sistema parabélico

ow
_a_t—(ta'r) = F(d7W(t’ I))v ze, t>0

5%:—(1;, t)+a(z)W(z,t) =0, t>0, zed.

(2.17)

< 0.

< 0.
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Donde F es un operador diferencial F' : R" x By — Bs, con B; y B; espacios de Banach.

Definiciéon 2.7 Diremos que dg € R" es un punto de bifurcacién para la familia de
campos vectoriales F'(d, W) si Ve > 0, 3 d*,d** € B(dy,¢) tal que los flujos del sistema
(2.17) asociados a d* y d**, digamos T™* y T** respectivamente, no son topolégicamente
conjugados, es decir, no existe un homeomorfismo H de modo que el siguiente diagrama

resulte conmutativo. -

B1 By
H

T**

By B,

Consideremos ahora el siguiente sistema de reaccién-difusién sujeto a condiciones
de frontera de tipo Neumann homogéneo.

¢ %";(t,m) = DAW(t,z) + f(W(t,x)), z€Q, t>0
< ﬁg(t,ﬂf) =0, z€df, t>0. (2.18)
T

4 W(0,£) = ¢($) € [C(ﬁv R{C{—)v “ L Noo}

Donde D = diagld,ds, ..., di] es una matriz diagonal definida positiva de tamarno k x k,
Q C R™ es abierto, conexo y acotado con frontera suave, W(t,z) € R’i y f: Rﬁ — RF
es un campo vectorial suave tal que f;(W) > 0, siempre que W € Rﬁ y W; = 0. Sea
W = Wy un equilibrio homogéneo para el sistema (2.18), es decir, f(Wy) = 0.

En esta seccién estudiaremos como, por cuenta de la difusién, el fenémeno de ines-
tabilidad da lugar a soluciones estacionarias no homogéneas de (2.18) que bifurcan de
la solucién estacionaria homogénea Wy.

Definicién 2.8 Diremos que en dy € (0,+00) ocurre una bifurcacién de Turing,
si la solucién Wy cambia su estabilidad en dy y en alguna vecindad de dy existe una
familia uni-paramétrica de soluciones estacionarias del sistema (2.18).

Ahora nos concentraremos en dar condiciones suficientes para que ocurra una bifur-
cacién de Turing en sistemas bidimensionales de Reaccién-Difusién considerando como
pardmetro de bifurcacién a dy y utilizando el Teorema 1.25, el cual no es mas que un
teorema de Bifurcacién de un Autovalor Simple para Operadores en Espacios de Ba-
nach. Dicho teorema se encuentra demostrado en el primer Capitulo pag. 40 de este
trabajo.
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Para nuestro propdsito vamos a asumir que el sistema (2.18) es bidimensional, que
W)y es una solucién estacionaria homogénea no trivial de (2.18) y que la matriz A es el
jacobiano de f en Wy, es decir,

a a
A= = (G o).

Definamos los espacios de Banach X y Y como sigue:

oU(t,x)
5

X::{UeC(ﬁ,R2): =0, t>0,x€89}

con la norma del supremo incluyendo la primera y la segunda derivada, es decir,

2 4 .
U Ix=Y_ i UD(2) oo

=0

yY = C(Q, R?) dotado con la norma, usual del supremo. Sin embargo, cuando esco-
jamos el subespacio Z, debemos usar la ortogonalidad inducida por el producto escalar

V,U) = fﬁ (Vi(2)U3 (2) + V() Ua(2)) de

donde V = (Vi,V3) y U = (Uy,Us).

El siguiente teorema esta motivado por el Teorema, 2, pag 120 del articulo publicado
por Marcos Lizana y Julio Marin [11] en 2004.

Teorema 2.12 Sean vy y vor, los autovectores de By = A — A\ D correspondientes
a los autovalores Ay, y Aoy respectivamente. Asuma que:

(1) La matriz A es excitable, es decir, Tr(A) < 0, det(A) > 0 y azs > 0.

(2) vig = ( g ) ¥ vor no es paralelo a < %1 )

(3) 0<dy <222
Ak

Entonces existe un unico k € N tal que en

a1 Apds — det(A)
Ak(Axdz — ag2)

4l =

ocurre una bifurcacion de Turing para la solucion estacionaria homogénea Wy del sis-
tema bidimensional (2.18)
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Demostracion.-

Tomando W = U + Wy, y sustituyendo en (2.18), obtenemos

(U
- =DAU+ AU +GU), z€Q, t>0
9q(m) =0, t>0, z€d. (2.19)
on

(L U(0,2) = ¢(x) = ¢(z) - Wy € C(,R?).

donde G(U) = f(Wo + U) — AU.

Para cualquier solucién estacionaria no homogénea W del sistema (2.18),
U =W — W, satisface la siguiente ecuacién eliptica

DAU + AU+ GU) =0, t>0, z€Q
2.20)

U (

o (t,z)=0, t>0, z€ 9N

a
Como 0 < dp < —5\22, entonces existe un unico £ € N tal que (d},da) pertenece a la

k
hipérbola H),. Como se muestra en la siguiente figura.

/ — H), con j>k+1

Donde Hy, = {(d1,d2) € R? : det(A) — arnMda — ageA.dy + Mdidy = 0}, con
r=1,2.k—1,kk+1,..
Maés aiin, podemos fijar ds € (0, 52) tal que (df,d2) € Hy,, el det(B;) >0, Vj#k
y det(By) = 0. Por lo tanto, para i =1,2 y j =0,1,2,...; k1, Akg1, ... todos los
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autovalores );; de B; tienen parte real negativa. De la Proposicién 2.11, para j = k,
un autovalor, digamos Ajg, es cero y el otro Ay, < 0.

Tomando en cuenta esta observacién y (2.20), definimos el operador F' en espacios
de Banach mencionado en el Teorema 1.25 como sigue:

F:RtxX =Y
F(dy,U) = DAU + AU + G(U).

Entonces el operador lineal Ly viene dado por:

L()JX—}Y
Lo = DoF(d;,0) = (“(’)1 CZ)A+A,

donde d; es el coeficiente difusivo de la presa.

Determinemos ahora el espectro del operador Ly. Sea ¢; la j-ésima autofuncién
asociada al autovalor \; del operador laplaciano sujeto a condiciones de frontera del
tipo Neumann homogéneo, en el espacio L(€2, R?) entonces

Apj(x) + Ajoi(x) =0, 2z€Q

Och.
O0iey = ~VB3(#) =0 F)e 6.
on

para escalares A; que satisfacen 0 = A\g < A; < Ag < ... y sean J\;; los autovalores
de B; con v;; su respectivo autovector, asi

(2.21)

Aijvij = Bjuvij < Xijvij¢; = Bjvij¢; = Lovij@;.

Por lo tanto, el espectro del operador lineal Ly viene dado por los autovalores \;;

de las matrices
B \ d 0
Bj=A-); ( 0 dy )

¥ %35 = v¢p; son las respectivas autofunciones asociadas al autovalor \;; de Lo, entonces
Lotij(x) = Nijtij(2), z €0

Wiuld) _ o e o
on ' ’

donde i=1,2 y j=0,1,2,..

(2.22)



70 Capitulo 2. Formacion de Patrones

Luego la autofuncién del operador lineal Ly correspondiente a A, = 0 viene dada
por Y1 = v1kxdk, la cual es una solucién estacionaria no homogénea del sistema bidi-
mensional (2.18) linealizado alrededor de Wy, con di como coeficiente difusivo de la
presa, es decir,

01k
an

< %] 6?2 ) Atpr(z) + Apy(z) =0, siz e (z) =0, z € 0%,

Por lo tanto, el subespacio N(Lg) es uni-dimensional, generado por .

A causa de la ortogonalidad de las (,/);s para j = 0,1,2, ... el R(Lq) viene dado por
la relacion
R(Lpy) = {Z € C(9,R?) : La expansion de Fourier de Z no contiene el término qﬁk(x)}
U {vor¢r } y tiene codimension 1.

En consecuencia se cumplen las condiciones (i), (ii) y (ii¢) del Teorema 1.25. Sélo
falta verificar la condicién (iv). Sea

1 0

Ly = D1D2F(d7,0) = ( 0 0

) A, entonces,

1 0
Ly = (0 O)Avlk¢k

(5.0) (& )ane
= =X ( %1 )(Pk(f),

coné #0,y ( % ) no es paralelo a vy. Por lo tanto Ly, & R(Lg) y la condicién(iv)

del Teorema 1.25 se cumple. En consecuencia, tomando Z = R(Lg) concluimos que
existe v > 0 y una funcién continuamente diferenciable (dy, ) : (—v,v) = R* x Z tal
que di(0) = df, $(0) =0y

F(dy(s),s - [ + #(s)]) = 0.
De donde
U(z) = s - ie(x) + s - d(s)(x) = s - v1p06(x) + s - ¢(s)(x)

es una solucién de la ecuacién eliptica (2.20) con s € (—+, 7). Finalmente, tomando en
cuenta que U = W — Wy, obtenemos que

W (a) = Wo + s - vikd(2) + 5 - 6(5) ()
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son soluciones estacionarias no homogéneas del sistema (2.18) con s € (—v,7).

Asi, para dy = d} ocurre una bifurcacién de Turing#

Observacion 2.6 En el articulo publicado los profesores Marcos Lizana y Julio
Marin. [11] p.p. 210, se prueba el teorema anterior cambiando la condicién azy > 0
por aj; > 0 y se considera como parametro de bifurcacién a ds. Asi, en todos los
casos posibles, tenemos condiciones suficientes para que en sistemas bidimensionales de
reaccion-difusién ocurra una bifurcacién de Turing.

En la siguiente subseccién vamos a considerar algunos sistemas depredador-presa
con reaccidn-difusion y estudiaremos la posibilidad de que se presente la inestabilidad
de Turing.

§2.2.3 Sistemas Depredador-Presa con Reaccion-Difusién

Ahora vamos a considerar tres sistemas depredador-presa con reaccién-difusion y condi-
ciones de frontera de tipo Neumann homogéneo, mortalidad M(v) > 0 y respuesta
funcional f(u,v) de la forma:

( Ju ou
5 = d15;5 + Au(l —u/K) —af(u,v), z€Q, t>0
% 2 Mt bf (), TEQ, t>0
ot O0x?

< (2.23)

du ov
Lt x) = 2t x) = %
87](t,1:) an(,r) 0, z€9Q, t>0

| u(0,2) = 1(2) 2 0; 0(0,2) = gu(2) >0, Q.

Donde © C R™ es abierto, conexo y acotado con frontera suave, u(t,z) y v(¢,z) re-
presenta la densidad de la poblacién de la presa y el depredador respectivamente, en
z € 1y en tiempo ¢. El parametro A representa especificamente la tasa de crecimiento
de la presa sin depredacion y sin limitacion del entorno; en ausencia de depredadores,
la poblacién de la presa crece logisticamente con capacidad de carga K > 0. d; > 0 para
i=1,2 son los coeficientes difusivos de la presa y el depredador respectivamente. a y
b son coeficientes de saciacién o tasas de conversion. Estudiaremos la posibilidad de que
aparezca la inestabilidad de Turing en dicho sistema, de acuerdo a cierta configuracién
de pardmetros.

1) Sistema depredador-presa con mortalidad constante M(v) = C y respuesta funcional
del tipo Holling 17

uv

fw) = T o
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En este caso el sistema (2.23) toma la siguiente forma:

ou Ou
E_d]W+Fl(u,v)7 refl, t>0
?E:dz—?-v——kFQ(u,v), z€f, t>0
ot o0x?
< (2.24)
ou ov
—(t,z) = —(t,z) =0, z€0f), t>0
w(0,2) = ¢1(x) 2 0; v(0,z) = p2(x) >0, €.

donde,
uv uv
= Au(l —u/K) — F =— b——r
Fy(u,v) u(1 - u/K) e Y 2(u, v) Cv+ T B
con todas las constantes positivas. Para determinar los puntos de equilibrio no
triviales Py = (ug,vp) del sistema cinético asociado a (2.24), notamos que el
sistema, sin difusion se puede reescribir de la siguiente manera
o = Zh()[f(w) =], o = olh(w) - C] (2.25)

donde,

M”:¢1£}u y f@%zi%@?ﬂMl+Em.

Luego de (2.25) y tomando en cuenta que b — CF # 0, obtenemos:

y fluy=vev= —{1—[—Eu2 +(KE - 1l)u+ K.

h(u) =C o u= e

C
b—-CFE

Asi el conjunto de puntos criticos no triviales viene dado por la interseccién de
las curvas

e
YZy—ce 7Y

A
v=-——[-Eu’+ (KE - : 2.
v aK[ v+ (KE — Du+ K| (2.26)

Entonces de (2.26), obtenemos los siguientes casos:
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Caso I) Si
¢ <0 o ¢
b—CE b— CFE
entonces obtenemos exactamente un punto de equilibrio no trivial
Py = (ug,vo). Como se muestra en las siguientes figuras.

> K,

A%
v
Ay AKE-1)? L
a 4aKE A A(KE~1)2 |
| et "wkE
| l
(Ug,’(}o) | ‘
I l
W4 KIE 1 b |
-2 A h K 1 u
EJ o 2E 1 KE-1 K c
b—EC E 2F 5-EC
\(Uo,’vo)
a) Si 755 <0y £ >0

v
v
-1 A A(KE-1)2
a + —1kE
| __1a, axe-1?
| a + 4aKFE
(U,O, UO) I I
| |
L u |
-1 KE-1 |
E 2FE
C i \ u
b—EC 1 KE-1 K C
E 2K b—~EC
C) Sl F—LJE'_C; < 0 y KQEE_I < O \(U‘U) /UU)

d)Si'g’_Cl’;—C>KnyET]<O

donde, —u= %5 y —v= af}?[—EuQ +(KE —-1)u+ K]
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Sin embargo, desde un punto de vista biolégico el Caso I) es irrelevante.
Por ello, nos vamos a restringir a estudiar el siguiente caso.

Caso IT) Si

o

0<3—CE

< K,

entonces existe exactamente un equilibrio no trivial y no hay posibilidades
de que ocurra la inestabilidad de Turing.

En efecto, observe que el punto de equilibrio viene dado por:

c A c EC
}%—(%ﬂm:=<b-CE’EE[(&—CE)(“b—wa+KE_1)+K1)’

con ug > 0y yg > 0. Como se muestra en las siguientes figuras.

AKE-1)2 | __
feR B /T\ A | A(KE-1)2
| (0, v0) ot T mKrE ’/"

u
1 KE-1
E 25
e - c K21
B - C. T 2E
. KE-1 c KE-1
a) Si S5 < g5 ¥V S5 >0
. KE-1 c KE-1
b) Si %55= > 550 ¥ “zp >0
v
{a, axeayp
a 4aKFE
l
t (UO:UO)
|
L u
1 KE-1 l
E I
c
=EC
. KE-1 b KE-1
) Si S5 <pmpo ¥ g <0
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Donde, ~u = < y —uv=Z[-Eu’+(KE - 1)u+ K]. Luego,

b—-CE
h(uo) = C; f(ug) = vo,
h’(u) = m > 0, Yu > 0,
A

f'(w) = —=KE ~1-2Eu]

O ) = S (@) ) — 0) + () /()
%(u,u) - —%h(u) <0, Yu>0

%%%(u, v) = vk/(u) > 0, Vu > 0y v > 0;
O ,0) = hw) —~ C

Por lo tanto, la matriz jacobiana del campo vectorial F' = (Fy, Fy) en el
punto Fg, viene dada de la siguiente manera,

oF oF CA C
——(uo,v0)  ——(u0,vo) “CIKE—1-2E —
dF(Ry) = | S48 5B o il (
_87(“0’”0) W(Uo,vo) +
de donde obtenemos que
+ - . KE-1 C
dF(PO)“‘(+ 0)’ S T9E " b_CE
0
—_ . KE-—-1 C
dF(.P())—(+ 0), si 55 <3 "0F
(o]
0 - . KE-1 C
dF(PO)_(+ 0)’ TOE TV oCE

En todos los casos la matriz dF(Fy) no es excitable y por tanto no existe
la posibilidad de que ocurra la inestabilidad de Turing para el equilibrio no
trivial del sistema (2.24).
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2) Sistema depredador-presa con mortalidad constante M(v) = C y respuesta funcional
cociente dependiente (ratio dependent).

fu,v) =

UV
u+ Fv

En este caso el sistema (2.23) toma la siguiente forma:

ou ou
5 d182+F1(u,v), e, t>0
%t’i:dz(fz-p-Fg(uv), T€N, t>0

< (2.27)
ou 0

v
—(t,z)= —(t,z) = o, t
G 1) = Sl ta) =0, s€ 0 1>0

L u(0,7) = p1(x) > 0; v(0,z) = p2(x) 20, z€Q.
donde,

uv

Fi(u,v) = Au(l —u/K) — @

U

Folu,v) = -Cv+ b——r
Y 2w, v) u+ Ev’
con todas las constantes positivas. Para determinar puntos de equilibrio no tri-

viales Py = (ug, vp) del sistema cinético, el sistema sin difusién se puede reescribir
de la siguiente manera

u = EZ—h(u,'u)[f(u, v) — v
(2.28)
= v[h(u,v) — C]

donde,

h(u,v) = b

y  flu,v) = i(K —u)(u + Ev).

u—I—Ev aK

Luego de (2.28) obtenemos:

o ) = [‘”’w O)(f () = 0) + h(u,0) 9 u v>]

OFy

B0 (WY )_E[dh

w07 =)+ b (S ) - 1)
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OF, _ 0Oh OF; B _ oh
W) = o2 ww) vy D20) = ho,) - € + 000w, 0)
oh Ev of A
— = b——— ——(u,v) = —[-2u—Ev+ K
3 (U5 ) wrEoE 5, (W) = —l-2u—Ev+ K]
Oh B uFE of _AE
5"(“11)) Mb(u-i‘E’U)2 y 'a—v(uvv) - oK [K u]
Asi
h(u,v) =C & v= —(—b—;—g——)ﬁ
(2.29)
flu,v) = v & E( 1B +u) = Ku—wu

Como nuestro objetivo es encontrar puntos de equilibrio importantes desde un
punto de vista biolégico y no triviales, observando las ecuaciones en (2.29), pode-
mos pedir que b— C >0y

AKE — aK

u;é—w(): AE

Asi, tenemos los siguientes casos:

Caso I) Si AE = a, entonces el punto de equilibrio que viene dado por la

. . b—Cu 1
t ) S —— = — —_
interseccién de las curvas v CE y v E(K u) es
B _(CK (b-CO)K
Py = (ug,v) = (Ty & )

vy no se puede presentar la inestabilidad de Turing para dicho equilibrio del
sistema (2.27). Como se muestra en la siguiente figura.
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En efecto,

AK
h(ug,vo) = C; f(uo,v0) = —a‘g“(b“'c)
Ooh b—-C of _AC
ulo™ = T o) = T
oh EC af _b-C
5‘1;(“07”0) = TK 5;(”0700) = Ty
de donde
dFy AC? oF) aC?
—EZ—(’U;O,'U()) = ———6‘5—‘<0, "8_,‘;'(1110)“0) = —_ﬁ <0
OF, _ (b-0)? _ OF, . b-0O)
S (W0, ) = g >0; 5, (o, v0) = ———=—<0.

Por lo tanto la matriz jacobiana del campo vectorial F' = (Fy, F) viene dada
por

S TR TN R

En este caso la matriz dF'(Pp) no es excitable y por tanto no existe la posibi-
lidad de que ocurra la inestabilidad de Turing para dicho equilibrio no trivial
del sistema (2.27).

b-C

E
Caso II) Si AF <a y —— < —, entonces el punto de equilibrio que viene
a

b

b—C Ku —v?
dado por la interseccidn de las curvas v = g————————zﬂ =t

CE yous E(wp + u) °
b-C)K (b- C)%K)

aK(C —b)
AFEb

Po‘—”(uo,vo):( + K,

CE AbCE?

(b-C)K  aK(b—C)?

CE ACbHE?

“NoeECh B

(b—C)u Ku—u?
CE Y TVF Elwotw)

—) =




Sistemas Depredador-Presa con Reaccion-Difusion 79

Luego
A , _ aK(b-0)*  K(b-C)
h(’U,O’ UO) - C’ f(uO‘J UO) - ACbE2 + EC
@( w) = AEC(b~-C) Qi(u v)——&+b2_02
du 0™ T GK(C - b) + AEKD’ du T TaC T TCEb
8h(/ ) = — AE2C? _ g(u u)~—1~9
g0 10 = TUK(C —b) + AEKD Gy o) = AT
De donde
OF _ —AED +a(¥* - C?) oF, o aC?
Bu oow) = BV o e = <0
OF, _ (b-0)? . oF, _ (b=0O)C
—67(110,1)0) = b > 0; 50 (ug,vp) = ) < 0.
Por lo tanto la matriz jacobiana del campo vectorial F' = (Fy, Fy) viene dada
por
F F ;
?/_1(%, w) 2B (g, ) —AE + a(b? — C?)
dF(P)=| SH 5B = Ev?
“a‘u*(uﬂ,vo) —517(“07”0) + -
Asi,
- - ¥ —-C* AF
dF(P()) = ( b ) , 81 2 < —~a~
o
0 - . ¥ —-C? AFE
dF(PO):(+ _), Sl T:—‘;'

En estos casos la matriz dF(Fy) no es excitable y por tanto no existe la
posibilidad de que ocurra la inestabilidad de Turing para dicho equilibrio no
trivial del sistema (2.27). o,

_ 2 v
dF(PO):(+ ) g ¢ AP

+ - b2 a

en este caso la matriz dF(F)) es excitable y por tanto existe la posibilidad
de que ocurra la inestabilidad de Turing para dicho equilibrio no trivial del
sistema (2.27). Ademads escogiendo adecuadamente los coeficientes difusivos
puede ocurrir una bifurcacién de Turing.
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Caso III) Si AE > a, entonces el punto de equilibrio que viene dado por la
b—Cu _ Ku—u?

interseccion de las curvas v = L
CE y E(wo + u)

aK(C —b) (b—C)K (b—C)%aK
Fo = (o, vo) = ( ams X TeR T e
v
(u()n UO)
4 = u
/ —wp
— (b-—C)'u, Ku——u2

CE Y TV Elwotw)

Observe que

OF, ~AEW? + a(t? - C?)
-5{[(“0700) - Eb2 < 0

por lo tanto la matriz jacobiana del campo vectorial F' = (F}, F3) nos queda
de la siguiente forma

ar = (7 7))

En este caso la matriz dF'(Pp) no es excitable y por tanto no existe la posibil-
idad de que ocurra la inestabilidad de Turing para dicho equilibrio no trivial
del sistema (2.27).

Ahora nos concentraremos en determinar la regién mas grande de estabilidad

para el equilibrio Py en funcién de los parametros. Para ello definamos r = 3
a b

S=Fa Y °Ta
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Asi, Py es local asintéticamente estable, si y sélo si, r, s, y § € D, donde

1 or 1
D, = 2. 1 < — .
R {(T,S)GR 0<r< 75_1—7"0<S<1+T+1—'r‘2y6>0}

S !

1
1 [
| i
I 1
i 1
1 i
1 i
i 1
1 i
1 1 BN
1 ;
1 1 1
i i
1 1
i i
] ]
i i
) 1 i
»"‘ 1 ]
¢ ! :
11 T :
I1

a)si0<é<l1
b)sid>1
1 1 or

DO de -—S = —_ == ==
- ) -4 7 212 I 147
También podemos determinar la region mas grande donde puede ocurrir la ines-

tabilidad de Turing para el equilibrio no trivial Py del sistema (2.27) en funcién
de los parametros.
s

1 ’
/ i
/ : S l/ 1
! i 1
/ I i
vy I
/, ! 7 ,’l
’ S ':’ ;)
Vg v 1 / I
s 2 i s 1 / §
' - VAR 4
14wl a=" ] sy 1
D | e e I
i 1A == i
§ i
i i
] 1
1 1
] [
i i
i ]
i i
1 t
T : |
- |
. 1
a)si0<é<1
b)sid>1
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1 . 1 N or 1
— . — — =
1—r2’ 1—7r2 147 y

Asi, debemos considerar los pardmetros r,s,6 € D}, donde,

donde, —s
l1-r

or 1

1 1
1 2
= : 1 s — o .
D, {(r,s)eR 0<r<i, <s<1__r, s<1 7"+1__T2, S>1~—r2 y >0}

-9
3) Sistema depredador-presa con mortalidad variable M(v) = ¢ + —7———, 0<y<dy

. : . L+w
respuesta funcional del tipo Holling 11

fu,v) =

uw
1+ Eu’

En este caso el sistema (2.23) toma la siguiente forma:

du Ju

5{*(1]'8—?/[—2'+F1(U,U), TGQ, t>0

%:d2~g—v—§+Fz(u,v), e, t>0

L (2.30)

du ov

—(Z = —(1 = t

aT’(,ac) an(,x) 0, z€9Q, t>0

u(0,z) = p1(z) > 0; v(0,2) = p2(z) 20, z €
donde,

_ ey wv N y—90) uy

Fi(u,v) = Au(l1—u/K) T e Y Fy(u,v) = [5—1— 1+'v:| U+bl+Eu’

con todas las constantes positivas. Para determinar los puntos de equilibrio no
triviales Py = (up,vg) del sistema cinético, el sistema sin difusién se puede rees-
cribir de la siguiente manera

o = %h(u)[ fw)—v), v =v [h(u) - (5 + %—;—g)] (2.31)

donde,

@
1+ Eu

hu) =10 y  flu)= iﬁlK——(K — u)(1+ Eu).



Sistemas Depredador-Presa con Reaccion-Difusion 83

Asi tenemos que,
h(u) >0, Yu>0

f(u) >0, VO<u< K

h'(“):(beET)i >0, Vu >0

() = %[KE _ 12y

%FJ( v) = SIH (W) () = v) + hw) ' (u)]
%ii(u, V) = ——%h(u) <0, Yu>0

O o 0) = wh(u) > 0, ¥ > 0, v > 0
2 (w,0) = h(u) = M(v) +v ((1’7;}5)2)

Como nuestro objetivo es encontrar puntos de equilibrio no triviales e importantes
desde un punto de vista biolégico, observando la ecuacién (2.31), tenemos que el
conjunto de puntos criticos esta dado por la interseccién de las curvas

v= f(u) = %[—Eﬁ +(KE —1)u+ K| donde, c= I;:zg, d = 5_77E v
€= ok Ademss,
OF OF,

dF(Py) = %(UO,UO) ?I?(UOWO) =<5h(u)f,(u) -

Vug >0y v >0
o (w0, 0) - -~ (uo, ) - )

De donde obtenemos los siguientes casos:

Casol) Sid < K y b>b—-~vE > b—dFE > 0, entonces obtenemos
exactamente un punto de equilibrio Py = (ug, vp) no trivial del sistema (2.30)
y se desprenden los siguientes subcasos.
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KE -1
Caso LI) Si —SF > 0, entonces la matriz jacobiana del campo vectorial

F = (Fy, Fy) en el punto Py, viene dada de la siguiente manera

A ~y A’KE«I)(Z KE~1
dF[)) - H 1> (E—}_C_{‘__L'i—(;l(_l‘f_)(()* ‘215 )+
A " = A sl a o .
( 0 + - , 8 -

En este caso la matriz dF(FPy) no es excitable y por tanto no existe la
posibilidad de que ocurra la inestabilidad de Turing para dicho equilibrio
no trivial del sistema (2.30). Ver la siguiente figura.

A(KE-~1)?

A
o v TLKE (ug, vo)

—=—ctl y = %[—Euz +(KE - 1u+ K]|.

_ Ay oy ARDZY (o KEL
+ ~), s d<_<a 1aKE )( )

2E+
e
+ C

ar(m) = (
En este caso la matriz dF(Py) es excitable y es posible que ocurra la in-
estabilidad de Turing para dicho equilibrio no trivial del sistema (2.30).
Ademas escogiendo adecuadamente los coeficientes difusivos puede ocur-
rir una bifurcacién de Turing. Ver la siguiente figura.

T
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A + A(KE~1)?
a 4aKFE

? {1

¢ —C

—v=—ctd y = L —Eu’*+ (KE — 1)u + K].

A(KE—l)Q) (e~ KE—-I)

A
B Aoy
dF(PO):< 0 _), & d:—(" 4“Kg

A, A(KE-1)?
=+

daK E

P

u
=
pd
— = —CZ—:‘ei y —v = E‘%[—EUZ—{—(KE— 1)u+K].

En este caso la matriz dF'(F) no es excitable y por tanto no existe la
posibilidad de que ocurra la inestabilidad de Turing para dicho equilib-
rio no trivial del sistema (2.30).
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. KE -1

Caso L.II) Si 5 < 0, entonces la matriz jacobiana del campo vecto-

rial F' = (Fy, F3) en el punto P, viene dada de la siguiente manera

dF (Py) = ( Lo )

\'

= ey = APy + (KE ~ u+ K.

En este caso la matriz dF(P) no es excitable y por tanto no existe la
posibilidad de que ocwira la inestabilidad de Turing para dicho equilib-
rio no trivial del sistema (2.30).

Observacién 2.7 Sid > K y b>b—~~E >b—4dE > 0, entonces
existen equilibrios no triviales para el sistema (2.30), pero desde un punto
de vista bioldgico no son importantes, es por esta razén que nos enfocaremos
a estudiar el siguiente caso.

Caso II) Sib—dF < b—~E < 0, entonces existen equilibrios no triviales del
sistema (2.30) pero desde un punto de vista biologico no son importantes.
Como se muestra en la figura.

A AKE-D? L
a da K FE

\I{ u

= —cuzd
= O e Y

v = f}\,{—E'u? +(KE - 1Nu+ K.
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Caso 1II) Si
b—0FE <0< b—~E,

entonces tenemos dos subcasos:

KE -1
Caso IILI) Si —%— > 0, entonces el campo vectorial F = (Fy, Fy)

puede tener un punto de equilibrio no trivial Py, para el cual, por un

razonamiento analogo al Caso LI, puede ocurrir la inestabilidad de
Turing si

~1)2 _
(4 +0+ 45k (e~ 5

d< - c + e,
en caso contrario, es decir si
A A(KE-1)? KE-1
(E +C+ Tpgr—) (e — 57
d>— +e

C

no se puede presentar la inestabilidad de Turing. Como se muestra en
la siguiente figura.

— o - ——— n — —— -

—v=—ct=4 y —p=A[-Fu?’+ (KE-1u+ K].

u
u— a

O puede tener dos puntos de equilibrio en donde para uno de ellos puede
ocurrir la inestabilidad de Turing y para el otro no. Como se muestra
en la siguiente figura.
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oy Baome e  am w . -

C i
§

i

§

I

i

/ 1

.| u
d K

— ==l y —y = A Fu? + (KE - u+ K.

Ty—e aK 't

O puede tener tres puntos de equilibrio en donde para dos de ellos puede
ocurrir la inestabilidad de Turing y para el otro no. Como se muestra
en la siguiente figura.

\%

b e s o e o

< !
I
!
, I
!
i !
il '
1 b u
l K

—) = —(,’U_d y —v = ﬁo\:{—EuZ + (I{E - 1)U -+ I\’}.

e

. KE -1 ]
Caso IILII) Si 5E < 0, entonces el campo vectorial F = (F|, Fy)
tiene un Unico punto de equilibrio no trivial e importante desde un
punto de vista bioldgico para el cual no se presenta la inestabilidad de

Turing.
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