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INTRODUCCIÓN

Antecedentes del problema: Cada vez que estudiamos la dinámica de las solu­
ciones de una ecuación diferencial en derivadas parciales de tipo parabólico, es de vital
importancia conocer o determinar sus equilibrios (soluciones del sistema elíptico) yel
tipo de estabilidad que estos presentan, entonces surge la necesidad de establecer condi­
ciones suficientes, para saber, por ejemplo, cuando aparecen soluciones estacionarias del
sistema.

Este trabajo esta motivado por el artículo de Marcos Lizana y Julio Marín [11]
publicado en el 2005. En su investigación, al estudiar los efectos de la difusión sobre
la estabilidad de un equilibrio homogéneo en un modelo bidimensional depredador­
presa cociente-dependiente de reacción-difusión, establecieron condiciones sobre los coe­
ficientes difusivos para que ocurriera la Inestabilidad de Turing y obtener la aparición
de patrones, es decir, la aparición de una familia de soluciones estacionarias de dicho sis­
tema parabólico. En su estudio se observa claramente que el concepto de Inestabilidad
de Turing está ligado al concepto de excitabilidad de cierta matriz. Entre las referen­
cias que podemos encontrar sobre matrices excitables, destaca el artículo de Cross [4]
en 1978. Actualmente establecer condiciones necesarias y suficientes para que matrices
de dimensiones mayores o iguales a 4 x 4 sean excitables, es un problema abierto y se
puede observar un ejemplo bastante ilustrativo en el articulo de Van Den Driessche y
R. A. Satnoianu [17] publicado en 2005.

Planteamiento del problema: Consideremos el siguiente sistema parabólico de
reacción-difusión con condiciones de frontera de tipo Neumann homogéneo

{

~"::(t,x) = Dflw(t,x) + f(w(t, x)), x E n, t> O
(0.1)

~~(t,x) = O, x E an, t > O.

Donde D = diag[dl, d2, ... , dk] es una matriz diagonal definida positiva de tamaño k x k,
n e m;n es abierto, conexo y acotado con frontera suave, w( t, x) E m;k Y f : m;k -+ m;k
es un campo vectorial suave.
Vamos a suponer que w == wo, es un equilibrio no trivial y estable para el sistema
cinético asociado a (0.1), es decir, f(wo) = O y la matriz Jacobiana de f evaluada en
Wo es estable.

Entonces surgen las siguientes interrogantes:

i) ¿Será que la solución Wo seguirá siendo estable para el sistema (0.1)?

ii) De no ser así, ¿Cuales son las propiedades que debe tener el campo vectorial f para
poder desestabilizarlo? ¿Entrará en juego la difusión (D).?

iii) ¿Aparecerán soluciones estacionarias no homogéneas del sistema (0.1)? ¿Podrían
estas soluciones bifurcar localmente de Wo cuando variarnos la difusión?
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Es claro que éste es un problema de gran interés y riqueza matemática, pero por
razones obvias nos vamos a restringir a trabajar con sistemas bidimensionales y tridi­
mensionales de reacción-difusión. Así tendremos que los objetivos de nuestro trabajo
son los siguientes:

Objetivo General:
Encontrar en el espacio de los parámetros de difusión las condiciones suficientes para
que surjan soluciones homogéneas estables o inestables para un sistema bidimensional
de reacción y difusión como en (0.1) y aplicar estos resultados a un sistema depredador­
presa de reacción-difusión con respuesta funcional del tipo Holling 11.

Objetivos Específicos:

Demostrar de forma detallada la caracterización para las matrices de tamaño 2 x 2
y 3 x 3 que son excitables, es decir, matrices que son estables pero existe una matriz
diagonal D con coeficientes positivos tal que su diferencia no es estable. Este objetivo
se alcanza siguiendo el artículo de Cross [4] en 1978.

Aplicar la caracterización de matrices excitables para determinar las regiones en el
plano de los coeficientes difusivos donde puede ocurrir la inestabilidad de Turing para
un sistema bidimensional de Reacción-Difusión sujeto a condiciones de frontera del tipo
Neumann homogéneo.

Determinar condiciones necesarias para que ocurra una bifurcación de Turing para
un sistema bidimensional de Reacción-Difusión sujeto a condiciones de frontera del
tipo Neumann homogéneo, es decir, condiciones necesarias para que surjan soluciones
no homogéneas estables o inestables del sistema elíptico asociado al sistema de reacción
y difusión.

Aplicar los resultados obtenidos a algunos modelos particulares depredador-presa
de reacción difusión.
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Capítulo 1

Marco Teórico

En este capítulo daremos las herrarnientas básicas para garantizar la existencia y uni­
cidad de las soluciones de una ecuación diferencial en derivadas parciales del tipo
parabólico con condiciones de frontera tipo Neumann homogéneas en L 2 y en el es­
pacio de las funciones continuas. Y probaremos un teorema abstracto de la teoría
de bifurcación. Concretamente, demostraremos el Teorema 13.5, p.l73 del libro de J.
Smoller [18J. Allí este teorema está probado para aplicaciones sobre espacios finitos di­
mensionales. Utilizando el esquema de esa prueba daremos la demostración en espacios
infinito dimensionales. De hecho es la forma como lo utilizaremos para la obtención de
patrones.

§ 1.1 Formulación Abstracta de la Ecuación del Calor

En esta sección mostraremos como plantear la ecuación del calor como una Ecuación
Diferencial Ordinaria (E.D.O.) en un espacio abstracto. Dedicaremos también esta
sección al estudio de las propiedades espectrales más relevantes del operador Laplaciano,
las cuales usaremos para probar que él genera un semigrupo analítico. Para este fin,
introduciremos algunas definiciones y resultados preliminares.

§ 1.1.1 Definiciones y Resultados Preliminares

Denotemos por E un espacio de Banach cualquiera y por .e[EJ al espacio de todos los
operadores lineales y continuos de E en si mismo.

Definición 1.1 Una familia uniparamétrica {T(t)h~o de operadores en .e[E] es un
semigrupo fuertemente continuo, si se verifican las siguientes condiciones:

i) T(O) = idJE ,

ii) T(t + s) = T(t)T(s) para cada t, s 2': 0, y

iii) lim T(t)x = x, para cada x E lE.
t--+O

A los semigrupos fuertemente continuos también se les suele llamar semigrupos de tipo
Co, o simplemente semigrupos C o. Cuando para cada x E JE, un semigrupo Co es
una función analítica real en t sobre el intervalo (0,00), se dice que el semigrupo es
analítico.

7
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Definición 1.2 Denotemos por D(A) = {x E lE

operador A : D(A) ~ lE -----+ lE definido como sigue

Capítulo 1. Marco Teórico

. 1
lim -(T(t)x - x) existe}. Al

t-tO+ t

. 1
Ax:= hm -(T(t)x - x), x E D(A),

t-tO+ t

se le denomina el generador infinitesimal del semigrupo {T(t)h.2:o .

El siguiente resultado se encuentra probado en Pazy [15] p.p. 4-5 .

Proposición 1.1 Sea {T(t)h.2:o un semigrupo C o y sea A su generador infinitesi­
mal. Entonces se verifican las siguientes afirmaciones

i) Para cada x E lE,
. 1 rt+h

lim -¡ Jt T(s)xds = T(t)x.
h-tO !

ii) Para cada x E lE, J~T(s)xds E D(A) Y

A(j~ T(s)xds) = T(t)x - x.

iii) Para cada x E D(A), T(t)x E D(A) y

d
dt T(t)x = AT(t)x = T(t)Ax.

iv) Para cada x E D(A) ,

T(t)x - T(s)x = J:T(r)Axdr = J: AT(r)xdr.

v) D(A) = lE Y A es un operador lineal cerrado y no acotado.

§ 1.1.2 La Ecuación del Calor y el Problema de Cauchy

Denotemos por L 2 = L 2 (O, ffi), donde O e ffin es un conjunto acotado con frontera
suave. Consideremos el operador lineal no acotado

Au:= -~u,

A : D(A) e L2 -----+ L2,
(1.1)
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La Ecuación del Calor y el Problema de Cauchy 9

donde 1] es el vector unitario normal a an y H 2 (n, IR) es el espacio de Sobolev de
todas las funciones <p E L 2 (n, IR), tales que D°<p E L 2 (n, IR), a = 1,2; las derivadas
se entienden en un sentido débil.

Consideremos ahora el siguiente problema de valor inicial (P.V.!.)

{

~~ = -Au(t), t 2: O

u(O) = tto, Uo E D(A).

(1.2)

Supongamos probado que el operador -A genera un semigrupo analítico {T(t)}t>o.
Entonces el problema de Cauchy (1.2) tiene una única solución, definida para todo
t 2: O. En efecto, definamos u(t) := T(t)uo. Por la proposición 1.1 se sigue que T(t)x =
u(t) E D(A) Y u'(t) = T'(t)uo = -AT(t)uo = -Au(t) para t 2: O; Y u(O) = T(O)uo =
uo. Por lo tanto u(t) := T(t)uo es solución del P.V.!. (1.2).

Probemos ahora que dicha solución es única. Sabemos que u(t) = T(t)uo es solución
de (1.2). Sea v(t) otra solución de (1.2) y definamos F(s) = T(t - s)v(s), con s E [O, t],
y t 2: O. Como v(s) E D(A), entonces por la proposición 1.1 F(s) resulta diferenciable
en s y

~F(s) = AT(t - s)v(s) +T(t - s)v'(s) = AT(t - s)v(s) - T(t - s)Av(s) == O,
ds

para todo s E [O, tJ. Por lo tanto F(s) = const para todo s E [O, tJ . En particular
F(O) = F(t). Como F(O) = T(t)v(O) = T(t)uo = u(t) y F(t) = T(O)v(t) = v(t),
entonces u(t) = v(t) para todo t 2: O. Lo cual concluye la prueba de la unicidad.

Una consecuencia inmediata del razonamiento anterior es que la resolución de la
ecuación con difusión sujeta a condiciones del tipo Neumann siguiente

au
8t = ~u(t, x),

au
ar¡ = O,

u(O, x) = uo,

t > O.

en ano

Uo E D(A).

(1.3)

es equivalente a la resolución de la E.D.O. (1.2) en D(A).
La siguiente proposición muestra que las soluciones de la ecuación del calor son

bastante regulares en un sentido débil. Por ésta razón realizamos su demostración.

Proposición 1.2 Sea T(t) un semigrupo analítico en E, espacio de Banach, y sea
A su genemdor infinitesimal, entonces pam todo x E lE, T(t)x E D(A) pam t > O y
d
dt T(t)x = AT(t)x.
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10 Capítulo 1. Marco Teórico

Demostración.-
Como T(t) es un semigrupo analítico, entonces la aplicación t t--+ T(t)x es analítica
real en O < t < 00 para cada x E lB:. Por lo tanto, dicha aplicación es diferenciable en
O < t < 00 para cada x E lE . Luego, para cada x E lE Y t > O se verifica que :

~T() - l' T(t + h) - T(t) _ l' T(h) - IdT ( )
d

tX-lm h X-1m tx.
t h-+O+ h-+O+ h

d
De donde se sigue que T(t)x E D(A) para t> Oy dt T(t)x = AT(t)x. I

§ 1.1.3 El Operador Laplaciano: Caso Unidimensional.

En esta subsección consideraremos la siguiente ecuación parabólica sujeta a condiciones
de frontera del tipo Neumann homogénea

Bu
&t

Bu
Bx (t, O)

u(O, x)

B2u
K Bx2 t > O, O < x < 1

Bu
Bx (t, 1) = O para t > O

¡(x), O< x < 1, y ¡ E L2 (0, 1),

(1.4)

donde K es una constante positiva. El objetivo es formarnos una idea clara de las
propiedades del espectro del operador de Laplace en el caso unidimensional, sujeto a
condiciones de frontera del tipo Neumann homogénea. El caso del operador de Laplace
sujeto a condiciones de frontera del tipo Dirichlet se analiza de manera similar.

La principal diferencia entre considerar el operador laplaciano sujeto a condiciones
de borde del tipo Neumann y del tipo Dirichlet es que en el primer caso el cero es
un autovalor del operador y los demás autovalores son positivos, mientras que en el
segundo caso todos los autovalores son positivos.

Aplicando el método de separación de variables a la ecuación (1.4); es decir, bus­
cando las soluciones de (1.4) de la forma u(t,x) = T(t),(x), obtenemos que

T'(t) 'Y" (x)
T(t) = K 'Y(x) = -'x;

donde ,x es una constante a determinar, de modo que la ecuación (1.4) admita soluciones
no triviales. Es claro que el problema de frontera que debemos resolver es

y T(t) = T(O)e- At .
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No es difícil mostrar que el problema de frontera no admite soluciones no triviales
cuando A es negativo. Cuando A ~ 0, la solución general de la ecuación diferencial de
segundo orden viene dada por

,(x) = C1 cos fix + C2 sin fix.

Teniendo en cuenta las condiciones de frontera, obtenemos que ,(x) será una solución
no trivial si, y sólo si,

fi =mr, n=0,1,2, ....

Así, ,n(x) = cos(mrx) es solución de ," = (-An/ K)¡ n = 0, 1,2, ... , y An = Kn2
1f2.

Ahora definamos el operador lineal A, como sigue

A4>(x) = -K4>"(x), °< x < 1,

donde 4> es una función de clase C2 sobre [0,1], con 4>'(0) = 4>'(1) = O.
Si 4> y 'ljJ pertenecen al dominio de A, entonces usando integración por partes obte­

nemos que

y

(A4>, 'ljJ) = -K11

4>"(x)'ljJ(.1:)dx = -K11

4>(x)'ljJ"(x)dx = (4), A'ljJ).

Usando el Teorema de Friedrichs (teorema 2 en [20] página 317) el operador A puede ser
extendido a un operador lineal auto-adjunto densamente definido en L 2(0, 1) Ypreserva
el espectro de A. Notemos que el dominio del operador A viene dado por

D(A) = {4> E L2(0, 1) : A4> E L2(0, 1), con 4>'(0) = 4>'(1) = O}.

Por los cálculos realizadas anteriormente, obtenemos que el espectro del operador A,
al cual denotaremos por a(A), está formado por los autovalores An = Kn2Jr2, con
n = 0, 1,2, ... , y sus correspondientes autofunciones vienen dadas por

{
J2 cos(n1fx) si n i- 0,

4>n(x) =
1 si n = O.

Es fácil mostrar que las autofunciones forman un sistema ortonormal; es decir

(4)n,4>m) = ¡ol4>n(x)4>m(x)dx = {1, si
0, si

n=m,

ni- m.
(1.5)
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12 Capítulo 1. Marco Teórico

Por otro lado, si fE L 2(0, 1), entonces f puede ser desarrollada en serie de Fourier de
cosenos; es decir

f(x) = ~o + f An cos(mrx) ,
n=l

donde An = 21
1

f(x) cos(mrx)dx, n = 0, 1,2, .... Para n =1- °se tiene que

(j, ePn) = 11

f(x)V2cos(mrx)dx,

(1
1

f(x)V2COS(mrx)dx) V2cos(mrx),

(21 1

f(x) cos(mr.T)dx) cos(mrx) = An cos(mrx).

Para n = 0, tenernos que 4º- = j~ f(x)dx. Así, obtenernos que

(j,ePo) ePo = 11

f(x)dx = ~o
Por lo tanto,

00

f = L (J, ePn)ePn
n=O

y por el teorema 9.12 en [2J página 155, podernos concluir que el conjunto de las auto­
funciones del operador Laplaciano sujeto a condiciones de tipo Neumann homogéneo;
es decir el conjunto

{1, V2cos(1fx), V2cos(21fx), ... , V2cos(n1fx), ... }

es un conjunto ortonormal completo en L2(0, 1).
Por lo tanto la solución la podernos representar de la siguiente manera

00

u(t, x) = (j, ePa) + L e->'nt(j, ePn(x))ePn(x).
n=l

En el caso del operador Laplaciano sujeto a condiciones de frontera tipo Dirichlet
homogeneo tenernos que el espectro del operador está conformado por los autovalores
An = K n 21f2, con n = 1,2, ... y sus correspondientes autofunciones vienen dadas por

ePn = V2 sin (n1fx).

De esta manera el conjunto

{V2sin(1fx), v2sin(21fx), ... , v2sin(n1fx), ... }

también es un conjunto ortonormal completo en L 2 (0, 1).
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Propiedades Espectrales del Operador Laplaciano 13

§ 1.1.4 Propiedades Espectrales del Operador Laplaciano Sujeto a
Condiciones de Frontera del Tipo N eumann: Caso General.

Est.udiemos en esta subsección las propiedades espectrales más relevantes del operador
Laplaciano. Antes de restringir nuestra atención a dicho operador, vamos a recordar
algunas definiciones y resultados de la teoría de operadores en espacios de Hilbert.

Definición 1.3 Sea H un espacio de Hilbert y A : D(A) ~ H -t H un operador
lineal no acotado. Se dice que A es monótono, si

(Av, v) ~ 0, V v E D(A).

Si además R(I + A) = H, se dice que A es maximal monótono; es decir,

v fE H, :3 u E D(A) tal que u + Au = f.

Definición 1.4 Sea H un espacio de Hilbert y A : D(A) ~ H ------+ H un operador
lineal no acotado. Se dice que el operador A es simétrico si (Au, v) = (u, Av), V u, v E

D(A). A es autoadjunto, si A* = A, donde A* denota el operador adjunto de A.

Definición 1.5 Sea X un espacio vectorial normado y A : Y ~ X -t X un ope­
rador lineal. El conjunto resolvente de A, denotado como p(A), es el conjunto de
todos los escalares A E <C tal que:

i) R(Al - A) = X.

ii) El operador (Al - A)-l existe y es continuo.

El espectro de A, denotado como o-(A), es el complemento del conjunto resolvente.

Se prueba que p(A) es un conjunto abierto de e, ver por ejemplo Backman [2],
capít.ulo 19, p.318.

Consideremos los siguientes conjuntos

i) Co-(A) = {A E o-(A) R(Al - A) = X Y (Al - A)-l :3 Y no es continuo},

ii) Ro-(A) = {A E o-(A) R(Al - A) c;;: X Y (Al - A)-l :3},

iii) Po-(A) = {A E o-(A) (Al - A)-l M,

los cuales llamaremos el espectro continuo, el espectro residual y el espectro puntual
de A, respectivamente.

Utilizando la notación anterior es fácil ver que
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14 Capítulo 1. Marco Teórico

Lema 1.3 Sean X y Y dos espacios normados y A : X ----+ Y un operador lineal.
Entonces, el operador A-1 existe y es acotado sobre el rango de A si, y sólo si, existe

algún k> ° tal que kllxll:::; IIAxll, V x E X.

La prueba se puede ver en Bachman [2}, teorema 14.9, p. 241.

Proposición 1.4 (Brézis [3], prop. VII.6, p.113.) Sea A un operador maxi­
mal monótono. Entonces, A es simétrico si, y sólo, si A es autoadjunto.

Proposición 1.5 Sea A un operador no acotado densamente definido sobre un
espacio de Hilbert. Si A es autoadjunto, entonces a(A) el espectro de A es real; y
el espectro residual Ra(A) = 0. Además, para todo A= a + if3 E e, con f3::/: 0, se
verifica que

VyER(A-A1). (1.6)

Demostración.-
Veamos que si A = a + if3, con f3::/: 0, entonces A E p(A); es decir pertenece al
conjunto resolvente de A. Lo cual evidentemente probaría que a(A) e IR.

Supongamos en primer lugar que A E Pa(A). Entonces :3 x::/: 0, tal que Ax = AX;
y por lo tanto,

A(X, x) = (AX, x) = (Ax, x) = (x, Ax) = (x, AX) = X(x, x).

Esto implica que A = X. Lo cual es una contradicción, pues f3::/: O. Así, A ~ Pa(A).
Del razonamiento anterior también se desprende que el operador

(A - A1)-1 : R(A - Al) ----+ H

existe. Veamos entonces que A E p(A) mostrando que:

i) (A - A1)-1 es continua; y,

ii) R(A - A1) = H.

Denotemos por y = (A - A1)X. Un cálculo simple nos da

Ilyll ((A - a)x - if3x, A - ax - if3x)

II(A - a)xll 2 - if3(x, (A - a)x) + if3((A - a)x, x) + ItWllxl1
11 (A - a)x11

2 + 1f31
2

1Ixll·

Lo cual implica que If31211x1l2:s lIy112; es decir, Ilxll:S I~I"YII. De donde finalmente

obtenemos (1.6) y por el lema 1.3, (A - A1)-1 es un operador continuo.
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Probemos ahora que R(A - >..1) = H.
Sea N(A - >..1) el espacio nulo de A - >"1. Entonces (ver Brézis [3] pag.28),

R(A - >..1) = N((A - >"l)*l = N(A* - "Xl)-l = N(A - "X1)-l.

15

Como lrn"X = -(3 i= O, se demuestra fácilmente como al comienzo de la prueba que
(A - "X1)-1 existe, lo que implica que

N(A - "X1) = o.

Por lo tanto, se sigue que R(A - >..1) = H; Y por ende que >.. E p(A).
Mostremos finalmente que Ra(A) = 0.

Supongamos que Ra(A) i= 0 , y sea >.. E Ra(A) ~ a(A) ~ IR. Como >.. ="X y A es
autoadjunto, se cumple que

{O} = N(A - >..1) = N(A* - "XI) = N((A - >"1)*).

Por lo tanto, por el Corolario n.1?, p.28 del Brézis [3],

H = {O}-l = N((A - >"I)*)-l = R(A - >..1) ,

lo cual es una contradicción, pues>.. E Ra(A). Así, Ra(A) el espectro residual de A
es vacío. I

Lema 1.6 Sea H un espacio de Hilbert y A: D(A) ~ H -----+ H un operador lineal
no acotado. Si A es maximal monótono, entonces: U + A) : D(A) -----+ H es biyectivo,
con inversa (1 + A)-l acotada y 1/(1 + A)-ll/ ::; 1.

Demostración.-
Obviamente 1 + A es sobreyectivo, pues A es maximal monótono. Veamos que 1 + A
es inyectivo. Supongamos que existe un u i= O tal que que u + Au = O. De donde
obtenemos que (u, u) = -(Au, u). Como (Au, u) 2: O, se sigue que u = O. Lo cual
prueba la inyectividad del operador 1 + A.

Por lo tanto, si fE H, existe un único u E D(A) tal que

(u, u) + (Au, u) = (j, 'a)

o bien

/111.1/2 = (u,u)::; (j,u)::; I/fllllul/ y 1/11.1/::; I/fll·
De esta manera el operador

(l+A)-lf )11.

es un operador lineal acotado de H en D(A) y l/U + A)-l/1 ::; 1. •
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16 Capítulo 1. Marco Teórico

Lema 1.7 Sea lE un espacio de Banach y A: D(A) ~ lE --+ lE un opemdor lineal.
Entonces se cumple que:

i) A E Pa(A) si, y sólo si, A+1EPa(A+l).

ii) A E Ra(A) si, y sólo si, A+1ERa(A+l).

iii) A E Ga(A) si, y sólo si, A+IEGa(A+I).

Este Lema es una consecuencia inmediatamente de la siguiente identidad

(Al - A)-l = [(A + 1)1 - (A +1)r1
.

Todos los resultados antes expuestos son válidos para cualquier operador que cumpla
las condiciones requeridas en los enunciados. Ahora procederemos a estudiar el operador
Laplaciano.

Proposición 1.8 El opemdor A = -~ : D(A) e L2 --+ L 2 es un opemdor·
OC¡;

autoadjunto. Donde D(A) = {c¡; E H 2 (O, IR) or¡ = O en oO}. Por lo tanto, el

espectro del operador A = - ~ es real.

Demostración.-
Sea u E D(A). Usando la identidad de Green en espacios de Sobolev, obtenemos que

(Au, u) = {(-~u)udx = { \lu \ludx - { ~uudS = (¡\lu¡2dx::: o.
Jn Jn Jan ur¡ Jn

Por lo tanto, A es un operador monótono.
Veamos ahora que A es maximal monótono; es decir, que: R(I + A) = L2 • Pero

esto es una consecuencia del Teorema IX.26, Brézis [3], el cual afirma que para toda
¡ E L 2 , la ecuación u - ~u = ¡, con condición de Neumann, posee una única solución
u E H 2 •

Así para demostrar que A es autoadjunto sólo basta demostrar que A es simétrico.
En efecto, si u, v E D(A) se tiene que:

y

(Au, v) = l (-~u)vdx { \lu \lvdx - { ~u vdS = { \lu \lvdx
Jn Jan ur¡ Jn

(u,Av)=lu(-~v)dx = l\1u\lvdx- { ~vudS= {\lu\lvdxn n Jan u1] Jn
Lo cual implica que (Au, v) = (u, Av). I

Hasta ahora lo que sabemos del espectro del operador -~ sujeto a condiciones de
borde del tipo Neumann es que es real. Ahora mostraremos que el espectro de -~ es
puntual y no-negativo.
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Propiedades Espectrales del Operador Laplaciano 17

Proposición 1.9 A = O es un autovalor simple del operador Laplaciano definido

sobre D(A) = {'P E L 2 (n, ffi) : 'P E H 2 (n, ffi) y 0'P = O en an}.or¡
Demostración.-
Es evidente que las funciones constantes son soluciones de :

{

~u=O

ou = O
ar¡

en 0"

en ano
(1.7)

II

Veamos ahora que el autoespacio generado por el autovalor A = Oes de dimensión uno.
Si existiese una solución v distinta de una constante del sistema (1.7), haciendo uso
de la identidad de Green, obtenemos que:

0= r(-~1J)vdx = r \lv.\lvdx - r ~v udS = r l\lvl 2dx = O.
Jn Jn Jan uTI Jn

Como v es una función armónica, entonces es analítica y por lo tanto \Iv = O en n.
Lo cual implica que que v es una función constante. Contradicción.•

Proposición 1.10 El espectro del operador A = -~ : D(A) C L2 ---t L2 es
puntual, discr·eto y su único punto de acumulación es +00. Además se verifica que
a(A) = Pa(A) 2: O, donde a(A) 2: O significa que A 2: O, 'ti A E a(A).

Demostración.-
Sabemos por el Lema 1.6 que el operador (A + I) es biyectivo y que el operador T =
(A + I)-1 es acotado.

Como la inclusión i de H 2 (n) C> L 2 (O) es compacta, tenemos que el operador
T = i o T : L 2 ---t L 2 es también un operador compacto. Por lo tanto, por teorema
VI.8, p.95, Brézis [3] sabemos que el espectro de T está formado por el elemento O y
que todo elemento de él distinto del cero es un autovalor; además se verifica una de las
siguientes situaciones :

i) a(T) = {O},

ii) a(T)\O es finito,

iii) a(T)\O es una sucesión que tiende a o.

Descartemos las situaciones i) y ii).
Sabemos por la proposición 1.9 que A = Oes un autovalor del operador A y esto implica
de manera inmediata que J.L = 1 es un autovalor del operador T y la primera situación
queda descartada.
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18 Capítulo 1. Marco Teórico

Supongamos ahora que a(T)\O es finito. Es fácil verificar que Ono es un autovalor
de T, por lo tanto O"(T)\O = PO"(T) = {J-Ln}~=l es finito. Observemos también que
por ser A un operador autoadjunto, esto implica que el operador T también lo es. Por
lo tanto, por el teorema VI.ll del Brézis [3], p.97, Y por las Alternativas de Fredholm
tenemos que;

L2(O, IR) = EB~=lEn

donde En es el autoespacio generado por el autovalor J-Ln de T y En = N(T - J-LnI)
es de dimensión finita para 1 ::; n ::; k. Por lo tanto L 2 (O, IR) es de dimensión finita.
Contradicción.

De esta manera, O"(T)\O es una sucesión que tiende a O.
Así, por lo dicho anteriormente, por el lema 1.7 Y por el hecho que;

a(A + 1) = {A : A-1 E a(T)} = {A : A-1 E a(T)} (1.8)

tenemos que o"(A) = PO"(A) = {An}~=o donde Ao = O, An > °para n 2:: 1 Y An -+ 00

cuando n -+ 00 .

Veamos ahora que efectivamente O"(A) = PO"(A) 2:: O. Como A es maximal monótono,
entonces si u es la autofunción asociada al autovalor A, tenemos que:

(Au, u) = (AU, u) = Allul1 2 2:: O.

Por lo tanto A 2:: O.•

Como consecuencia inmediata del lema 1.7 y la igualdad (1.8), que ponen de mani­
fiesto la correspondencia entre los autovalores del operador T descrito en la proposición
anterior y el operador A = -ó. sujeto a condiciones de Neumann, se tiene el siguiente
corolario.

Corolario 1.11 Existe una base Hilberliana (fn)n>O de L 2(O, IR) formada por
autofunciones asociadas a los autovalores del operador Laplaciano sujeto a condiciones
de frontera del tipo Neumann homogéneas.

§ 1.2 Semigrupo Analítico Generado por el Operador Laplaciano
Sujeto a Condiciones de Frontera del Tipo Neumann

Homogénea

En esta sección demostraremos que el operador Laplaciano sujeto a condiciones de
frontera del tipo Neumann genera un semigrupo analítico. Se considerará también el
caso vectorial, en el cual se definirá un nuevo operador que describa un sistema de
ecuaciones de difusión sujeto a condiciones de frontera del tipo Neumann y se darán
condiciones suficientes para que dicho operador genere un semigrupo analítico. En la
subsección § 1.2.2 estudiaremos un sistema de ecuaciones de reacción-difusión y veremos
cómo expresar la solución en función de un semigrupo analítico.
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Semigrupo Analítico Generado por el Operador Laplaciano. Caso Escalar 19

§ 1.2.1 Semigrupo Analítico Generado por el Operador Laplaciano.
Caso escalar

En esta subsección demostraremos que el operador A = -.6. donde

D(A) = {ep E H 2(O, IR) : ~ep = O en aO}
uTI

induce un semigrupo analítico. Para demostrar esto usaremos esencialmente el siguiente
teorema que se encuentra probado en Henry [9J, pág.20.

Teorema 1.12 Sea lE: 'Un espacio de Banach y A un operador lineal cerrado, A: D(A) ------+ lE,
con D(A) = lE. Si A es un operador sectorial, es decir, si para algún <P E (O, ~),
algún M ~ 1 Y algún a E IR se cumple que:

i) El sector Sa,<P = {A; <P ::; jArg(A - a)1 ::; 1l", A # a} e p(A) y

ii) II(A - A)-l)1I ::; lA~ al V A E Sa,<P,

entonces -A es el generador infinitesimal del semigrupo analítico {e-tAh~o .
Usaremos también el Teorema de Hille-Yosida, cuya prueba se encuentra en Pazy

[15], pág. 8, y cuyo enunciado es el siguiente:

Teorema 1.13 (Hille-Yosida) Sea lE un espacio de Banach. Un operador lineal no
acotado -A es el generador infinitesimal de un C o semigrupo de contracciones {T(t)k:o:o
si, y sólo si,:

i) -A es cerrado y D(-A) = lE,

ii) p(-A) :;;2 IR+ Y

iii) para cada A > O se cumple que II(Al + A))-lll ::; l.
Usemos este teorema para probar la siguiente proposición.

Proposición 1.14 Sea A = -.6. : D (A) e L 2 ------+ L 2 , donde

D(A) = {ep E H 2 (O, IR) : ~~ = O en aO},

entonces - A = .6. es el generador infinitesimal de un C o semigrupo de contracciones.

Demostración.-
Veamos que se cumplen las condiciones del Teorema de Hille-Yosida. En efecto, de
la sección anterior sabemos que a(A) ~ O, es decir, a(-A) ::; O y p(-A):;;2 IR+.
También por la proposición 1.8 el operador A es maximal monótono, por lo tanto,
por la proposición VIL1, Brézis [3J pág. 101, el operador -A cumple las siguientes
afirmaciones:
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20 Capítulo 1. Marco Teórico

a) el operador -A es cerrado y D(-A) es denso en L 2 , y

b) para todo'x > O se cumple que 11(1 + 'xA)-lll:-S; 1 ,es decir:

Así,

1
Poniendo J1 = -:\ > O, para todo J1 > O tenemos que :

-1 1
11(J11 + A) II:-s; ¡;j.

De esta manera, por el teorema 1.13 (Hille-Yosida), -A = A es el generador in­
finitesimal de un C o semigrupo. I

Nos interesa ahora ver que -A = A no es sólo el generador infinitesimal de un
C o semigrupo sino además de un semigrupo analítico. Por lo tanto, veamos que el
operador A = - A es un operador sectorial.

Proposición 1.15 El operador A = -A : D(A) e L 2 ~ L 2 donde

2 8<p
D(A) = {<p E H (O,IR) : 8r¡ = O en 80}

es un operador sectorial. Por lo tanto, -A = A es el generador infinitesimal del
semigrupo analítico {e- tA h>o.

Demostración.-
Veamos primero que el sector

'ir
Si = {A : "4:-S; IArg('x) I :-s; 'ir, ,X -¡. O} e p(A).

En efecto, como a(A) 2: O, entonces p(A) :::) <C \ [0,00). Adem<l'l, el sector

'ir
Si = {A : "4:-S; IArg('x)/ :-s; 'ir, ,X -¡. O} e C\ [0,00).

Por lo tanto S!l e p(A).
4

Verifiquemos ahora que existe M 2: 1 tal que

\;j'x E S!l.
4
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Figura 1.1: S 7I- = B U e U D
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21

Denotemos por :
B = (-00,0)
e = {A = a+ {ji E e l{jl 2: lal y {j -# O} Y

D = {A = a+ {ji E e: lal > l{jl , {j -# O Y a < O} .
De aquí se sigue, como se muestra claramente en la figura 1.1 que S7I- = B U e uD.

4

Caso 1: Sea A = a + {ji E (-00,0).
Vimos en la proposición 1.14 que para todo IJ > Ose cumple que 1/(1 + IJA)-l 1/ :s: 1,

es decir,

1/(1 + IJA)-l 1/ = I/(IJ(IJ-11 + A))-l 1/ = II(-IJ(-IJ-11 - A))-lll =

= Ifl.-IIII(-IJ-1 l - A)-ll/ :s: 1.

1
Sea IJ > O tal que IJ = - ~ , entonces tenemos que:

Por lo tanto,

II(Al -A)-ll/:S: I~I \j A E (-00,0).

Caso 2: Sea A = a+ {ji E e, es decir, l{jl 2: lal y {j -# O.
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22 Capítulo 1. Marco Teórico

En la proposición 1.5 vimos que si A = a + f3i con f3 .¡. Oentonces se cumple que

-1 1
II(Al - A) 11 ~ lBf'

Ahora, como 1,81 2: lal , entonces

lo que implica que,

es decir,

Por lo tanto,
-1 1 ifi

II(Al - A) 1I ~ lBf ~ W·

Caso 3: Sea A = a+ ,8i E D, es decir, lal > 1,81, ,8'¡' O Y a < O.
Como -A es el generador infinitesimal de un e o semigrupo de contracciones, en­

tonces haciendo uso del corolario 3.6, Pazy [15] pág. 11, tenemos que:

p(-A) ;> {z: Re(z) > O},

y para esos z se cumple
-1 1

lI(zl + A) 1I ~ Re(z)'

Escojamos ahora z E <C tal que A = -z, es decir

1 1
II(-Al + A)-111 ~ IRe(A)\ = ~.

ifi 1
Y W 2: ~' entonces

II(Al - A)-111 ~ ~.

De esta manera, basta escoger NI =J2 para que se cumpla que :

\:j A E S1!..
4
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Por lo tanto el operador A = - Ll es un operador sectorial y - A = Ll es el generador
infinitesimal del semigrupo analítico {e-fA h>o. I

1r
Es importante señalar que en la prueba anterior se tomó el sector Srp con <I> = "4

por comodidad; la prueba sería análoga tomando cualquier <I> E (O, i) .
Observemos que a pesar de saber que el operador A = -Ll sujeto condiciones de

frontera del tipo Neumann genera un semigrupo analítico, aún no se tiene una expresión
explícita de éste, razón por la cual se demuestra el siguiente resultado.

Proposición 1.16 Consideremos el operador A = -Ll : D(A) e X ----t X donde

D(A) = {ip E H 2 (D,lR) : arp = °en aD}.ar¡

El semigrupo analítico {T(t) = e-tAh~o admite la siguiente representación:

00

T(t)f = ¿ e->'nt(f, fn)fn,
n=O

donde {fn}~=o es la base ortonormal de L 2 (D, lR) formada por autofunciones del ope­
rador' A = -fl _

Demostración.-
Sea {fn}~=o la base ortonormal de L2(D, lR) formada por autofunciones del operador
A = -Ll (ver coroloario 1.11) , es decir, para n 2: 0, fn satisface:

en D.

(1.9)
en an.

donde An es el autovalor asociado a fn-

Sea f E L2 Y {T(t)h~o el semigrupo analítico generador por -A, entonces se
tiene que:

00

i) f = ¿(f, fn)fn ,
n=O

00

ii) u(t) = T(t)f = ¿ en (t)fn,
n=O
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donde u(t) es solución del P.V.!. :

Ut = -Au(t), t > O

u(O) = f

Capítulo 1. Marco Teórico

(1.10)

y en (t) : [O, (0) ------+ <C para n:2 O son funciones diferenciables a determinar.
Por el sistema 1.9 y por el P.V.!. 1.10 tenemos que:

00 00 00

L c~(t)fn = Ut = ~u(t) = L en (t)fj.fn = L -Anen(t)fn·
n=O n=O n=O

Además, por i) y ii) obtenemos que:

00 00

T(O)f = f = 2)f, fn)Jn = L cn(O)fn'
n=O n=O

Por lo tanto, por ser {jn}~=o base ortonormal de L2 (0, lR) obtenemos que para cada
n :2 O ,Cn satisface la siguiente E.D.O. :

(1.11)
en(Ü) = (1, fn).

Por lo tanto,

así,
00

T(t)f = e-fA f = L e->'nt(j, fn)Jn . I
n=O

§ 1.2.2 Ecuación de Reacción-Difusión

En esta sección consideraremos la siguiente ecuación semilineal :

{

Ut + Au = f (u), t > Ü

u(Ü) = uo, Uo E L;t
donde el operador A = -Dfj. : D(A) e L~ ------+ L~ es tal que

D(A) = {cp E H 2(0, lR)n : ~~ = Ü en 80}

(1.12)
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LlarnenJ.os a X = L~ Y vearnos cÓIno está definida la función f. Sa.bemos -por la
sección anterior que el operador A es sectorial, por lo tanto las potencias fraccionales del
operador Al = A + al, con a> ° están bien definidas, y los espacios X a = D(Ai)
dotados con la norma del gráfico Ilxll a = IIAixl1 están bien definidos para O::; o: ::; 1,
para detalles ver Henry [9]. La función f está definida de la siguiente manera:

f : U e X a ---+ X, donde U es un subconjunto abierto de xa para algún
o: E [0, 1) Y f es una función localmente Lipschitz.

Se define una solución del P.V.!. (1.12) en (O, T) como una función continua
u : [0, T) ---+ X tal que: u(O) = Uo; para todo t E (O, T) u(t) E D(A) , Ut exista,
la aplicación t H f(u(t)) sea localmente Holder continua, Jt Ilf(u(t))11 dt < 00 para
algún p> °y la ecuación diferencial (1.12) se satisface en (O, T).

Relacionemos ahora la solución del P.Y.!. (1.12) con la solución de una ecuación
integral que involucra el semigrupo analítico generado por el operador -A = Dti..
Del lema 3.3.2, Henry [9], pág. 53, se tiene que para todo T > °se cumple que si
u : [0, T) ---+ X es una solución del P.V.!. (1.12) entonces se cumple

u(t) = T(t)uo + l t

T(t - s)f(u(s)) ds, t E (O, T], (1.13)

donde T(t) es el semigrupo analítico generado por el operador - A = Dti. ; Yrecíprocamente,
si u: (O, T] ---+ xa es una función continua, Jt Ilf(u(s))11 ds < 00 para algún p > 0, y
la ecuación integral (1.13) se satisface para todo t E (O, T] , entonces u : (O, T] ---+ X a

es solución del P.V.!. (1.12) en (O, T).
Es este resultado el que permite obtener el siguiente teorema de existencia y unicidad

local para el P.V.!. (1.12) cuya prueba se encuentra en Henry [9], pág. 54.

Teorema 1.17 Consideremos el P. V.l. (1.12), entonces para cada Uo E U existe
T = T(uo) > ° tal que el P. V.I. (1.12) posee única solución u : (O, T] ---+ X a con
u(O) = Uo.

Consideremos ahora el siguiente sistema de ecuaciones de reacción-difusión sujeto
a condiciones de Neumann:

{

Ut = Dti.u + f(u)

8u =0
8r¡

t>O

(1.14)

donde D es una matriz real de dimensiones n x n cuyos autovalores tienen parte real
positiva y f : IRn ---+ IRn es una función C2 • Gran cantidad de problemas en áreas
aplicadas SOn modelados por el sistema (1.14), por lo tanto el objetivo que se persigue
es plantear dicho sistema en forma abstracta como en (1.12). Para ello definamos el
siguiente operador de evolución:
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r : xa ---7 X donde r(u)(xo) = f(u(xo)) y i < a ::; 1 .

Capítulo 1. Marco Teórico

Veamos que r está bien definida. En efecto, por el teorema 4.3, pazy [15), p.243, se
sabe que si i < a ::; 1 se cumple que:

X a e C(n),

por lo tanto r(u) = f o u(·) E C(O) y r(u) EX.
Veamos ahora que r es localmente Lipstchitz, es decir, que para r > O existe

k = k(a) > O tal que IIr(uI) - r(u2)IIL~ ::; kllul - u211a si lIuIII, IIu211 ::; r.
En efecto, como f E C2

, entonces dado p > O existe L(p) > O tal que Ilf(x)­
f(y)1I ::; L(p)llx - yll si Ilxll, Ilyll ::; p. Por el lema 1.6.1, Henry [9J se sabe que
para i < a ::; 1 las siguientes inclusiones son continuas:

i) x a e C(O, lRn) ,

ii) X a e X = L 2 (0, lR)n ,

por lo tanto, usando i) existe i > 1 tal que:

sup lIu(xo)lIlRn ::; illull a , u E X a
xoEfl

Ahora, dado r > O sea p = ir, entonces:

Por lo tanto,

Como la inclusión ii) es continua, existe k > O tal que:

es decir, r es localmente Lipschitz, hecho que permite plantear la ecuación (1.14) de
manera abstracta como el P.V.I. siguiente:

I)·!·,~ \

H

{

Ut + Au = r(u), t> O

u(O) = Uo, Uo E X a

donde el operador A = -D!J. : D(A) e X ---7 X es tal que

D(A) = {'P E H 2 (0, lR)n : ~~ = O en ao}

(1.15)
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Ecuación de Reacción-Difusión 27

Por lo tanto, por la ecuación (1.13) se cumple que si u: [0, T) -------+ X es una solución
del P.V.!. (1.15) entonces se cumple que:

u(t) = T(t)uo + rt

T(t - s)¡e(u(s)) ds, t E (O, T]
Jo

donde T(t) es el semigrupo analítico generado por el operador -A = Dt::...

(1.16)
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§ 1.3 Existencia y Unicidad de las Soluciones de Sistemas de
Reacción-Difusión en el Espacio de las Funciones Continuas

Xavier Mora en 1983 (ver [14]) logró aclarar el problema de la existencia y unicidad de
las soluciones de un sistema de reacción y difusión en el espacio de las funciones con­
tinuas. El cuál dependía de la prolongabilidad del operador de Laplace a un operador
cerrado y no acotado que fuera el generador infinitesimal de un semigrupo analítico en
el espacio de las funciones continuas y preservara el espectro del operador de Laplace,
ver Thm. 2.4, p.41 en [14]. Esta sección está basada en el capítulo 7, p.p 119-132 del
libro de Hal L. Smith [8].

Sea O e ]R.n un conjunto abierto, conexo y acotado con frontera suave, es decir,
ao puede ser localmente descrita por una función de cla.."ie 0 4 con gradiente no nulo.

r¡ = r¡(x) denota la normal exterior unitaria a ao en el punto x E ao y r

a = r¡ . \7
ar¡

denota la derivada direccional en la dirección de r¡. Consideremos el siguiente sistema
de reacción-difusión.

au
at (t, x) = DÓ-u(t, x) + F(x, u(t, x)), t> 0, x E O

au
5-

a
(t, x) + O'(x)u(t, x) = 0, t > 0, x E ao

1]

u(O,x) = <p(x), x E O

(1.17)

Donde
u = (U}, U2, ... ,un)T, F = (F}, F2, ...,Fn)T, <p = (<PI, <P2, ... ,<Pn) T D = diag[dl, d2, ...,dnJ,
di > 0, \1 i = 1. .. n, 5 = diag[5} , 52, ... , 5n] y O'(x) = diag[O'} (x), 0'2(X), ..., O'n(x)].

Notemos que la condiciones de frontera antes planteadas no cubren todas las posibles
situaciones que puedan presentarse, pero para nuestros fines esto será suficiente. Si
5 == 1 Y O'(x) == 0, estamos en presencia de condiciones de frontera de tipo Neumann
homogéneo. Las condiciones de frontera de tipo Robin homogéneo se obtienen poniendo
8 == 1 Y O'i(X) > °para todo i = 1,2, ... , n. En ambos casos, el dato inicial <P pertenece
a 0(0), donde

0(0) = (O(O,]R.n), 11 '1100) y 11<plloo = supll<p(x)lI·
xE!l

Cuando 8 == Oy O' == 1, son condiciones de frontera de tipo Dirichlet. En este caso el
dato inicial <P pertenece a 0 0(0), donde 00(0) es el subespacio de 0(0) definido de la
siguiente forma

00(0) := Oo(O,]R.n) = {<p E 0(0) : <jJ(x) = 0, \Ix E aO}.
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Existencia y Unicidad de las Soluciones en el Espacio de las Continuas 29

Probaremos que (1.17) genera un sistema semidinámico sobre un espacio adecuado.
Comenzaremos expresando el sistema (1.17) como una ecuación diferencial ordinaria

n

en el espacio de Banach X = rr Xi donde, Xi = C(O), en el caso de que las condiciones
i=l

de frontera sean del tipo Robin o Neumann, ó Xi = Co(O), en el caso Dirichlet. En
n

cualquier caso, la norma de X está definida por 114>llx = I: II4>illxio
i=l

Para cada i = 1, o.. , n, sea A? el operador diferencial

Donde D(A?) = {Ui E C2(0) n Co(O) : A?Ui E Co(O)} en el caso Dirichlet, y
o 2 1- o - UUi

D(Ad = {Ui E C (O) n C (O) : Ai ui E C(O), Oói(X)Ui(X) + UTJ (x) = 0, \/x E uO},

en el caso Neumann o Robino

La clausura Ai de A? en Xi genera un semigrupo analítico 1 de operadores acotados
Yi(t), para t 2': 0, tal que Ui(t) = Ti(t)4>i es solución de la ecuación diferencial abstracta
en Xi dada por

{

u~(t) = AiUi(t)

Ui(O) = 4>i E D(Ai)
(1.18)

Una propiedad importante de este semigrupo es que \/t > 0, Yi(t): Xi -+ Xi es un
operador compacto 2. Además, Ui(t, x) = Ui(t)(X) = [Ti(t)4>i](X) es una solución clásica
del problema de valor inicial

t > 0, x E O

t > 0, x E uO (1.19)

es decir, Ui (t, x) satisface la ecuación, las condiciones de frontera, tiene derivadas
uU· uU· uu' uU·
-u~ , u ~, u; continuas \/(t, x) E O x (O, +00), y -u~ son continuas sobre

t ~ ~~ ~

O x (O, +00). Más aún, Ui(t,X) es continua sobre O x [0, +00) y Ui(X,O) = 4>i(X)\/X E 00

lVer Xavier Mora Thm. 2.4, pago 41 en [14]
2Esto se deduce del estimado (4.3), Capítulo 7 pago 134 de Ha! L. Smith en [8]
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30 Capítulo 1. Marco Teórico

Definamos un operador T(t) : X --+ X como sigue

[T(t)](x) = ([TI (t)](Xl), [T2(t)](X2), ... , [Tn(t)](Xn)).

Es claro que {T(t)h>o es un semigrupo de operadores sobre X, cuyo generador in-
n

finitesimal A : D(A) = TID(Ai ) --+ X viene dado por
i=l

A(x) = (Al (Xl), A2(X2), ... , An(xn)) ,

y u(t, x) = [T(t)1>](x) es solución del sistema (1.17) sin el término de reacción.

En cuanto al término de reacción del sistema (1.17), asumamos que
FE C 2(0 X lRn,lRn) y que, bajo condiciones de frontera del tipo Dirichlet, Fi(x, u) = O
siempre que x E 00 Y Ui = O. Definamos la función f : X --+ X como sigue
[f(1))](x) = F(x, 1>(x)). Es claro que f es el operador de evaluación.

Así, la Ecuación (1.17) es equivalente a la siguiente ecuación diferencial ordinaria
enX

(1.20)
t>O

{

u'(t) = Au(t) + f(u(t)),

u(O) = 1>, t > O

Es obvio que la equivalencia es válida solamente si 1> E D(A). Es fácil probar que la
ecuación diferencial (1.20) es equivalente a la ecuación integral

u(t) = T(t)1> +l t

T(t - s)f(u(s))ds (1.21)

para todo 1> E D(A). Como es de suponer, la ecuación integral (1.21), en general, ad­
mite más soluciones que la ecuación (1.20), es por esta razón que a las soluciones de
(1.21) se les denomina solución moderada. Con más precisión u : [O, r) --+ X es una
solución moderada de la ecuación integral (1.21) si es continua y satisface (1.21) sobre
[O,r).

Más adelante el Teorema 1.21, bajo las condiciones de suavidad establecidas ante­
riormente, dará condiciones suficientes para la existencia y unicidad de una solución
moderada no prolongable de la ecuación integral (1.21). Así podremos definir un semi­
flujo sobre el espacio X de la siguiente manera

<lit : X --+ X, definida por <lIt (1)) = u(t, 1»,

donde u(t, 1» es la única solución moderada no prolongable de (1.21), con u(O, 1» = 1>.
Más aún dicha solución moderada de (1.21) es también una solución de la ecuación
diferencial (1.20) y por tanto una solución clásica del sistema (1.17).

Como es de esperarse, los puntos de equilibrios juegan un papel fundamental en la
dinámica de las soluciones del sistema (1.17). Mas precisamente,
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Principios del Máximo 31

Definición 1.6 Diremos que una solución Uo de (1.17), es un equilibrio, si Uo es una
solución clásica independiente del tiempo, es decir, Uo es solución del sistema elíptico
asociado a (1.17), por lo tanto, Uo E C2 (O) n el (O) Y satisface

t> 0, x E O

§ 1.3.1

{

O= D,6,uo(x) + F(x, uo(x»,

oUo
ó 01] (x) + o:(.T)UO(X) = 0, t> 0, x E 00.

Principios del Máximo

(1.22)

Los principios del máximo juegan un papel muy importante en la teoría de ecuaciones
diferenciales parciales parabólicas. Estos son una herramienta fundamental para es­
tablecer la existencia de conjuntos positivamente invariantes y comparar soluciones de
diferentes ecuaciones parabólicas. Aplicaremos dichos principios para mostrar que el
semigrupo Ti(t) generado por (1.19) es positivamente invariante.

Consideremos el siguiente operador parabólico general de segundo orden:

N N OU
Au = L aij(t, x)DiDju + L ai(t, x)Diu - Ot

i,j=l i=]

Para la función u(t, x) con (t, x) E (O, T) x O para algún T > O. Donde el símbolo
a -

Di = OXi y los coeficientes aij (t, x) = aji (t, x) y ai (t, x) son continuos sobre [0, T] x O.

Definición 1.7 A es uniformemente parabólico sobre (O, T) x O si existe una cons­
tante positiva J.L tal que para cualquier ~ E ~n

N

L aij(t, X)~i~j 2': J.L11~112, V(t, x) E (O, T) x O
i,j=l

En lo que sigue A será un operador uniformemente parabólico sobre (O, T) x O, para

algún T > °y Q = (O, T) x ao.
El siguiente principio establece que una solución no constante de una desigualdad

diferencial en derivadas parciales elíptica sobre (O, T) x O, sí alcanza su máximo entonces
lo debe alcanzar en un punto que pertenece a la frontera de la región (O, T) x O.

Proposición 1.18 ( Robert C. Mcowen, [16] pág. 327-332) (Principio del Máximo
.,. - a 02u OU

Fuerte) Sea u(t, x) una funcwn contmua sobre [0, T] x O, tal que -, a a ,- ex-
OXi Xi Xj Ot

isten y son continuas sobre [0, T] x O y

Au(t, x) 2': 0, V(t, x) E (O, T] x n (1.23)
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32 Capítulo 1. Marco Teórico

Si u alcanza su máximo en [0, T] x n en un punto p = (t, x) E (O, T] x n, entonces
u(t, x) = u(p), para todo (t, x) E [0, T] x n, tal q'u,e t S t. Si Au(t, x) S °y u alcanza
su mínimo en [0, T] x n en un punto p = (t, x) E (O, T] x n, entonces se cumplen las
mismas conclusiones.

El siguiente principio establece que, la derivada direccional en dirección a la normal
exterior unitaria a an de las soluciones no constantes de (1.23), debe ser positiva en el
punto de la frontera donde dicha solución alcanza su máximo.

Proposición 1.19 ( Robert C. Mcowen, [16] pág. 327-332 ) Sea u(t, x) una
a

función que satisface las hipótesis de la proposición anterior y además aXi existen y

son continuas sobre ((O, T] x 'O) U Q. Si u alcanza su máximo en [0, T] x n en un
- & )punto p = (t, x) E Q y u(t, x) < u(p), V(t, x) E (O, T) x n, entonces -a(p > O. De

TI
manera análoga si Au(t, x) S °y u alcanza su mínimo sobre [0, T] x'O en un punto

au
p = (t, x) E Q y u(t, x) > u(p), V(t, x) E (O, T) x n, entonces -a (p) < O.

1]

Sea
xt = {<Pi E c(n) : <Pi(X) ~ 0, para todo x E n}

el cono de las funciones no negativas en Xi con su correspondiente relación de orden
parcial sobre xt; es decir, <Pi S 'l/Ji si y sólo si <Pi(X) :S 'Ih(x) para todo x E n. El
siguiente resultado muestra que Ti(t) es positivamente invariante en este cono.

Corolario 1.20 El semigrupo Ti (t) es positivamente invariante. Es decir,

Ti(t)xt e xt, Vt ~ O.

Más aún, si <Pi > °y Ui(t, x) = [Ti (t)<p](x) , entonces Ui(t, x) > °para todo t > °y
x E n en el caso de condiciones de frontera tipo Neumann o Robin y para t > °y
x E n en el caso de condiciones de frontera tipo Dirichlet, además para este último

caso ~~(t,x) < °para todo (t,x) E (0,00) x ano

Demostración.- Notemos que el operador A? = dí'~' es uniformemente parabólico.
Sea <Pi ~ °y u(t, x) = [Ti (t)<p] (x).

Condiciones de frontera de tipo Dirichlet Razonemos por reducción al absurdo,
y supongamos que existe q = (t*, x*) E (0,00) x n tal que u(q) < O. Elijamos
T > t* y sea p = (t, x) el punto donde u alcanza su mínimo sobre [0, T] x 'O,
claramente p E (O, T] x n y u(p) < 0, de donde por el principio del máximo
fuerte se tiene que u(t,x) = u(p) para todo (t,x) E [O,T] x n, en particular,
u(O, x) = u(p), pero '11.(0, x) = <Pi, lo cual es una una contradicción.
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Condiciones de frontera de tipo Robin Nuevamente si suponemos por el absurdo
que u(q) < °para algún q = (t*, x*) E (O, 00) x O, se tiene imitando el razona­
miento anterior que x E 00 Y u(t, x) > u(p), para todo (t, x) E (O, T) x O, donde
p = (t, x) es el punto donde u alcanza su mínimo sobre [0, T] x O. Consideremos
ahora los siguientes casos: (i) t < T. Entonces p E (O, T) x 00, de donde por la

Proposición 1.19 ~~ (p) < 0, lo cual contradice las condiciones de frontera.

(ii) t = T. Entonces ~u (p) ::; 0, lo cual nuevamente contradice las condiciones de
ufl

frontera.

Condiciones de frontera de tipo N eumann Supongamos que ePi (x) > °para algún
x E O. Sea v solución de la ecuación con condiciones de frontera tipo Robin y
w = v-u. Entonces w satisface el siguiente sistema:

ow7!it = dii:lw(t, x), t > 0, x E O

ow
---;:}(t, x) +v(t, :r) = 0, t > 0, x E 00
u17

w(x, O) = O,X E O

(1.24)

Veamos que w(t,x) ::; °para (t,x) E [0,+00) x O. Supongamos por el absurdo
que w(q) > °para algún q E (O, +00) x O. Sea T > °tal que q E [0, T] x O
y p = (t, x) el punto donde w alcanza el máximo sobre [0, T] x O. Claramente
w(p) > °y t > O. Además x E 00, en efecto; si x E O, entonces p E (O, T] x O, así
por el principio del máximo fuerte w(t, x) = w(p) para todo (t,x) E [O,T) x O, en
particular w(x, O) = w(p) > 0, lo cual es una contradicción. Así, p E (O, T] x 00,
ya que v(p) > 0,

ow
se tiene que ---;:} (p) ::; 0, lo cual contradice las condiciones de frontera, así

u17
w(t, .T) ::; 0, es decir, v(t, x)-u(t, x) ::; 0, de donde por ser v solución del problema
con condiciones de frontera tipo Robin se sigue que u(t, x) 2: 0, tal y como se
queria mostrar. Así, en este caso u(t,x) 2: 0, para todo (t,x) E [0,+00) x 0.1

§ 1.3.2 Existencia y Unicidad

En esta subsección retornaremos al sistema de reacción-difusión (1.17) con la finalidad
de establecer condiciones suficientes para que las soluciones de dicho sistema existan y
permanezcan en cierto subconjunto cerrado y convexo XA de X.
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34 Capítulo 1. Marco Teórico

Sea A un subconjunto no vacio, convexo y cerrado de ll~n y

X A = {cjJ E X: cjJ(x) E A, 'ix E O}.

En el caso de condiciones de frontera del tipo Dirichlet XA i= (/) si y sólo si O E A.

Condiciones suficientes para que X A sea positivamente invariante con respecto al
semiflujo generado por (1.17) son dadas a continuación:

1) La condición de Nagumo para que A sea positivamente invariante respecto de la
ecuación diferencial ordinaria

es:

{

11,'(t) = F(x, 1},(t))

11,(0) = xo, con Xo E A

lim dist(A, v + hF(x, v)) = O 'i (x, v) E O x A.
h-tO h '

(1.25)

2) Que XA sea positivamente invariante respecto al semigrupo lineal T(t), es decir:

El siguiente teorema es demostrado en el libro de Hal L. Smith. [8] p.p. 127.

Teorema 1.21 Supongamos que se cumplen 1) y 2). Entonces'i cjJ E X A , el
sistema (1.17) admite una única solución "mild" no prolongable

u: [O, a) -+ X
11,(t) = 11,(t,cjJ) E XA.

donde a = a(cjJ) ::; +00. Además:

a) 11,(t) es continuamente diferenciable sobre (O, a), 11,(t) E D(A) Y satisface (1.20)
sobre (O, a).

b) tt(t) = [11,(t)](x) es una solución clásica de (1.17)

e) si a(cjJ) < +00, entonces

lIu(t)1I ---t +00, cuando t -+ a donde Ilu(t)11 = sup Ilu(t)llx
tE [0,0-)
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d) si a(cjJ) = +00, VcjJ E XA, entonces <Pt(cjJ) = u(t, cjJ) es un semifiujo sobre XA.

35

e) si B es un subconjunto cerrado y acotado de X A, t > O y

U <pt(B)u(t) = u(t,cjJ) E XA es acotado enXA, entonces <pto(B) tiene clausura
Oststo
compacta en X¡\.

n

Observe que el cono X+ = rr Xi en X es justamente XA con A = JR¡, el conjunto
i=l

de vectores de tamaño n con todas sus componentes no negativas. Esto nos permite
enunciar el siguiente corolario.

Corolario 1.22 Sea A = JR¡ Y supongamos que F : n x JR¡ -+ JRn satisface que

Fi(x, u) 2 O, siempre que (x, u) E n x JR~ y ui = O,

entonces las condiciones 1) y 2) pasan pam XA = X+ y se obtiene el Teorema 1.21.

Demostración.- Por el Corolario 1.20 obtenemos que 2) se cumple.

Sea (x, v) E n x JR¡. Si Vi > O entonces Vi + hF¡(x, V) > O, Vh > O, con
0< h« 1. Si Vi = O, entonces por hipótesis Vi + hF¡(x, v) = hFi(x, v) 2 O, Vh > O.
Así V + hF(x,v) E JR¡ VO < h « 1 y 1) se cumple.1
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§ 1.4 Teoría de Bifurcación

En esta sección resumiremos los resultados básicos que nos permitan demostrar el
Teorema 13.5, p.173 del libro de J. Smoller [18]. Allí este teorema está demostrado
para aplicaciones sobre espacios finitos dimensionales. Utilizando el esquema de esa
prueba daremos la demostración en espacios infinito dimensionales. De hecho es la
forma como lo utilizaremos para la obtención de patrones.

Muchos problemas conllevan a resolver un problema de la forma

f(>", x) = O; (1.26)

donde f es un operador definido de lR x B l en B 2 , con B l y B2 espacios de Banach.
En nuestro caso, dicho operador proviene de un sistema de ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales de tipo elíptico que depende de un parámetro escalar.

Estamos interesados en la estructura del conjunto solución, es decir del conjunto

f-l(O) = {(>.., x) E lR x Bl : f(>",x) = O}. (1.27)

Mas precisamente buscaremos condiciones sobre f que nos permitan determinar cuando
una solución (>"0, xo) de (1.26) pertenece a una curva de soluciones (>.., x(>..)) al menos
localmente, es decir, para 1>" - >"0I << 1 (esto se lee >.. suficientemente cercano a >"0) .
También vamos a indagar sobre cuando (>"0, xo) pertenece a varias curvas de soluciones
(>.., Xl (>")), (>.., X2(>")), ... Esta última pregunta nos lleva naturalmente al concepto de un
punto de bifurcación.

Definición 1.8 Sea (>"0, xo) una solución de (1.26) y r(>") := (>.., x(>..)) una curva
de soluciones de (1.26) definida en un entorno de >"0 con r(>..o) := (>"0, x(>..o)) = (>"0, xo).
Diremos que (>"0, xo) es un punto de bifurcación con respecto a r si toda vecindad del
punto (>"0, xo) en lR x B l contiene soluciones de (1.26) las cuales no están sobre r.
A la.<; soluciones de (1.26) cercanas a (>"0, xo) que no están sobre r se les llaman solu­
ciones de Bifurcación.

Observe que la definición no nos garantiza la existencia de una rama continua de
soluciones de bifurcación que provengan de (>"0, xo). Entonces nos podemos realizar
varias pregunta.<; de interés:

i) Dada una curva r de soluciones de (1.26), ¿ Qué condiciones garantizan que ésta con­
tenga un punto de bifurcación? Obviamente si el teorema de la función implícita
es aplicable en un punto, la bifurcación no puede ocurrir allí.

ii) ¿Cómo es la estructura de f-l(O) cerca de un punto de bifurcación?

iii) Si el conjunto de bifurcación es, digamos, una curva r' ¿ podría ésta ser continuada
en el infinito? ir' contendrá puntos de bifurcación?
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iv) Para problemas en los cuales las soluciones de (1.26) son equilibrios de una ecuación
dada, ¿Se podrá inferir información concerniente a las propiedades de estabilidad
de la solución de bifurcación?

Para nuestro propósito, en esta sección, atacaremos sólo el problema de encontrar
puntos de bifurcación. Todos los problemas mencionados anteriormente están muy bien
discutidos en el libro de Joel Smoller, [18], Capítulo 13.

§ 1.4.1 Teorema de la Función Implícita.

Sean X Y Y espacios de Banach, B(X, Y) denota el conjunto de los operadores lineales
y acotados de X en Y, y sea f E C(O, Y), donde °es un abierto en X.

Definición 1.9 Diremos que f es Fréchet diferenciable en el punto a E 0, si existe
un operador T E B(X, Y) tal que

11 f(a +0- f(a) - T· e11= 0(11 e11) cuando 11 e11-+ o.
El operador T es llamado la derivada de Fréchet de f en a.

Ahora vamos a introducir la notación necesaria para la derivada de funciones
definidas sobre espacios productos. Sean Bl, B2 y B3 espacios de Banach y sea V un
conjunto abierto en el espacio producto B l x B2 . Sea f : V -+ B3 , y 'u = (u!, U2) E V,
definimos la sección transversal, VI = {Xl E B l : (Xl,11,2) E V}.

Diremos que f es diferenciable con respecto a la variable Xl en el punto (UI, 11,2), si
la función

es diferenciable en el punto Ul. Cuando esto ocurra, escribiremos dgu1 = Dd(Ul, U2),
donde dgu1 es un operador lineal del espacio VI en el espacio B3 . Diremos que f es
diferenciable con respecto a Xl sobre V, si esta es diferenciable con respecto a Xl en cada
punto u E V. De manera similar se define la derivada de f con respecto a la segunda
variable.

Por supuesto, las propiedades usuales para derivadas parciales ocurren en este con­
texto general. En particular, si f es diferenciable en el punto u = (u!, U2) E V, entonces
fes diferenciable con respecto a las variables Xl y X2 en u, Ypara todo (6,6) E B l x B2,
se tiene que

Más aún, el operador

D; V -+ B3

(Xl, X2) f-+ (Dlf(xl, X2), D2f(xl, X2))
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pertenece al espacio C(U, B(Ul, B 3 ) X B(U2, B 3 »· Finalmente, si f E C(U, B 3 ) y f
es continuamente diferenciable con respecto a ambas variables, es decir, DI f : U -+
B(UI, B 3 ) y D2f : U -+ B(U2, B 3 ) son continuas, entonces f E CI(U, B 3 ). ver el libro
de Joel Smoller, [18], pág. 170.

Teorema 1.23 (Robert C. Mcowen, [16] pág. 240) (Teorema de la Función
Implícita en espacios de Banach)
Sea f E C(U, B) donde U es un conjunto abierto en A x Bl, y A, B I son espacios de
Banach. Asuma que f(AO, UD) = O para algún (AO' UD) E U y que f es continuamente
diferenciable en la segunda variable en una vecindad de (AO, UD).

Si el operador D2f(AO' uo) es un isomorfismo, entonces existe una función continua
u = U(A) definida en una vecindad N>.o de AO, tal que U(AO) = Uo, y f(A, U(A» == O en
N>.o' Esas son las únicas soluciones de f(A, u) = Oen N>.o' Finalmente, si fE Ck(U, B),
entonces u E Ck(N).o' B).

§ 1.4.2 Bifurcación de un Autovalor Simple para Operadores en Es­
pacios de Banach

De acuerdo al teorema anterior, podemos esperar que ocurra una bifurcación en (AO, UD)
si D2f(AO, UD) es singular. Sin embargo, sí D2f(AO, UD) es singular, no necesariamente
(AO' UD) es un punto de bifurcación. Para aclarar mejor estas ideas consideremos los
siguientes ejemplos.

Ejemplo 1.1 Sea F : JR x IR. -+ JR definida por F( A, x) = A - x3 . Es obvio que

F(O,O) = OY ~~ (0,0) = O. Sin embargo,

3 3~
F(A, x) = °~ A - x = O~ x = VA.

Es decir, la ecuación F(A, x) = °determina de manera única a x como función de A.

Observe que ~~ no cambia de signo en el punto (O, O). Por lo tanto el punto (O, O) no

es un punto de bifurcación.

Ejemplo 1.2 Consideremos

G:JRxR-+JR
G(A,X) = A - x 2

•

Entonces, G(O, O) = O Y ~~ (O, O) = °E B(JR, JR) no es invertible y

G(A,X) = O~ A - x 2 = O~ x = ±~.
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Es decir, el (O, O) es un punto de bifurcación. Notemos que %~ cambia de signo en el

punto (O, O).

El siguiente resultado no es más que un Teorema de Bifurcación en Espacios de
Banach y es de vital importancia para demostrar la aparición de patrones en sistemas
bidimensionales de reacción-difusión. Antes de probar este teorema, vamos a demostrar
un Lema auxiliar el cual es muy útil cuando estamos trabajando en espacios de Banach.

Definición 1.10 Sea G e X un subespacio cerrado de un espacio de Banach X.
Se dice que un subespacio Z de X es un suplementario topológico de G si:

i) Z es cerrado

ii) G n Z = {O} Y G + Z = X

En este caso todo x E X se escribe de forma única x = y + z con y E G Y z E Z.

Lema 1.24 (ver Brézis [3], pág. 21-22) Todo subespacio G e X de dimensión
finita admite un suplementario topológico.

Demostración.- Sea el, e2, ... , en una base de G. Entonces todo y E G se representa
de la siguiente forma y = I::~1 Yiei. Definamos un funcional lineal y continuo de la
siguiente manera

l.fJi:G----+~, l.fJi(Y)=Yi, i=l, ... ,n.

Es claro que l.fJi E G' (el espacio dual de G) y además

Ill.fJillG' = sup I<Pi(Y) 1= sup I<Pi(Y) I .
yEG, IIyl19 yEG, lIyll=l

Definamos ahora

p: X ----+~, p(x) = Ill.fJillG' -lI x ll·
Es fácil verificar que

i) p(x) 2: 0, V x E X.

ii) 'í/ x, y E X se tiene que p(x + y) S p(x) + p(y).

iii) para a > O y x E X se tiene que p(ax) = ap(x).

iv) l.fJi(X) S p(x), 'í/x E G.

Entonces por el teorema de Hahn-Banach, existe un funcional lineal 'Pi : X ----+ ~ que
extiende a <Pi, es decir

l.fJí(Y) = 'Pi(Y), 'í/ Y E G Y 'Pi(X) S p(x), 'í/ x E X.
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Además
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11<Pillxl = SUp I ii(Y) I z SUp I ii(Y) 1= SUp I !Pi (y) 1= lI!pillGI
yEX, lIyll=l yEG, lIyll=l yEG, lIyll=I

y

lIiillx 1 = SUp 1<Pi(y) 1::; SUp p(y) = SUp II!piIlG' 'IIX II = II!piIIG"
yEX, lIyll=l yEX, lIyll=l yEX, lIyll=I

Por lo tanto ii es acotado y Iliillx' = lI!piIlG'.
Mostremos ahora que Z = n?=l (<Pi)-I (O) es un suplementario topológico de G.

Como (ii)-l(O) = {x E X : ii(X) = O} = N(id, entonces Z es cerrado. Si
x E G n Z, entonces O = ii(X) = !pi(X) = xi, V i = 1, o •• , n y por tanto x = O. Por
último si x E X, entonces x = y + z con y E G Y z E Z, donde

n

y = L ii(x)ei
i=I

n

y Z = x - L ii(x)ei E Z .•
i=l

11

Teorema 1.25 (B~furcaciónde un Autovalor Simple para Operadores en Espacios

de Banach. J. Smoller [18J, pág. 173.)
Sea f E C2(R x X, Y), donde X y Y son espacios de Banach. Y sean Lo = D2f(Ao, O)
y L 1 = D I D2f(Ao, O). Supongamos que

i) f(A, O) == O, VA E R

ii) El núcleo de Lo (N(Lo))es 'uni-dimensional, generado por uo.

iii) El rango de Lo (R(Lo)) tiene co-dimensión 1, es decir, dim[YjR(Lo)] = 1

iv) LIUo ti. R(Lo).

Sea Z cualquier' subespacio cerrado de X tal que X = Span{uo}EBZ, es decir, cualquier
x E X se puede escribir de manera única como x = auo + z, donde a E IR, Y z E Z.
Entonces existe un eS > O y una función continuamente diferenciable (>.., 4» : (-J, J) ---t

R x Z tal que

1) A(O) = AO

2) 4>(0) = O

3) f(A(8),8' (uo + cjJ(s))) = O, para Isl < J.

Más aún, existe una vecindad de (Ao, O) tal que cualquier solución de f(A, x) = O
pertenece al graf[(A, cjJ)] o es de la forma (A, O.).

Demostración.- Definamos la siguiente aplicación
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r : R x X -+ Y, dada por
r(A,u) = f(A,U) - Lou - (A - Ao)L1 u.

Es claro que r E C2 (lR. X X, Y) y satisface

a) r(A, O) == O. Esto se deduce inmediatamente a partir de la definición de r y el hecho
de que f(A,O) == O,VA E R

b) D2r(Ao, O) = O. Basta recordar que por hipótesis Lo = Dzf(AO, O), por lo tanto

Ilr(Ao, e) - r(Ao, 0)11 = Ilf(Ao, e) - f(AO, O) - Loell = o(llell) cuando Ilell -+ O.

e) D1D2r(Ao, O) = O. Basta recordar que por hipótesis L1 = D1 Dzf(AO, O). Y como

entonces D1 D2r(Ao, O) = D1 D2 f(AO, O) - L1 = O.

d) Sea M > Osi lA - Aol -s. M, entonces, Ilr(A, u) 1I = o(llull). Basta observar que

IIr(A, u) - r(A, O) - D2r(A, O)ull = o(lIull) cuando lIull -+ O. (1.28)

lim II D2r (Ao + (A - AO), O) - D2r(Ao, 0)11 = D1D
2
r(Ao, O) = O. (1.29)

1>'->'01---+0 lA - Aol

Así, dado E> O, de (1.28) existe JI > O tal que si Ilull < JI entonces

Ilr(A, u)11 E

Ilull < "2 + II D2r (A, 0)11·

Luego de (1.29), existe 152 > O tal que si lA - Aol < 152 , entonces

E

IID2 r(A,0)11 < 21\,fIA - Aol

Así de (1.30) y (1.31) existe 15 > O tal que si lIull + lA - Aol < 15 entonces

Ilr(A, 11,)11 E E E

lIull < "2 + IID2r(A, 0)11 < "2 + 2)\;[ lA - Aol < E.

Lo cual concluye la prueba.

Entonces podemos reescribir f de la siguiente forma

f(A, u) = Lou + (A - Ao)L1u + r(A, u).

Además

Dzf(A, O) = Lo + (A - Ao)L1+ D2r(A, O)

(1.30)

(1.31 )

(1.32)
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Como N(Lo) es un subespacio cerrado de X y la dim(N(Lo)) = 1 entonces por el
Lema 1.24, N(Lo) admite un suplementario topológico Z, es decir, existe un subespacio
cerrado Z de X tal que X = N(Lo) E9 Z.

La idea ahora es introducir una función auxiliar y un nuevo parámetro s de modo
que podamos aplicar inmediatamente el teorema de la función implícita en un espacio
adecuado. Definamos una función auxiliar F : lR x lR x Z -----7 y como sigue

{

f(A,S-(UO+z)) . -1-0
, SI S-r-

F(s, A, z) = s

D2 f(A, O)(uo + z), si s = O

Mostremos que F es continua. Sea (s, A, z) E lR x lR x X_ Si s f O, entonces

F(
, )_f(A,S'(UO+ z ))

S,A,Z -
s

y es claro que F es continua en (s, A, z). Si s = O, de la parte a) se sigue que

l
·r(A,s-(uo+z))
nn --'---'-----'----'-'--

s-tO s
1
- r(A, s- (uo + z))(uo + z) - r(A, O)(uo + z)1m --'------'----'---'----'---'---'-:.....:-----'-

s-to S - (uo + z)
D2r(A,0)(UO+z). (1.33)

Así, de (1.32) y (1.33) se obtiene

( ) 1
- f(A,S-(UO+z))

lim F s, A, z = 1m --'----'-----'-
(S,A,Z)-t(O,A,Z) s-tO S

. r(>., S· (UO + z))
Lo(uo + z) + (A - Ao)L1 (uo + z) + hm --'--'---'-------'~

.9-tO s
Lo(uo + z) + (A - Ao)L1(uo + z) + D2r(A, 0)(Uo, z)

D2f(A,O)(UO + z).

Lo cual concluye la demostración de la continuidad.
Además F(O, Ao, O) = D2f(AO, 0)(Uo + z) = Louo = O. Sea r > O, entonces F es

diferenciable con respecto a A, \::I(s, A, z) E .!Br(O, AO, O) e lRxlRxZ, es decir, probaremos
que \::I(s, A, z) E .!Br(O, Aa, O) existe D2F(s,A,Z) E B(lR, Y) tal que

IIF(s, A + :\, z) - F(s, A, z) - D2 F(s,A,z):\11 = 0(11:\11) cuando 11:\11 -----7 O.

En efecto, definamos D2F(s,A,Z) : lR -----7 Y como sigue

{

L ( )
, DIT(A, s . (uo + z)):\ . _1-

~ 1 Uo + z A + , SI S -r O
D2F(s,A,Z)A = s

L1 (UO + Z)A + D2Dlr(A, O)(UO + Z)A, si s = O

I
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Del hecho que

l
. D1r(A,8'(UO+Z))1m ------'----'--------'--'-

s-+o 8
l
. D1r(A,8' (uo + z))(uo + z) - D1r(A, O)(uo + z)1m ---'-----'---------'--------'-----'-'----'-

s-+O 8 . (uo + z)
D2 D] r(A, O)(uo + z)

43

se desprende que D2F(s,>..,z) es acotado. Además dado (8,A,Z) E Iffi-r(O, AO,O) con 8 o/: °
se tiene que

IIF(8, A+ X, z) - F(8, A, z) - D2 F(s,>..,z)XII =

IIL ( ), r(A+X,8'(UO+Z)) r(A,8'(UO+Z)) D D '11_
1 Uo + z /\ + - - 2 r ,(s>" z) /\ -

S 8 ' ,

f(A + X, 8' (uo + z)) _ r(A,8' (uo + z)) _ D1r(A, 8' (uo + z))>: 11 = o(IIXII),
8 s S

cuandoll>:1I -+ O. Si s = 0, entonces

IIF(O, A+ X, z) - F(O, A, z) - D2F(0,>..,z)XII =
IID2 f(A + X, O)(uo + z) - D2f(A, 0)(Uo + z) - L1(uo + z) + D2D]r(A, 0)(Uo + z)XII =
IID2r(A + X, O)(uo + z) - D2r(A, O)(uo + z) - D2 D]r(A, O)(uo + z)XII = o(IIXII),

cuando IIXII -+ O. Lo cual concluye la demostración de la diferenciabilidad con
respecto a A.

Probemos ahora que F es diferenciable con respecto a z, V(8, A, z) E Iffir(O, AO, O), es
decir, probaremos que V(8, A, z) E Iffir(O, AO, O) existe D3F(s,>..,z) E B(Z, Y) tal que

IIF(8, A, z + e) - F(8, A, z) - D3 F(s,>.,z) II = o(lIell) cuando lIell -+ O.

Definamos D3F(s,>..,z) : Z -+ Y como sigue

Es claro que D3F(s,>.,z) es acotado. Además dado (8, A, z) E IffiAO, AO, O) con 8 o/: °se
tiene que

IIF(8, ..\., Z+ O - F(8, A, z) - D3F(s,>..,z) 11 =

Ilr(A,s'(U:+z+ e)) _ r(A,s'~UO+z)) -D2r(A'8'(UO+z))ell =0(1I~1I)
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cuando 11.;-11 -+ O. Si s = O, entonces

IIF(s, A, Z + .;-) - F( s, A, z) - D3F(s,A,z) 11 =

IID2r(A, O)('Uo + Z + 0- D2r(A, O)('Uo + z) - D2r(A, 0»).;-11 = 0(11';-\1),

cuando 11.;-11 -+ O.
Así F es diferenciable con respecto a la variable (A,Z) V(S,A,Z) E lffir(O,AO,O) e

IR x IR x Z. Además, se verifica

y es acotado en una vecindad de (O, AO, O).
Consideremos ahora el operador T : IR x Z -+ Y definido como sigue

Es claro que T es una transformación lineal y acotada. Como IR x Z es un espa­
cio cerrado entonces T es cerrado. Por otra parte se tiene que TeX,';-) = O si y
solo si Lo';- = "XLI UO' Pero L1 'Uo ti- R(Lo), entonces necesariamente debe ocurrir que
T("X,';-) = O{::} ("X,';-) = (O, O). Así N(T) = O Y por tanto T es un operador inyectivo.

Dado y E Y, si y E R(Lo), entonces existe (0,';-) E IR x Z, tal que T(O,';-) = y. Si
Y ti- R(Lo), entonces consideramos el elemento y + R(Lo) del espacio cociente Y j R(Lo).
Como dim[YjR(Lo)] = 1 entonces ::JyO ti- R(Lo) tal que

>'YO + R(Lo) = Y + R(Lo) {::} Y - >'YO E R(Lo) {::} Y = Lo';- + >'yo.

Como dim[YjR(Lo)] = 1, entonces Span{yo + R(Lo)} = Span{L1 'Uo + R(Lo)}. Por lo
tanto existe ("X,';-) E IR x Z, tal que y = Lo';- + "XLI 'UO. Lo cual a su vez implica que T
es un operador sobreyectivo.

Así hemos probado que el operador T es invertible y como consecuencia del teorema
de la inversa acotada obtenemos que T- 1 es una transformación lineal acotada; es decir,
existe una constante k > O tal que

kll ("X, .;-) 1I ~ IIT("X,';-) 11, V("X,';-) E IR x Z. (1.34)

Luego aplicando el Teorema de la Función Implícita, obtenemos que existe 8 > Oy una
función continuamente diferenciable (.\, <p) (s) = (A(s), <p(s» : (-8, 8) -+ IR x Z tal que

1) (A(O), <p(0» = (AO, O)

2) F(O, A(S), <p(s» = O, para Isl < 8 {::} ¡(A(S), S· ('Uo + <p(s)) = O para Isl < 8.
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Mostremos ahora que existe una vecindad del punto (Ao, O) de modo que si la ecuación
¡(A, x) = °tiene solución, entonces dicha solución es de la forma (A, cjY) o (A, O).

Observemos en primer lugar que para todo E E (0,1) existe una vecindad N de (Ao, O)
con la propiedad que toda solución (A, u) == (A, sUo +w) de la ecuación f (A, :¡;) = 0, con
w E Z, en la vecindad N satisface el siguiente estimado

Ilwll < 21s1E, si Isl + lA - Aol « 1.

En efecto, sea °< E < 1 y (A, u) == (A, sUo + w) E IR. x X, con w E Z. De (1.34) se
tiene que existe k > °tal que si

Low + (A - Ao)L1Uo = v, entonces Ilwll + lA - Aol < kllvll·

Del item d), V E > 0, :3 6 > °tal que

(1.35)

si ¡Iwll + Isl + lA - Aol < 6, entonces Ilr(A, sUo + w)11 < E· (lIwll + Isl)· (1.36)

Del hecho que ¡(A, sUo + w) = °se obtiene que

Luego por (1.35) y (1.36), concluimos que

IIwll + IsllA - Aol :S k[lA - AoIIIL11l1lwllJ + E· (lsl + Ilwll)·

Entonces dado °< E < 1,

De la estimación anterior se sigue que: si s = 0, entonces w = O. Por lo tanto,
u = sUo + w = 0, lo cual implica que u es una solución de la ecuación f(A, u) = °de la
forma (A, O).

Si tI, # 0, entonces s # °y u = S· (uo + s-lw), luego F(s, A, s-lw) = O. Así por la
unicidad del Teorema de la Función Implícita, si E << 1, entonces

(s, A, S-l W ) = (s, A(s), cjY(s)).

Por lo tanto A = A(s) y w = scjY(s); y por ende u = sUo + w = suo + scjJ(s). •

www.bdigital.ula.ve

Atribución - No Comercial - Compartir Igual 3.0 Venezuela (CC BY - NC - SA 3.0 VE )



46 Capítulo 1. Marco Teórico

www.bdigital.ula.ve

Atribución - No Comercial - Compartir Igual 3.0 Venezuela (CC BY - NC - SA 3.0 VE )



Capítulo 2

Formación de Patrones para Sistemas de
Reacción-Difusión

En este capítulo introduciremos las definiciones de Inestabilidad y Bifurcación de Tu­
ring para sistemas de reacción-difusión. Obtendremos condiciones suficientes para que
en sistemas bidimensionales y tridimensionales de reacción-difusión ocurra la Inestabi­
lidad de Turing, es importante notar que este concepto esta ligado a la Excitabilidad
de la matriz jacobiana del término de reacción del sistema.

Haciendo uso del teorema 1.25, daremos condiciones suficientes, para que, en sis­
temas bidimensionales de reacción-difusión, ocurra una Bifurcación de Turing, la cual
dará origen a la aparición de patrones, es decir, aparecerá una familia uniparamétrica
de soluciones del sistema elíptico. Finalmente analizaremos la posibilidad de que
ocurra una inestabilidad de Turing en algunos sistemas particulares bidimensionales
de reacción-difusión.

La siguiente sección esta basada en los artículos de G. W. Cross [4] y Karl P. Hadeler
[7] pago 96. En ella introduciremos algunas definiciones y resultados preliminares.

§ 2.1 Matrices Excitables

§ 2.1.1 Definiciones

Sea A una matriz real n x n y D := diag[d1 , d2 , ... , dn ] una matriz diagonal real.

Definición 2.1 .

i) Diremos que H > 0, si H es una matriz real simétrica definida positiva.

ii) Diremos que H 2 0, si H es una matriz real simétrica semidefinida positiva.

Definición 2.2 .

i) Diremos que A es una matriz estable si todos sus autovalores tienen parte real neg­
ativa.

ii) Diremos que A es una matriz semiestable si todos sus autovalores tienen parte real
no positiva.

47
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Definición 2.3 .

Capítulo 2. Formación de Patrones

i) Diremos que A es una matriz fuertemente estable si VD::::: 0, se tiene que A - D es
estable.

ii) Diremos que A es una matriz excitable (con respecto a la difusión), si A es estable
pero no es fuertemente estable.

Observación 2.1 Es claro que una matriz fuertemente estable, es también una
matriz estable. Además, dada una matriz A excitable, podemos escoger D de tal forma
que A - D es inestable.

§ 2.1.2 Condiciones Necesarias para Matrices Fuertemente Estables.

En esta subsección concluiremos que si A es fuertemente estable, entonces A E prt,
donde p¡t := {A E Mnxn(J~) : todos los menores principales signados de A
son no negativos, con al menos uno de cada orden positivo}.

Para cualquier subconjunto 1 ::; i 1 < iz < '0' < ij ::; n de N, la submatriz principal de
orden j, A i l,i2,ooo,ij de A se obtiene al omitir todas las filas y columnas excepto aquellas
con indices Ít, i z, ... , ij. El correspondiente menor principal es:

Los menores Mi son simplemente aii.

Definición 2.4 Los menores principales signados de A son las cantidades
(-l)j . M·· .

'tI ,'l2,···,l,j·

El polinomio característico de A es

donde
Cj =

es decir, Cj es la suma de todos los menores principales signados de orden j.

Ejjeuoplo 2.1 Sea
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Matrices Excitables 49

Así, Al = 0,11; A 2 = 0,22, son las submatrices de orden 1 y A 12 = A, es la submatriz
de orden 2.
Los correspondientes menores principales de orden 1 son: MI = an Y Jvh = 0,22. El
correspondiente menor principal de orden 2 es:

A.f12 = det(A) = an . 0,22 - 0,12' 0,21·

Los correspondientes menores principales signados de orden 1 y 2 son respectivamente:

El polinomio característico de A viene dado por:

PA(.'\') = det(-XI - A) = -X2 + cl-X + C2, donde

Cl = -(MI + Jvh) = -(0,11 + 0,22) = -tr(A) y C2 = M 12 = det(A).

Así concluimos que:

PA(.'\') = det(-XI - A) = -X2 - tr(A)-X + det(A)

Ejenaplo 2.2 Sea

Así, Al = 0,11; A2 = 0,22; A3 = 0,33, son las submatrices de A de orden 1.

A
(

0,11
12 =

0,21
0,12 ). A _ ( 0,11, 13-
a22 0,31

son las submatrices de A de orden 2 y AI23 = A es la submatriz de A de orden 3.

Los correspondientes menores principales de orden 1 son:

Los correspondientes menores principales de orden 2 son:

M 12 = det(A12) = 0,11 . 0,22 - 0,12 . 0,21

M 13 = det(A13 ) = 0,11 . 0,33 - 0,13 . 0,31

1\1123 = det(A23) = 0,22' 0,33 - 0,23' 0,32·
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El correspondiente menor principal de orden 3 es:

det(A)

Capítulo 2. Formación de Patrones

a11 . a22 . a33 + a12 . a31 . a23 + a13 . a21 . a32

-a11 . a32 . a23 - a12 . a21 . a33 - a13 . a31 . a22

= a11' J\¡h3 + a12 . a31 . a23 + a13 . a21 . a32 - a12 . a21 . a33 - a13 . a31 . a22·

Los menores principales signados de orden 1 son: -MI = -0,11, -M2 = -0,22,

- M 3 = -a33'

Los de orden 2 son: M 12 , M 13, 1\123; y el de orden 3 es -M123 = - det(A).

El polinomio característico de A viene dado por
PA(.A) = det(>"I - A) = >..3 + q>..2 + C2>" + C3 donde,

q -(MI + M2 + M3)

-(a11 + a22 + a33)

-Tr(A)

y c3=-M123=-det(A).

Teorema 2.1 Si A es fuertemente estable} entonces todas las submatríces de A son
fuertemente semiestables.

Demostración.- Por reducción al absurdo. Supongamos que existe una submatriz
principal A i1 ,iz, ... ,ij con j < n tal que Ai1,iz, ... ,ij no es fuertemente semiestable. Entonces
existe una matriz diagonal Do = diag[d¡,d2 , •.. ,dn ] 2: O tal que (A - DO)il,iz, ... ,ij no es
Semiestable, es decir, (A - DO)il,iz, ... ,ij tiene un autovalor >"0 con JRea(>..o) > O.

Sea D la matriz diagonal formada por ceros en las posiciones de la diagonal i1, i2, ... , ij
Y d en el resto. Es decir,
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1 d O O

O O O

Zl O O O
i 1 + 1 O O d O O

O O O O

Z2 O O O =D
i2 + 1 O O d O O

O O
Z· O O O O OJ

ij + 1 O O d O O

O O

n O O d

Observe que

51

det(.\I - A + Do + D) det(.\I - (A - Do - D))
n-j
¿Pk(.\)dk
k=O

donde, Pd.\) son polinomios en .\ y Pn - j (.\) = det[(.\I - A + DO)i],i2, ... ,iJ

Sea C un círculo en el semiplano positivo, con centro en .\0 y que no hayan más
ceros de Pn - j (.\) en C. Como se muestra en la siguiente figura.

y

x

Tomando M k = max{IPk (.\) I : .\ E C}, para k = O, ... , n - j - 1 y
mn-j = min{lPn-j(.\)1 : .\ E C},
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tenemos que

Capítulo 2. Formación de Patrones

Así para d suficientemente grande obtenemos que

n-j

IL Pk(A)dk - Pn-j(A)~-jl
k=O

n-j-l

I L Pk(A)dk
¡

k=O
n-j-l

< L IPk(A)ldk

k=O
n-j-l

< L Mkdk

k=O
< mn-j~-j

< IPn-j~-jl sobre C.

En consecuencia por el Teorema de Rouché's obtenemos que

n-j
det(AI - A + Do + D) = L Pk(A)dk

k=O

tiene una raíz dentro de e, lo cual contradice el hecho de que A es una matriz fuerte­
mente estable.1

Definición 2.5

P:= {A E Mnxn(JR) : todos los menores principales signados de A son positivos} y

pit := {A E Mnxn(IR) : todos los menores principales signados de A son no negativos,
con al menos uno de cada orden positivo}

Corolario 2.2 Si A es una matr-iz juer-temente estable, entonces A E pit
Demostración.-

Como la matriz A es fuertemente estable, entonces por el Teorema 2.1 cualquier sub­
matriz principal Ai ] ,i2, ... ,ij es semiestable. Como el

j

det(A-· .) - Il A·1.1,'t2, ... ,'tj - 't

i=l

1.,.,..·
~Ml
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donde, Ai i = 1, ...,j son los autovalores de la matriz Ai1,iz, ... ,ij y los autovalores com­
plejos ocurren en pares conjugados, entonces

(-l)j . Mí¡,íz, ... ,ij 2: 0, Vj = 1, ... , n

Además, por hipótesis y la Observación 2.1 tenemos que la matriz A es estable, Así
todas las raíces del polinomio característico de A

donde

Cj =

tienen parte real negativa y por tanto, Pn(A) es un polinomio de Hurwitz,
luego Cj > 0, Vj = 1, ... , n, lo cual implica que, al menos un menor principal de cada
orden es positivo.•

Proposición 2.3 Si A E P o A E p¡t, entonces lo mismo ocurre para
A-D,VD2:0.

Demostración.-
Sea D 2: 0, si A E p¡t, entonces para cualquier subconjunto de indices
1 ~ il < i2 < ... < ij ~ n, se tiene que

es una combinación lineal no negativa de los menores principales signados
(-l)j· Mi1,íz, ... ,ij de Ai1,iz, ... ,ij' los cuales tienen como coeficiente 1. Por lo tanto,

(-l)j ·det[(A-D)i),i2, ... ,ij] 2: (-l)j . Mi1,iz, ... ,ij 2: O.

Así (A - D) E Po+.1

Observación 2.2 De la proposición anterior obtenemos que VD 2: °si A E Po+ entonces
det(A - D) 1= 0, lo cual implica que A - D es una matriz invertible. Como los auto-­
valores de A - D son funciones continuas de D y se presentan en pares conjugados,
entonces una matriz estable A E Po+ es fuertemente estable si y sólo sí, VD 2: 0, la
matriz A - D no tiene un autovalor puro imaginario.
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54 Capítulo 2. Formación de Patrones

§ 2.1.3 Condiciones Necesarias y Suficientes Para Matrices Fuerte­
mente Estables de Tamaño 2 x 2 y 3 x 3.

En esta subsección estableceremos condiciones necesarias y suficientes para que matri­
ces de orden 2 y 3 sean excitables, este resultado es de vital importancia para lo que
sigue de este capítulo, más específicamente, nos dotará de una herramienta fundamental
para decidir cuando en un sistema bidimensional o tridimensional de reacción-difusión
ocurre la inestabilidad de Turing.

Sea A E .Nhx2(~) entonces

Lema 2.4 A es fuertemente estable si, y sólo si, A E Po+, esto es equivalente a que
se cumplan las siguientes condiciones:

Tr(A) = an + a22 < O

det(A) = an . a22 - al2 . a21 > O

an ~ O Y a22 < O.

(2.1)

(2.2)

(2.3)

Demostración.- Supongamos que la matriz A E P:, es decir, se cumplen las
condiciones (2.1), (2.2) Y (2.3), Y consideremos una matriz D = diag[d}, d2] 2': O. Así

El polinomio característico asociado a A - D es de la forma

det(AI - (A - D))

A2 + CjA + c2, donde

cj -(Tr(A) - Tr(D))

-Tr(A) +Tr(D)

CI + Tr(D) > O y

c2= det(A) + 0ó12 = C2 + 0ó12 > O, con 0ó12 = -an . d2 - a22 . dI + dI . d2 2': O.
Ver Ejemplo 2.1.
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Así, los coeficientes del polinomio cuadrático PA-D(.'\') son positivos y por tanto
PA-D(.'\') es un polinomio de Hurwitz, concluimos entonces que A - D es estable. Ver
las notas de Marcos Lizana en [10], cap. 5, pág. 88.
La otra implicación de la demostración se obtiene directamente del Corolario 2.2.1

Corolario 2.5 A es e.Tcitable si, y sólo si, se cumplen las condiciones:

1. Tr(A) = au + a22 < O,

2. det(A) = an . a22 - a12 . a21 > O y

3. au > O Ó a22 > O

Demostración.- Es inmediata a partir del lema 2.4.•

Observación 2.3 Del Corolario 2.5 concluimos que sólo hay cuatro posibles arre­
glos de signos para que matrices de tamaño 2 x 2 sean Excitables:

Porque si au > O, entonces del item 1. obtenemos que O < au < -a22 Y por tanto
a22 < O. Lo cual implica que au . a22 < O, entonces del item 2. concluimos que a12 Y
a21 deben tener signos opuestos.
Análogamente si a22 > O entonces au < O y, tanto a12 como a21, deben tener signos
opuestos.

Más adelante, en la subsección § 2.2.1 la observación anterior nos permitirá obtener
una caracterización para conocer todos los posibles casos en los que, puede ocurrir la
inestabilidad de Turing, para un sistema bidimensional de reacción-difusión.

Vamos a probar ahora un resultado análogo para matrices de tamaño 3 x 3.
Sea A E M 3x3 (1Ft) entonces

a12 a13)
a22 a23

a32 a33
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Lema 2.6 A es fuertemente estable si, y sólo si, A E Pd y A es estable, esto es
equivalente, observando el Ejemplo 2.2 y el criterio de Routh-Hurwitz, a q'ue se cumplan
las sig'uientes condiciones:

Tr(A) = 0,11 + 0,22 + 0,33 < O (2.4)

det(A) < O (2.5)

CI . C2 - C3 > O (2.6)
an :::; O Y 0,22 :::; O Y 0,33 < O (2.7)

M I2 2: O Y M13 2: O Y M 23 > O. (2.8)

Demostración.- Asumamos que A E Po+ y A es estable, es decir, se cumplen las
condiciones (2.4), ... ,(2.8), y consideremos una matriz D = diag[dI, d2 , d3 ] 2: O. Así

Observe que las condiciones (2.4),(2.5) y (2.6) implican que CI = -Tr(A) > O,
C3 = - det(A) > Oy C2 = MI2 + MI3 + M 23 > O. Ver Ejemplo 2.2.

El polinomio característico asociado a A - D es de la forma

PA-D().) = det().[ - (A - D)) =).3 + ci).2 + C2). + c3 donde,

ci -(Tr-(A) - Tr(D))

-Tr(A) + Tr(D)

CI + Tr(D) > O.

Así

C2 M I2 + M13 + M 23 + CY12 + CY13 + CY23

C2 + CY12 + CYI3 + CY2:3 > O.

y como C3 = -0,11 • M 23 - 0,12' 0,31 . 0,23 - 0,13' 0,21 . 0,32 + 0,12' 0,21 . 0,33 + 0,13' 0,31 • 0,22,

entonces
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y podemos expresar C3como sigue,

Construyendo la matriz de Hurwitz,

H3 = (:O'~ :2 ~)
O C3

57

~2 = (Cl . C2 - C3) + 0,11 . 0,22' d3 + 0,11 . 0,33' d2 +dI' (M12 + M13) + d2 . (Nh2 + M23)

+ d 3 . (M13 + Nh3) + dI . (Lt12 + Lt13) + (d2 + d 3 ) . ( Lt12 + 0<13 + Lt23) - 0,11 . ( Lt12 + Lt13)

- (0,22 + 0,33) . (0<12 + Lt13 + Lt23) > O y

,6.3 = c3·,6.2 > O. Entonces concluimos, por el criterio de Routh-Hurwitz, que A - D
es estable.

La otra implicación de la demostración se obtiene directamente del Corolario 2.2 y
la Observación 2.1.1

Corolario 2.7 A es excitable si, y sólo si, se cumplen las condiciones:

1. Tr-(A) = 0,11 + 0,22 + 0,33 < O

2. det(A) < O

3. CI . C2 - C3 > O y

4. 0,11 > O o 0,22 > O o 0,33 > O o M12 < O o M13 < O o M 23 < O

Demostración.- Es inmediata a partir del Lema 2.6.•

Observación 2.4 En este caso, aún conociendo los signos de la matriz A, debemos
pedir condiciones extras sobre sus coeficientes para que A sea excitable. Por ejemplo si

A=(~; ~)
- + -
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Entonces deben ocurrir las siguientes desigualdades para que la matriz A sea ex­
citable:

ii) -al1 . a33 + a33 . a32 . a23 + a33 . a31 . a13 + a12 . a31 . a23 > a§3 . an - an . a12 . a21

- all . a31 . a13 - a13 . a21 . a32

Por esta razón hemos desarrollado el siguiente algoritmo, el cual nos permitirá de­
cidir si una matriz de orden 3 es excitable o no. La escritura del algoritmo la hemos
realizado en el lenguaje de Matlab.

Programa para Determinar la Excitabilidad de una Matriz de Orden 3

elear all
elc
A = zeros(3, 3);
input('Introdusca la matriz termino a termino');
A(l, 1) = input('Término a(l,l)=');
A(1,2) = input('Término a(1,2)=');
A(1,3) = input('Término a(1,3)=');
A(2, 1) = input('Ténnino a(2,1)=');
A(2,2) = input('Término a(2,2)=');
A(2,3) = input('Término a(2,3)=');
A(3, 1) = input('Término a(3,1)=');
A(3,2) = input('Término a(3,2)=');
A(3,3) = input('Término a(3,3)=');
disp(A);

Comienzo de las condiciones
B1 = A(2, 2) . A(3, 3) - A(3, 2) . A(2, 3);
B2 = A(l, 1) . A(3, 3) - A(3, 1) . A(l, 3);
B3 = A(l, 1) . A(2, 2) - A(2, 1) . A(l, 2);
C1 = -(A(l, 1) + A(2, 2) + A(3, 3));
C2 = B1 + B2 + B3;
C3 = -det(A);
C4 = (C1· C2) - C3;
if(C1 <= 01lC3 <= 01lC4 <= O);

disp('La matriz A no es excitable, por que no es estable');
break;

else
disp('la matriz A es estable');
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if(A(l,l) > 01IA(2, 2) > 0IlA(3, 3) > O);
disp('La matriz A es excitable, por que al menos uno
de los elementos de la diagonal es mayor a cero');
break;

end
if(B1 < 01lB2 < 01lB3 < O);

disp('La matriz A es excitable, por que alguno de los
menores principales de orden dos es menor que cero');
break;

end
disp('la matriz A no es excitable');

end

59

Al igual que en la observación 2.3, el corolario 2.7 nos permitirá obtener una carac­

terización para conocer todos los posibles casos en los que, puede ocurrir la inestabilidad
de Turing, para un sistema tridimensional de reacción-difusión.

§ 2.2 Sistemas de Reacción-Difusión, Inestabilidad de Turing y
Bifurcación Local

Ésta sección está motivada por el artículo, Pattern Formation in a Reaction-Diffusion
Ratio-Dependent Predator-Prey Model, publicado en el año 2004 por Marcos Lizana y
Julio Marín, [11]. Aquí introduciremos las definiciones de inestabilidad y bifurcación
de Turing, además notaremos que, en sistemas bidimensionales de reacción-difusión, la
inestabilidad de Turing es una condición que se requiere para la aparición de patrones
que bifurquen de un equilibrio homogéneo del sistema.

Consideremos el siguiente sistema Parabólico con condiciones de frontera de tipo
Neumann homogéneo

aw
a¡(t,:r) = Dflw(t,:r) + f(w(t, :r», :r E O, t > O

aw
ar¡ (t,:r) = O, :r E aO, t> O.

w(O,:r) = rjJ(x) E L2 (0).

(2.9)

Donde D = diag[d¡, d2 , ... , dk ] es una matriz diagonal definida positiva de tamaño k x k,
O e }Rn es abierto, conexo y acotado con frontera suave, w( t, :r) E }Rk Y f : }Rk ---+ }Rk

es un campo vectorial suave.

www.bdigital.ula.ve

Atribución - No Comercial - Compartir Igual 3.0 Venezuela (CC BY - NC - SA 3.0 VE )



60 Capítulo 2. Formación de Patrones

Vamos a suponer que w == wo, es un equilibrio no trivial y estable para el sistema
cinético asociado a (2.9), es decir, f(wo) = °y

of¡(wo) of¡(wo) of¡(wo)
OWI OW2 OWk

0/2 (wo) 0/2 (wo) 0/2 (wo)

df(wo) = OWI OW2 OWk es una matriz estable.

o!k(wo) o!k(wo) o!k(wo)
OWI OW2 OWk

Claramente Wo es un equilibrio, más aún, Wo es una solución estacionaria homogénea,
para el sistema (2.9). Entonces nos preguntamos:

i) ¿Será que la solución wo seguirá siendo estable para el sistema (2.9)?

ii) De no ser así, ¿Cuales son las propiedades que debe tener el campo vectorial f para
poder desestabilizarlo? ¿Entrará en juego la difusión (D).?

iii) ¿Aparecerán soluciones estacionarias no homogéneas del sistema (2.9)? ¿Podrían
estas soluciones bifurcar localmente de Wo cuando variamos la difusión?

Habiendo planteado el problema, nuestra tarea ahora es dar respuesta a cada una
de estas interrogantes. Para ello vamos a introducir la siguiente subsección.

§ 2.2.1 Inestabilidad de Turing y Bifurcación Local

Las interrogantes planteadas anteriormente, generan una motivación para introducir la
definición de Inestabilidad y Bifurcación de Turing para sistemas de reacción-difusión.

Comenzaremos entonces, linealizando el sistema (2.9) alrededor de w = Wo, para
ello, establecemos w(t, x) = Wo + z(t, x) y sustituimos en (2.9) para obtener

oz
at (t, x) = Db.z(t, x) + f(wo + z(t, x)), x E 0, t > 0,

oz
01] (t, x) = 0, x E 00, t > 0,

z(O,x) = ;j)(x) = <jJ(x) - Wo E L2(O),

(2.10)

www.bdigital.ula.ve

Atribución - No Comercial - Compartir Igual 3.0 Venezuela (CC BY - NC - SA 3.0 VE )



Inestabilidad de Turing y Bifurcación Local 61

luego, desarrollamos el polinomio de Taylor de f(z) alrededor del cero y nos quedamos
sólo con los términos lineales, obteniendo

OZ
ot (t, x) = D.6..z(t, x) + df(wo)z(t, x), x E O, t> 0,

~~ (t, x) = 0, x E 00, t > 0, (2.11)

z(O, x) = (fi(x) = cjJ(x) - Wo E L2(0).

La ecuación (2.11) aproxima el comportamiento del sistema (2.9) mientras
z(t, x) = w(t, x) - 100 sea pequeño, es decir, si

Proposición 2.8 la solución 100 del sistema (2.9) es asintóticamente estable, si, y

sólo si, la solución trivial z == °del sistema (2.11) es asintóticamente estable.

Demostración.-Es inmediata a partir de la definición de Estabilidad Asintótica.

Proposición 2.9 La solución trivial z == °del sistema (2.11) es asintóticamente
estable si, y sólo si, toda solución de (2.11) tiende a cem cuando t -+ +00.

DemostraciÓn.- Es inmediata a partir de la definición de estabilidad asintótica y

el hecho que 1I(fiIIL2(o) << 1.

Motivado por la resolución de la ecuación de Laplace caso unidimensional, ver
Capítulo 1, pago 10 de este trabajo, queremos expresar las soluciones en L 2(0) del
sistema (2.11) de la siguiente manera:

00

z(t,x) = I:>j(t)cjJj(x), donde Sj(t) E JRk.
j=o

Para ello, denotemos por cjJj(x) la j-ésima autofunción del operador -.6. sobre n sin
fiujo en la frontera. Es decir,

{

.6.cjJj(x) + AjcjJj(X) = 0, x E O

ocjJj (x) = (r¡.\lcjJj(x)) = 0, x E oO.
1]

para escalares Aj que satisfacen °= Ao < Al < A2 < ...

(2.12)
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62 Capítulo 2. Formación de Patrones

Sabemos que el operador diferencial -Ll, con condiciones de frontera de tipo Neu­
mann homogéneo es autoadjunto en L2 (O), así dadas ep, 'IjJ E Dom(-Ll) e L2 (O)
tenemos que

k-Ll'IjJ.epdx = in -Llep.'ljJdx donde dx = dXldx2 ...dxn

en particular para cada j,

~ -LlcjJj.cjJjdx = ~ -LlcjJj.cjJjdxJn .h'l
y por identidades de Green obtenemos

Así, los Aj son no negativos. También podemos suponer sin perdida de generalidad
que

11 cjJj I\ L 2(Q)= 1.

Más aún, sabemos que el conjunto formado por las autofunciones (cjJj) del operador -Ll
forman una base ortonormal de L2(O). Así, cualquier función u(x) E L2(O) se puede
expresar como una serie de Fourier

00

u(x) = L UjcjJj(x).
j=O

y la solución del sistema (2.11) viene dada de la siguiente manera: ver Grindrod [6]
pág. 26-27.

z(t, x) = L~o Sj(t)cjJj(x), donde s.i(t) E JRk (2.13)

Sustituyendo (2.13) en (2.11) y igualando los coeficientes de cada </Jj, obtenemos:

(2.14)

Proposición 2.10 la solución trivial z == O del sistema (2.11) es asintóticamente
estable si, y sólo si, cada Sj(t) ---+ O cuando t ---+ +00.

Demostración.- Asumamos que z == O es asintóticamente estable y sea j E N.
Entonces existe p > O tal que,

lim Ilz(t, ep)II L (O) = O si, ep E lBlp(O)
t->oo 2

(2.15)
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Consideremos el siguiente sistema

oz
(}t(t,x) = Dllz(t,x) + df(wo)z(t, x), x En, t > O

ozur¡ (t, x) = O, x E un, t > O.

z(O, x) = excjJj(x) E L2 (n).

63

(2.16)

Donde ex > O tal que ex < p. Entonces la solución del sistema (2.16) viene dada por
z(t, x) = exSj(t)cjJj(x), así de (2.15)

Asumamos ahora que cada Sj(t) ----t O cuando t ----t +00. Razonemos por reducción
al absurdo. Si z == Ono es asintóticamente estable, entonces debe existir un j E N tal
que Sj(t) f+ O cuando t ----t +00 lo cual es una contradicción.•

Observación 2.5 De la teoría de ecuaciones diferenciales Ordinarias sabemos que
cada
Sj(t) ----t O cuando t -+ +00, si, y sólo si, cada B.1 es una matriz estable.

Por lo tanto, si cualquiera de las matrices B.1 tiene un autovalor Aj con parte real
positiva, entonces Ils.1 11 puede aumentar exponencialmente y en consecuencia también
lo haría z. Claramente en este caso z = O es inestable, para perturbaciones arbitrarias
que no son ortogonales a cjJj. Esto nos permite obtener la siguiente definición.

Definición 2.6 (Inestabilidad de Turing) Diremos que el equilibrio Wo del sis­
tema (2.9) es Turing Inestable, si este es un equilibrio asintóticamente estable del
sistema cinético asociado a (2.9) pero es inestable con respecto al sistema (2.9).

Como lo mencionarnos anteriormente, la Observación 2.3 y el Corolario 2.7 nos
provee un método para saber cuando un sistema bidimensional o tridimensional de
reacción-difusión, como en (2.9), presenta la inestabilidad de Turing, en función de la
excitabilidad de la matriz df(wo). Más aún, para que pueda ocurrir la inestabilidad de
Turing en sistemas bidimensionales, hay sólo cuatro posibles arreglos de signos para la
matriz df (wo)·

+ +
o ).
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Consideremos ahora una matriz

(
an

A = df(wo) =
a2I

y asumamos que A es una matriz excitable, es decir,

(1) Tr(A) = an + a22 < O;

(2) det(A) = an . a22 - aI2 . a2I > O

(3) an > O o a22 > O

Capítulo 2. Formación de Patrones

Así, el polinomio característico de la matriz B j dada en (2.14) es de la forma

p2 -Tr(Bj)p+det(Bj )

p2 _ [Tr(A) - AjTr(D)]p + det(Bj ).

y por el criterio de Routh-Hurwitz PBj(P) tiene un autovalor con parte real no
negativa si

Entonces realizamos un gráfico de la región Ru donde podemos tomar los términos
difusivos (dI, d2) de tal manera que, el equilibrio Wo sea inestable con respecto al sistema
(2.9).

det(A)
Aja22

an
I~

I
a22 I
>. ..2..-1- _

I

I
I
1- - --
I

an
I~

I

b) si a22 > O

a) si au > O

Donde H>'j = {(dI, d2) E ]R;.2: det(A) - anAjd2 - a22AjdI + AJdId2 = O} Y
R u = {(dI, d2) E ]R;.2: det(A) - anAjd2 - a22AjdI + AJdId2 :s O, dI > O, d2 > O}
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Proposición 2.11 En este caso los autovalores Alj y A2j de la matriz Bi pueden
ser:

i) Alj > O y A2j < O, si (dI,d2) E Ru

ii) Alj = O Y A2j < O, si (dI, d2) E H Aj

iii) Alj < O y A2j < O, si (dI, d2) no pertenece a R71 ni a HAj

Demostración.-
Las raíces de PBj (p) vienen dadas por:

Tr(Bj ) ± V[Tr(Bj )]2 - 4· det(Bi )
Aij = 2 .

Luego si (dI,d2) E R71 , entonces det(Bj ) < O y por tanto

Tr(Bj ) + J[Tr(Bj )J2 - 4· det(Bj ) Tr(Bj ) - V[Tr(Bj )]2 - 4· det(Bj )
Alj = 2 > O y A2j = 2 < O.

Si (dl ,d2 ) E HAj , entonces det(Bj ) = O, así

Alj = O Y A2j = Tr(Bj ) < O.

Por último si (dI, d2) no pertenece a Ru ni a HAj , entonces det(Bj ) > O.

De los dos casos anteriores se deduce que dichas raíces deben ser reales, es decir,
[Tr(Bj)j2 - 4· det(Bj ) > o. Además,

Tr(Bj ) + J[Tr(Bj )]2 - 4· det(Bj ) Tr(Bj ) - J[Tr(Bj )]2 - 4· det(Bj )
Alj = 2 < O y A2j = 2 < O.

I

§ 2.2.2 Formación de Patrones

Antes de hablar acerca de Patrones, vamos a introducir las definiciones necesarias para
esta subsección. Comenzaremos con la definición de un punto de bifurcación para un
sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales de tipo parabólico.

Consideremos el siguiente sistema parabólico

x E n, t > O

1
aw
7j¡(t, x) = F(d, W(t, x)),

aw
6 a7] (x, t) + a(x)W(x, t) = O, t > O, x E ano

(2.17)
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Donde F es un operador diferencial F : lR.n x B I ~ B 2 , con B I y B 2 espacios de Banach.

Definición 2.7 Diremos que do E lR.n es un punto de bifurcación para la familia de
campos vectoriales F(d, W) si VE > O, :3 d*, d** E B(do, E) tal que los flujos del sistema
(2.17) asociados a d* y d**, digamos T* y T** respectivamente, no son topológicamente
conjugados, es decir, no existe un homeomorfismo H de modo que el siguiente diagrama
resulte conmutativo.

T*
B I 'B2

1 T**

IH
B I · B2

Consideremos ahora el siguiente sistema de reacción-difusión sujeto a condiciones
de frontera de tipo Neumann homogéneo.

aw
7it(t, x) = DLlW(t,x) + f(W(t, x)), x E O, t > O

aw-a(t, x) = O, x E ao, t > o.
1]

W(O, x) = cP(x) E [C(O,lR.~), 11·1100]·

(2.18)

Donde D = diag[d l , d2 , ... , dk ] es una matriz diagonal definida positiva de tamaño k x k,
O e lR.n es abierto, conexo y acotado con frontera suave, W(t, x) E lR.~ Y f : lR.~ ~ lR.k

es un campo vectorial suave tal que Ji (W) 2': O, siempre que W E lR.~ Y Wi = O. Sea
W == Wo un equilibrio homogéneo para el sistema (2.18), es decir, f(Wo) = O.

En esta sección estudiaremos como, por cuenta de la difusión, el fenómeno de ines­
tabilidad da lugar a soluciones estacionarias no homogéneas de (2.18) que bifurcan de
la solución estacionaria homogénea Wo.

Definición 2.8 Diremos que en do E (O, +00) ocurre una bifurcación de Turing,
si la solución Wo cambia su estabilidad en do y en alguna vecindad de do existe una
familia uni-paramétrica de soluciones estacionarias del sistema (2.18).

Ahora nos concentraremos en dar condiciones suficientes para que ocurra una bifur­
cación de Turing en sistemas bidimensionales de Reacción-Difusión considerando como
parámetro de bifurcación a dI y utilizando el Teorema 1.25, el cual no es más que un
teorema de Bifurcación de un Autovalor Simple para Operadores en Espacios de Ba­
nacho Dicho teorema se encuentra demostrado en el primer Capítulo pág. 40 de este
trabajo.
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Para nuestro propósito vamos a asumir que el sistema (2.18) es bidimensional, que
Wo es una solución estacionaria homogénea no trivial de (2.18) y que la matriz A es el
jacobiano de f en Wo, es decir,

Definamos los espacios de Banach X y Y como sigue:

{
- 2 8U(t, x) }

X:= U E G(n, JR ) : 8r¡ = 0, t > 0, x E 8n

con la norma del supremo incluyendo la primera y la segunda derivada, es decir,

2

11 U IIx= L ~ 1I U(i)(x) 11=
~.

i=O

y y := G(n, JR2) dotado con la norma usual del supremo. Sin embargo, cuando esco­
jamos el subespacio Z, debemos usar la ortogonalidad inducida por el producto escalar

(V, U) = k(Vi (x)U1 (x) + V2(X)U2(X)) dx

donde V = (Vi, V2) y U = (U1 , U2).

El siguiente teorema esta motivado por el Teorema 2, pag 120 del artículo publicado
por Marcos Lizana y Julio MarÍn [11 J en 2004.

Teorema 2.12 Sean VIk Y V2k los autovectores de Bk = A - AkD correspondientes
a los autovalores A1k y A2k respectivamente. Asuma que:

(1) La matriz A es excitable, es decir, Tr(A) < 0, det(A) > °ya22 > O.

(2) Vlk = ( t ) y V2k no es paralelo a ( ~ )

(3) °< d2 < a22 .
Ak

Entonces existe un único k E N tal que en

di = au Akd2 - det(A)
Ak (Ak d2 - a22)

ocurre una bifurcación de Turing para la solución estacionaria homogénea W o del sis­
tema bidimensional (2.18)
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68 Capítulo 2. Formación de Patrones

Demostración.-

Tomando W = U + Wo, y sustituyendo en (2.18), obtenemos

au7it = Dt1U +AU + G(U), x E n, t> °
~~ (t, x) = 0, t > 0, x E ano (2.19)

(2.20)

U(O, x) = ~(x) = rjJ(x) - Wo E O(n, JR2).

donde G(U) = f(Wo + U) - AU.

Para cualquier solución estacionaria no homogénea W del sistema (2.18),
U = W - Wo satisface la siguiente ecuación elíptica

{

Dt1U + AU + G(U) = 0, t > 0, x E n

au
~(t, x) = 0, t > 0, x E ano
Uf]

Como °< d2 < ~:' entonces existe un único k E .N tal que (di, d2 ) pertenece a la

hipérbola HAk' Como se muestra en la siguiente figura.

d*1

- HA1

- H Ak._ 1

-H).,
k

HAk+1

- HA con j > k + 1
J

{( 2 ( 2}Donde H Ar = dI, d2) E JR : det A) - allArd2 - a22Ardl + Ard1d2 = °,con
T = 1,2, .oO, k - 1, k, k + 1, ...
Más aún, podemos fijar d2 E (O,~) tal que (di,d2) E HAk , el det(Bj) > 0, Vj -# k
y det(Bk ) = O. Por lo tanto, para i = 1,2 y j = 0,1,2, oO., Ak-lJ Ak+I, ... todos los
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autovalores )..íj de B j tienen parte real negativa. De la Proposición 2.11, para oÍ = k,
un autovalor, digamos )..lk, es cero y el otro )..2k < O.

Tomando en cuenta esta observación y (2.20); definimos el operador F en espacios
de Banach mencionado en el Teorema 1.25 como sigue:

F: JR+ x X -t Y

F(dI, U) = Db.U + AU + G(U).

Entonces el operador lineal Lo viene dado por:

Lo: X -t Y

Lo = D2 F (di,0) = (~ ~2) b.+A,

donde dI es el coeficiente difusivo de la presa.

Determinemos ahora el espectro del operador Lo. Sea 1Jj la j-ésima autofunción
asociada al autovalor )..j del operador laplaciano sujeto a condiciones de frontera del
tipo Neumann homogéneo, en el espacio L 2 (0, JR2) entonces

(2.21)

para escalares )..j que satisfacen O = )..0 < )..1 < )..2 < ... y sean )..ij los autovalores
de Bj con Vij su respectivo autovector, así

Por lo tanto, el espectro del operador lineal Lo viene dado por los autovalores )..ij

de las matrices

(
d*B.=A-)... 1] ] O

Y'tPij = VijcPj son las respectivas autofunciones asociadas al autovalor )..ij de Lo, entonces

{

Lo'l/Jzj(x) = )..z]'l/Ji](X),

f)'lj;z](x) = O x E ao.
a17 ,

donde i = 1,2 Y oÍ = 0,1,2, ...

xEO

(2.22)
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Luego la autofunción del operador lineal Lo correspondiente a AIk = O viene dada
por 'l/JIk = VIk<Pkl la cual es una solución estacionaria no homogénea del sistema bidi­
mensional (2.18) linealizado alrededor de Wo, con di como coeficiente difusivo de la
presa, es decir,

(J'ljJIk .
a17 (x) = O, x E an,

Por lo tanto, el subespacio N(Lo) es uni-dimensional, generado por 'l/JIk'
A causa de la ortogonalidad de las <Pjs para j = 0,1,2, .. _el R(Lo) viene dado por

la relación
R(Lo) = {z E C(n,~2) : La expansion de Fourier de Z no contiene el término <Pk(X)}
U {V2k<Pk} Y tiene codimension 1.

En consecuencia se cumplen las condiciones (i), (ii) Y (iii) del Teorema 1.25. Sólo
falta verificar la condición (iv). Sea

(~ ~) b.vIk<Pk

(~ ~) ( ~~ ) b.<Pk(x)

-Ak ( ~ ) <Pk(X),

con 6 f= O, Y ( ~ ) no es paralelo a V2k· Por lo tanto L I 'l/JIk tj R(Lo) Yla condición(iv)

del Teorema 1.25 se cumple. En consecuencia, tomando Z = R(Lo) concluimos que
existe "( > O y una función continuamente diferenciable (dI, <p) : (-"(, "() ----+ ~+ x Z tal
que dI (O) = di, <p(0) = O Y

F(dI(s), S· ['l/JIk +<p(s)]) = o.
De donde

U(X) = S· 'l/JIk(X) + S· <p(s)(x) = S· Vlk<Pk(X) + S· <p(s) (x)

es una solución de la ecuación elíptica (2.20) con s E (-"(, "(). Finalmente, tomando en
cuenta que U = W - Wo, obtenemos que

W(X) = Wo + S· VIk<Pk(X) + s . <p(.s)(x)
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son soluciones estacionarias no homogéneas del sistema (2.18) con s E (-1',1').

Así, para dI = di ocurre una bifurcación de Turing.1

71

Observación 2.6 En el artículo publicado los profesores Marcos Lizana y Julio
Marín. [l1J p.p. 210, se prueba el teorema anterior cambiando la condición a22 > O
por au > O y se considera como parámetro de bifurcación a d2 . Así, en todos los
casos posibles, tenemos condiciones suficientes para que en sistemas bidimensionales de
reacción-difusión ocurra una bifurcación de Turing.

En la siguiente subsección vamos a considerar algunos sistemas depredador-presa
con reacción-difusión y estudiaremos la posibilidad de que se presente la inestabilidad
de Turing.

§ 2.2.3 Sistemas Depredador-Presa con Reacción-Difusión

Ahora vamos a considerar tres sistemas depredador-presa con reacción-difusión y condi­
ciones de frontera de tipo Neumann homogéneo, mortalidad M(v) > O y respuesta
funcional f (u, v) de la forma:

011, 011,
ot = dI ox2 + A11,(1- u/K) - af(u,v), x E 0, t > O

OV ov
ot=d20x2 -M(v)v+bf(11"v), xEO, t>O

011, OV-o(t,.x) = -o(t,x) = O, x E 00, t> O
1] 1]

(2.23)

11,(0, x) = 'Pl(X):2: O; v(O, x) = 'P2(X):2: O, x E O.

Donde n e ]Rn es abierto, conexo y acotado con frontera suave, u(t, x) y v(t, x) re­
presenta la densidad de la población de la presa y el depredador respectivamente, en
x E °Y en tiempo t. El parámetro A representa específicamente la tasa de crecimiento
de la presa sin depredación y sin limitación del entorno; en ausencia de depredadores,
la población de la presa crece logísticamente con capacidad de carga K> O. di > Opara
í = 1,2 son los coeficientes difusivos de la presa y el depredador respectivamente. a y
b son coeficientes de saciación o tasas de conversion. Estudiaremos la posibilidad de que
aparezca la inestabilidad de Turing en dicho sistema, de acuerdo a cierta configuración
de parámetros.

1) Sistema depredador-presa con mortalidad constante M(v) = e y respuesta funcional
del tipo Holling JI

uv
f(u,v)=1+E11,'
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En este caso el sistema (2.23) toma la siguiente forma:

(2.24)

ou ov
--¿}(t, x) = --¿}(t, x) = 0, x E 00, t> °
uf} u17

u(O, x) = <PI (x) 2: O; v(O, x) = <P2(X) 2: 0, x E O.

donde,

uv
FI(u, v) = Au(l- u/K) - a E

1+ u
y

con todas las constantes positivas. Para determinar los puntos de equilibrio no
triviales Po = (uo,vo) del sistema cinético asociado a (2.24), notamos que el
sistema sin difusión se puede reescribir de la siguiente manera

u' = ~h(u)[J(u) - v], v' = v[h(u) - e] (2.25)

donde,
u

h(u) = b1 + Eu y
A

f(u) = aK(K - u)(l + Eu).

Luego de (2.25) y tomando en cuenta que b - CE i- 0, obtenemos:

e
h(u) = e ~ u = b _ eE y

A 2
f(ll) = V ~ V = aK[-Eu + (KE - l)u + K].

Así el conjunto de puntos críticos no triviales viene dado por la intersección de
las curvas

e
u = b- CE y

A
v = aK[-Eu2 + (KE -l)u + K]. (2.26)

Entonces de (2.26), obtenemos los siguientes casos:
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Caso 1) Si
C

b- CE < O ó C K
b-CE> ,

entonces obtenemos exactamente un punto de equilibrio no trivial
Po = (uo, vo). Como se muestra en las siguientes figuras.

v
v

b) S· e K KE-l O
1 b-Ee > y 2E >

--+--+--..I..-------<lt--+--_ u

A. + A(KE-l)2
a 4aKE

KE-l
2E

) S· e O KE-l Oa 1 b--Ee < y 2E >

A. + A(KE-l)2
a 4aKE

--+-+-+--..I..-------<lt----_ U

v

v

e
b-Ee

A. + A(KE-l?
a 4aKE

KE-1
2E

-1
E

--+----..l..---4-----<l__+--_u

A A(KE-l)2
a + 4aKE

KE-l
2Ee

b-Ee

) S· e O KE-l Oe 1 b-Ee < y 2E <

--+-+----'---4--41--_ u

d) S· e K KE-l O
1 b-Ee > y --;¡¡;; <

donde, -u = b-~E y ~v = a1< [-Eu2 + (KE - l)u + K]
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Sin embargo, desde un punto de vista biológico el Caso 1) es irrelevante.
Por ello, nos vamos a restringir a estudiar el siguiente caso.

Caso H) Si

e0< b-CE < K,
entonces existe exactamente un equilibrio no trivial y no hay posibilidades
de que ocurra la inestabilidad de Turing.

En efecto, observe que el punto de equilibrio viene dado por:

Po=(uo,vo) = (b_CCE' a~ [(b_CCE) ( b~~E+KE-l)+K]),

con Uo > O y Vo > O. Como se muestra en las siguientes figuras.

v

v

KE-le -­
-EC 2E

--+--+--1-.1.-----4--_ u

A A(KE-1f
a + 4aKE

e
b-Ee

KE-l
2E

--+--t---'----+---<lt----. u

A A(KE-l)2
a + 4aKE

a) Si KE-1 <~ y KE-1 > O
2E b-Ee 2E

b) S· KE--1 e KE-1 O
1 2E > b-·Ee y 2E >

v

A A(KE-1)2
a + 4aKE

--+-----'----+--+--<lt----. U
-1
E

) S· KE-l ' KE-1 O
e 1 2E < b-EC y 2E <
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Donde, ~u = b-~E

h(uo)=C;

y --v = a1d-Eu2 + (KE - l)u + K]" Luego,

J(uo) = '00,

h'(u) = (1 +~u)2 > 0, \:/u> O;

A
J'(u) = aK[KE -1- 2Eu]

a;:l (u, v) = ~[h'(u)(J(u) - v) + h(u)J'(u)]

8F1 a
8v (u, v) = - bh(u) < 0, \:/u > O

8F2 ) '( )811, (u, V = 'Oh u > 0, \:/u > Oy v > O;

8F2
8v (u, v) = h(u) - C

Por lo tanto, la matriz jacobiana del campo vectorial F = (FI, F2 ) en el
punto Po, viene dada de la siguiente manera

de donde obtenemos que

dF( Po) = (: ~),

o

dF(Po) = (~ ~-),

o

si

SI

KE-1 C
2E > b-CE

KE-1 C
2E < b-CE"

dF(Po) = (~ ~), si
KE-1

2E
C

b-CE"

En todos los casos la matriz dF(Po) no es excitable y por tanto no existe
la posibilidad de que ocurra la inestabilidad de Turing para el equilibrio no
trivial del sistema (2.24).
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2) Sistema depredador-presa con mortalidad constante M('O) = C y respuesta funcional
cociente dependiente (ratio dependent).

11,'0
f(u,'O) = E

11,+ v

En este caso el sistema (2.23) toma la siguiente forma:

011, 011,
ot = d1ox2 + F1(u, v), X E 0, t > °
0'0 0'0
&t =d2ox2 + F2(U, v), xEO, t>O

011, 0'0
or¡ (t,x) = or¡(t,x) = 0, x E 00, t> °
11,(0, x) = 'PI (x) 2: O; '0(0, x) = 'P2(X) 2: 0, x E O.

donde,

(2.27)

11,'0
F1(u,'O) = Au(l- u/K) - a E

11,+ v
y

11,'0
F2 (u, v) = -C'O + b E'

11,+ v

con todas la'> constantes positivas. Para determinar puntos de equilibrio no tri­
viales Po = (11,0, '00) del sistema cinético, el sistema sin difusión se puede reescribir
de la siguiente manera

{

11,1=~h(u,v)[f(u,'O)-'O]

'0' = v[h(u,v) - C]

donde,

(2.28)

u
h(u, v) = b--­

u+E'O

Luego de (2.28) obtenemos:

y
A

f(u, v) = aK(K-u)(u+Ev).

oF1 a [Oh of ]011, (u,'O) = b ou(u,'O)(f(u,v)-v)+h(u,'O)ou(11,,'O)

O~I(11,,'O) = ~[~~(u,'O)(f(11,,'O)-'O)+h(u,'O)(~~(u,V)-l)]
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uF2 uh uF2 uh
Uu (u, v) V¡)(u,v) y Uv (u, v) h(u, v) - O + v Uv (u, v)

u

uh b Ev uf A
uu (u, v) y uu (u, v) -[-2u-Ev+K]

(u + Ev)2 aK

uh -b uE uf AE
u)u, v) y u)u, v) -[K-u]

(u + Ev)2 aK

Así

77

(b - O)u
h(u,v) =0 ~ v= CE y

. v (aK - AKE )f (u, v) = v ~ E AE + u

(2.29)

Como nuestro objetivo es encontrar puntos de equilibrio importantes desde un
punto de vista biológico y no triviales, observando las ecuaciones en (2.29), pode­
mos pedir que b - O > Oy

u =1- -Wo = AKE - aK
AE

Así, tenemos los siguientes casos:

Caso 1) Si AE = a, entonces el punto de equilibrio que viene dado por la
. . , d 1 (b - O)u 1 (K )mterseCClOn e as curvas v = OE Y v = E - u es

(
CK (b- O)K)

Po = (uo, vo) = -b-' Eb

Y no se puede presentar la inestabilidad de 1Uring para dicho equilibrio del
sistema (2.27). Como se muestra en la siguiente figura.

v

K
E

(b-C)K
bE

__~ --l U

CK
-b-

-~u = (bC~)u y -v = i(K - u)
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8Fl
ov (uo, va)

8F2
8v (uo, va)

78

En efecto,

h(uo, VD) = C·,

ah b-C
ou (uo, VD) K

,

ah EC
ov (uo, VD) =

K

de donde

oFl AC2
a(uo,vo) -7<0;u

oF2 (b - C)2 O
ou (uo, vo) Eb >;

f(uo, va) =

of
~(uo,vo)
uu

of
ov (uo, vo)

AK (b- C)
ab

AC

ab

b-C

b

(b - C)C O
b <.

Por lo tanto la matriz jacobiana del campo vectorial F = (F1 , F2) viene dada
por

(
C;:1 (uo, va) a:l

(uo, va)) (_ _)
dF(Po) = a'Jf2 aJA = +-

au (uo, vo) av (uo, vo)

En este caso la matriz dF(Po) no es excitable y por tanto no existe la posibi­
lidad de que ocurra la inestabilidad de Turing para dicho equilibrio no trivial
del sistema (2.27).

Caso 11) Si AE < a y b~ C < A:, entonces el punto de equilibrio que viene

(b - C)u K u - u2
dado por la intersección de las curvas v = C E y v = E(Wo + u) es

(
aK(C - b) (b - C)K (b - C?aK)

Po = (uo, vo) = AEb + K , CE - AbCE2

v

r

(b-C)K aK(b-C)2
CE ACbE2

---::~---""-------"'olloo::--U
aK(C-b) + K K

AEb

(b-C)u -v _ Ku-u2
~v = CE Y - E(wo+u)
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Luego

h(uo, VD) C' ¡('Uo, VD)
aK(b - C)2 K(b - C)

,
ACbE2 + EC

ah AEC(b- C) a¡ Ab b2 _ C2

a)Uo,VD) aK(C - b) + AEKb' au (UD, VD) = --+
CEbaC

ah AE2c2 a¡ C
av (UD, VD) aK(C - b) + AEKb' av (UD, VD) 1- b'

De donde

aF1 -AEb2 + a(b2 - C 2). aF1 aC2
au (UD, VD) av (UD, 'VD) --<O

Eb2 ,
b2

aF2 (b - C)2 O aF2 (b - C)C
au (UD, VD) Eb >; av (UD, 'VD) b < O.

Por lo tanto la matriz jacobiana del campo vectorial F = (H, F2 ) viene dada
por

Así,

dF(Po) = ( ~ =), b2 - C 2 AE
si

b2 <-o
a

o

dF(Po) = ( ~ =) , b2 - C2 AE
si

b2 a

En estos casos la matriz dF(Po) no es excitable y por tanto no existe la
posibilidad de que ocurra la inestabilidad de Turing para dicho equilibrio no
trivial del sistema (2.27). o,

si

en este caso la matriz dF(Po) es excitable y por tanto existe la posibilidad
de que ocurra la inestabilidad de Turing para dicho equilibrio no trivial del
sistema (2.27). Además escogiendo adecuadamente los coeficientes difusivos
puede ocurrir una bifurcación de Turing.
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Caso 111) Si AE > a, entonces el punto de equilibrio que viene dado por la
(b-C)11. K'u-11.2

intersección de las curvas v = C E y v = E(Wo + u) es

(
aK(C - b) (b - C)K (b - C)2aK)

Po = (11.0, vo) = AEb + K , CE - AbCE2

v

--~--_---__----u
/

_ (b-C)u Ku-u2

--v - CE Y -v = E(wo+u)

Observe que

por lo tanto la matriz jacobiana del campo vectorial F = (F}, F2 ) nos queda
de la siguiente forma

dF( Po) = (~ =)
En este caso la matriz dF(Po) no es excitable y por tanto no existe la posibil­
idad de que ocurra la inestabilidad de Turing para dicho equilibrio no trivial
del sistema (2.27).

Ahora nos concentraremos en determinar la región más grande de estabilidad

para el equilibrio Po en función de los parámetros. Para ello definamos r = ~;
a b

s= EA y b= A'
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ASÍ, Po es local asintóticamente estable, si y sólo si, 1', s, y Ó E Ds , donde

D s ={(1',S)ElR.2 :0<1'<1, s<_l_ O<s< 1
ó1'

+-112 Y ó>o}.
- 1-1" +1'-1'

1

1

---+------------------------IL,-l-- r

a) si O< ó ::; 1

b)siÓ>l

1
r

Donde,
1

-s=-- y
1-1'

1 Ó1'
-s=--+-­

1 - 1'2 1 + l'

También podemos determinar la región más grande donde puede ocurrir la ines­
tabilidad de Turing para el equilibrio no trivial Po del sistema (2.27) en función
de los parámetros.

s

1

1

---+---------1::-
1
-- r

a) si O< ó ::; 1
--+--------I1~- r

b) si ó> 1
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1 1 ~ 1
donde, -8 = --2; -8 = --2 + -- y -8 = --

1-r 1-r 1+r 1-r
Así, debemos considerar los parámetros r, 8, 15 E D~, donde,

3) Sistema depredador-presa con mortalidad variable M(v) = 15 + 'Y - 15, O < 'Y < 15 y
1+v

respuesta funcional del tipo Holling 11

uv
f(u, v) = E'1+ u

En este caso el sistema (2.23) toma la siguiente forma:

av av
at =d2ax2+F2(U,V), xEn, t>O

au av
--;:;-(t, x) = --;:;-(t, x) = O, x E an, t> O
ufl ur¡

u(O, x) = <PI (x) ;::: O; v(O, x) = <P2(X);::: O, x E n.

donde,

(2.30)

FI(u, v) = Au(1-ujK)-a u~
1+ u

y [
'Y - 8] uv

F2 (u,v) = - 15+ -- v+b E'
1+v 1+ u

con toda" las constantes positivas. Para determinar los puntos de equilibrio no
triviales Po = (11,0, vo) del sistema cinético, el sistema sin difusión se puede rees­
cribir de la siguiente manera

donde,

Uf = *h(u)[J(u) - v],

u
h(u) = b E

1 + 'u
y

A
f(u) = aj((K - u)(1 + Eu).

(2.31)
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Así tenemos que,

h(u) > 0, vu > °
f(u) >0, VO<u<K

h'(u) = (1 +~u)2 > 0, Vu> °
A

f'(u) = aK[KE -1- 2EuJ

~l (u, v) = ~[h'(u)(f(u) - v) + h(u)f'(u)J

DF1 a
Dv (u, v) = ~bh(u) < 0, Vu> °

DF2 ) ')ou (u, v = vh (u > 0, Vu > 0, v > O;

DF2 ( 'Y - Ó )
Dv (u, v) = h(u) - .M(v) + v (1 + v)2

83

Como nuestro objetivo es encontrar puntos de equilibrio no triviales e importantes
desde un punto de vista biológico, observando la ecuación (2.31), tenemos que el
conjunto de puntos críticos esta dado por la intersección de las curvas

V=g(U):=M- 1(h(U))=M- 1 ( bu )=_CU-d, y
1 + Eu u - e

A 2 b-'YE 'Y
v=f(u):= aK[-Eu +(KE-1)u+KJ donde,c= b-ÓE; d= b-'YE Y

ó ,
e = b _ óE· Ademas,

(

oF¡ DF1 ) a
)

a(Uo,vo) a(Uo,vo) ( -h(u)f'(u)
dF(Po = d]!! di!: = b

Du2(uo,vO) Dv
2

(uo, vo) +

De donde obtenemos los siguientes casos:

=) v,,,,>OY"o>O

Caso 1) Si d < K y b > b - "lE > b - óE > 0, entonces obtenemos
exactamente un punto de equilibrio Po = (uo, va) no trivial del sistema (2.30)
y se desprenden los siguientes subcasos.

www.bdigital.ula.ve

Atribución - No Comercial - Compartir Igual 3.0 Venezuela (CC BY - NC - SA 3.0 VE )



84 Capítulo 2. Formación dc Patrones

KE-l
Caso 1.1) Si 2E > 0, entonces la matriz jacobiana del campo vectorial

F = (FIJ F2 ) en el punto Po, viene dada de la siguiente manera.

dF( Po) = (+ =), si d >
(

,1 + e + A(KE--,l)2) (e _ KE-;l)
a 4aK b 21"

e +e

En este caso la matriz dF(Po) no es excitable y por tanto no existe la
posibilidad de que ocurra la inestabilidad de Turing para. dicho equilibrio
no trivial del sistema (2.30). Ver la siguiente figura.

v

A + A(KE-l)2
a 4aKE

--+---l~_-J...._---""-__ u
e

-v = -c~=~ y -v = á [-E'lJ,2 + (KE - 1)'lJ, + K].
o

dF(Po) = (: _), si d <
( .1 + e + A(KE-l)2) ( _ KE-l)

a 4aKE e 2E
e +e

En este caso la matriz dF(Po) es excitable y es posible que ocurra la in­
estabilidad de Turing para dicho equilibrio no trivial del sistema (2.30).
Además escogiendo adecuadamente los coeficientes difusivos puede ocur­
rir una bifurcación de Turing. Ver la siguiente figura.
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v

.de + A(KE-l)2
a 4aKE

--......--+.....-é----4---.... u

-c

-v=-c~=~ y -v=at[-Eu2 +(KE-l)u+K].
o

85

dF(Po) = ( ~ ), si d =

v

(
Ac + e + A(KE-1f) (e _ KE-l)
a 4aKE 2E

e +e.

.de + A(KE-l)2
a 4aKE

--~---+~-.L.-------4It----.... u

--v = -c~=~ y -v = at[-Eu2 + (KE - l)u + K].

En este caso la matriz dF(Po) no es excitable y por tanto no existe la
posibilidad de que ocurra la inestabilidad de Turing para dicho equilib­
rio no trivial del sistema (2.30).
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KE-l
CasQ I.II) Si 2E < 0, entonces la rnatriz jacobiana del campo vecto-

rial F = (F¡, F2 ) en el punto Po, viene dada de la siguiente manera

v

--~u = -c~=~ y --v = a]([--E'U2 + (KE -l)u + KJ.

En este caso la matriz dF(Po) no es excitable .Y por tanto no existe la
posibilidad de que ocurra la inestabilidad de Turing para dicho equilib­
rio no trivial del sistema (2.30).

Observación 2.7 Si d 2': K Y b> b - fE > b --- SE > 0, entonces
existen equilibrios no triviales para el sistema (2.30), pero desde un punto
de vista biológico no son importantes, es por esta razón que nos enfocaremos
a estudiar el siguiente caso.

Caso 1I) Si b - SE < b - fE < 0, entonces existen equilibrios no triviales del
sistema (2.30) pero desde un punto de vista biológico no son importantes.
Como se muestra en la. figura.

v

d

!1 + A(KE-I)4
(L 4aXB

)
KE--]

-e 2B

u

~u = -c~~ y -'1) = a]([-Ev2 + (1(E - 1)11. + KJ.
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Caso IlI) Si

b - óE < O< b - "(E,

87

entonces tenemos dos subcasos:
KE-l

Caso In.!) Si 2E > O, entonces el campo vectorial F = (FI , F2 )

puede tener un punto de equilibrio no trivial Po, para el cual, por un
razonamiento análogo al Caso 1.1, puede ocurrir la inestabilidad de
Turing si

d<
(

A + e + A(KE-I)2) ( _ KE-I)
a 4aKE e 2E

e +e,

en caso contrario, es decir si

d'2

no se puede presentar la inestabilidad de Turing. Como se muestra en
la siguiente figura.

v

c

_.L--t6--.......---->--.. U

v v

d

-'1) = -c~=~ y -v = atl-Eu2 + (KE -l)u + K].

o puede tener dos puntos de equilibrio en donde para uno de ellos puede
ocurrir la inestabilidad de Turing y para el otro no. Como se muestra
en la siguiente figura.
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v

c

u

--v = _c-u-d ,y ~u = A~r-E'l12 + (KE- 1)11 + K1.
1t-€ ~ ahl' J

o puede tener tres puntos de equilibrio en donde para dos de ellos puede
ocurrir la inestabilidad de Turing y para el otro no. Como se muestra.
en la siguielltefigura.

1v _

---t---- --
e

____-L.~----...1-------.;.....---..... u

-~u = _c-u-d \.' -v- ..Ai-Eu2 + (KE - l)'u + K]lJ,--e' ~ aK l -. ','

KE -1
Caso IlI.U) Si 2E < 0, entonces el campo vectorial P = (FI , P2)

tiene un único punto de equilibrio no trivial e importante desde un
punto de vista biológico para el cual no se presenta la inestabilidad de
Turing.
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